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Введение
Актуальность

Получение новых результатов во многих современных научных обла-
стях неразрывно связано со всесторонним анализом огромных накоплен-
ных неоднородных массивов данных с привлечением самых современ-
ных инфраструктурных ресурсов и задействованием передовых вычис-
лительных средств – высокопроизводительных кластеров и дата-центров
– в рамках комплексных междисциплинарных исследований. Поэтому
чрезвычайно важным становится развитие соответствующих методов,
которые в последние годы рассматривают в рамках отдельной дисципли-
ны – науки о данных (data science) [167,188,268,283,337,341,375,399].
Данная исследовательская область находится на стыке математического
моделирования, математической статистики, машинного обучения, ин-
теллектуального анализа и вычислительно-интенсивных алгоритмов, ко-
торые позволяют эффективно обрабатывать даже неструктурированные
данные больших объемов [170,209,361].

Создание методов и алгоритмов анализа данных для эффективного
использования в прикладных задачах с задействованием современных
высокопроизводительных вычислительных ресурсов зачастую невозмож-
но без развития математических моделей, описывающих функциониро-
вание сложных систем и эволюцию различных процессов в них. В рам-
ках математического моделирования можно выявлять новые знания об
объекте на основе используемой модели либо осуществить выбор моде-
ли (оценивание неизвестных параметров) на основании известных дан-
ных. Первую задачу принято называть прямой, и ее решение ориенти-
ровано на выявление или прогнозирование, например, экстремальных
характеристик описываемого объекта или явления. Вторая задача яв-
ляется обратной, и ее решение позволяет выбрать модель из некоторой
совокупности (семейства), например, с помощью аппарата теории веро-
ятностей и математической статистики. Необходимо отметить высокую
актуальность статистических методов в том числе и при решении за-
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дач, связанных с данными больших объемов. В частности, они могут
применяться при анализе неоднородных наблюдений, разработке анали-
тических процедур выбора моделей высокой размерности и оценивания
их параметров, проверки сложных гипотез [209].

Процесс накопления данных зачастую протекает в условиях неопре-
деленности, обусловленной:
– стохастическим характером интенсивностей потоков информативных

событий и взаимодействием большого числа не поддающихся исчерпы-
вающему прогнозированию факторов, которые можно считать случай-
ными;
– неоднородностью или нестационарностью изучаемых закономерно-

стей;
– неполнотой получаемой информации, в частности, из-за стохастиче-

ского характера поведения внешней среды.
Указанные обстоятельства ведут к необходимости изучения

вероятностно-статистических характеристик данных, прежде всего,
с использованием смешанных вероятностных моделей наблюдаемых
процессов и явлений, что делает вполне естественным применение
байесовских статистических методов анализа данных [213]. При этом
параметры смешивающего (в байесовской терминологии – априорного)
распределения определяются в результате анализа данных о поведении
внешних факторов (окружающей среды).

Методы исследования, развиваемые в диссертации, опираются на
вероятностно-статистические подходы к описанию объектов и явлений.
Основой для построения моделей являются выборки случайного объема
и результаты в области предельных теорем для сумм и максимумов слу-
чайных величин, а также различных возникающих при этом смешанных
распределений. Значительный вклад в развитие указанных направлений
теории вероятностей и математической статистики внесли российские
математики, среди которых следует упомянуть А. Н. Колмогорова [83],
Б. В. Гнеденко [6], И. А. Ибрагимова, Ю. В. Линника [82], Ю. В. Прохо-
рова [107], A.Н. Ширяева [119–122], В.М. Золотарева [447], В. В. Калаш-
никова [279], В. В. Петрова [105], В. М. Круглова [98, 99], В. Ю. Короле-
ва [88,99]. В указанных теоремах со случайным объемом выборки в каче-
стве предельных законов для распределений сумм и максимумов или для
неоднородных и нестационарных случайных блужданий выступают сме-
си распределений, предельные в случае выборок неслучайного объема,
в том числе сдвиг-масштабные нормальные смеси. При этом удобными
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аппроксимациями для них как с аналитической, так и с вычислитель-
ной точек зрения являются конечные смеси [88,89,334]. Известны много-
численные применения смешанных вероятностных моделей в различных
прикладных задачах, например, для описания процессов в турбулент-
ной плазме [384], при анализе финансовых данных [123, 420], в процессе
обработки изображений в медицине [173, 405], в ряде социологических
исследований [435].

Для оценивания параметров смешанных распределений требуется
развитие нетривиальных статистических методов. В рамках разрабаты-
ваемых в диссертации подходов на основе предельных теорем теорети-
чески обоснован выбор нормального распределения в качестве смеши-
ваемого. Однако его параметры являются случайными, распределение
которых выступает в качестве смешивающего. При этом часто аналити-
ческий вид смешивающего распределения неизвестен, поэтому его оценка
представляет собой непараметрическую задачу. Таким образом, необхо-
димо развитие методов полупараметрического статистического оценива-
ния [155,179,187,265,421,436] для построения смешанных вероятностных
моделей объектов и явлений.

Одним из наиболее эффективных методов параметрического оцени-
вания смешанных моделей является итерационная процедура, называе-
мая EM-алгоритмом, которая под таким наименованием была детально
описана и исследована А. Демпстером, Н. Лейрдом и Д. Рубиным [192] в
1977 году. Данный метод получения оценок максимального правдоподо-
бия применялся еще в 1958 году Х. Хартли [266] при работе с неполными
данными, но и по настоящий момент с учетом многочисленных модифи-
каций остается одним из важных инструментов статистического, в том
числе байесовского, и интеллектуального анализа данных [88,423].

Различные разновидности базового метода разрабатывались в раз-
ное время исследователями по всему миру с целью преодоления извест-
ных недостатков классического EM-алгоритма. Построенные на его ос-
нове процедуры используются в задачах кластеризации [171, 278, 318,
429], регрессии [401, 409], обработки цензурированных и усеченных дан-
ных [312], оценивания параметров различных распределений и процес-
сов [313, 424, 432], в том числе с организацией параллельных вычисли-
тельных алгоритмов и обучением нейронных сетей [204, 342]. Однако в
процессе модификации обычно сохраняется общий принцип наличия E-
(от expectation) и M-шагов (от maximization). Например, в стохастиче-
ском (SEM) варианте алгоритма [88,156,164,172,191,343] вводится допол-
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нительный S-этап (от stochastic). Он предназначен, в частности, для
противодействия свойству жадности классического алгоритма – а имен-
но, выбору методом в качестве оценки локального максимума, который
расположен наиболее близко к начальному приближению, но может не
являться глобальным. Именно данная модификация использована для
оценивания параметров в слоях глубокой смешанной гауссовской моде-
ли, предложенной в статье [417] Дж. МакЛахлана, одного из ведущих
мировых специалистов по конечным смесям и задачам классификации.
Можно также отметить, что классический метод обучения нейронных се-
тей на основе обратного распространения ошибки является специальным
случаем обобщенного EM-алгоритма [136].

Ряд модификаций направлен на повышения скорости сходимости.
Так, в статье [346] предложено введение дополнительного «зашумляю-
щего» этапа, улучающего эффективность метода примерно на 10–15%.
Идея введения подобной модификации основана на явлении стохастиче-
ского резонанса [210, 301], которое хорошо известно в области статисти-
ческой обработки сигналов. Однако определение параметров зашумляю-
щих данных основывается на специальных множествах и теоремах для
условных математических ожиданий, которые весьма трудно использо-
вать на практике – прежде всего, с точки зрения автоматизации и про-
граммной реализации этапа зашумления. Однако сам подход может рас-
сматриваться в качестве перспективного для повышения эффективности
методов анализа данных.

EM-алгоритм может быть использован для исследования и оцени-
вания нестационарности наблюдаемого процесса и выделения тренда,
а также его декомпозиции на локальные составляющие. Для решения
указанных задач используется метод скользящего разделения смесей
(СРС) [88]. Он основан на смешанных вероятностных моделях конеч-
номерных распределений наблюдаемого процесса и представляет собой
обобщение метода дисперсионного анализа (в рамках модели со случай-
ными факторами) на временные ряды. С помощью СРС-метода возмож-
но осуществить естественную декомпозицию волатильности (изменчиво-
сти) анализируемого процесса на диффузионную (случайную) и динами-
ческую (трендовую) компоненты. Таким образом, возникает естествен-
ное разложение суммарного тренда процесса на локальные компоненты,
наличие которых обусловлено разными факторами. Кроме того, возмож-
но отследить эволюцию данных факторов во времени. Для этого проце-
дуры типа EM-алгоритма используются в режиме скользящего окна для
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оценивания неизвестных параметров конечномерных распределений на-
блюдаемого процесса. С помощью СРС-метода впервые удалось опреде-
лить число характерных процессов (в среднем от 3 до 5), формирующих
ионно-звуковую турбулентность в плазме [1]. Также получены значимые
результаты в области анализа волатильности финансовых индексов [239].

Возможны и другие подходы к построению стохастических моделей
различных явлений, в том числе на основе стохастических дифферен-
циальных уравнений (СДУ) [305, 370, 371, 379–381]. Методы статистиче-
ского анализа нормальных смесей могут быть использованы для ис-
следования процессов, задаваемых СДУ вида 𝑑𝑋(𝜔, 𝑡, ) = 𝑎(𝜔, 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑏(𝜔, 𝑡)𝑑𝑊 (𝜔, 𝑡), которые в физике традиционно называются уравнени-
ями Ланжевена. В них коэффициенты 𝑎(𝜔, 𝑡) и 𝑏(𝜔, 𝑡) являются слу-
чайными функциями, а 𝑊 (𝜔, 𝑡) представляет собой винеровский про-
цесс. Данные СДУ и различные их обобщения успешно используются
в задачах моделирования финансовых рынков [121, 157], ассимиляции
данных при анализе разномасштабной изменчивости геофизических пе-
ременных [149], взаимодействия частиц в плазме [126, 362, 376]. Кроме
того, эти уравнения позволяют расширить традиционный подход на ос-
нове многомерных уравнений Фоккера-Планка и самосогласованно мо-
делировать взаимодействие частиц в плазме в стохастических электро-
магнитных полях [198]. Важной в данных условиях становится задача
статистического оценивания коэффициентов в подобных СДУ.

Из вида уравнения Ланжевена следует, что в каждый момент времени
распределение приращений случайного процесса, удовлетворяющего это-
му уравнению, является смесью нормальных законов, что ведет к необ-
ходимости развития методов их исследования и оценивания параметров.
При этом необходимо учитывать, что статистические закономерности по-
ведения рассматриваемых процессов 𝑋(𝜔, 𝑡), 𝑎(𝜔, 𝑡), 𝑏(𝜔, 𝑡) изменяют-
ся во времени нерегулярным образом, результатом чего является отсут-
ствие универсального смешивающего закона. Однако информация об их
эволюции может быть использована для нетривиального (за счет харак-
теристик математической модели, а не функционального преобразова-
ния исходных наблюдений) расширения признакового пространства [174]
для повышения эффективности алгоритмов интеллектуального анализа.
Указанная задача оценивания распределений параметров рассмотрена в
диссертации с точки зрения разработки соответствующих полупарамет-
рических статистических методов.

С развитием вычислительных мощностей методы машинного обу-
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чения и нейронные сети, особенно глубокие, стали одним из наиболее
востребованных и эффективных инструментов всестороннего анализа
данных [276]. Существенный вклад в их развитие внесли, в частности,
В. Н. Вапник и А. Я. Червоненкис [3, 4, 412], Я. Лекун, И. Бенджио и
Дж. Хинтон [310, 374]. Подобные процедуры успешно применяются для
обработки наблюдений в самом широком спектре областей, включая ме-
теорологию [129, 200], финансы [175, 425], медицину [367, 410] и многие
другие. При этом получение прорывных результатов обеспечивается не
только выбором подходящих типов архитектур и настройкой гиперпара-
метров [152], то есть величин, которые не изменяются в процессе обу-
чения: методов оптимизации, количества скрытых слоев и нейронов в
них и др. Весьма эффективным является комплексный подход на осно-
ве развития сложных математических моделей, применения ансамблей
гибридных инструментов обработки данных [161, 185] и различных спо-
собов нетривиального расширения признакового пространства, не тре-
бующих увеличения объема тренировочных данных, но существенным
образом повышающих качество обучения.

Реализация подобных высоко-интенсивных алгоритмов для решения
научных задач требует значительных высокопроизводительных вычис-
лительных ресурсов [273, 311, 426]. В частности, достигнуты существен-
ные успехи за счет задействования для проведения расчетов, помимо
центрального процессора, графических карт (GPU), прежде всего на ос-
нове программно-аппаратной архитектуры NVIDIA CUDA [176, 212]. При-
менение гетерогенных вычислений [163, 349] на основе подхода GPGPU
(от англ. General-Purpose Computing for Graphics Processing Units) для
быстрой параллельной обработки данных в научных исследования весь-
ма привлекательно в силу их относительно низкой стоимости, сочетаю-
щейся со значительной производительностью, возможностью реализации
достаточно точных численных методов, а также с повышением эффек-
тивности обучения нейронных сетей. Указанные подходы используются
в широком спектре исследовательских областей, в частности могут быть
упомянуты:
– гидрологическое моделирование [166], геопространственный анализ и

исследование наблюдений за Землей [178](облачные вычисления);
– медицинская диагностика на основе эластографии в режиме реально-

го времени [428], картирование распространения лавы при потенциаль-
ном вулканическом извержении [133], гидродинамическое моделирование
наводнений в горных водоразделах [269] (технология GPGPU);
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– симуляция процесса длинноволнового излучения [323], квантово-
химические вычисления [327] (гибридное решение на базе центральных
и графических процессоров).

Цель и задачи диссертационной работы

Основной целью диссертации является разработка комплекса новых
методов анализа неоднородных данных на основе развития универсаль-
ных смешанных вероятностных моделей с аналитическим исследованием
их свойств, созданием эффективных вычислительных алгоритмов оцени-
вания и прогнозирования характеристик таких моделей. Для достиже-
ния указанной цели в диссертации решены следующие задачи:
– определение вида смешанных законов, являющихся предельными в

схемах взятия максимума и суммирования для выборок случайного объ-
ема, и аналитическое исследование свойств смешанных распределений;
– создание, развитие и исследование свойств полупараметрических ме-

тодов анализа неоднородных данных и построение на их основе универ-
сальных вероятностных моделей;
– разработка программных комплексов, реализующих методы оценива-

ния параметров предложенных математических моделей и их прогнози-
рования с помощью с использованием алгоритмов машинного обучения
и нейронных сетей, и их тестирование в высокопроизводительных вы-
числительных средах;
– применение разработанных подходов для построения математиче-

ских моделей в различных прикладных областях.

Методы исследования

В работе использованы оригинальные подходы и процедуры, предло-
женные и развиваемые в диссертации, в том числе:
– полупараметрические методы статистического моделирования, вклю-

чая СРС-метод, процедуру статистического оценивания распределений
случайных параметров стохастических дифференциальных уравнений
Ланжевена, а также алгоритм определения связности компонент для вы-
явления числа структурных процессов в данных;
– метод расширения признакового пространства для повышения точ-

ности обучения нейронных сетей за счет использования параметров сме-
шанных вероятностных моделей;
– вариации бутстреп-процедур для имитационного моделирования;
– модифицированный метод превышения порогового значения.
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Также в работе применяются и классические методы исследования,
в том числе:
– современные аналитические методы теории вероятностей и матема-

тической статистики для смешанных распределений и выборок случай-
ного объема;
– методы параметрического и непараметрического статистического

оценивания;
– аппарат проверки статистических гипотез;
– методы функционального анализа, линейной алгебры и оптимизации;
– методы вычислительной статистики, алгоритмы машинного обуче-

ния и нейронные сети.
Для создания комплекса программных решений, предназначенных

для автоматизации моделирования, проведения анализа данных и воз-
можности обработки значительных объемов массивов наблюдений, ис-
пользованы языки программирования MATLAB и Python, а также совре-
менные высокопроизводительные вычислительные ресурсы.

Научная новизна и основные результаты
В диссертации разработаныэффективные полупараметрические под-

ходы к построению математических моделей процессов и явлений на ос-
нове анализа динамически формируемых массивов неоднородных дан-
ных, объединяющие в себе:
– строгие теоретические обоснования вида используемых в универсаль-

ных вероятностных моделях смешиваемых и смешивающих распределе-
ний на базе предельных теорем теории вероятностей;
– развитие методологии статистического (байесовского) оценивания

этих семейств с использованием дискретных аппроксимаций смешива-
ющих распределений и метода скользящего разделения смесей;
– возможность естественного использования параметров получаемых

вероятностных моделей для нетривиального расширения признакового
пространства в методах машинного обучения и нейронных сетях с целью
повышения точности их работы;
– развитие методов исследования тонкой стохастической структуры

процессов и явлений в различных прикладных областях с помощью раз-
ложения волатильности (изменчивости) на трендовые и диффузионные
компоненты.

Таким образом, основные результаты диссертации являются новыми
и состоят в следующем:
1. Развит подход к математическому моделированию процессов и яв-
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лений на основе нового варианта центральной предельной теоремы для
сумм со случайным числом независимых и необязательно одинаково рас-
пределенных слагаемых, в которой в качестве предельных распределений
выступают нормальные смеси произвольного вида.
2. Развит подход к математическому моделированию процессов и яв-
лений на основе схемы максимума для выборок, объем которых описы-
вается важным для прикладных задач семейством обобщенных отрица-
тельных биномиальных распределений: получен вид предельного закона
и аналитически исследованы некоторые его свойства.
3. Развит подход к математическому моделированию редких событий
на основе обобщения классической теоремы Реньи: установлен вид пре-
дельного распределения случайных сумм с обобщенным отрицательным
биномиальным распределением в законе больших чисел без предположе-
ний о независимости и одинаковой распределенности слагаемых.
4. Аналитически показано наличие устойчивости дисперсионно-
сдвиговых и конечных сдвиговых смесей нормальных распределений
относительно возмущений параметров смешивающего распределения в
терминах расстояния Леви, которая обосновывает корректность вычис-
лительных процедур разделений смесей этих семейств распределений.
5. Развиты полупараметрические методы анализа неоднородных дан-
ных и аналитически исследованы некоторые их свойства в моделях ад-
дитивного зашумления конечными смесями и округления наблюдений.
6. Разработан полупараметрический подход к статистическому оцени-
ванию распределений случайных коэффициентов стохастического диф-
ференциального уравнения Ланжевена.
7. Развита статистическая методология построения моделей сгруппиро-
ванных неизвестных наблюдений при заданных характерных точках их
эмпирической функции распределения.
8. Разработаны методы и алгоритмы статистической идентификации и
классификации экстремальных наблюдений в массивах неоднородных
данных на основе обобщенных отрицательных биномиальных распреде-
лений числа наблюдений и обобщенных гамма-моделей для данных.
9. Созданы комплексы программных решений для автоматизации обра-
ботки данных значительных объемов с использованием высокопроизво-
дительных вычислительных ресурсов, реализующие разработанные по-
лупараметрические методы, и продемонстрировано их применение к ре-
шению некоторых задач математического моделирования в физике плаз-
мы, метеорологии, океанологии, селенологии.
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Теоретическая и практическая значимость
Результаты диссертации являются одновременно фундаментальными

и прикладными, а проведенные исследования – комплексными и имею-
щими ярко выраженный междисциплинарный характер. Разработанные
методы анализа данных и вычислительные процедуры основываются на
развитых в диссертации математических результатах, включая предель-
ные теоремы теории вероятностей и математической статистики. При
этом они ориентированы на эффективное применение в различных при-
кладных областях, что продемонстрировано в диссертации на примерах
анализа данных в различных предметных областях.

Апробация работы
Результаты работы представлялись на международных и российских

научных конференциях и семинарах по тематике исследований:
– International Seminar on Stability Problems for Stochastic

Models (ISSPSM) and Workshop «Applied Problems in Theory of
Probabilities and Mathematical Statistics related to modeling of information
systems»: 2012–2014, 2018, 2020 гг. [221,227,249,291,328];
– European Conference on Modelling and Simulation (ECMS): 2013–2015,

2017 гг. [229,234,237,240];
– International Conference of Numerical Analysis and Applied

Mathematics (ICNAAM): 2013–2016 гг. [222,228,235,238,243,295];
– International Conference on Modern Techniques of Plasma Diagnostics

and their Application: 2014 г. [101,383];
– International Congress on Ultra Modern Telecommunications and

Control Systems (ICUMT): 2015, 2018 гг. [205,225,242];
– International Scientific Conference on Information Technologies and

Mathematical Modelling (ITMM): 2015, 2016 гг. [230,294];
– International Conference on Distributed Computer and Communication

Networks: Control, Computation, Communications (DCCN): 2016, 2018,
2019 гг. [231,232,248];
– International Conference of Artificial Intelligence, Medical Engineering,

Education (AIMEE): 2018, 2020 гг. [413];
– International Symposium «Intelligent Systems» (INTELS): 2018 г. [433];
– International Symposium on Computer Science, Digital Economy and

Intelligent Systems (CSDEIS): 2019, 2020 гг. [247];
– Международная Звенигородская конференция по физике плазмы и

управляемому термоядерному синтезу: 2013, 2015 гг. [102,109];

16



– Международная научно-методическая конференция «Информатиза-
ция инженерного образования» (ИНФОРИНО): 2014, 2016 гг. [15,24];
– Всероссийская конференция (с международным участием)

«Информационно-телекоммуникационные технологии и математическое
моделирование высокотехнологичных систем»: 2016, 2018 гг. [57,223];
– Всероссийская научная конференция «Ломоносовские чтения»: 2018–

2020 гг. [60];
– Всероссийский Симпозиум по прикладной и промышленной матема-

тике: 2014, 2015, 2019 гг. [45,54,55];
– Всероссийская научно-практическая конференция с международным

участием «Актуальные проблемы глобальных исследований: Россия в
глобализирующемся мире»: 2019 г. [53];
– научная конференция «Тихоновские чтения»: 2015 г. [94];
– научный семинар кафедры математической статистики факультета

ВМК МГУ имени М.В. Ломоносова «Теория риска и смежные вопросы»:
2012–2020 гг.

Результаты диссертации использованы в Институте общей физи-
ки им. А.М. Прохорова Российской академии наук при вероятностно-
статистическом моделировании процессов в экспериментах с турбу-
лентной плазмой в стеллараторе Л-2М, в Институте океанологии
им. П. П. Ширшова Российской академии наук при анализе статисти-
ческих закономерностей в метеорологических и океанологических дан-
ных, а также апробированы в рамках отдельных тем учебного курса
«Прикладной многомерный статистический анализ» Центра компетен-
ций Национальной технологической инициативы по технологиям хране-
ния и анализа больших данных на базе Московского государственного
университета имени М.В. Ломоносова.

Публикации
Материалы диссертации опубликованы в 82 печатных работах [11,

14–16, 23, 24, 29, 30, 34, 35, 45, 51–55, 57, 59–61, 64, 66–68, 71–73, 75, 77, 80, 81,
92–96,101,102,109,147,205,221–238,240–250,291–297,328,329,383,413,433],
из них:
– 31 статья в журналах, включенных в перечень ВАК [11,14,16,23,29,

30, 34, 35, 51, 52, 59, 61, 64, 66–68, 71–73, 75, 77, 81, 92, 93, 95, 224, 226, 244–246,
250];
– 51 статья в изданиях, индексируемых базами Web of Science Core

Collection и/или Scopus [23,29,30,34,35,59,61,66,72,73,75,77,93,147,205,
222–226,228–238,240–248,250,292–297,329,383,413,433], включая журналы

17



первого и второго квартилей [93,147,241,248,292,293].
Получены 35 свидетельств о государственной регистрации программ

для ЭВМ [12,13,17–22,25–28,31–33,36–44,46–50,56,58,69,70,74,76], заре-
гистрированных в Федеральной службе по интеллектуальной собствен-
ности (Роспатент).

Личный вклад автора

Основные результаты диссертации получены лично автором. В рабо-
тах [51–55,67,68,71–73,75,77,80,81,228,229,237,242–250,413,433] А.К. Гор-
шениным выполнены постановка исследовательских задач, определение
ключевых концепций и методов решения, а также проведен всесторонний
анализ полученных результатов. В работах [57,59–61,64,66,92–96,101,102,
109, 147, 205, 227, 230–236, 238, 240, 241, 291–297, 328, 329, 383] А.К. Горше-
ниным развиты математические модели, методы и вычислительные ал-
горитмы анализа реальных данных с реализацией в виде программных
решений и их приложениями к обработке наблюдений из прикладных об-
ластей. В программах [56,58,69,70,74,76] А. К. Горшениным реализованы
алгоритмы анализа данных в виде значимых компонентов зарегистриро-
ванных инструментов.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность темы диссертации, сформу-
лированы цели, задачи, методы исследования и основные полученные
результаты.

В главе 1 доказаны предельные теоремы для схемы максимизации и
суммирования элементов выборок, объем которых является случайной
величиной с обобщенным отрицательным биномиальным распределени-
ем. Первая из схем ориентирована на поиск асимптотического распре-
деления при неограниченном росте объема выборки максимального эле-
мента, а у второго – суммы всех наблюдений. Указанные схемы являют-
ся корректными и удобными вероятностно-статистическими моделями в
рамках анализа реальных различных типов данных.

В §1.1 вводится понятие смешанного распределения вероятностей и
описываются его базовые свойства. В §1.2 описано обобщение отрица-
тельного биномиального распределения как смешанного пуассоновского
со смешивающим обобщенным гамма-распределением. Получены рекур-
рентные представления для данного распределения и формулы для мате-
матического ожидания и дисперсии (утверждения 1.1 и 1.2). Результаты
опубликованы в статье [232].
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В §1.3 доказана теорема об асимптотическом распределении мак-
симальной порядковой статистики в выборке, объем которой является
обобщенной отрицательной биномиальной случайной величиной (теоре-
ма 1.1). Получены эквивалентные представления данного распределе-
ния в виде смесей известных распределений: Фреше, Снедекора-Фишера,
строго устойчивого и др. (см. теоремы 1.1 и 1.3) и выражение для момен-
тов произвольных порядков (теорема 1.5). Установлено, что при некото-
рых ограничениях на параметр данное распределение является безгра-
нично делимым (теорема 1.4 и следствие 1.1). В важном частном случае,
когда элементы выборки имеют распределение Парето, получена оценка
скорости сходимости к предельному распределению (теорема 1.6). При
условии, что объем выборки является классической случайной биноми-
альной величиной, получен простой аналитический вид предельного рас-
пределения (теорема 1.2), а также выписана оценка скорости сходимости
для элементов выборки с распределение Парето (замечание 1.5).

Для отрицательных биномиальных объемов выборок получено яв-
ное аналитическое представление асимптотических распределений по-
рядковых статистик (теорема 1.7) и выборочных квантилей: в этом слу-
чае оно является распределением Стьюдента (см. теорему 1.8). Дока-
зан закон больших чисел для сумм с обобщенным отрицательным би-
номиальным распределением – обобщение теоремы Реньи, – в котором
для слагаемых не предполагается независимость и одинаковая распре-
деленность (теорема 1.9). Указанные результаты опубликованы в ста-
тьях [93, 233, 292, 293]. Далее они используются в главе 6 для построе-
ния вероятностно-статистических моделей реальных метеорологических
и океанологических процессов и определения экстремальных наблюде-
ний в них.

В §1.4 доказан новый вариант центральной предельной теоремы (тео-
рема 1.10) для сумм со случайным числом независимых и необязательно
одинаково распределенных слагаемых в схеме серий, в которой в каче-
стве предельных распределений возникают произвольные нормальные
смеси. Данный результат используется в главе 4 для обоснования вида
моделей астрономических данных (размеров частиц лунного реголита).
Результаты опубликованы в статье [241].

Глава 2 посвящена исследованию аналитических свойств моделей на
основе конечных нормальных и гамма-распределений. В §2.1 описан ме-
тод скользящего разделения смесей и предложено его использование в
качестве базовой процедуры статистического оценивания распределений
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случайных коэффициентов стохастического дифференциального урав-
нения Ланжевена. Данный подход позволяет содержательно расширять
признаковое пространство в методах машинного обучения за счет ис-
пользования характеристик адекватных математических моделей. В §5.2
будет продемонстрировано, как использование подобных величин позво-
ляет повысить эффективность прогнозирования нестационарных данных
с помощью нейронных сетей. Результаты опубликованы в статье [66].

В §2.1 приведены сведения о важных модификациях EM-алгоритма
– медианных, которые ведут к робастным оценкам, а также стохасти-
ческих, позволяющих эффективнее выбирать в качестве решений гло-
бальные, а не локальные максимумы, а также сформулирована теорема
о свойствах стохастического EM-алгоритма. Продемонстрирован вывод
формул для итерационных шагов метода скользящего разделения ко-
нечных гамма-смесей (утверждение 2.2), а также пример их применения
для анализа данных биржевой книги заявок. Результаты опубликованы
в статьях [66, 227, 229]. Получено свидетельство о государственной реги-
страции программы для ЭВМ [38].

В §2.2 и §2.3 рассмотрены две важные модели возмущений парамет-
ров смеси – добавления и расщепления компоненты – и приведены ре-
зультаты относительно асимптотически оптимальных критериев провер-
ки гипотез о числе компонент смеси (теоремы 2.2 и 2.3) и устойчивости
конечных масштабных смесей нормальных законов относительно сме-
шивающего распределения в них (теоремы 2.4–2.7) В §2.4 и §2.5 они раз-
виваются для задач устойчивости конечных сдвиговых и дисперсионно-
сдвиговых смесей нормальных законов относительно изменений парамет-
ров смешивающего распределения. В §2.4 получены оценки устойчиво-
сти конечных сдвиговых смесей нормальных законов по отношению к
изменениям смешивающего параметра (теоремы 2.8–2.11). Для каждой
из моделей выписаны в явном виде двусторонние оценки, связывающие
расстояния Леви между смесями и смешивающими законами. Они обос-
новывают корректность аппроксимации произвольных сдвиговых нор-
мальных смесей, которые в общем случае не являются идентифициру-
емыми, конечными аналогами в задаче их статистического разделения.
Результаты опубликованы в статье [11]. В §2.5 доказана теорема 2.12 об
устойчивости дисперсионно-сдвиговых смесей нормальных законов. По-
казано, что близость смешивающих распределений в смысле расстояния
Леви необходимо влечет и близость соответствующих смесей. Получен-
ные соотношения могут быть использованы для обоснования вычисли-
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тельных процедур разделения дисперсионно-сдвиговых смесей нормаль-
ных законов. Результаты опубликованы в статье [96].

В §2.6 разработаны теоретические подходы к устранению ошибок в
смешанной модели округления данных. Получены оценки для матема-
тического ожидания наблюдений в предположении зашумления конеч-
ными смесями нормальных (теорема 2.13) и гамма-распределений (тео-
рема 2.15). Построены доверительные интервалы для неизвестного ма-
тематического ожидания в этих случаях с использованием уточненной
оценки (2.60) (теоремы 2.14 и 2.16). Соответствующие соотношения за-
висят только от «экстремальных» значений параметров смесей, но не от
числа компонент и весов в распределении зашумляющих наблюдений.
Данный подход позволяет учесть большее число случайных факторов,
влияющих на величину дополнительной ошибки, связанной с особенно-
стями практической регистрации наблюдений. Результаты опубликова-
ны в статье [34].

В главе 3 разработаны алгоритмы анализа данных, в основу которых
положен метод скользящего разделения смесей. В §3.1 получены явные
линейные и матричные выражения для моментных характеристик ко-
нечных нормальных смесей в СРС-методе (теоремы 3.1 и 3.2). Они суще-
ственным образом используются при анализе процессов в физике турбу-
лентной плазмы в §5.2 и §5.3, а также в океанологии в §6.5. Формулиров-
ки и доказательства теорем 3.1 и 3.2 опубликованы в статьях [23, 246].
Для метода вычисления моментных характеристик и их визуализации
получено свидетельство о государственной регистрации программы для
ЭВМ [22].

В §3.2 предложен адаптивный алгоритм выделения полезного сигна-
ла на фоне шума в смешанных нормальных моделях, получен анали-
тический вид оценок параметров в линейной и матричной формах (см.
теоремы 3.3 и 3.4). На примере рассмотрения 24 тестовых выборок с раз-
личными комбинациями сигнала и шума продемонстрировано, что пред-
ложенный адаптивный алгоритм позволяет эффективно решать задачу
определения параметров полезного сигнала. Для использованных тесто-
вых выборок ошибка RMSE в большинстве случаев не превышает 1 вне
зависимости от соотношений между параметрами сигнала и шума, при
этом нормализация данных не производилась. Полученные результаты
могут быть полезны в задачах обработки различных экспериментальных
данных, например, в физике турбулентной плазмы. Результаты опубли-
кованы в статьях [45,226,250].
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В §3.3 разработан алгоритм последовательной идентификации (опре-
деления локальной связности) компонент смесей вероятностных распре-
делений. В его основу положена комбинация жадного алгоритма поис-
ка числа компонент и одного из методов кластеризации, например, k-
средних. Предложенная процедура может быть естественным образом
расширена на случай многомерных смешанных распределений. Она бу-
дет использована для статистического определения числа формирующих
процессов в турбулентной плазме в разделе 5.2.2, а также для статистиче-
ского оценивания распределений случайных коэффициентов стохастиче-
ских дифференциальных уравнений типа Ланжевена для потоков тепла
между океаном и атмосферой в разделе 6.5.3. Результаты опубликованы
в статье [66].

В §3.4 предложен двухэтапный метод детектирования событий в по-
токе данных на основе анализа динамической компоненты дисперсии (во-
латильности) изучаемого процесса. На примере прикладной задачи неин-
вазивного определения областей активности в головном мозге продемон-
стрирована высокая эффективность данного метода. Соответствующие
результаты опубликованы в статьях [236,240], также получено свидетель-
ство о государственной регистрации программы для ЭВМ [56].

В §3.5 предложен метод повышения точности СРС-аппроксимации с
помощью конечных нормальных смесей на основе дополнительного за-
шумления наблюдений для повышения качества структурного анализа
неизвестных процессов в реальных информационных системах. Для это-
го использовано искусственное зашумление исходных данных с помощью
введения дополнительной компоненты, имеющей нормальное распреде-
ление с заданными параметрами. Метод позволяет проанализировать за-
кономерности изменения параметров и выявлять краткосрочную измен-
чивость стохастического процесса в случае сложной внутренней структу-
ры данных. Для модельных примеров из нескольких предметных обла-
стей (метеорология, разработка программного обеспечения) продемон-
стрировано улучшение возможности интерпретации результатов СРС-
анализа. Результаты опубликованы в статьях [34, 54,228,231,244].

В главе 4 рассмотрена задача моделирования распределений разме-
ров пылевых частиц лунного реголита, возникающих в результате раз-
личных воздействий, при которых развиваются как взрывные процес-
сы разлета частиц с их дроблением, так и спекание в экзотермических
плазмохимических реакциях синтеза. В данной главе существенно ис-
пользуются теоретические результаты §1.4 для обоснования корректно-
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сти использования логнормальных моделей (см. §4.1) в разработанных
статистических процедурах (на основе бутстреп-подхода в §4.2 и мини-
мизации статистики 𝜒2 в §4.3) обработки всех 317 проб лунного реголита,
представленных в каталоге NASA, доставленных миссиями «Аполлон-11,
12, 14–17» и «Луна 24». Продемонстрировано высокое согласие аппрокси-
мационных логнормальных смешанных моделей с данными просеивания
реальных образцов лунного реголита. В §4.4 показано, что кластерный
анализ параметров, предложенных моделей может оказаться перспектив-
ным инструментом выявления структуры подобных реальных данных с
учетом физико-химической интерпретации результатов.

Подобные методы могут быть успешно использованы и при решении
задач из других предметных областей, в которых неизвестные наблю-
дения сгруппированы, но для них заданы лишь некоторые характерные
точки эмпирической функции распределения. Результаты данного раз-
дела опубликованы в статьях [61, 241], получены свидетельства о госу-
дарственной регистрации программ для ЭВМ [48,49].

В главе 5 описываются разработка и применение различных методов
интеллектуального анализа данных на основе конечных смесей вероят-
ностных распределений и их скользящего разделения в комбинации с
нейросетевыми подходами для моделирования и изучения тонкой струк-
туры процессов, наблюдаемых в экспериментах с турбулентной плазмой.

В §5.1 исследован подход к анализу данных плазменной турбулент-
ности на основе аппроксимации спектров с помощью конечных сдвиг-
масштабных смесей вероятностных распределений. Для нескольких се-
рий спектров, полученных для разных режимов низкочастотной плаз-
менной турбулентности, продемонстрирована эффективность использо-
вания предложенного метода. С его помощью удалось решить важные
для прикладной области задачи, а именно: осуществить идентификацию
амплитудного спектра с определением формы гармоник в нем и разде-
лением на компоненты, выявить повторяемость стохастических процес-
сов с характерными средними частотами полуширины спектра, а также
определить величину таких физических показателей функционирования
плазмы, как величина радиального электрического поля и фазовые ско-
рости флуктуаций. Предложенный подход ориентирован на выявление
новых закономерностей в физике турбулентной плазмы с использовани-
ем информационных технологий (ИТ). Результаты опубликованы в ста-
тьях [14, 55, 64, 101, 102, 109, 238, 328, 329, 383]. Получены свидетельства о
государственной регистрации программы для ЭВМ [12,13,17–19,21,38].
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В §5.2 развивается вероятностно-статистический подход к анализу
эволюции характеристик микротурбулентности в переходном процессе
электронно-циклотронного резонансного (ЭЦР) нагрева плазмы. С помо-
щью процедуры выявления локальной связности, предложенной в §3.3, и
СРС-метода проведено определение числа формирующих компонент (и
их изменения во времени) для нескольких ансамблей экспериментальных
данных. Продемонстрированы возможность получения содержательных
физических результатов при исследовании переходного процесса, воз-
буждаемого в плазме стелларатора Л-2М при включении импульса до-
полнительного ЭЦР нагрева, на основе анализа моментных характери-
стик смешанной вероятностной модели для приращений наблюдений ис-
ходного процесса и повышения точности прогнозирования значений экс-
периментальных данных с помощью нейронных сетей за счет расшире-
ния признакового пространства указанными моментными характеристи-
ками. Результаты опубликованы в статьях [147, 235]. Получены свиде-
тельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [31,46].

В §5.3 представлены методы прогнозирования значений моментных
характеристик, полученных в процессе анализа экспериментальных ря-
дов турбулентной плазмы. Рассматриваются нейросетевые архитекту-
ры для решения задач классификации и регрессии, причем как для се-
тей прямого распространения, так и для рекуррентных модификаций.
Продемонстрировано построение совместных (векторных) прогнозов для
всех рассматриваемых моментных характеристик – математического
ожидания, дисперсии, коэффициентов асимметрии и эксцесса. Полу-
ченные результаты важны для развития вероятностно-статистического
подхода к описанию эволюции турбулентных процессов в магнитоак-
тивной высокотемпературной плазме. Результаты опубликованы в ста-
тьях [71, 72, 75, 246, 247]. Получены свидетельства о государственной ре-
гистрации программы для ЭВМ [41,74].

Глава 6 посвящена разработке вероятностных моделей и мето-
дов исследования метеорологических и океанологических данных на
основе теоретических результатов §1.3. Особое внимание уделяется
вопросам выявления экстремальных наблюдений в рассматриваемых
пространственно-временных рядах. Используются как статистические
подходы для оценивания неизвестных параметров, так и широкий на-
бор алгоритмов машинного обучения и нейронных сетей для решения
задач заполнения пропусков и прогнозирования.

В §6.1 на основе 𝑘-ичной дискретизации исходных непрерывных дан-
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ных об объемах осадков решена задача построения вероятностных и ней-
росетевых прогнозов для подобного рода наблюдений. Продемонстриро-
вана достаточно высокая точность: до 97,1% успехов для однодневных и
до 90,1% для двухдневных прогнозов для бинарных паттернов и до 92,2%
успехов для однодневных и до 81,7% для двухдневных прогнозов для 𝑘-
ичных при 𝑘 = 10. При этом для анализа использованы исключительно
базовые статистические данные об объемах осадков и не привлекают-
ся какие-либо дополнительные сведения о метеорологических условиях.
Продемонстрирована эффективность использования метода случайного
поиска для выбора оптимальной конфигурации гиперпараметров для ме-
теорологических данных. Показано, что даже сравнительно небольшое
число (порядка десяти) случайно выбранных комбинаций позволяет по-
лучить точность, сопоставимую с полным перебором, при этом затра-
ченное время оказывается весьма умеренным. Полученные результаты
означают возможность реализовать предложенную методологию паттер-
нов для нейронных сетей в виде исследовательского сервиса цифровой
платформы. Результаты опубликованы в статьях [30, 73, 223, 245]. По-
лучены свидетельства о государственной регистрации программы для
ЭВМ [28,41,47,58].

В §6.2 решена задача выбора в достаточной степени универсальных с
точки зрения эффективности применения методов машинного обучения
для заполнения пропусков в пространственно-временных метеорологи-
ческих данных в произвольных географических регионах. Наилучшие
результаты при последовательном решении задач классификации и ре-
грессии получены для экстремального градиентного бустинга. Данный
метод обеспечивает высокий базовый уровень при схожих настройках ги-
перпараметров по сравнению с другими алгоритмами. В отдельных ситу-
ациях, в том числе за счет тонкой настройки и дополнительного расши-
рения признакового пространства, могут быть получены более высокие
значения точности, в том числе и иными методами машинного обучения.
Результаты опубликованы в статьях [77, 248]. Получено свидетельство о
государственной регистрации программы для ЭВМ [76]. Созданные ин-
струменты могут быть успешно использованы и для иных видов наблю-
дений, в частности, данных экологического мониторинга окружающей
среды.

В §6.3 предложено и обосновано использование классических и обоб-
щенных отрицательных биномиальных и гамма-моделей для распределе-
ний длительностей «дождливых» периодов (интервалов времени, в кото-
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рые осадки регистрировались непрерывно) и соответствующих им объ-
емов осадков. Продемонстрировано высокое соответствие моделей с ре-
альными данными. Разработан эффективный метод функционального
оценивания параметров обобщенных распределений. Обобщенная теоре-
ма Реньи (теорема 1.9, доказанная в разделе 1.3), использована для обос-
нования появления дополнительного параметра – показателя степени в
экспоненте – как индикатора неоднородности данных за счет глобаль-
ных климатических тенденций. Предложен метод оценивания неизвест-
ных параметров в указанной теореме. Полученные результаты являются
основой для разработки методов статистического определения экстре-
мальных осадков. Они опубликованы в статьях [29,224,232,292,295,413].
Получены свидетельства о государственной регистрации программы для
ЭВМ [28,36,37,47].

В §6.4 разработаны статистические методы и алгоритмы обнаруже-
ния и идентификации экстремальных наблюдений в различных времен-
ных рядах на примере осадков и их интенсивностей. На основе обоб-
щения результатов теорем Реньи и Пикандса–Балкемы–Де Хаана пред-
ложены методы определения пороговых уровней, развивающие подхо-
ды классической теории экстремальных значений. С помощью провер-
ки в скользящем режиме статистических гипотез об однородности вы-
борки из объемов и интенсивностей создан метод классификации на-
блюдений как абсолютно, промежуточно и относительно экстремальных.
С использованием асимптотического распределения экстремальных на-
блюдений в случае, если их число является случайным с отрицатель-
ным биномиальным распределением, разработан подход к определению
экстремальных суточных объемов как превышающих квантили выбран-
ных уровней данного распределения. Эти методы могут быть эффектив-
но использованы и для других пространственно-временных метеороло-
гических и иных данных, удовлетворяющих минимальным модельным
предположениям, связанным с отрицательной биномиальностью числа
и гамма-распределенностью самих наблюдений. Создание подобных ин-
струментов необходимо для прогнозирования потенциально опасных яв-
лений и процессов в глобальных климатических моделях. В частности,
статистические оценки параметров вероятностных моделей могут быть
использованы для расширения признакового пространства в задачах ма-
шинного обучения без необходимости увеличения объема исходных дан-
ных. Результаты опубликованы в статьях [57,59,60,93,230,233,291–293].
Получены свидетельства о государственной регистрации программы для
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ЭВМ [32,33,39,40,44].
В §6.5 продемонстрировано применение СРС-подхода для анализа

статистических закономерностей во временной эволюции тепловых пото-
ков между океаном и атмосферой. Показано, что основная компонента с
небольшой дисперсией может сопровождаться стохастически развиваю-
щимися и исчезающими компонентами с большой дисперсией. Отмечен
ряд закономерностей во временной изменчивости моментных характери-
стик приращений значений процесса тепловых потоков. Развитый в дис-
сертации метод на основе процедуры скользящего разделения смесей и
алгоритма определения связности компонент использован для статисти-
ческого оценивания коэффициентов стохастического дифференциально-
го уравнения Ланжевена для скрытых и явных потоков тепла. На осно-
вании упорядочивания весов и дисперсий предложен метод определения
доли экстремальных наблюдений в рассматриваемых временных рядах.
Продемонстрирована эффективность использования разработанного для
осадков и их интенсивностей модифицированного метода превышения
порогового значения для выявления аномальных данных и при анализе
океанологических рядов. Описан метод анализа характеристик распре-
делений локальных трендов в потоках тепла с помощью аппроксимации
обобщенными отрицательным биномиальным и гамма-распределениями.
Результаты опубликованы в статьях [66,94,95,294]. Получены свидетель-
ства о государственной регистрации программы для ЭВМ [22,50].

В главе 7 рассматриваются программные решения и комплексы, кото-
рые использовались для анализа неоднородных данных и визуализации
результатов в главах 3– 6.

В §7.1 представлены графические интерфейсы для запуска СРС-
метода и визуального представления его результатов с помощью динами-
ческой и диффузионых компонент, моментных характеристик и кванти-
лей, в том числе с помощью анимированных графиков. Эти инструменты
созданы с помощью языка программирования пакета MATLAB. Описания
разработанных инструментов опубликованы в статьях [16, 23, 222]. По-
лучены свидетельства о государственной регистрации программы для
ЭВМ [20–22,25–27].

В §7.2 описаны функциональные возможности разработанных прило-
жений для анализа распределений длительностей и объемов осадков, ре-
ализующих методы оценивания параметров обобщенных отрицательных
биномиальных и гамма-распределений, которые были описаны в §6.3.
Результаты опубликованы в статье [224]. Получены свидетельства о го-
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сударственной регистрации программы для ЭВМ [42,43].
В §7.3 описана разработанная автором информационная технология

для исследования стохастических процессов в плазме на основе спек-
трального анализа, которая включает в себя инструменты первичной
обработки и подготовки данных для анализа, различные модификации
EM-алгоритмов, функции для бутстреп-анализа и визуализации резуль-
татов. Обсуждаются структура и общая схема функционирования разра-
ботанного программного обеспечения. Результаты опубликованы в ста-
тьях [14, 237]. Получено свидетельство о государственной регистрации
программы для ЭВМ [18].

В §7.4 рассмотрены вопросы реализации развиваемых в диссерта-
ции методов в рамках онлайн-системы для анализа информационных
потоков с использованием разнообразных вероятностных моделей на ос-
нове гетерогенных вычислений, которая может предложить широкие
функциональные возможности для различных групп исследователей.
Соответствующие результаты опубликованы в статьях [23, 68, 243, 244].
Получены свидетельство о государственной регистрации программ для
ЭВМ [69,70].

В §7.5 обсуждаются вопросы трансформации отдельных программ-
ных решений, в том числе описанных в предшествующих разделах, в
научно-образовательные сервисы цифровых платформ в полном соответ-
ствии с направлениями реализации Стратегии научно-технологического
развития Российской Федерации, программой «Цифровая экономика» и
общемировыми трендами на цифровизацию науки как отрасли. Резуль-
таты опубликованы в статьях [15,24,35,51–53,80,81,225,433].

В Заключении кратко описаны проведенные исследования и полу-
ченные результаты, приведены перспективы дальнейшего их развития.
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Глава 1

Смешанные законы как
предельные в схемах
взятия максимума и
суммирования для
случайных выборок

В этой главе будет получен вид смешанных распределений, которые
являются предельными для выборок, объем которых является случайной
величиной с обобщенным отрицательным биномиальным распределени-
ем. Предельные теоремы доказываются для двух важные схем – макси-
мизации и суммирования. Первая из них ориентирована на поиск асимп-
тотического распределения у наибольшего среди всех наблюдения (то
есть, фактически, экстремального элемента), а у второго – у суммы всех
наблюдений, при неограниченном росте объема выборки. Будут иссле-
дованы свойства предельных распределений, а также получен ряд ре-
зультатов для важного частного случая – классического отрицательного
биномиального распределения, в том числе распределения промежуточ-
ных экстремумов и центральных порядковых статистик. Указанные схе-
мы являются корректными и удобными вероятностно-статистическими
моделями в рамках анализа реальных данных. Соответствующие задачи
будут решены в главе 6. Будет доказан вариант центральной предель-
ной теоремы для случайных сумм в схеме серий, в которой в качестве
предельного фигурируют произвольные нормальные смеси. Данный ре-
зультат будет использован для обоснования вида моделей распределения
частиц в селенологических пробах в главе 4.
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1.1 Смешанные распределения. Основные
определения

Рассмотрим функцию 𝐹 (𝑥,y) : R × Y → R, где Y ⊆ R𝑚, 𝑚 > 1,
причем при фиксированном векторе y она является функцией распреде-
ления относительно переменной 𝑥, а при фиксированном 𝑥 – измерима по
y. Пусть 𝑃 – вероятностная мера, заданная на измеримом пространстве
(Y,Σ), где Σ – борелевская 𝜎-алгебра для множества Y.

Определение 1.1. [88] Cмесью 𝐹 (𝑥,y) по y относительно 𝑃 называется
функция

𝐻(𝑥) =

∫︁
Y

𝐹 (𝑥,y)𝑃 (𝑑y), , 𝑥 ∈ R, (1.1)

причем мера 𝑃 задает смешивающее распределение.

Определение 1.2. [88] Пусть случайный вектор Y имеет дискретное
распределение

y1 y2 . . .

𝑝1 𝑝2 . . .

Тогда смесь 𝐻(𝑥) (1.1) называется дискретной и может быть представ-
лена в виде

𝐻(𝑥) = E𝐹 (𝑥,Y) =
∑︁
𝑖>1

𝑝𝑖𝐹 (𝑥, 𝑦𝑖), 𝑥 ∈ R. (1.2)

Здесь величины 𝐹 (𝑥, 𝑦𝑖) называются компонентами смеси 𝐻(𝑥), а 𝑝𝑖 > 0

– соответствующими весами. Если число ненулевых весов в представле-
нии (1.2) конечно, то такая смесь называется конечной.

Определение 1.3. [88] Пусть y = (𝑢, 𝑣), причем 𝑢 > 0, 𝑣 ∈ R и допу-
стимо представление

𝐹 (𝑥,y) = 𝐹

(︂
𝑥− 𝑣
𝑢

)︂
, 𝑥 ∈ R.

Тогда сдвиг-масштабной относительно 𝑃 называется смесь вида

𝐻(𝑥) =

∫︁
Y

𝐹

(︂
𝑥− 𝑣
𝑢

)︂
𝑃 (𝑑𝑢, 𝑑𝑣), 𝑥 ∈ R. (1.3)
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Отметим, что если у функции 𝐹 (𝑥,y) почти всюду существует про-
изводная 𝑓(𝑥,y) относительно переменной 𝑥, то выражения (1.1)–(1.3)
могут быть переписаны относительно нее. Таким образом, у соответству-
ющей смеси 𝐻(𝑥) также существует плотность.

Замечание 1.1. Пусть случайные величины 𝑋, 𝑈 и 𝑉 заданы на од-
ном вероятностном пространстве, причем 𝑋 и случайный вектор (𝑈, 𝑉 )

стохастически независимы. Тогда смесь (1.3) может быть записана ввиде

𝐻(𝑥) = E𝐹
(︂
𝑥− 𝑉
𝑈

)︂
, 𝑥 ∈ R (1.4)

и является функцией распределением случайной величины 𝑋 · 𝑈 + 𝑉 .
Очевидно, что сдвиговая смесь E𝐹 (𝑥− 𝑉 ) является функцией распре-
деления 𝑋 · 𝑈 + 𝑉 , а масштабная E𝐹

(︁ 𝑥
𝑈

)︁
– функцией распределения

𝑋 · 𝑈 .

Определение 1.4. [88] Пусть случайный вектор Y имеет следующее
дискретное распределение (𝑘 ∈ N)

(𝜎1, 𝑎1) (𝜎2, 𝑎2) . . . (𝜎𝑘, 𝑎𝑘)

𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑘
.

Тогда смесь называется дискретной сдвиг-масштабной и может быть
представлена в виде

𝐻(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝐹

(︂
𝑥− 𝑎𝑖
𝜎𝑖

)︂
, 𝑥 ∈ R. (1.5)

Рассмотрим важный частный случай для функции 𝐹 (·) из форму-
лы (1.5), а именно – нормальное распределение. В дальнейшем для функ-
ции распределения стандартного нормального закона Φ(𝑥) и его плотно-
сти будут использоваться стандартные обозначения:

Φ(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

exp

{︂
−𝑡

2

2

}︂
𝑑𝑡, 𝜙(𝑥) =

1√
2𝜋

exp

{︂
−𝑥

2

2

}︂
. (1.6)

Определение 1.5. [88] Конечная смесь нормальных законов задается
следующей функцией распределения:

𝐹 (𝑥, 𝑘, a,𝜎,p) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ

(︂
𝑥− 𝑎𝑖
𝜎𝑖

)︂
, 𝑥 ∈ R, (1.7)
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где 𝑘 ∈ N – число компонент смеси с весами p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘), а величины
a = (𝑎1 . . . , 𝑎𝑘) и 𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑘) – векторы математических ожиданий
и средних квадратических отклонений соответственно, причем

𝑎𝑖 ∈ R, 𝜎𝑖 > 0,
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1, 𝑝𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑘. (1.8)

Определение 1.6. [88] Дисперсия случайной величины с распределени-
ем (1.7) может быть представлена в виде

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖

[︃
𝑎𝑖 −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑎𝑖

]︃2
+

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝜎
2
𝑖 , (1.9)

в котором первое слагаемое, не зависящее от дисперсий компонент, на-
зывается динамической, а второе, не зависящее от параметров сдвига, –
диффузионной компонентами, соответственно.

Анализ данных объектов для последовательных подвыборок исход-
ной выборки составляет суть метода скользящего разделения смесей
(СРС) [88], который будет описан в разделе 2.1.

Важной отличительной характеристикой семейства конечных сдвиг-
масштабных смесей нормальных законов является их идентифицируе-
мость, доказанная Г. Тейчером [403,404].

Определение 1.7. [88] Семейство конечных смесей (1.5), порожденное
ядром 𝐹 , удовлетворяющее условиям (1.8), идентифицируемо, если из
равенства (при 𝑘,𝑚 ∈ N)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝐹

(︂
𝑥− 𝑎𝑖
𝜎𝑖

)︂
=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗𝐹

(︂
𝑥− 𝑏𝑗
𝛿𝑗

)︂
следует, что 𝑘 = 𝑚 и для каждого индекса 𝑖 = 1, 𝑘 существует индекс 𝑗
такой, что 𝑝𝑖 = 𝑞𝑗, 𝑎𝑖 = 𝑏𝑗 и 𝜎𝑖 = 𝛿𝑗.

Отметим, что для произвольных сдвиг-масштабных смесей данное
свойство не выполнено (см., например, книгу [88]), поэтому важное зна-
чение в рамках СРС-метода имеет возможность замены общей некор-
ректно поставленной задачи разделения смесей (то есть статистического
оценивания их параметров) аналогичной на основе конечных моделей.
Основу данного подхода составляют результаты, связанные с устойчиво-
стью смесей относительно смешивающего распределения (см. теоремы в
разделах 2.3 и 2.4).
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1.2 Обобщенные отрицательные биномиаль-
ные распределения

Перейдем к рассмотрению семейств распределений, которые будут
исследованы в этой главе.
Определение 1.8. [390] Обобщенное гамма-распределение (GG-распре-
деление) является абсолютно непрерывным и определяется при 𝑟 > 0,
𝛾 ∈ R, 𝜇 > 0 своей плотностью

𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) =

|𝛾|𝜇𝑟

Γ(𝑟)
𝑥𝛾𝑟−1𝑒−𝜇𝑥

𝛾

, 𝑥 > 0. (1.10)

Данный класс был введен Э. Стейси в 1962, как содержащий одновре-
менно распределения гамма и Вейбулла. Семейство GG-распределений
содержит множество важных абсолютно непрерывных законов, сосредо-
точенных на неотрицательной полуоси, в том числе распределения:
– классическое гамма (при этом параметр 𝛾 = 1), включая его специ-

альные случаи – экспоненциальный закон (𝑟 = 1), распределения Эрлан-
га (𝑟 ∈ N) и 𝜒2 (𝜇 = 1

2);
– Накагами (𝛾 = 2);
– полунормальное (распределение максимума стандартного винеров-

ского процесса на [0, 1]) при 𝛾 = 2 и 𝑟 = 1
2 ;

– Рэлея при 𝛾 = 2 и 𝑟 = 1;
– 𝜒 при 𝛾 = 2 и 𝜇 = 1/

√
2;

– Максвелла (распределение абсолютных значений скоростей молекул
в разреженном газе) при 𝛾 = 2 и 𝑟 = 3

2 ;
– Вейбулла-Гнеденко (экстремальное типа III) при 𝑟 = 1 и 𝛾 > 0;
– усеченное экспоненциальное (𝛾 > 0, 𝑟 = 1

𝛾 );
– обратное гамма (𝛾 = −1) и его специальный случай – распределение

Леви (распределение момента первого достижения уровня броуновским
движением) при 𝑟 = 1

2 ;
– Фреше (экстремальное типа II) при 𝑟 = 1, 𝛾 < 0.

Многие из перечисленных распределений являются предельными в
асимптотических теоремах теории вероятностей. При некоторых значе-
ниях параметров GG-распределение является смешанными экспоненци-
альным и геометрическим [296]. В этой главе будет получен аналог зако-
на больших чисел (см. теорему 1.9) для случайных сумм, в котором оно
является предельным. Поэтому его практическое использование в ана-
лизе данных весьма обширно: моделирование распределений размеров
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дождевых капель [332], обработка данных, полученных методом радио-
локационного синтезирования апертуры [211, 360, 388], анализ частоты
наводнений [181], сегментация изображений без учителя [441] и многое
другое.

Случайную величину с плотностью (1.10) обозначим 𝐺𝑟,𝛾,𝜇. При 𝛾 = 1

GG-распределение превращается в классическое гамма-распределение.
Соответствующую случайную величину с плотностью 𝑓𝐺𝐺

𝑟,1,𝜇(𝑥) обозначим
𝐺𝑟,𝜇. Несложно убедиться, что выполнены следующие соотношения:

𝐺𝑟,𝛾,𝜇
𝑑
= 𝐺1/𝛾

𝑟,𝜇 ⇐⇒ (𝐺𝑟,𝛾,𝜇)
𝛾 𝑑
= 𝐺𝑟,𝜇, (1.11)

где символ 𝑑
= обозначает равенство по распределению.

Определение 1.9. [299] Случайная величина 𝑁𝑟,𝛾,𝜇, 𝑟 > 0, 𝛾 ∈ R, 𝜇 > 0,
имеет дискретное распределение, называемое обобщенным отрицатель-
ным биномиальным (GNB), если оно для всех целых значений 𝑘 опреде-
ляется вероятностями

P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘) =
1

𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑧𝑘𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑧, (1.12)

то есть является смешанным пуассоновским со смешивающим GG-
распределением (1.10).

В работе [299] В. Ю. Королевым и А.И. Зейфманом было также уста-
новлено, что в случае, если 𝑟 ∈ (0, 1] и 𝛾 ∈ (0, 1], GNB-распределения
являются и смешанными геометрическими в смысле определения, дан-
ного в статье [90]. Очевидно, что данный класс распределений обобщает
классический отрицательный биномиальный закон с параметрами 𝑟 > 0

(формы) и 𝑝 ∈ (0, 1) (вероятность успеха)

P(𝑁𝑟,𝑝 = 𝑘) =
Γ(𝑟 + 𝑘)

𝑘!Γ(𝑟)
· 𝑝𝑟(1− 𝑝)𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

который можно получить, подставляя в формулу (1.12) следующие зна-
чения параметров: 𝛾 = 1, 𝜇 = 𝑝(1 − 𝑝)−1. Введение дополнительного
параметра 𝛾 позволяет строить на основе GNB-распределения более гиб-
кие вероятностные модели. Семейство GNB-законов включает в себя, в
частности: пуассоновское, отрицательное биномиальное (Поля), геомет-
рическое распределения, соответствующие гамма-смешивающему зако-
ну; распределения Зихеля [377] (с обратным гамма в качестве смешива-
ющего), Вейбулла-Пуассона [90].
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Приведем некоторые обоснования такого определения GNB-
распределения. Пуассоновское ядро используется в силу того, что
пуассоновские процессы в силу универсального принципа неубывания
энтропии в замкнутых системах являются наилучшими моделями
однородных стационарных хаотических потоков событий [151]. Распре-
деления, которые характеризуют время между соседними скачками
в пуассоновском процессе (экспоненциальное), а также распределе-
ние точек, формирующих процесс (равномерное), являются наиболее
энтропийными среди всех, соответственно, сосредоточенных на положи-
тельной полуоси и обладающих конечным математическим ожиданием,
и с ограниченным носителем. В случае, если свойство однородности
нарушается, то наилучшей моделью хаотического точечного процесса
являются пуассоновские процессы со случайной интенсивностью, назы-
ваемые дважды стохастическими, или процессами Кокса [151, 253]. Их
одномерные распределения являются смешанными пуассоновскими.

Для GNB-распределения можно получить связь между значениями
вероятностей того, что случайная величина 𝑁𝑟,𝛾,𝜇 принимает значения
𝑘 и 𝑘 + 1. Здесь и далее рассуждения будут проводиться в терминах
случайных величин, поэтом предполагается, что все они заданы на одном
и том же вероятностном пространстве (Ω, F, P).

Утверждение 1.1. Для случайной величины 𝑁𝑟,𝛾,𝜇 с обобщенным от-
рицательным биномиальным распределением (1.12) справедливо следу-
ющее соотношение:

P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘 + 1) =
𝛾𝑟 + 𝑘

𝑘 + 1
P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘)− |𝛾|𝜇

𝑘 + 1
P(𝑁𝑟+1, 𝛾,𝜇 = 𝑘). (1.13)

Доказательство. Воспользуемся непосредственно определением 1.9.
Имеем:

P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘) =
|𝛾|𝜇𝑟

Γ(𝑟)𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧−𝜇𝑧
𝛾

𝑧𝛾𝑟+𝑘−1 𝑑𝑧 =
|𝛾|𝜇𝑟

Γ(𝑟)𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧−𝜇𝑧
𝛾

𝑑
𝑧𝛾𝑟+𝑘

𝛾𝑟 + 𝑘
=

=
|𝛾|𝜇𝑟

Γ(𝑟)𝑘!
×

⎡⎣ 𝑧𝛾𝑟+𝑘

𝛾𝑟 + 𝑘
𝑒−𝑧−𝜇𝑧

𝛾

⃒⃒⃒⃒∞
0

−
∞∫︁
0

𝑒−𝑧−𝜇𝑧
𝛾 𝑧𝛾𝑟+𝑘

𝛾𝑟 + 𝑘
(−1− 𝜇𝛾𝑧𝛾−1) 𝑑𝑧

⎤⎦ =

=
|𝛾|𝜇𝑟

Γ(𝑟)𝑘!
×

⎡⎣ 1

𝛾𝑟 + 𝑘

∞∫︁
0

𝑒−𝑧−𝜇𝑧
𝛾

𝑧𝛾𝑟+𝑘 𝑑𝑧 +
𝜇𝛾

𝛾𝑟 + 𝑘

∞∫︁
0

𝑒−𝑧−𝜇𝑧
𝛾

𝑧𝛾𝑟+𝛾+𝑘−1 𝑑𝑧

⎤⎦ =
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=
𝑘 + 1

𝛾𝑟 + 𝑘
P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘 + 1) +

𝛾2𝜇𝑟+1

(𝛾𝑟 + 𝑘)Γ(𝑟)𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧−𝜇𝑧
𝛾

𝑧𝛾𝑟+𝑘−1+𝛾 𝑑𝑧 =

=
𝑘 + 1

𝛾𝑟 + 𝑘
P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘 + 1) +

|𝛾|𝜇
𝛾𝑟 + 𝑘

P(𝑁𝑟+1, 𝛾,𝜇 = 𝑘).

Откуда следует справедливость соотношения (1.13). �

Замечание 1.2. Для применения формулы (1.13) необходимо знание
распределения случайной величины 𝑁𝑟+1,𝛾,𝜇.

Получим явные выражения для первых двух моментов для 𝑁𝑟,𝛾,𝜇.

Утверждение 1.2. Для случайной величины 𝑁𝑟,𝛾,𝜇 с GNB-
распределением вида (1.12) математическое ожидание и дисперсия
имеют вид:

E𝑁𝑟,𝛾,𝜇 =
Γ(𝑟 + 1/𝛾)

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)
.

D𝑁𝑟,𝛾,𝜇 =
Γ(𝑟 + 2/𝛾)

𝜇2/𝛾Γ(𝑟)
− Γ(𝑟 + 1/𝛾)

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)

(︂
Γ(𝑟 + 1/𝛾)

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)
− 1

)︂
. (1.14)

Доказательство. С учетом формул (1.11) для математического ожи-
дания имеем:

E𝑁𝑟,𝛾,𝜇 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑘

∞∫︁
0

𝑒−𝑥
𝑥𝑘

𝑘!
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑘𝑒−𝑥
𝑥𝑘

𝑘!

]︃
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
0

𝑥𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑥 = E𝐺𝑟,𝛾,𝜇 = E𝐺1/𝛾

𝑟,𝜇 =
𝜇𝑟

Γ(𝑟)

∞∫︁
0

𝑥1/𝛾+𝑟−1𝑒−𝜇𝑥 𝑑𝑥 =

=
𝜇𝑟

𝜇1/𝛾+𝑟Γ(𝑟)

∞∫︁
0

𝑥1/𝛾+𝑟−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =
Γ(𝑟 + 1/𝛾)

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)
.

Аналогично для второго момента получим

E𝑁 2
𝑟,𝛾,𝜇 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑘2
∞∫︁
0

𝑒−𝑥
𝑥𝑘

𝑘!
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑘2𝑒−𝑥
𝑥𝑘

𝑘!

]︃
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
0

(𝑥2 + 𝑥)𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) 𝑑𝑥 = E𝐺2

𝑟,𝛾,𝜇 + E𝐺𝑟,𝛾,𝜇 = E𝐺2/𝛾
𝑟,𝜇 + E𝐺1/𝛾

𝑟,𝜇 =

=
Γ(𝑟 + 2/𝛾)

𝜇2/𝛾Γ(𝑟)
+

Γ(𝑟 + 1/𝛾)

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)
.
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Пользуясь стандартным определением D𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = E𝑁 2
𝑟,𝛾,𝜇−(E𝑁𝑟,𝛾,𝜇)

2 ,и
выполняя тривиальные преобразования, приходим к выражению (1.14).

�

Замечание 1.3. Из вывода формулы для E𝑁 2
𝑟,𝛾,𝜇 следует, что моменты

произвольных целых порядков 𝑞 GNB-распределения могут быть получе-
ны на основании факториальных моментов для распределения Пуассона
и математических ожиданий случайных величин 𝐺𝑞/𝛾

𝑟,𝜇 .

Сформулируем ряд известных результатов, которые будут использо-
ваны далее при доказательства теорем в этой главе.

Случайную величину с распределением Вейбулла с функцией распре-
деления

[︀
1 − 𝑒−𝑥

𝛾]︀ℐ𝑥>0(𝑥), 𝛾 > 0, будем обозначать 𝑊𝛾. Здесь и далее
через ℐ𝐴(𝑥) обозначается индикаторная функция множества 𝐴, равная
единице, если 𝑥 ∈ 𝐴, и нулю, если 𝑥 /∈ 𝐴.

Рассмотрим случайную величину

𝑍𝑟,𝜇 =
𝜇(𝐺𝑟, 1 +𝐺1−𝑟, 1)

𝐺𝑟, 1

𝑑
= 𝜇𝑍𝑟,1

𝑑
= 𝜇

(︀
1 + 1−𝑟

𝑟 𝑄1−𝑟,𝑟
)︀
, (1.15)

для 𝑟 ∈ (0, 1), в которой случайные величины 𝐺𝑟, 1 and 𝐺1−𝑟, 1 независи-
мы, 𝜇 > 0, а 𝑄1−𝑟,𝑟 – случайная величина с распределением Снедекора-
Фишера, определяемая плотностью

𝑞(𝑥; 1− 𝑟, 𝑟) = (1− 𝑟)1−𝑟𝑟𝑟

Γ(1− 𝑟)Γ(𝑟)
· 1

𝑥𝑟[𝑟 + (1− 𝑟)𝑥]
, 𝑥 > 0. (1.16)

Определение 1.10. [447] Cлучайная величина 𝑆𝛼,𝜃 имеет строго устой-
чивое распределение, если ее характеристическая функция представима
в виде

f𝛼,𝜃(𝑡) = exp
{︀
−|𝑡|𝛼 exp{−1

2𝑖𝜋𝜃𝛼sign𝑡}
}︀
, 𝑡 ∈ R,

где 0 < 𝛼 6 2, |𝜃| 6 min{1, 2𝛼 − 1}.

Лемма 1.1. [299] Для случайной величины 𝑁𝑟,𝛾,𝜇, 𝑟 > 0, 𝛾 ∈ R, 𝜇 > 0, с
обобщенным отрицательным биномиальным распределением при 𝜇→ 0

имеет место слабая сходимость 𝜇1/𝛾𝑁𝑟,𝛾,𝜇 =⇒ 𝐺𝑟,𝛾,1. Если 𝑟 ∈ (0, 1] и
𝛾 ∈ (0, 1], то предельный закон может быть представлен в виде

𝐺𝑟,𝛾,1
𝑑
=

𝑊1

𝑆𝛾,1𝑍
1/𝛾
𝑟,1

𝑑
=
𝑊

1/𝛾
1

𝑍
1/𝛾
𝑟,1

𝑑
=

𝑑
=

(︂
𝑊1𝐺𝑟,1

𝐺𝑟,1 +𝐺1−𝑟,1

)︂1/𝛾
𝑑
= 𝑊

1/𝛾
1 ·

(︀
1 + 1−𝑟

𝑟 𝑄1−𝑟,𝑟
)︀−1/𝛾

, (1.17)
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где в каждом выражении все случайные величины считаются незави-
симыми.

Для построения асимптотических аппроксимаций для выборок боль-
шого размера рассмотрим в качестве третьего параметра в распределе-
нии 1.10 величину 𝜇𝑛−𝛾 > 0. Тогда справедливы следующие равенства
по распределению:

𝑛−1𝐺𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾
𝑑
= 𝐺𝑟,𝛾,𝜇

𝑑
= 𝜇−1/𝛾𝐺𝑟,𝛾,1

𝑑
= 𝜇−1/𝛾𝐺

1/𝛾
𝑟,1 . (1.18)

Лемма 1.2. [288] Пусть Λ1,Λ2, . . . – последовательность положитель-
ных случайных величин, таких, что для любого 𝑛 ∈ N случайная ве-
личина Λ𝑛 не зависит от стандартного пуассоновского процесса 𝑃 (𝑡),
𝑡 > 0. Сходимость 𝑛−1𝑃 (Λ𝑛) =⇒ Λ при 𝑛 → ∞ к неотрицательной
случайной величине Λ имеет место тогда и только тогда, когда

𝑛−1Λ𝑛 =⇒ Λ, 𝑛→∞. (1.19)

Здесь и далее символ =⇒ обозначает слабую сходимость. Введем сле-
дующие обозначения:

rext(𝐹 ) = sup{𝑥 : 𝐹 (𝑥) < 1}, 𝐹−1(𝑎) = inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) > 𝑎}.

Лемма 1.3. [297] Пусть последовательность положительных случай-
ных величин Λ1,Λ2, . . . такова, что для каждого 𝑛 ∈ N случайная ве-
личина Λ𝑛 не зависит от стандартного пуассоновского процесса 𝑃 (𝑡),
𝑡 > 0. Пусть 𝑁𝑛 = 𝑃 (Λ𝑛). Предположим, что существует неотрица-
тельная случайная величина Λ такая, что выполнено условие (1.19).
Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . – последовательность независимых случайных вели-
чин с общей функцией распределения 𝐹 (𝑥), и 𝑁𝑛 при любом 𝑛 ∈ N не
зависит от нее. Пусть также rext(𝐹 ) =∞, и существует такое чис-
ло 𝛼 > 0, что для каждого 𝑥 > 0 выполнено

lim
𝑦→∞

1− 𝐹 (𝑥𝑦)
1− 𝐹 (𝑦)

= 𝑥−𝛼. (1.20)

Тогда для распределения величины 𝑀𝑛 = max{𝑋1, . . . , 𝑋𝑁𝑛
} справедливо

следующее выражение:

lim
𝑛→∞

sup
𝑥>0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒P(︂ 𝑀𝑛

𝐹−1(1− 1
𝑛)
< 𝑥

)︂
−
∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑥
−𝛼

𝑑P(Λ < 𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.
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Лемма 1.4. [97] Пусть 𝜆 > 0, 𝑋1, 𝑋2, . . . независимые одинаково распре-
деленные случайные величины с общей функцией распределения 𝐹 (𝑥), и
𝑃 (𝑡) – независящий от них стандартный пуассоновский процесс. Пред-
положим, что существует функция распределения 𝐻(𝑥) такая, что
для любого 𝑥 ∈ R

lim
𝑛→∞

P
(︂

1

𝐹−1(1− 1
𝑛)

max
16𝑘6𝑛

𝑋𝑘 < 𝑥

)︂
= 𝐻(𝑥). (1.21)

Тогда для любого 𝑛 ∈ N⃒⃒⃒⃒
P
(︂

1

𝐹−1(1− 1
𝑛)

max
16𝑘6𝑃 (𝑛𝜆)

𝑋𝑘 < 𝑥

)︂
−𝐻𝜆(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

6
⃒⃒
𝑛
[︀
1− 𝐹

(︀
𝑥𝐹−1(1− 1

𝑛)
)︀]︀
− log𝐻(𝑥)

⃒⃒
𝜆𝐻𝜆(𝑥).

Лемма 1.5. [85, 86] Рассмотрим последовательность случайных вели-
чин 𝑌1, 𝑌2, ..., а также натуральнозначные величины 𝑁1, 𝑁2, ... такие,
что для каждого 𝑛 ∈ N случайная величина 𝑁𝑛 не зависит от после-
довательности 𝑌1, 𝑌2, ... Предположим, что существует неограничен-
но возрастающая последовательность положительных чисел {𝑏𝑛}𝑛>1 и
случайная величина 𝑌 такая, что 𝑏−1𝑛 𝑌𝑛 =⇒ 𝑌 при 𝑛 → ∞. Тогда, ес-
ли существует неограниченно возрастающая последовательность по-
ложительных чисел {𝑑𝑛}𝑛>1 и случайная величина 𝑁 такая, что

𝑑−1𝑛 𝑏𝑁𝑛
=⇒ 𝑁, 𝑛→∞ (1.22)

то
𝑑−1𝑛 𝑌𝑁𝑛

=⇒ 𝑌 ·𝑁, 𝑛→∞ (1.23)

причем величины в правой части (1.23) независимы.

1.3 Асимптотические распределения для
выборок с обобщенным отрицательным
биномиальным объемом

В данном разделе получим вид асимптотического распределения для
величины 𝑀𝑛 = max{𝑋1, . . . , 𝑋𝑁𝑛

} (см. лемму 1.3) при условии, что
объем рассматриваемой выборки 𝑁𝑛 является случайной величиной с
обобщенным отрицательным биномиальным распределением, и исследу-
ем его свойства. Также будет рассмотрен случай классического закона,
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для которого предельное распределение допускает достаточно простое
аналитическое представление, которое удобно использовать при реше-
нии прикладных задач вероятностно-статистического моделирования.

1.3.1 Асимптотические распределения максимума

Теорема 1.1. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑟 > 0, 𝛾 > 0, 𝜇 > 0 и 𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾– случайная
величина, имеющая обобщенное отрицательное биномиальное распре-
деление вида (1.12). Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . – независимые одинаково распре-
деленные случайные величины с общей функцией распределения 𝐹 (𝑥).
Предположим, что rext(𝐹 ) = ∞ и существует такое число 𝜆 > 0,
что при любом 𝑥 > 0 справедливо соотношение (1.20). Тогда

lim
𝑛→∞

sup
𝑥>0

⃒⃒⃒⃒
P
(︂
max{𝑋1, . . . , 𝑋𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾

}
𝐹−1(1− 1

𝑛)
< 𝑥

)︂
− 𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 0,

где

𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑥
−𝜆

𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧) 𝑑𝑧 ≡ P(𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟 < 𝑥), 𝑥 > 0. (1.24)

При этом предельная случайная величина 𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟 допускает следу-
ющие представления:

𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
=
𝐺𝑟,𝜆𝛾,𝜇

𝑊𝜆

𝑑
=

(︂
𝐺𝑟,𝛾,𝜇

𝑊1

)︂1/𝜆
𝑑
= 𝜇−1/𝜆𝛾

(︂
𝐺𝑟,1

𝑊𝛾

)︂1/𝜆𝛾

, (1.25)

причем все случайные величины являются независимыми.

Доказательство. GNB-распределение (1.12), согласно определе-
нию 1.9, является смешанным пуассоновским со смешивающим обобщен-
ным гамма. Поэтому 𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾

𝑑
= 𝑃

(︀
𝐺𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾

)︀
. Тогда с учетом выраже-

ний (1.18), леммы 1.2, в которой считаем Λ𝑛 = 𝐺𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾 и результата
леммы 1.3) с учетом абсолютой непрерывности предельного распределе-
ния следует справедливость соотношений (1.24).

Легко видеть, что 𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
= 𝐺

1/𝜆
𝑟,𝛾,𝜇𝑊𝜆

−1, то есть предельный закон
представляет собой масштабную смесь распределений Фреше (обратного
распределения Вейбулла 𝑒−𝑥−𝜆, 𝜆 > 0), в которой смешивающим высту-
пает обобщенное гамма. С учетом соотношения 𝐺𝑟,𝛾,𝜇

𝑑
= 𝐺

1/𝛾
𝑟,𝜇 следует
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справедливость представлений (1.25) (независимость соответствующих
случайных величин предполагается).

�
Приведенный далее результат является следствием теоремы 1.1, одна-

ко в силу своей важности при анализе реальных процессов (см. главу 6)
будет сформулирован как теорема.

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1, однако объем вы-
борки является отрицательным биномиальным, то есть рассматрива-
ется случайная величина 𝑁𝑟,𝑝𝑛, имеющая отрицательное биномиальное
распределение с параметрами 𝑟 > 0 и 𝑝𝑛 = min{𝑞, 𝜇/𝑛}, где 𝑞 ∈ (0, 1),
𝑛 ∈ N, 𝜇 > 0. Тогда

lim
𝑛→∞

sup
𝑥>0

⃒⃒⃒⃒
P
(︂
max{𝑋1, . . . , 𝑋𝑁𝑟,𝑝𝑛

}
𝐹−1(1− 1

𝑛)
< 𝑥

)︂
− 𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 0,

где

𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) =

(︂
𝜇𝑥𝜆

1 + 𝜇𝑥𝜆

)︂𝑟

≡ P(𝑀𝜆,𝜇,𝑟 < 𝑥), 𝑥 > 0. (1.26)

При этом предельная случайная величина 𝑀𝜆,𝜇,𝑟 допускает следую-
щие представления:

𝑀𝜆,𝜇,𝑟
𝑑
=
𝐺

1/𝜆
𝑟,𝜇

𝑊𝜆

𝑑
=

(︂
𝑄𝑟,1

𝜇𝑟

)︂1/𝜆

,

причем все случайные величины являются независимыми.

Доказательство. Данный результат соответствует случаю 𝛾 = 1 в
теореме 1.1, а также может быть получен непосредствено с учетом того,
что 𝑁𝑟,𝑝𝑛

𝑑
= 𝑃 (𝐺𝑟,𝑝𝑛/(1−𝑝𝑛)). Аналитический вид предельного распределе-

ния 𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) (1.26) следует из следующих соотношений:

𝜇𝑟

Γ(𝑟)

∞∫︁
0

𝑒−𝑧(𝜇+𝑥−𝛾)𝑧𝑟−1𝑑𝑧 =
𝜇𝑟

Γ(𝑟)(𝜇+ 𝑥−𝛾)𝑟

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑧𝑟−1𝑑𝑧 =

(︂
𝜇𝑥𝛾

1 + 𝜇𝑥𝛾

)︂𝑟

.

В силу равенства 𝑊−1
𝜆

𝑑
= 𝐺

−1/𝜆
1,1 , то получим

𝑀𝑟,𝛾,𝜇 ≡
(︂
𝐺𝑟,𝜇

𝐺1,1

)︂1/𝛾
𝑑
=

(︂
𝐺𝑟,1

𝜇𝐺1,1

)︂1/𝛾
𝑑
=

(︂
𝑄𝑟,1

𝜇𝑟

)︂1/𝛾

,

где участвующие случайные величины независимы.
�
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Замечание 1.4. Плотность предельного распределения 𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) (1.26)
имеет вид

𝑓𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) =
𝑟𝜆𝜇𝑟𝑥𝜆𝑟−1

(1 + 𝜇𝑥𝜆)𝑟+1
=

𝜆𝑟𝜇𝑟

𝑥1+𝜆(𝜇+ 𝑥−𝜆)𝑟+1
, 𝑥 > 0.

Очевидно, что 𝑓𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) = 𝑂(𝑥−1−𝜆) при 𝑥 → ∞. Поэтому у предельного
распределения существуют лишь моменты порядков 𝛿 < 𝜆.

Изучим более подробно свойства предельного распределения для
обобщенного случая. Во всех теоремах далее подразумевается, что все
случайные величины независимы.

Теорема 1.3. Распределение случайной величины 𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟 допускает
следующие представления.
(i) Если 𝑟 ∈ (0, 1], то оно является масштабной смесью отношений
двух независимых вейбулловских случайных величин и 𝑍𝑟,1 (1.15):

𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
= (𝜇𝑍𝑟,1)

−1/𝜆𝛾 · 𝑊𝜆𝛾

𝑊𝛾
.

(ii) Если 𝛾 ∈ (0, 1], то оно является масштабной смесью темпериро-
ванного распределения Снедекора-Фишера с параметрами 𝑟 and 1 и по-
ложительного строго устойчивого закона

𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
=

(︂
𝑆𝛾,1

𝜇𝑟
·𝑄𝑟,1

)︂1/𝜆𝛾

.

(iii) Если 𝛾 ∈ (0, 1] и 𝑟 ∈ (0, 1], то оно является смесью распределений
Парето (P(Π𝜆 > 𝑥) = (𝑥𝜆 + 1)−1, 𝑥 > 0):

𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
= Π𝜆

(︁
𝑆𝛾,1𝑍

1/𝛾
𝑟,1

)︁−1/𝜆
.

(iv) Если 𝑟 ∈ (0, 1] и 𝜆𝛾 ∈ (0, 1], то оно представимо в виде смеси полу-
нормальных законов:

𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
= |𝑋| ·

√
2𝑊1

𝜇1/𝜆𝛾𝑊𝜆𝑆𝜆𝛾,1𝑍
1/𝜆𝛾
𝑟,1

.

Доказательство. Для доказательства пункта (i) достаточно рассмот-
реть величину, стоящую в правой части (1.25) и использовать соотно-
шения 𝑊

1/𝛾
1

𝑑
= 𝑊𝛾 и 𝐺𝑟,𝜇

𝑑
= 𝑊1𝑍

−1
𝑟,𝜇 (по условиям теоремы 0 < 𝑟 < 1 и
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случайные величины 𝑊1 and 𝑍𝑟,𝜇 независимы, то есть выполнены усло-
вия теоремы Глезера [215] о представимости гамма-распределения в виде
смешанного экспоненциального).

Для доказательства пункта (ii) необходимо записать величину, стоя-
щую в правой части (1.25), с учетом соотношения 𝑊𝛾

𝑑
= 𝑊1 · 𝑆−1𝛾,1, кото-

рое выполняется для 𝛾 ∈ (0, 1], если случайные величины в правой части
независимы [290], и использовать определение распределения Снедекора-
Фишера как отношения двух независимых гамма-распределенных слу-
чайных величин [275].

Для доказательства пункта (iii) достаточно преобразовать второе вы-
ражение в представлениях (1.25) с учетом формулы (1.17), а также
учесть, что распределение отношения двух экспоненциально распреде-
ленных случайных величин совпадает с распределением Π1.

Для доказательства пункта (iv) достаточно преобразовать второе вы-
ражение в представлениях (1.25) с учетом формулы (1.17), а также
учесть, что 𝑊1

𝑑
= |𝑋|

√
2𝑊1 [290].

�
Полученные представления могут быть использованы для компью-

терной симуляции наблюдений из предельного распределения случайной
величины 𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟, поскольку они основаны во многом на стандартных
законах, которые обычно включаются в статистические библиотеки и
пакеты.

Теорема 1.4. Если 𝑟 ∈ (0, 1], 𝜇 > 0 и 𝜆𝛾 ∈ (0, 1], то функция распре-
деления 𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥) является смешанной экспоненциальной:

𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥) = 1−
∞∫︁
0

𝑒−𝑢𝑥 𝑑𝐹𝐴(𝑢), 𝑥 > 0,

где 𝐹𝐴(𝑢) = P
(︁
𝜇1/𝜆𝛾𝑊𝜆𝑆𝜆𝛾,1𝑍

1/𝜆𝛾
𝑟,1 < 𝑢

)︁
, 𝑢 > 0, и все указанные случай-

ные величины независимы.

Доказательство. Для доказательства необходимо воспользоваться
преобразованием (1.17) для второго выражения в (1.25), ведущего к
представлению

𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟
𝑑
=

𝑊1

𝜇1/𝜆𝛾𝑊𝜆𝑆𝜆𝛾,1𝑍
1/𝜆𝛾
𝑟,1

, (1.27)

которое и завершает доказательство.
�
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Следствие 1.1. В условиях теоремы 1.4 функция распределения
𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥) является безгранично делимой.

Доказательство. Доказательство вытекает из известного результата
Ч. Голди [219] о том, что распределение произведения двух неотрица-
тельных независимых случайных величины является безгранично дели-
мым, если одна из них – экспоненциальная. Это условие, очевидно, в
данном случае выполнено (см. представление (1.27)).

�
Теперь получим явный вид моментов случайной величины 𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟.

Теорема 1.5. Для моментов порядка 0 < 𝛿 < 𝜆 случайной величины
𝑀𝜆,𝛾,𝜇,𝑟 справедливо следующее представление:

E𝑀 𝛿
𝜆,𝛾,𝜇,𝑟 =

Γ
(︁
𝑟 + 𝛿

𝜆𝛾

)︁
Γ
(︀
1− 𝛿

𝜆

)︀
𝜇𝛿/𝜆𝛾Γ(𝑟)

. (1.28)

Доказательство. Из выражения (1.17) следует, что

E𝑀 𝛿
𝜆,𝛾,𝜇,𝑟 = 𝜇−𝛿/𝜆𝛾E𝐺𝛿/𝜆𝛾

𝑟,1 · E𝑊
−𝛿/𝜆
1 . (1.29)

Непосредственно можно убедиться в справедливости следующих со-
отношений для моментов распределений гамма и Фреше:

E𝐺𝛿/𝜆𝛾
𝑟,1 = Γ

(︂
𝑟 +

𝛿

𝜆𝛾

)︂
/Γ(𝑟), 𝐸𝑊

−𝛿/𝜆
1 = Γ

(︂
1− 𝛿

𝜆

)︂
,

которые при подстановке в формулу (1.29) ведут к выражению (1.28). �
Рассмотрим вопросы скорости сходимости к предельному распреде-

лению в теореме 1.1.

Теорема 1.6. Пусть в условиях теоремы 1.1 случайные величины
𝑋1, 𝑋2, . . . имеют одинаковое распределение Парето вида

𝐹 (𝑥) = 1− 𝑐

𝑎𝑥𝜆 + 𝑐
, 𝑥 > 0. (1.30)

для некоторых 𝑎 > 0, 𝑐 > 0 и 𝜆 > 0. Тогда для любого 𝑥 ∈ R⃒⃒⃒⃒
P

(︃[︂
𝑎

𝑐(𝑛− 1)

]︂1/𝛾
max

16𝑘6𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾

𝑋𝑘 < 𝑥

)︃
− 𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

6
⃒⃒⃒ 𝑥𝜆 − 1

𝑥𝜆(𝑛− 1) + 1

⃒⃒⃒
·
Γ(𝑟 + 1

𝛾 )

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)
.
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Доказательство. Прежде всего, проверим, что для распределения
Парето (1.30) выполнено условие (1.20). Имеем

1− 𝐹 (𝑥𝑦)
1− 𝐹 (𝑦)

=
𝑎𝑦𝜆 + 𝑐

𝑎𝑥𝜆𝑦𝜆 + 𝑐
−→ 𝑥−𝜆

при 𝑦 → ∞. Таким образом, условие (1.20) выполнено, что означает,
что в выражении (1.21) распределение 𝐻(𝑥) = 𝑒−𝑥

−𝜆 в соответствии с
классической экстремальной теорией [5]. В рассматриваемом случае:

𝐹−1
(︀
1− 1

𝑛

)︀
=

[︂
𝑐(𝑛− 1)

𝑎

]︂1/𝜆
, 𝐹

(︂
𝑥𝐹−1

(︀
1− 1

𝑛

)︀)︂
= 1− 1

𝑥𝜆(𝑛− 1) + 1
,

𝑛

[︂
1− 𝐹

(︂
𝑥𝐹−1

(︂
1− 1

𝑛

)︂)︂]︂
− log𝐻(𝑥) =

𝑥𝜆 − 1

𝑥𝜆(𝑛− 1) + 1
.

Тогда, согласно лемме 1.4, имеем:⃒⃒⃒⃒
⃒P
(︃[︂

𝑎

𝑐(𝑛− 1)

]︂1/𝛾
max

16𝑘6𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾

𝑋𝑘 < 𝑥

)︃
− 𝐹𝜆,𝛾,𝜇,𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6

∞∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
P

(︃[︂
𝑎

𝑐(𝑛− 1)

]︂1/𝛾
max

16𝑘6𝑃 (𝑛𝑧)
𝑋𝑘 < 𝑥

)︃
− 𝑒−𝑧𝑥−𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧) 𝑑𝑧 6

6
⃒⃒⃒ 𝑥𝜆 − 1

𝑥𝜆(𝑛− 1) + 1

⃒⃒⃒
·
∞∫︁
0

𝜆𝑒−𝑧𝑥
−𝜆

𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧) 𝑑𝑧 6

⃒⃒⃒ 𝑥𝜆 − 1

𝑥𝜆(𝑛− 1) + 1

⃒⃒⃒
· E𝐺𝑟,𝛾,𝜇 =

=

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝜆 − 1

𝑥𝜆(𝑛− 1) + 1

⃒⃒⃒⃒
·
Γ(𝑟 + 1

𝛾 )

𝜇1/𝛾Γ(𝑟)
.

Таким образом, теорема доказана. �
Теорема 1.6 означает, что скорость сходимости к предельному рас-

пределению в теореме 1.1 составляет 𝑂(𝜇1/𝛾𝑛−1) при 𝜇/𝑛𝛾 → 0.

Замечание 1.5. Рассуждая аналогичным образом, в условиях теоре-
мы 1.2 можно показать, что для 0 < 𝑝 6 1

2 :

sup
𝑥>0

⃒⃒⃒⃒
P
(︂

𝑝

1− 𝑝
max

16𝑘6𝑁𝑟,𝑝

𝑋𝑘 < 𝑥

)︂
−
(︂

𝑥𝜆

1 + 𝑥𝜆

)︂𝑟 ⃒⃒⃒⃒
6

6
𝑝𝑟

1− 2𝑝
· sup
𝑦>0

𝑦𝑟

(1 + 𝑦)𝑟+1
=

𝑝

1− 2𝑝
·
(︁ 𝑟

𝑟 + 1

)︁𝑟
,

то есть в этом случае скорость сходимости составляет 𝑂(𝑝) при 𝑝→ 0.
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1.3.2 Асимптотические распределения порядковых
статистик и выборочных квантилей

Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . – независимые одинаково распределенные случай-
ные величины с общей функцией распределения 𝐹 (𝑥), удовлетворяю-
щей условию (1.20). Рассмотрим порядковые статистики 𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑛),
𝑛 ∈ N, построенные по выборке неслучайного объема 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Пусть
𝑚 ∈ N, причем 𝑚 < 𝑛. Рассмотрим 𝑚-ю «экстремальную» порядковую
статистику 𝑋(𝑛−𝑚+1). Отметим, что подобная задача может быть акту-
альна в прикладных исследованиях в ситуации, когда в выборке есть
несколько относительно близких «больших» значений. Пусть 𝑁 – нату-
ральнозначная случайная величина, не зависящая от последовательно-
сти 𝑋1, 𝑋2, . . .. Обозначим

𝑀𝑁,𝑚 =

{︃
𝑋(𝑁−𝑚+1), если 𝑁 > 𝑚,

0, если 𝑁 < 𝑚.

Как показано в книге [97], лемма 1.3 остается справедливой и для
величин 𝑀𝑁,𝑚, а предельное распределение имеет вид

𝐻(𝑚)(𝑥) =
𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑥−𝛾𝑗

𝑗!

∞∫︁
0

𝑧𝑗𝑒−𝑧𝑥
−𝛾

𝑑P(Λ < 𝑧), 𝑥 > 0.

С учетом этого факта, повторяя рассуждения из теоремы 1.2, полу-
чим следующий результат.

Теорема 1.7. В условиях теоремы 1.2 справедливо следующее соотно-
шение

lim
𝑛→∞

sup
𝑥>0

⃒⃒⃒⃒
P
(︂

𝑀𝑁𝑟,𝑝𝑛 ,𝑚

𝐹−1(1− 1
𝑛)
< 𝑥

)︂
− 𝐹 (𝑚)

𝜆,𝜇,𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 0,

где

𝐹
(𝑚)
𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) =

(︂
𝜆𝑥𝛾

1 + 𝜆𝑥𝛾

)︂𝑟 𝑚−1∑︁
𝑗=0

Γ(𝑟 + 𝑗)

Γ(𝑟)𝑗!(1 + 𝜆𝑥𝛾)𝑗
, 𝑥 > 0.

Пусть теперь у случайных величин 𝑋1, 𝑋2, . . . есть плотность 𝑝(𝑥).
Для некоторого 𝛼 ∈ (0, 1) обозначим квантиль порядка 𝛼 распределения
случайной величины 𝑋1 через 𝜏𝛼, а выборочный аналог – 𝑋([𝛼𝑛]+1).
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Теорема 1.8. Пусть случайная величина 𝑁𝑟,𝑝𝑛 имеет отрицательное
биномиальное распределение с параметрами 𝑟 > 0 и 𝑝𝑛 = min{𝑞, 𝜇/𝑛},
где 𝑞 ∈ (0, 1), 𝑛 ∈ N, 𝜇 > 0, а последовательность случайных величин
𝑋1, 𝑋2, . . . является независимой и одинаково распределенной с общей
плотностью 𝑝(𝑥). Кроме того, пусть эта плотность является диф-
ференцируемой в некоторой окрестности точки 𝜏𝛼, причем 𝑝(𝜏𝛼) > 0.
Тогда

lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈R

⃒⃒⃒⃒
⃒P
(︃ √

𝑛𝑝(𝜏𝛼)√︀
𝛼(1− 𝛼)

(︀
𝑋([𝛼𝑁𝑛]+1) − 𝜏𝛼

)︀
< 𝑥

)︃
− 𝑇𝜇,𝑟(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0, (1.31)

где 𝑇𝜇,𝑟(𝑥) – распределение Стьюдента с плотностью

𝑡𝜇,𝑟(𝑥) =
𝜇𝑟Γ(𝑟 + 1

2)√
2𝜋Γ(𝑟)

(︀
𝜇+ 𝑥2

2

)︀𝑟+1/2
, 𝑥 ∈ R.

Доказательство. В статье [288] показано, что условие (1.31) выпол-
няется для некоторой случайной величины 𝑊 тогда и только тогда,
когда существует неотрицательная случайная величина 𝑈 , такая, что
P(𝑊 < 𝑥) ≡ EΦ

(︁
𝑥
√
𝑈
)︁

и 𝑛−1𝑁𝑛 =⇒ 𝑈 , при 𝑛 → ∞. С учетом лем-

мы 1.2 и выражения (1.18) в данном случае положим 𝑈
𝑑
= 𝐺𝑟,𝜇. Рас-

пределение Стьюдента в этой ситуации появляется вследствие прямого
вычисления вида масштабной смеси нормальных законов с указанным
смешивающим распределением. �

1.3.3 Теорема Реньи для обобщенных отрицатель-
ных биномиальных сумм

Классическая теорема Реньи о сходимости прореженного точечного
процесса восстановления к пуассоновскому [366] устанавливает, что рас-
пределение геометрических сумм, нормированное математическим ожи-
данием, сходится к экспоненциальному закону при неограниченном ро-
сте математического ожидания суммы. Данный результат представляет
собой вариант закона больших чисел (ЗБЧ) для случайных сумм и игра-
ет большую роль в вопросах моделирования редких событий. В данном
разделе рассмотрим ЗБЧ для сумм с обобщенным отрицательным би-
номиальным распределением, причем для слагаемых не предполагается
независимость и одинаковая распределенность.
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Теорема 1.9. Пусть для случайных величин 𝑋1, 𝑋2, . . . (не обязатель-
но независимых и одинаково распределенных) при 𝑛 → ∞ выполнено
условие

1

𝑛𝛽

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =⇒ 𝑎 (1.32)

для некоторых конечных параметров 𝛽 > 0 и 𝑎 > 0. Пусть вели-
чины 𝑟 > 0, 𝛾 и 𝜇 > 0 произвольны. Пусть для каждого 𝑛 ∈ N
𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾– случайная величина, имеющая обобщенное отрицательное би-
номиальное распределение вида (1.12), независимая от последователь-
ности 𝑋1, 𝑋2, . . .. Тогда при 𝑛→∞

𝑎𝜇𝛽/𝛾

𝑛𝛽

𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =⇒ 𝐺𝑟,𝛾/𝛽,1
𝑑
= 𝐺

𝛽/𝛾
𝑟,1 .

Доказательство. Из представлений (1.18) следует, что

𝜇1/𝛾

𝑛
·𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾 =⇒ 𝐺𝑟,𝛾,1 (1.33)

при 𝑛 → ∞. В лемме 1.5 положим, основываясь на условии (1.32), 𝑏𝑛 =

𝑛𝛽/𝑎,𝑁𝑛
𝑑
= 𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾 . Тогда 𝑏𝑁𝑛

= 1
𝑎𝑁

𝛽
𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾 . Из сходимости (1.33) следует,

что при 𝑛→∞

1

𝑎
𝑁𝛽

𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾 ·
𝜇𝛽/𝛾

𝑛𝛽
=⇒ 1

𝑎
𝐺

𝛽
𝑟,𝛾,1

𝑑
=

1

𝑎
𝐺𝑟,𝛾/𝛽,1

𝑑
=

1

𝑎
𝐺

𝛽/𝛾
𝑟,1 . (1.34)

Полагая 𝑑𝑛 = 𝑛𝛽/𝜇𝛽/𝛾 и используя выражение (1.34) в качестве (1.22)
в лемме 1.5, получим соотношение (1.23) в следующем виде

𝜇𝛽/𝛾

𝑛𝛽

𝑁𝑟,𝛾,𝜇/𝑛𝛾∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =⇒
1

𝑎
𝐺𝑟,𝛾/𝛽,1

𝑑
=

1

𝑎
𝐺

𝛽/𝛾
𝑟,1 ,

что завершает доказательство теоремы. �
Если в теореме 1.9 𝑟 = 𝛾 = 𝛽 = 1, то данный результат обобщает ре-

зультат Реньи на случай разнораспределенных и не обязательно одинако-
во распределенных слагаемых [279]. При 𝛽 = 1 теорема 1.9 представляет
собой ЗБЧ для обобщенных отрицательных биномиальных сумм [299], а
в случае 𝛾 = 1 – ЗБЧ для отрицательных биномиальных сумм [293], в
том числе и для случая, когда 𝛽 ̸= 1.
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1.4 Центральная предельная теорема для
случайных сумм в схеме серий

Пусть 𝑛, 𝑘 ∈ N и {𝑆𝑛,𝑘} – схема серий случайных величин, а 𝑎𝑛,𝑘 и
𝑏𝑛,𝑘 > 0 – действительные числа, 𝑛, 𝑘 ∈ N. Независимость строк {𝑆𝑛,𝑘}𝑘>1
не предполагается. Обозначим через{︂

𝑌𝑛,𝑘 ≡
𝑆𝑛,𝑘 − 𝑎𝑛,𝑘

𝑏𝑛,𝑘

}︂
𝑛,𝑘∈N

(1.35)

семейство случайных величин с некоторыми характеристическими функ-
циями 𝑓𝑌𝑛,𝑘

(𝑡), 𝑡 ∈ R. Рассмотрим семейство {𝑁𝑛}𝑛∈N неотрицательных
целочисленных случайных величин, причем для каждого из номеров 𝑛
и 𝑘 случайные величины 𝑁𝑛 и 𝑆𝑛,𝑘 независимы. Пусть 𝑌 – некоторая
случайная величина с функцией распределения 𝐹𝑌 (𝑥).

Определение 1.11. [298] Будем говорить, что для семейства случай-
ных величин 𝑌𝑛,𝑘 (1.35) и некоторой случайной величины 𝑌 выполнено
условие согласованности, если для любого 𝑇 ∈ (0,∞) для их характе-
ристических функций 𝑓𝑌𝑛,𝑘

(𝑡) и 𝑓𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ R, выполнено соотношение:

lim
𝑛→∞

E sup
|𝑡|6𝑇

⃒⃒
𝑓𝑌𝑛,𝑁𝑛

(𝑡)− 𝑓𝑌 (𝑡)
⃒⃒
= 0. (1.36)

Отметим, что при наличии построчной сходимости 𝑌𝑛,𝑘 к 𝑌 для лю-
бых 𝑛 ∈ N и 𝑇 > 0 выполнено [6] условие вида:

lim
𝑘→∞

sup
|𝑡|6𝑇
|𝑓𝑌𝑛,𝑘

(𝑡)− 𝑓𝑌 (𝑡)| = 0.

Пусть 𝑐𝑛 и 𝑑𝑛 > 0 – вещественные числа. Рассмотрим следующие
случайные величины (𝑛 ∈ N):

𝑈𝑛 =
𝑏𝑛,𝑁𝑛

𝑑𝑛
, 𝑉𝑛 =

𝑎𝑛,𝑁𝑛
− 𝑐𝑛

𝑑𝑛
, 𝑍𝑛 =

𝑆𝑛,𝑁𝑛
− 𝑐𝑛

𝑑𝑛
.

Пусть {𝑋𝑛,𝑗}𝑗>1, 𝑛 ∈ N, схема серий построчно независимых необя-
зательно одинаково распределенных случайных величин с функциями
распределения 𝐹𝑛,𝑗(𝑥). Обозначим

𝑆𝑛,𝑘 = 𝑋𝑛,1 + ...+𝑋𝑛,𝑘, 𝑛, 𝑘 ∈ N. (1.37)

Следующая теорема переноса устанавливает вид предельной функции
распределения для случайных величин 𝑍𝑛 в рамках рассматриваемой
схемы.
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Лемма 1.6. [298] Пусть в рамках рассматриваемой схемы выполнено
условие согласованности (1.36). Если существуют случайные величины
𝑈 и 𝑉 такие, что имеет место сходимость (𝑈𝑛, 𝑉𝑛) =⇒ (𝑈, 𝑉 ) при
𝑛→∞, то

𝑍𝑛 =⇒ 𝑍
𝑑
= 𝑌 · 𝑈 + 𝑉 (1.38)

при 𝑛→∞, где случайная величина 𝑌 не зависит от пары (𝑈, 𝑉 ).

Таким образом, из леммы 1.6 следует (см. также формулу (1.4)), что
функции распределения и характеристические функции случайных ве-
личин 𝑍 и 𝑌 связаны следующим образом:

𝐹𝑍(𝑥) = E𝐹𝑌

(︂
𝑥− 𝑉
𝑈

)︂
, 𝑥 ∈ R,

𝑓𝑍(𝑡) = E𝑓𝑌 (𝑡𝑈)𝑒𝑖𝑡𝑉 , 𝑡 ∈ R. (1.39)

То есть предельным распределением для случайных сумм 𝑍𝑛 со случай-
ным индексом является сдвиг-масштабная смесь нормальных законов,
предельная для последовательности случайных величин 𝑌𝑛,𝑘 с неслучай-
ным индексом.

Для случайных величин 𝑍 и 𝑌 определим множество𝒲(𝑍|𝑌 ) как со-
держащее все пары случайных величин (𝑈, 𝑉 ), такие, что характеристи-
ческая функция 𝑓𝑍(𝑡) представима в виде (1.39) и P(𝑈 > 0) = 1. Какими
бы ни были случайные величины 𝑍 и 𝑌 , множество 𝒲(𝑍|𝑌 ) всегда не
пусто, так как всегда содержит пару (0, 𝑍). Множество 𝒲(𝑍|𝑌 ) может
состоять и из большего числа элементов. Например, если 𝑌 – стандарт-
ная нормальная случайная величина и 𝑍

𝑑
= 𝑊1 − 𝑊2, где 𝑊1 и 𝑊2 –

независимые стандартные случайные величины со стандартным экспо-
ненциальным распределением, то 𝒲(𝑍|𝑌 ) = {(0,𝑊1 −𝑊2),

(︀√
𝑊1, 0

)︀
}.

В этом случае 𝐹𝑍(𝑥) является симметричным распределением Лапласа.

Определение 1.12. [321] Семейство случайных величин {𝑋𝑗}𝑗∈N назы-
вается слабо относительно компактным, если каждая последователь-
ность его элементов содержит слабо сходящуюся подпоследовательность.
В конечномерном случае она эквивалентна свойству плотности данного
семейства:

lim
𝑅→∞

sup
𝑛∈N

P(|𝑋𝑛| > 𝑅) = 0

Пусть некоторая вероятностная метрика 𝐿2 ((𝑋1, 𝑋2), (𝑌1, 𝑌2)) ис-
пользована для метризации слабой сходимости в пространстве двумер-
ных случайных векторов (например, Леви-Прохорова [447]).
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Лемма 1.7. [298] Пусть случайные величины 𝑆𝑛,𝑘 имеют вид (1.37), се-
мейство случайных величин {𝑌𝑛,𝑘}𝑛,𝑘∈N слабо относительно компактно
и выполнено условие согласованности (1.36). Тогда сходимость (1.38)
нормализованных случайных сумм 𝑍𝑛 к случайной величине 𝑍 имеет
место с некоторым 𝑐𝑛 ∈ R тогда и только тогда, когда существует
слабо относительно компактная последовательность пар (𝑈 ′𝑛, 𝑉

′
𝑛) ∈

𝒲(𝑍|𝑌 ), 𝑛 ∈ N, такая, что выполнено условие

lim
𝑛→∞

𝐿2 ((𝑈𝑛, 𝑉𝑛), (𝑈
′
𝑛, 𝑉

′
𝑛)) = 0. (1.40)

Обозначим 𝜇𝑛,𝑗 = E𝑋𝑛,𝑗, 𝜎2𝑛,𝑗 = D𝑋𝑛,𝑗, причем 0 < 𝜎2𝑛,𝑗 <∞, 𝑛, 𝑗 ∈ N.
Математическое ожидание E𝑆𝑛,𝑘 и дисперсию D𝑆𝑛,𝑘 запишем как

𝐴𝑛,𝑘 = 𝜇𝑛,1 + ...+ 𝜇𝑛,𝑘, 𝐵2
𝑛,𝑘 = 𝜎2𝑛,1 + ...+ 𝜎2𝑛,𝑘.

Легко видеть, что E𝑆𝑛,𝑁𝑛
= E𝐴𝑛,𝑁𝑛

, D𝑆𝑛,𝑁𝑛
= E𝐵2

𝑛,𝑁𝑛
+ D𝐴𝑛,𝑁𝑛

, 𝑛 ∈
N. Для формулировки центральной предельной теоремы для случайных
сумм с произвольной нормальной смесью в качестве предельного закона,
рассмотрим центрированные и нормированные неслучайные суммы 𝑌𝑛,𝑘
со следующими величинами: 𝑎𝑛,𝑘 = 𝐴𝑛,𝑘 и 𝑏2𝑛,𝑘 = 𝐵2

𝑛,𝑘, 𝑛, 𝑘 ∈ N. Тогда
𝑐𝑛 = E𝐴𝑛,𝑁𝑛

и 𝑑2𝑛 = E𝐵2
𝑛,𝑁𝑛

+ D𝐴𝑛,𝑁𝑛
.

Теорема 1.10. Пусть выполнено случайное условие Линдеберга: для
любого 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

E
1

𝐵2
𝑛,𝑁𝑛

𝑁𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
|𝑥−𝜇𝑛,𝑗 |>𝜀𝐵𝑛,𝑁𝑛

(𝑥− 𝜇𝑛,𝑗)2𝑑𝐹𝑛,𝑗(𝑥) = 0. (1.41)

Тогда сходимость (1.38) 𝑍𝑛 к случайной величине 𝑍 имеет место
для некоторых 𝑐𝑛 ∈ R и 𝑑𝑛 > 0 тогда и только тогда, когда су-
ществует слабо относительно компактная последовательность пар
{(𝑈 ′𝑛, 𝑉 ′𝑛)}𝑛>1, такая что для любого 𝑛 ∈ N выполнены условия (1.40) и

P(𝑍 < 𝑥) = EΦ
(︂
𝑥− 𝑉 ′𝑛
𝑈 ′𝑛

)︂
, 𝑥 ∈ R, (1.42)

где Φ(·) обозначает функцию функции распределения стандартного
нормального закона (1.6).

Доказательство. Сначала проверим, что семейство {𝑌𝑛,𝑘}𝑛,𝑘∈N явля-
ется слабо относительно компактным. Для некоторого 𝑅 > 0 по нера-
венству Чебышева имеем:

P (|𝑌𝑛,𝑘| > 𝑅) = P
(︂⃒⃒⃒𝑆𝑛,𝑘 − 𝐴𝑛,𝑘

𝐵𝑛,𝑘

⃒⃒⃒
> 𝑅

)︂
6

1

𝑅2
−→ 0
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при 𝑅→∞, что означает плотность указанного семейства.
В статье [298] показано, что случайное условие Линдеберга (1.41) вле-

чет выполнение условия согласованности (1.36) с 𝑓𝑌 (𝑡) = 𝑒−𝑡
2/2, 𝑡 ∈ R.

Применение леммы 1.7 завершает доказательство.
�

Теорема 1.10 означает, что при выполнении достаточно общего слу-
чайного условия Линдеберга (1.41) распределение суммы случайного
числа независимых случайных величин с конечными вторыми момен-
тами приближается нормальными сдвиг-масштабными смесями, таким
образом при конечных 𝑛 может быть выбрана смесь для использования
в качестве асимптотической аппроксимации.

Поскольку в отличие от однопараметрических нормальных смесей
(чисто масштабные или сдвиговые, дисперсионно-сдвиговые (2.56)) про-
извольные двухпараметрические нормальные смеси не являются иден-
тифицируемыми [88], условие (1.40), описывающее сближение последо-
вательности пар случайных величин {(𝑈𝑛, 𝑉𝑛)}𝑛>1 со специальным набо-
ром пар, нельзя заменить условием сходимости этой последовательности
к элементу этого множества, так чтобы характер теоремы 1.10, устанав-
ливающей необходимые и достаточные условия, был сохранен. Однако
последнее условие, являющееся более сильным по сравнению с (1.40),
вместе со случайным условием Линдеберга (1.41) являются достаточны-
ми для сходимости (1.38). Сформулируем этот результат как следствие,
уточняющее лемму 1.6.

Следствие 1.2. Пусть выполнено случайное условие Линдеберга (1.41)
и существуют 𝑐𝑛 ∈ R, 𝑑𝑛 > 0 и пары случайных величин (𝑈, 𝑉 ) такие,
что при 𝑛→∞ (︂

𝐵𝑛,𝑁𝑛

𝑑𝑛
,
𝐴𝑛,𝑁𝑛

− 𝑐𝑛
𝑑𝑛

)︂
=⇒ (𝑈, 𝑉 ).

Тогда при 𝑛→∞

P
(︂
𝑆𝑛,𝑁𝑛

− 𝑐𝑛
𝑑𝑛

< 𝑥

)︂
=⇒ EΦ

(︂
𝑥− 𝑉
𝑈

)︂
.

52



Глава 2

Аналитические свойства
смешанных нормальных и
гамма-моделей

В данной главе описан метод скользящего разделения смесей и пред-
ложено его использование в качестве базовой процедуры для статисти-
ческой оценки распределений случайных коэффициентов в стохастиче-
ском дифференциальном уравнении Ланжевена. Приведены сведения о
важных модификациях EM-алгоритма –медианных, которые ведут к ро-
бастным оценкам, а также стохастических, позволяющих эффективнее
выбирать в качестве решений глобальные, а не локальные максимумы.
Сформулированы теоремы о свойствах стохастического EM-алгоритма,
об асимптотически оптимальных критериях проверки гипотез о чис-
ле компонент смеси и устойчивости конечных масштабных смесей нор-
мальных законов относительно смешивающего распределения. Проде-
монстрирован вывод формул для итерационных шагов метода скользя-
щего разделения конечных гамма-смесей и модельный пример их при-
менения для анализа данных биржевой книги заявок. Получены новые
результаты в задачах устойчивости конечных сдвиговых и дисперсионно-
сдвиговых смесей нормальных законов относительно изменений парамет-
ров смешивающего распределения, являющиеся развитием результатов
кандидатской диссертации. Разработаны теоретические подходы к устра-
нению ошибок в специальной смешанной модели округления данных.

2.1 Статистическое разделение смесей

Для обнаружения и отслеживания изменений в структуре изучаемых
стохастических процессов, развивающихся в течение некоторого време-
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ни, особенно длительного, достаточно разумно предположить, что и опи-
сывающее их смешанное распределение (а точнее, его параметры) не
остается постоянным, а эволюционирует некоторым образом. Поэтому
для максимального корректного учета данного обстоятельства был пред-
ложен следующий алгоритм [88], названный методом скользящего разде-
ления смесей (СРС). Исходная выборка – реализация изучаемого случай-
ного процесса – разбивается на подвыборки одинаковой длины (возмож-
но, пересекающиеся), называемые окнами, в рамках которых характери-
стики процесса считаются неизменными. Для каждого подобного окна
производится оценивание параметров смешанного распределения, напри-
мер, с помощью одной из модификаций EM-алгоритма, о которых будет
сказано далее. После это окно сдвигается по ряду в направлении изме-
нения астрономического времени на некоторое количество наблюдений –
одно, несколько или совпадающее с размером подвыборок, в зависимо-
сти от того, насколько гладкой должна быть эволюции параметров смеси
в рамках конкретного исследования. Выбор размера окна представляет
собой отдельную задачу, так как слишком маленькие подвыборки имеют
недостаточный объем для корректного применения статистических про-
цедур, в то время как для больших нарушается указанное выше свойство
локальной «однородности».

2.1.1 Статистическое оценивание распределений ко-
эффициентов в уравнении Ланжевена

Во введении была отмечена важность статистического оценивания
случайных коэффициентов в стохастическом дифференциальном урав-
нении (СДУ) Ланжевена, которое имеет следующий вид:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡)𝑑𝑊, (2.1)

определяющее случайный процесс 𝑋(𝑡), где 𝑊 (𝑡) – винеровский про-
цесс, а коэффициенты сдвига (дрейфа) 𝑎(𝑡) и масштаба (диффузии)
𝑏(𝑡) – случайны. Уравнения вида (2.1) широко используются, напри-
мер, в задаче ассимиляции данных при анализе разномасштабной из-
менчивости геофизических переменных [149]. В финансовой математи-
ке известны специальные версии [121] уравнения (2.1), в частности,
весьма популярна модель геометрического броуновского движения ви-
да 𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑏𝑋(𝑡)𝑑𝑊 , где 𝑎 ∈ R, 𝑏 > 0.

При отсутствии априорной информации о «физической» структуре
процесса 𝑋(𝑡) для успешного изучения и прогнозирования его эволюции

54



первостепенную важность приобретает задача статистического оценива-
ния функциональных коэффициентов 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡). В силу их случайности
данная задача допускает как минимум две принципиально разные фор-
мулировки. Во-первых, можно пытаться найти точечные аппроксимации
функций 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡), и, во-вторых, статистически оценить распределе-
ния случайных величин 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡). При этом дополнительные сведения о
свойствах этих коэффициентов, например структура их функциональной
зависимости от исходного процесса 𝑋(𝑡) [149], позволяют найти оценки
числовых параметров этих моделей.

Пусть 𝑛 > 1 и 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛 – моменты времени, в которые
наблюдается процесс 𝑋(𝑡). Для простоты предположим, что 𝑡𝑖− 𝑡𝑖−1 = 1

для любого 𝑖 > 1. Из уравнения (2.1) следует, что

P (𝑋(𝑡𝑖)−𝑋(𝑡𝑖−1) < 𝑥) ≈ EΦ
(︂
𝑥− 𝐴𝑖

𝐵𝑖

)︂
, (2.2)

где 𝐴𝑖 – вещественнозначные, а 𝐵𝑖 – положительные случайные вели-
чины. В свою очередь, для распределений случайных величин 𝐴𝑖 и 𝐵𝑖,
по отношению к которым берется математическое ожидание в форму-
ле (2.2), можно использовать дискретную аппроксимацию. Тогда вместо
выражения (2.2) можно применить приближение вида

P (𝑋(𝑡𝑖)−𝑋(𝑡𝑖−1) < 𝑥) ≈
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘Φ

(︂
𝑥− 𝑎𝑘
𝑏𝑘

)︂
, (2.3)

то есть модель конечной смеси нескольких нормальных распределе-
ний (1.7) с ограничениями типа (1.8) на параметры, изменяющиеся при
переходе от 𝑡𝑖 к 𝑡𝑖+1. Очевидно, параметры 𝑝𝑘, 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘, формирующие
так называемые динамические и диффузионные компоненты [88], зави-
сят также от 𝑖 и изменяются при переходе от 𝑡𝑖 к 𝑡𝑖+1. Для статисти-
ческого оценивания параметров в (2.3) можно использовать СРС-метод.
Действительно, статистические закономерности поведения рассматрива-
емых процессов 𝑋(𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) изменяются во времени, нерегулярным
образом, поэтому нет универсального смешивающего закона. Следова-
тельно, изучение динамики изменения статистических закономерностей
в поведении исследуемого процесса должно проводиться на последова-
тельных интервалах времени с помощью ЕМ-алгоритма или каких-либо
из его модификаций, которые будут рассмотрены в следующих разделах.

Для изучения закономерностей эволюции процесса 𝑋(𝑡) (2.1) необ-
ходимо знать, как ведут себя случайные коэффициенты 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡) как
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функции времени. Таким образом, решается задача приближенного вос-
становления двумерного распределения

𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) ≡ P (𝑎(𝑡) < 𝑥, 𝑏(𝑡) < 𝑦) .

С этой целью при каждом 𝑖 = 1, 𝑛 ищется дискретная аппроксима-
ция распределения 𝐹𝑡𝑖(𝑥, 𝑦), а затем осуществляется интерполяция этой
функции для остальных 𝑡. Для интерполяции необходимо установить со-
ответствие между множествами возможных значений {𝑎𝑘, 𝑏𝑘 : 𝑘 = 1, 𝐾}
случайных коэффициентов 𝑎(𝑡𝑖) и 𝑏(𝑡𝑖) при разных 𝑖, то есть восстано-
вить эволюцию компонент аппроксимирующей смеси (2.3) во времени.

Эволюцию оценок коэффициентов сдвига (дрейфа) и масштаба (диф-
фузии) естественным образом можно ассоциировать с описанными в
определении 1.6 динамической и диффузионной компонентам диспер-
сии (1.9). Отметим, что первая из них зачастую учитывает характер
локальных трендов в процессе, а вторая – наличие значительного ко-
личества случайных факторов, оказывающих существенное влияние на
функционирование системы. Получаемые оценки коэффициентов позво-
ляют содержательно расширять признаковое пространство в методах ма-
шинного обучения за счет использования характеристик адекватных ма-
тематических моделей. В разделе 5.2 будет продемонстрировано на при-
мере физических данных, как подобное добавление признаков на основе
моментов конечных нормальных смесей, выражающихся через оценки
коэффициентов 3.1, позволяет повысить эффективность прогнозирова-
ния нестационарных данных с помощью нейронных сетей.

2.1.2 EM-алгоритм для разделения конечных смесей

Классический EM-алгоритм [192] является двухэтапной итерацион-
ной процедурой поиска оценок максимального правдоподобия вектора 𝜃

неизвестных параметров. В данном разделе рассматриваются явные вы-
ражения итерационных оценок EM-алгоритма для двух важных частных
случаев конечных смесей: нормальных и гамма-распределений.

Сначала рассмотрим конечные нормальные смеси (1.7) с ограничени-
ями (1.8). Введем обозначение

𝑔
(𝑚)
𝑖𝑗 =

𝑝
(𝑚)
𝑖

𝜎
(𝑚)
𝑖

𝜙
(︁
𝑥𝑗−𝑎(𝑚)

𝑖

𝜎
(𝑚)
𝑖

)︁
𝑘∑︀

𝑟=1

𝑝
(𝑚)
𝑟

𝜎
(𝑚)
𝑟

𝜙
(︁
𝑥𝑗−𝑎(𝑚)

𝑟

𝜎
(𝑚)
𝑟

)︁ =

𝑝
(𝑚)
𝑖

𝜎
(𝑚)
𝑖

exp
{︁
− 1

2

(︁
𝑥𝑗−𝑎(𝑚)

𝑖

𝜎
(𝑚)
𝑖

)︁2}︁
𝑘∑︀

𝑟=1

𝑝
(𝑚)
𝑟

𝜎
(𝑚)
𝑟

exp
{︁
− 1

2

(︁
𝑥𝑗−𝑎(𝑚)

𝑟

𝜎
(𝑚)
𝑟

)︁2}︁ , (2.4)
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где верхний индекс (𝑚), 𝑚 ∈ N указывает на соответствие но-
меру итерационного шага в EM-алгоритме, 𝑗 = 1, 𝑛 – наблюде-
нию в скользящем СРС-окне, а 𝑖 = 1, 𝑘 – компоненте нормаль-
ной смеси. В этом случае 𝜃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘), а
для его оценивания используется последовательность EM-оценок вида
𝜃(𝑚) = (𝑝

(𝑚)
1 , . . . , 𝑝

(𝑚)
𝑘 , 𝑎

(𝑚)
1 , . . . , 𝑎

(𝑚)
𝑘 , 𝜎

(𝑚)
1 , . . . , 𝜎

(𝑚)
𝑘 ).

Утверждение 2.1. [88] С учетом обозначений (2.4) значения парамет-
ров 𝑝𝑖, 𝑎𝑖 и 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, на (𝑚 + 1)-м шаге EM-алгоритма имеют вид
(𝑗 = 1, 𝑛)

𝑝
(𝑚+1)
𝑖 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔
(𝑚)
𝑖𝑗 , 𝑎

(𝑚+1)
𝑖 =

1∑︀𝑛
𝑗=1 𝑔

(𝑚)
𝑖𝑗

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔
(𝑚)
𝑖𝑗 𝑥𝑗,

𝜎
(𝑚+1)
𝑖 =

[︂
1∑︀𝑛

𝑗=1 𝑔
(𝑚)
𝑖𝑗

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔
(𝑚)
𝑖𝑗 (𝑥𝑗 − 𝑎(𝑚+1)

𝑖 )2
]︂1/2

.

В качестве критерия останова итерационных шагов используется бли-
зость значений этапах с номерами (𝑚) и (𝑚 + 1) в смысле некоторой
метрики, например, для некоторого заданного малого значения 𝜀 > 0

‖𝜃‖∞ = max
𝑗=1,3𝑘

⃒⃒⃒
𝜃
(𝑚+1)
𝑗 − 𝜃(𝑚)

𝑗

⃒⃒⃒
< 𝜀, (2.5)

где 𝜃(𝑚)
𝑗 – элемент из вектора оцениваемых параметров 𝜃(𝑚) на (𝑚)-м

итерационном шаге. Обычно в качестве величины 𝜀 для конечных нор-
мальных смесей используются значения 10−5–10−8, в зависимости от ис-
ходных данных.

Рассмотрим случай конечных гамма-смесей для строго положитель-
ных наблюдений, то есть будем использовать в выражении (1.2) соответ-
ствующую функцию распределения. Аналог величин (2.4) имеет вид

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗 =

𝑝
(𝑚)
𝑖

(︁
𝜇
(𝑚)
𝑖

)︁𝑟(𝑚)
𝑖

Γ
(︁
𝑟
(𝑚)
𝑖

)︁ 𝑥
𝑟
(𝑚)
𝑖 −1
𝑗 𝑒−𝜇

(𝑚)
𝑖 𝑥𝑗

𝑘∑︀
𝑙=1

𝑝
(𝑚)
𝑙

(︁
𝜇
(𝑚)
𝑙

)︁𝑟(𝑚)
𝑙

Γ
(︁
𝑟
(𝑚)
𝑙

)︁ 𝑥
𝑟
(𝑚)
𝑙 −1
𝑗 𝑒−𝜇

(𝑚)
𝑙 𝑥𝑗

, (2.6)

где верхний индекс (𝑚), 𝑚 ∈ N соответствует номеру итерационного

57



шага в EM-алгоритме, а Γ(𝑟) – гамма-функция вида

Γ(𝑟) =

∞∫︁
0

𝑥𝑟−1𝑒−𝑥𝑑𝑥.

В этом случае 𝜃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑘), а для его
оценивания используется последовательность EM-оценок вида
𝜃(𝑚) = (𝑝

(𝑚)
1 , . . . , 𝑝

(𝑚)
𝑘 , 𝑟

(𝑚)
1 , . . . , 𝑟

(𝑚)
𝑘 , 𝜇

(𝑚)
1 , . . . , 𝜇

(𝑚)
𝑘 ).

Утверждение 2.2. С учетом обозначений (2.6) значения параметров
𝑝𝑖, 𝑟𝑖 и 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, на (𝑚 + 1)-м шаге EM-алгоритма могут быть
определены из следущих соотношений (𝑗 = 1, 𝑛)

𝑝
(𝑚+1)
𝑖 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗 , (2.7)

𝜇
(𝑚+1)
𝑖 = 𝑟

(𝑚)
𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

)︃−1
, (2.8)

а величины 𝑟
(𝑚+1)
1 являются численным решением уравнения

𝜓(𝑟
(𝑚+1)
𝑖 )− log 𝑟

(𝑚+1)
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗 log

𝑥𝑗
𝑛∑︀

𝑗=1

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑥𝑗̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

)︃−1
, (2.9)

в котором через 𝜓(𝑥) = Γ′(𝑥)(Γ(𝑥))−1 обозначена дигамма-функция.

Доказательство. Выражение (2.7) получается естественным образом,
исходя из смысла величин ̃︀𝑔(𝑚)

𝑖𝑗 , которые представляют собой апостери-
орные вероятности того, что на (𝑚)-м шаге наблюдение 𝑥𝑗 соответствует
𝑖-й компоненте смеси. Также, как показано в книге [88], для отыскания
EM-оценок остальных параметров, необходимо определить экстремумы
функции, которая в случае конечных гамма-смесей записывается в виде:

𝑓(𝑟
(𝑚)
𝑖 , 𝜇

(𝑚)
𝑖 ) =

∑︁
𝑖,𝑗

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗 log

(︃(︁
𝜇
(𝑚)
𝑖

)︁𝑟(𝑚)
𝑖

Γ
(︀
𝑟
(𝑚)
𝑖

)︀ 𝑥
𝑟
(𝑚)
𝑖 −1
𝑗 𝑒−𝜇

(𝑚)
𝑖 𝑥𝑗

)︃
.

Рассмотрим ее частные производные по каждому из параметров. Сна-
чала выпишем производную относительно 𝜇(𝑚)

𝑖 и приравняем ее к нулю.
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Имеем

𝑓 ′
𝜇
(𝑚)
𝑖

(𝑟
(𝑚)
𝑖 , 𝜇

(𝑚)
𝑖 ) =

∑︁
𝑗

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

(︂
𝑟
(𝑚)
𝑖

𝜇
(𝑚)
𝑖

− 𝑥𝑗
)︂

= 0,

откуда очевидным образом следует представление (2.8). Производная от-
носительно 𝑟(𝑚)

𝑖 имеет вид

𝑓 ′
𝑟
(𝑚)
𝑖

(𝑟
(𝑚)
𝑖 , 𝜇

(𝑚)
𝑖 ) =

∑︁
𝑗

̃︀𝑔(𝑚)
𝑖𝑗

(︂
log 𝜇

(𝑚)
𝑖 − Γ′(𝑥)

Γ(𝑥)
− log 𝑥𝑗

)︂
= 0,

которое с учетом полученного выше выражения (2.8) для связи пара-
метров 𝜇(𝑚)

𝑖 и 𝑟
(𝑚)
𝑖 , приводит к уравнению (2.9). Аналитическая форма

его решения в общем случае не существует, поэтому в данном случае
требуется применения каких-либо численных методов.

�
В качестве критерия останова, с очевидными модификациями, в дан-

ном случае также может быть использовано условия (2.5), при этом зна-
чения 𝜀 могут быть уменьшены до 10−3–10−4 для уменьшения общей
вычислительной нагрузки, связанной с необходимостью решения урав-
нения (2.9) на каждом итерационном шаге.

Такие распределения оказываются весьма полезным при анализе дан-
ных информационных систем, например, интернет-трафика [229] или
биржевой книги заявок [227] с применением программных инструментов
для реализации работы со смесями с поддержкой векторных вычисле-
ний [38].

На рисунках 2.1 и 2.2 продемонстрирована эволюция аппроксимиру-
ющей конечной гамма-смеси в зависимости от положения скользящего
окна СРС-метода для финансовых данных указанного типа.

На нижнем графике на рисунке 2.2 представлена аппроксимация ги-
стограммы соответствующей плотностью для скользящего окна с номе-
ром 221. Наглядно видны нетривиальные компоненты в смеси, отличаю-
щие ее от классического гамма-распределения, которые позволяют луч-
ше учесть неоднородную структуру данных, в том числе и на хвостах.
Рисунки также демонстрируют несколько возможных вариаций цвето-
вых шкал для вывода трехмерных плоскостей.

2.1.3 Медианные модификации EM-алгоритма

Классический ЕМ-алгоритм зачастую не обладает свойством устой-
чивости оценок, например, на практике встречаются примеры, когда за-
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Рис. 2.1. Эволюция плотности смеси гамма-распределений

Рис. 2.2. Аппроксимирующая плотность и гистограмма (окно 221)

мена одного наблюдения в выборке из 200 элементов существенным обра-
зом влияла на получаемые результаты [88]. Для противодействия данно-
му недостатку можно использование на итерационных шагах робастные
оценки (то есть устойчивые к малым отклонениям), одной из которых,
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как показал П. Хьюбер [117], являются медианы.
Автором было показано [62], что медианные оценки естественным об-

разом возникают на E-шаге в задаче разделения конечных смесей двой-
ных экспоненциальных распределений (Лапласа)

𝐿(𝑥) =

{︃
1
2𝑒
√
2𝑥, если 𝑥 6 0,

1− 1
2𝑒
−
√
2𝑥, если 𝑥 > 0,

с теми же самыми значениями параметров сдвига и масштаба компонент,
что и у исходной смеси нормальных законов. В свою очередь, двойное
экспоненциальное распределение можно представить в виде масштаб-
ной смеси нормальных законов при стандартном показательном смеши-
вающем распределении [88]: если 𝑈 – случайная величина такая, что
P(𝑈 < 𝑥) = (1− 𝑒−𝑥)ℐ{𝑥>0}(𝑥), то 𝐿(𝑥) = EΦ

(︀
𝑥(
√
𝑈)−1

)︀
.

Таким образом, медианная модификация ЕМ-алгоритма сводится к
замене исходной задачи разделения конечных смесей нормальных зако-
нов задачей разделения конечных смесей распределений Лапласа с ана-
логичными параметрами. При указанной замене исходные данные пред-
ставляются в виде «зашумленной» выборки, которая производится за
счет умножения параметров масштаба компонент на случайную вели-
чину со стандартным показательным распределением. При этом оценки,
получаемые с помощью медианной версии ЕМ-алгоритма в задаче разде-
ления конечных смесей нормальных законов, приближают оцениваемые
параметры, так как соответствующая последовательность оценок, полу-
чаемая ЕМ-алгоритмом, сходится к оценкам максимального правдоподо-
бия аналогичных параметров в модели вида конечных смесей распреде-
ления Лапласа.

Использование робастных медианных оценок параметров компонент
конечных нормальных смесей позволяет получить менее зашумленные
результаты. Это было подтверждено при анализе реальных данных –
финансовых индексов и турбулентной плазмы [1,65].

2.1.4 Стохастические модификации EM-алгоритма

Классический EM-алгоритм выбирает первый попавшийся локаль-
ный максимум. То есть, являясь методом локальной оптимизации, он
приводит не к глобальному максимуму функции правдоподобия, а к то-
му локальному максимуму, который является ближайшим к начальному
приближению. Для преодоления данного недостатка М. Бронятовски,

61



Ж. Селё и Ж. Диболт предложили [164] добавить дополнительный S-
шаг (стохастический) к традиционным этапам EM-алгоритма, который
реализует случайное «встряхивание» выборки (подробнее см. книгу [88]).
Также ими были установлены некоторые свойства для двухкомпонент-
ной смеси без возможности обобщения на случай произвольного числа
компонент [172, 191], а С. Ф. Нильсеном [343] предложен метод доказа-
тельства сходимости для произвольного числа компонент, а также про-
демонстрирована асимптотическая нормальность оценок, однако при вы-
полнении достаточно сложно верифицируемых на практике условий. В
наиболее общем виде и без введения дополнительных предположений
ключевые свойства стохастической модификации EM-алгоритма были
установлены автором в статье [8] как следствия, вытекающие из следу-
ющей теоремы.

Теорема 2.1. [8] Последовательность оценок {𝜃(𝑚)}, получаемая сто-
хастическим EM-алгоритмом в задаче разделения идентифицируемых
смесей с произвольным конечным числом компонент, представляет
собой конечную однородную апериодическую эргодическую марковскую
цепь

Приведенный результат справедлив для любой версии стохастиче-
ских EM-алгоритмов, в том числе и для медианных модификаций для
конечных смесей нормальных законов, описанных в предыдущем разде-
ле.

Замечание 2.1. Кратко сформулируем вытекающие из теоремы 2.1
важные свойства стохастического EM-алгоритма.
1. В случае разрешения существования пустых кластеров SEM-цепь ста-
новится стационарной только в случае попадания в поглощающее состо-
яние. При этом можно говорить о поточечной сходимости последователь-
ности {𝜃(𝑚)}.
2. Скорость сходимости SEM-алгоритма в случае разрешения существо-
вания пустых кластеров определяется временем попадания в поглощаю-
щее состояние.
3. В качестве оценки параметров в случае разрешения существования
пустых кластеров при достижении стационарного режима берутся оцен-
ки выборки по соответствующим модификации формулам. Так можно
оценить компоненту волатильности, вносящую наиболее значительный
вклад.
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4. Запрет существования пустых кластеров позволяет подгонять к дан-
ным модель строго 𝑘-компонентной смеси.

2.2 Асимптотически оптимальные критерии
проверки гипотез о числе компонент

В модели (1.7) параметр 𝑘, определяющий число компонент в конеч-
ной смеси, на практике обычно неизвестен. Выбор слишком малых зна-
чений для него в большинстве случаев значительно ухудшает качество
аппроксимации распределения данных, в то время как использование
слишком больших величин увеличивает число параметров в модели, а
значит, ведет существенному росту вычислительной сложности методов
их оценивания и в ряде случаев – к переобучению. Таким образом, необ-
ходимо развитие подходов для корректного оценивания числа компонент.

Многие существующие подходы к определению числа компонент сме-
си основываются на понятии расстояния Кульбака–Лейблера [303] и но-
сят название информационных (так как данную величину также назы-
вают энтропией по Кульбаку). В качестве примеров можно привести
критерий Акаике [125], байесовский информационный критерий [373],
критерий Ло [319, 320]. Их общим недостатком является то, что для
корректности их применения требуется выполнение достаточно жестких
условий регулярности, которые на практике обычно нарушаются (на-
пример,конечность функции правдоподобия для смесей нормальных за-
конов), поэтому формальное применение данных критериев может при-
водить к ошибочным результатам.

Чтобы минимизировать возможные ошибки, возникающие из-за необ-
ходимости задавать в явном виде точное число компонент алгоритмам
EM-типа, автором был предложен статистический подход для определе-
ния числа компонент по выборке [2, 9] на основе использования отноше-
нии правдоподобия и асимптотического подхода [355]. Значимый вклад
в развитии этой области принадлежит Дж. Л. Ходжесу и Э. Л. Лема-
ну [314–316], Г. Е. Ноэзеру [344], В. Элберсу [127, 128], Л. ЛеКаму [309],
Д. М. Чибисову [182], В. Е. Бенингу [150]. В рамках указанного подхо-
да размер и мощность критерия одновременно отделены от нуля, при
этом важную роль играют асимптотический дефект и потеря мощно-
сти. При этом распределение статистики и мощность критерия зависят
от некоторого неизвестного параметра 𝑡, а величина, определяющая по-
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терю мощности, позволяет сравнить мощность некоторого критерия, не
зависящего от неизвестного параметра 𝑡, с наиболее мощным критерием,
зависящим от 𝑡. Таким образом, можно гарантировать, что полученный
критерий является асимптотически наиболее мощным, и при этом кор-
ректен для прикладного использования. Величина же дефекта критерия
говорит о том, сколько дополнительных наблюдений необходимо для до-
стижения наибольшей возможной мощности.

В данном разделе более подробно приведем соответствующие резуль-
таты из статей [2, 9], в которых получены асимптотически оптимальные
(в смысле максимизации предельной мощности критерия) критерии про-
верки гипотез о числе компонент смеси вероятностных распределений .
Будут рассмотрены два часто встречающихся при анализе реальных дан-
ных случая, соответствующие моделям добавления [2] и расщепления [9]
компонент.

Итак, предположим, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет плотность вида (1.7) с 𝐾 компонентами. Пусть
𝑘 ∈ N – некоторое заданное число. Требуется проверить гипотезу вида
𝐻0 : 𝐾 = 𝑘 против альтернативы 𝐻1 : 𝐾 = 𝑘 + 1. Подобная форму-
лировка позволяет проверить значимость (𝑘 + 1)-й компоненты в пред-
положении, что веса 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1, в модели (1.7), без ограничения
общности, упорядочены по убыванию. Таким образом, возможно стати-
стически удостовериться в значимости компоненты смеси с малым весом
(то есть в необходимости добавления компоненты) или ответить на во-
прос об объединении нескольких компонент с близкими параметрами в
одну без существенного снижения качества аппроксимации. Упомянутые
выше модели добавления и расщепления компоненты используются для
сведения задачи проверки гипотез о значении дискретного параметра
𝐾 к задаче проверки гипотез для некоторого непрерывного параметра
𝜃 ∈ [0, 1], соответствующего весу дополнительной компоненты.

2.2.1 Модель добавления компоненты

Для модели добавления компоненты предполагается, что случайная
величина 𝑋1 имеет плотность

𝑝(𝑥, 𝜃) = (1− 𝜃) ·
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝜓𝑖(𝑥) + 𝜃 · 𝜓𝑘+1(𝑥) =

= (1− 𝜃) · 𝑓(𝑥) + 𝜃 · 𝑔(𝑥). (2.10)
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При этом рассматриваются такие версии плотностей 𝜓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑘,
что функция 𝑓(𝑥) строго положительна. Тогда сформулированная выше
статистическая задача может быть переформулирована в виде проверки
простой гипотезы 𝐻*0 : 𝜃 = 0 (то есть рассматриваемая смесь явля-
ется 𝑘-компонентной) против последовательности сложных альтернатив
(в смеси (2.10) 𝑘 + 1 значимая компонента)

𝐻𝑛,1 : 𝜃 =
𝑡√
𝑛
,

причем параметр 0 < 𝑡 6 𝐶, 𝐶 > 0 неизвестен.
Введем следующее обозначение:

Ψ𝑠 = E0

(︂
𝑔(𝑋1)

𝑓(𝑋1)

)︂𝑠

=

+∞∫︁
−∞

𝑔𝑠(𝑥)

𝑓 𝑠−1(𝑥)
𝑑𝑥, (2.11)

где 𝑠 = 2, 3, 4, а функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) определены в выражении (2.10).
Для этой модели справедлив следующий результат.

Теорема 2.2. [2] Пусть моментные характеристики Ψ𝑠 (2.11), 𝑠 =

2, 3, 4, конечны, а смесь в выражении (2.10) идентифицируема. Тогда
для модели добавления компоненты (2.10) критерий проверки гипотезы
𝐻*0 против последовательности сложных альтернатив 𝐻𝑛,1 основан на
статистике

𝑇 =
1√
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝑔(𝑋𝑖)

𝑓(𝑋𝑖)
− 1

)︂
,

обладающей следующими свойствами:
1. При справедливости нулевой гипотезы 𝐻*0 эта статистика имеет
нормальное распределение с параметрами 0 и Ψ2 − 1 при 𝑛→∞:

L(𝑇 | 𝐻*0)→ 𝑁(0,Ψ2 − 1).

2. При справедливости альтернативы эта статистика имеет нор-
мальное распределение с параметрами 𝑡 (Ψ2 − 1) и Ψ2 − 1 при 𝑛→∞:

L(𝑇 | 𝐻𝑛,1)→ 𝑁(𝑡 (Ψ2 − 1) ,Ψ2 − 1).

3. Данный критерий является асимптотически наиболее мощным
критерием с предельной мощностью (для заданного уровня 𝛼 ∈ (0, 1))
вида

𝛽*(𝑡) = Φ(𝑡
√︀

Ψ2 − 1− 𝑢𝛼).
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4. Потеря мощности этого критерия равна

𝑟(𝑡) =
𝑡3𝜙
(︀
𝑢𝛼 − 𝑡

√
Ψ2 − 1

)︀
8
√
Ψ2 − 1

(︃
Ψ4 + 2Ψ3 −Ψ2

2 −Ψ2 −
(Ψ3 − 1)2

Ψ2 − 1
− 1

)︃
.

5. Асимптотический дефект этого критерия равен

𝑑 =
𝑡2

4 (Ψ2 − 1)
·

(︃
Ψ4 + 2Ψ3 −Ψ2

2 −Ψ2 −
(Ψ3 − 1)2

Ψ2 − 1
− 1

)︃
.

В упомянутой статье [2] автором выписаны примеры для нескольких
важных случаев, прежде всего, конечных нормальных и гамма-смесей, с
проверкой корректности всех условий теоремы 2.2.

2.2.2 Модель расщепления компоненты

Для модели расщепления компоненты предполагается, что случайная
величина 𝑋1 имеет плотность

𝑝(𝑥, 𝜃) =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝜓𝑖(𝑥) + (𝑝𝑘 − 𝜃)𝜓𝑘(𝑥) + 𝜃𝜓(𝑥) =

=
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝜓𝑖(𝑥) + 𝜃 (𝜓(𝑥)− 𝜓𝑘(𝑥)) = 𝑓(𝑥) + 𝜃𝑔(𝑥), (2.12)

причем функция 𝜓(𝑥) является плотностью из того же семейства рас-
пределений, что и все 𝜓𝑖(𝑥). Рассматриваются такие версии плотностей
𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, что функция 𝑓(𝑥) строго положительна. Отметим, что в от-
личие от рассмотренного в предыдущем разделе 2.10 случая, функция
𝑔(𝑥), вообще говоря, не является плотностью какого-либо распределения,
поэтому нельзя осуществить непосредственный перенос результатов. Од-
нако статистическая задача формулируется схожим образом в терминах
проверки простой гипотезы𝐻*0 против последовательности сложных аль-
тернатив 𝐻𝑛,𝑡. Величины (2.11) имеют тот же вид в терминах функций
𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥), однако теперь они задаются в выражении (2.12), поэтому их
аналог в дальнейшем для корректности будем обозначать как ̃︀Ψ𝑠.

Теорема 2.3. [9] Пусть моментные характеристики ̃︀Ψ𝑠, 𝑠 = 2, 3, 4, ко-
нечны, а смесь в выражении (2.12) идентифицируема. Тогда для модели
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расщепления компоненты (2.12) критерий проверки гипотезы 𝐻*0 про-
тив последовательности сложных альтернатив 𝐻𝑛,1 основан на ста-
тистике

𝑇 =
1√
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑔(𝑋𝑖)

𝑓(𝑋𝑖)
,

обладает следующими свойствами:
1. При справедливости нулевой гипотезы эта статистика имеет
нормальное распределение с параметрами 0 и ̃︀Ψ2 при 𝑛→∞:

L(𝑇 | 𝐻0)→ 𝑁(0, ̃︀Ψ2).

2. При справедливости альтернативы эта статистика имеет нор-
мальное распределение с параметрами 𝑡̃︀Ψ2 и ̃︀Ψ2 при 𝑛→∞:

L(𝑇 | 𝐻𝑛,1)→ 𝑁(𝑡̃︀Ψ2, ̃︀Ψ2).

3. Данный критерий является асимптотически наиболее мощным
критерием с предельной мощностью (для заданного уровня 𝛼 ∈ (0, 1))
вида

𝛽*(𝑡) = Φ(𝑡

√︁̃︀Ψ2 − 𝑢𝛼).
4. Потеря мощности для этого критерия составляет

𝑟(𝑡) =
𝑡3

8

√︁̃︀Ψ2

𝜙

(︂
𝑢𝛼 − 𝑡

√︁̃︀Ψ2

)︂(︃̃︀Ψ4 − ̃︀Ψ2
2 −

̃︀Ψ3
2̃︀Ψ2

)︃
.

5. Асимптотический дефект для этого критерия равен

𝑑 =
𝑡2

4̃︀Ψ2

(︃̃︀Ψ4 − ̃︀Ψ2
2 −

̃︀Ψ3
2̃︀Ψ2

)︃
.

В статье [9] автором рассмотрены примеры нескольких важных слу-
чаев, прежде всего, конечных нормальных и гамма-смесей, с проверкой
корректности всех условий теоремы 2.3.

Отметим, что был проведен статистический эксперимент [7], проде-
монстрировавший эффективность предложенных критериев на тестовых
выборках с различными характеристиками. Данные результаты вполне
востребованы при реализации алгоритмов EM-типа. В них обычно зада-
ется некоторая оценка сверху для числа компонент в смеси, которое мо-
жет уменьшаться в процессе итерационных шагов. Использование при-
веденных критериев позволяет проводить подобную процедуру статисти-
чески корректно.
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2.3 Устойчивость конечных масштабных
смесей нормальных законов относитель-
но смешивающего распределения

Рассмотрим ряд известных результатов, которые были получены ав-
тором в области оценивания изменчивости смесей относительно возмуще-
ний параметров смешивающего распределения [10]. Аналогично разде-
лу 2.2, будут рассмотрены модели добавления (2.10) и расщепления (2.12)
компоненты, однако для важного частного случая – конечных масштаб-
ных смесей нормальных распределений.

Предположим, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет распределение вида (1.7) с нулевыми ма-
тематическими ожиданиями у компонент, то есть

𝐺(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥𝜎𝑖) = EΦ(𝑈𝑥), (2.13)

где 𝑈 – дискретная случайная величина, принимающая значения 𝜎𝑖 с
вероятностями 𝑝𝑖, то есть

𝑈 :
𝜎1 𝜎2 . . . 𝜎𝑘
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑘.

(2.14)

Обозначим через 𝜌(𝐹,𝐺) равномерное расстояние между функциями
распределения 𝐹 (𝑥) и 𝐺(𝑥):

𝜌(𝐹,𝐺) = sup
𝑥∈R
|𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥)|, (2.15)

а через 𝐿(𝐹,𝐺) – метрику Леви между функциями распределения 𝐹 (𝑥)
и 𝐺(𝑥):

𝐿(𝐹,𝐺) = inf{ℎ : 𝐺(𝑥− ℎ)− ℎ 6 𝐹 (𝑥) 6 𝐺(𝑥+ ℎ) + ℎ, ∀𝑥 ∈ R}. (2.16)

Модели добавления и расщепления компоненты могут быть представ-
лены в виде

𝐺𝑝(𝑥) = EΦ(𝑈𝑝 𝑥), (2.17)

где дискретная случайная величина 𝑈𝑝 будет указана в дальнейшем в
явном виде для каждой модели.
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2.3.1 Модель добавления компоненты

Модель добавления компоненты формализуется следующим об-
разом. Предполагается, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет распределение, представимое в виде

𝐺𝑝(𝑥) = (1− 𝑝)
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥𝜎𝑖) + 𝑝Φ(𝑥𝜎), (2.18)

где все величины 𝜎𝑖, 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, считаем известными, а 𝜎 и 𝑝 считаем
параметрами модели, при этом 𝜎 > 0, 0 6 𝑝 6 1. Без ограничения общ-
ности для определенности будем считать, что выполнены соотношения

0 < 𝜎 6 𝜎1 6 𝜎2 6 . . . 6 𝜎𝑘. (2.19)

Отметим, что условие отделенности параметров от нуля в форму-
ле (2.19) также является достаточно общим и означает, что рассматри-
ваются невырожденные нормальные законы с конечными дисперсиями.

Для данной модели дискретная случайная величина 𝑈𝑝 в выраже-
нии (2.17) принимает следующий вид:

𝑈𝑝 :
𝜎 𝜎1 𝜎2 . . . 𝜎𝑘
𝑝 𝑝1(1− 𝑝) 𝑝2(1− 𝑝) . . . 𝑝𝑘(1− 𝑝).

(2.20)

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.4. [10] В рамках модели добавления компоненты (2.18) при
выполнении условий (2.19) справедливы следующие соотношения:

𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝐿(𝑈,𝑈𝑝) 6 𝐶
[1]
1 (𝜎𝑘)𝐿

1/2(𝐺,𝐺𝑝),

где коэффициент 𝐶
[1]
1 (𝜎𝑘) зависит только от известной величины 𝜎𝑘 и

имеет вид

𝐶
[1]
1 (𝜎𝑘) =

1√︀
𝜙(𝜎𝑘)

(︂
1 +

𝜎𝑘√
2𝜋

)︂1/2

. (2.21)

Пусть существует еще одна смесь указанного типа, отличающаяся
от (2.18) только весом, то есть

𝐺𝑞(𝑥) = (1− 𝑞)
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥𝜎𝑖) + 𝑞Φ(𝑥𝜎), (2.22)

69



где 0 6 𝑞 6 1. Для нее дискретная случайная величина 𝑈𝑞 в выраже-
нии (2.17) принимает следующий вид:

𝑈𝑞 :
𝜎 𝜎1 𝜎2 . . . 𝜎𝑘
𝑞 𝑝1(1− 𝑞) 𝑝2(1− 𝑞) . . . 𝑝𝑘(1− 𝑞).

(2.23)

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.5. [10] В рамках модели добавления компоненты (2.18) при
выполнении условий (2.19) справедливы следующие соотношения:

𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) 6 𝐿(𝑈𝑝, 𝑈𝑞) 6 𝐶
[1]
1 (𝜎𝑘)𝐿

1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞),

где коэффициент 𝐶
[1]
1 (𝜎𝑘) определяется формулой (2.21).

2.3.2 Модель расщепления компоненты

Модель расщепления компоненты формализуется следующим об-
разом. Предполагается, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет распределение, представимое в виде

𝐺𝑝(𝑥) =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥𝜎𝑖) + (𝑝𝑘 − 𝑝)Φ(𝑥𝜎𝑘) + 𝑝Φ(𝑥𝜎), (2.24)

где все величины 𝜎𝑖, 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, считаем известными, а 𝜎 и 𝑝 считаем
параметрами модели, при этом 𝜎 > 0, 0 6 𝑝 6 𝑝𝑘. Без ограничения общ-
ности для определенности будем считать, что выполнены соотношения

0 < 𝜎1 6 𝜎2 6 . . . 6 𝜎𝑘−1 6 𝜎 6 𝜎𝑘. (2.25)

Отметим, что условие отделенности параметров от нуля в форму-
ле (2.25) также является достаточно общим и означает, что рассматри-
ваются невырожденные нормальные законы с конечными дисперсиями.

Для данной модели дискретная случайная величина 𝑈𝑝 в выраже-
нии (2.17) принимает следующий вид

𝑈𝑝 :
𝜎1 𝜎2 . . . 𝜎 𝜎𝑘
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝 𝑝𝑘 − 𝑝.

(2.26)

Тогда справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.6.[10] В рамках модели расщепления компоненты (2.24) при
выполнении условий (2.25) справедливы следующие соотношения:

𝐶
[2]
2 (𝜎1, 𝜎𝑘)𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝐿(𝑈,𝑈𝑝) 6 𝐶

[2]
1 (𝜎𝑘)𝐿

1/2(𝐺,𝐺𝑝),

где коэффициенты 𝐶
[2]
𝑗 , 𝑗 = 1, 2, не зависят от величин 𝑝 и 𝜎 и имеют

вид

𝐶
[2]
1 (𝜎𝑘) = 𝜙−1/2(𝜎𝑘)

(︂
1 +

𝜎𝑘√
2𝜋

)︂1/2

, (2.27)

𝐶
[2]
2 (𝜎1, 𝜎𝑘) =

𝜎1
√
2𝜋𝑒

max{1, 𝜎𝑘}
. (2.28)

Пусть существует еще одна смесь данного типа, отличающаяся
от (2.24) только весом, то есть

𝐺𝑞(𝑥) =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥𝜎𝑖) + (𝑝𝑘 − 𝑞)Φ(𝑥𝜎𝑘) + 𝑞Φ(𝑥𝜎), (2.29)

где 0 6 𝑞 6 𝑝𝑘. Для нее дискретная случайная величина 𝑈𝑞 в выраже-
нии (2.17) принимает следующий вид:

𝑈𝑞 :
𝜎1 𝜎2 . . . 𝜎 𝜎𝑘
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑞 𝑝𝑘 − 𝑞.

(2.30)

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.7.[10] В рамках модели расщепления компоненты (2.24) при
выполнении условий (2.25) справедливы следующие соотношения:

𝐶
[2]
2 (𝜎1, 𝜎𝑘)𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) 6 𝐿(𝑈𝑝, 𝑈𝑞) 6 𝐶

[2]
1 (𝜎𝑘)𝐿

1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞),

где коэффициенты 𝐶
[2]
𝑗 , 𝑗 = 1, 2, определяются формулами (2.27)

и (2.28).
Теоремы 2.4 и 2.6 означают, что близость смешивающих распреде-

лений влечет близость смесей, и наоборот, близость смесей влечет бли-
зость смешивающих распределений. Теоремы 2.5 и 2.7 означают, что ес-
ли рассматриваемые смеси близки по параметрам 𝑝 и 𝑞, то близки и их
смешивающие распределения, и наоборот, если смешивающие распреде-
ления близки по параметрам 𝑝 и 𝑞, то близки и соответствующие сме-
си. Близость смешивающих распределений (то есть стремление к 0 веса
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𝑝 дополнительной компоненты в обеих моделях) влечет близость ито-
говых смесей (то есть число компонент смеси равно 𝑘, а не 𝑘 + 1) в
терминах расстояния Леви. Причем справедливо и обратное утвержде-
ние. Таким образом, устанавливается взаимно однозначное соответствие
между значением параметра веса и числом компонент в смеси, и поэто-
му становится возможным сведение задачи проверки гипотез о значении
дискретного параметра к значению непрерывного параметра, как было
продемонстрировано в разделе 2.2.

2.4 Устойчивость конечных сдвиговых нор-
мальных смесей по отношению к изме-
нениям смешивающего распределения

В данном разделе будут получены новые результаты, связанные с
устойчивостью конечных сдвиговых смесей нормальных законов отно-
сительно изменений параметров смешивающего распределения. Модели
такого типа возникают, например, при решении оптимизационных задач
для управлении запасами, при моделировании потоков страховых вы-
плат, при прогнозировании надежности различных систем.

2.4.1 Постановка задачи

Предположим, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет распределение, представимое в виде ко-
нечной сдвиговой смеси нормальных законов (то есть вида (1.7) с
единичными среднеквадратическими отклонениями при справедливости
всех условий (1.8)):

𝐺(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) = EΦ(𝑥− 𝑉 ), (2.31)

где 𝑉 – дискретная случайная величина, принимающая значения 𝑎𝑖 с
вероятностями 𝑝𝑖, то есть

𝑉 :
𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑘
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑘.

(2.32)

Модели добавления и расщепления компоненты могут быть представ-
лены в виде 𝐺𝑝(𝑥) = EΦ(𝑥− 𝑉𝑝), где дискретная случайная величина 𝑉𝑝
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определяется для каждой из моделей по-разному. Необходимо получить
соотношения, связывающие расстояния Леви (2.16) между смешиваю-
щими распределениями и смесями. Перейдем к рассмотрению каждой
из моделей.

2.4.2 Модель добавления компоненты

Модель добавления компоненты формализуется следующим об-
разом. Предполагается, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет распределение, представимое в виде

𝐺𝑝(𝑥) = (1− 𝑝)
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) + 𝑝Φ(𝑥− 𝑎), (2.33)

где все величины 𝑎𝑖 ∈ R, 𝑝𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, считаются известными, а 𝑎
и 𝑝 являются параметрами модели, при этом 𝑎 ∈ R, 0 6 𝑝 6 1. Без огра-
ничения общности для определенности будем считать, что выполнены
соотношения

𝑎0 6 𝑎 6 𝑎1 6 𝑎2 6 . . . 6 𝑎𝑘. (2.34)

Левое неравенство означает достаточно естественное для практики
предположение, что рассматриваются конечные математические ожида-
ния. Поэтому в дальнейшем считаем 𝑎0 известным параметром модели
(так как он может быть указан из некоторых разумных предположений
для каждого конкретного случая).

В модели добавления компоненты дискретная случайная величина 𝑉𝑝
имеет следующий вид:

𝑉𝑝 :
𝑎 𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑘
𝑝 𝑝1(1− 𝑝) 𝑝2(1− 𝑝) . . . 𝑝𝑘(1− 𝑝).

(2.35)

Отметим, что расстояние Леви 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) (2.16) не превосходит вели-
чины 𝑝, так как расстояние между ступеньками функций распределения
составляет в точности 𝑝 на сегменте [𝑎, 𝑎1] и 𝑝𝑝𝑖 на сегментах [𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1],
𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1. Изменяться могут лишь параметры 𝑎 и 𝑝, величины
𝑎𝑖, 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, считаем постоянными. Однако при фиксированном
параметре 𝑝 и при стремлении 𝑎 → 𝑎1 очевидно, что 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) к нулю
не стремится. Таким образом, без ограничения общности считаем, что
0 6 𝑝 6 𝑎1 − 𝑎. Поэтому

𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) = 𝑝. (2.36)

Тогда справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.8. В рамках модели добавления компоненты (2.33) при вы-
полнении условий (2.34) и (2.36) расстояние Леви 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) между сме-
шивающими распределениями 𝑉 из соотношения (2.32) и 𝑉𝑝 из соот-
ношения (2.35) и расстояние Леви 𝐿(𝐺,𝐺𝑝) между истинным распре-
делением 𝐺(𝑥) из соотношения (2.31) и приближающей смесью 𝐺𝑝(𝑥)

из соотношения (2.33) связывают неравенства

𝐶
[1]
1 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) 6 𝐶

[1]
2 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿

1/2(𝐺,𝐺𝑝),

где коэффициенты 𝐶
[1]
𝑗 (𝑎𝑘, 𝑎0), 𝑗 = 1, 2, зависящие только от извест-

ных величин 𝑎𝑘 и 𝑎0, имеют вид

𝐶
[1]
1 (𝑎𝑘, 𝑎0) = max

{︃
1,

√
2𝜋

𝑎𝑘 −min{0, 𝑎0}

}︃
, (2.37)

𝐶
[1]
2 (𝑎𝑘, 𝑎0) = 𝜙−1/2

(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂1/2

. (2.38)

Доказательство. Запишем оценки снизу для равномерного расстоя-
ния (2.15) между функциями распределения 𝐺(𝑥) и 𝐺𝑝(𝑥), воспользо-
вавшись формулой Лагранжа:

𝜌(𝐺,𝐺𝑝) = sup
𝑥
|𝐺(𝑥)−𝐺𝑝(𝑥)| =

= sup
𝑥
|𝐺(𝑥)−𝐺(𝑥) + 𝑝(𝐺(𝑥)− Φ(𝑥− 𝑎))| =

= 𝑝 sup
𝑥
|𝐺(𝑥)− Φ(𝑥− 𝑎)| > 𝑝|𝐺(𝑥0 − 𝑎𝑖)− Φ(𝑥0 − 𝑎)| =

= 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 (Φ(𝑥0 − 𝑎𝑖)− Φ(𝑥0 − 𝑎))

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎− 𝑎𝑖)𝜙(𝜃𝑖(𝑥0 − 𝑎𝑖) + (1− 𝜃𝑖)(𝑥0 − 𝑎))

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎)𝜙(𝑥0 − 𝑎− 𝜃𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎))

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (2.39)

Неравенство в соотношении (2.39) справедливо для любого 𝑥0. Вы-
берем значение данной величины так, чтобы воспользоваться свойством
монотонного убывания плотности стандартного нормального распреде-
ления 𝜙(𝑥) от положительного аргумента.
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А именно потребуем выполнения условия

𝑥0 − 𝑎− 𝜃𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎) > 0.

Откуда следует (с учетом того, что выражение в скобках в силу усло-
вий (2.34) неотрицательно и 0 6 𝜃𝑖 6 1), что

𝑥0 > 𝑎𝑖 (2.40)

сразу для всех номеров 𝑖. Тогда в качестве 𝑥0 возьмем величину

𝑥0 = 𝑎𝑘 + |𝑎𝑘|. (2.41)

Очевидно, что условие (2.40) выполняется, при этом 𝑥0 > 0 и
𝑥0 − 𝑎 > 0. Тогда, продолжая (2.39) с учетом соотношений (2.34) и (2.36),
получим

𝜌(𝐺,𝐺𝑝) > 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| − 𝑎− 𝜃𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎)

)︁⃒⃒⃒⃒⃒ >
> 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| − 𝑎

)︁⃒⃒⃒⃒⃒ >
> 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁⃒⃒⃒⃒⃒ >
> 𝑝

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎1 − 𝑎)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁
=

= 𝑝(𝑎1− 𝑎)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁
>𝐿2(𝑉, 𝑉𝑝)𝜙

(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁
.

Воспользуемся известным неравенством для метрики Леви (см., на-
пример, книгу [?])

𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝜌(𝐺,𝐺𝑝) 6 (1 + max
𝑥

𝐺′(𝑥))𝐿(𝐺,𝐺𝑝). (2.42)

Воспользуемся правым неравенством из соотношения (2.42). Имеем

𝐿2(𝑉, 𝑉𝑝)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁
6

6 𝜌(𝐺,𝐺𝑝) 6 (1 + max
𝑥

𝐺′(𝑥))𝐿(𝐺,𝐺𝑝) =

=

(︃
1 + max

𝑥

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝜙(𝑥− 𝑎𝑖)

)︃)︃
𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6
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6

(︃
1 +

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖
1√
2𝜋

)︃
𝐿(𝐺,𝐺𝑝) =

(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂
𝐿(𝐺,𝐺𝑝).

Окончательно получаем следующую оценку сверху для 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝):

𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) 6 𝜙−1/2
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂1/2

𝐿1/2(𝐺,𝐺𝑝) =

= 𝐶
[1]
2 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿

1/2(𝐺,𝐺𝑝).

Оценка снизу для 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) может быть найдена из соотношений

𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝜌(𝐺,𝐺𝑝) = sup
𝑥
|𝐺(𝑥)−𝐺𝑝(𝑥)| =

= 𝑝 sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎))

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6 𝑝 sup
𝑥

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖|Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)| 6

6 𝑝

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)| 6 𝑝

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝).

Однако можно провести оценивание и другим путем. Найдем точки
экстремума функции Φ(𝑥− 𝑎)− Φ(𝑥− 𝑎𝑖) из условия

𝜙(𝑥− 𝑎)− 𝜙(𝑥− 𝑎𝑖) = 0.

Максимум достигается в точке

𝑥*𝑖 =
𝑎+ 𝑎𝑖

2
.

Тогда, учитывая четность функции 𝜙(𝑥), получим

𝑝

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)| 6 𝑝 sup

𝑥

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖|Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)| 6

6 𝑝 sup
𝑥

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖|Φ(𝑥*𝑖 − 𝑎𝑖)− Φ(𝑥*𝑖 − 𝑎)| =

= 𝑝

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑎𝑖 − 𝑎)𝜙
(︁
𝜃(𝑥*𝑖 − 𝑎) + (1− 𝜃)(𝑥*𝑖 − 𝑎𝑖)

)︁
6

6 𝑝
𝑎𝑘 −min{0, 𝑎0}√

2𝜋
= 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝)

𝑎𝑘 −min{0, 𝑎0}√
2𝜋

.
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Окончательно

𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) > max

{︃
1,

√
2𝜋

𝑎𝑘 −min{0, 𝑎0}

}︃
𝐿(𝐺,𝐺𝑝) = 𝐶

[1]
1 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿(𝐺,𝐺𝑝).

�
Рассмотрим следующее обобщение модели (2.33). Пусть имеется еще

одна смесь данного типа, отличающаяся от (2.33) только весом, то есть
(при этом 0 6 𝑞 6 1)

𝐺𝑞(𝑥) = (1− 𝑞)
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) + 𝑞Φ(𝑥− 𝑎). (2.43)

Для 𝐺𝑞(𝑥) дискретная случайная величина 𝑉𝑞 имеет следующий вид:

𝑉𝑞 :
𝑎 𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑘
𝑞 𝑝1(1− 𝑞) 𝑝2(1− 𝑞) . . . 𝑝𝑘(1− 𝑞).

(2.44)

Рассуждая как описано выше, получим, что |𝑝− 𝑞| 6 𝑎1 − 𝑎. В этом
случае расстояние Леви 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) примет вид

𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) = |𝑝− 𝑞|. (2.45)

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.9. В рамках модели добавления компоненты (2.33) при вы-
полнении условий (2.34) и (2.45) расстояние Леви 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) между сме-
шивающими распределениями 𝑉𝑝 из соотношения (2.35) и 𝑉𝑞 из соот-
ношения (2.44) и расстояние Леви 𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) между распределениями
𝐺𝑝(𝑥) из соотношения (2.33) и 𝐺𝑞(𝑥) из соотношения (2.43) связыва-
ют неравенства

𝐶
[1]
1 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) 6 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) 6 𝐶

[1]
2 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿

1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞),

где коэффициенты 𝐶
[1]
𝑗 (𝑎𝑘, 𝑎0), 𝑗 = 1, 2, зависящие только от извест-

ных величин 𝑎𝑘 и 𝑎0, определяются формулами (2.37) и (2.38).

Доказательство. Рассуждая аналогично доказательству теоремы 2.8,
найдем оценки снизу для равномерного расстояния между функциями
распределения 𝐺𝑝(𝑥) и 𝐺𝑞(𝑥). Имеем:

𝜌(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) = sup
𝑥
|(𝑞 − 𝑝)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) + (𝑝− 𝑞)Φ(𝑥− 𝑎)| =
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= |𝑝− 𝑞| sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ >

> |𝑝− 𝑞|

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎))

⃒⃒⃒⃒
⃒ >

> 𝐿2(𝑉𝑝, 𝑉𝑞)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁
.

Оценим максимум производной для функций𝐺𝑝 и𝐺𝑞. Запишем выра-
жения, например, для функции 𝐺𝑝 (для функции 𝐺𝑞 оценка получается
аналогично). Имеем

max
𝑥

𝐺′𝑝(𝑥) = max
𝑥

(︃
(1− 𝑝)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝜙(𝑥− 𝑎𝑖) + 𝑝𝜙(𝑥− 𝑎)

)︃
6

6
1− 𝑝√
2𝜋

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 +
𝑝√
2𝜋

=
1√
2𝜋
.

Пользуясь правым неравенством в формуле (2.42), приходим к сле-
дующему результату:

𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) 6 𝜙−1/2
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎0}

)︁(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂1/2

𝐿1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) =

= 𝐶
[1]
2 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿

1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞).

Оценка снизу для 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) может быть найдена из следующих соот-
ношений:

𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) 6 𝜌(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) = |𝑝− 𝑞| sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6 |𝑝− 𝑞| sup
𝑥

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖|Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)| 6

6 |𝑝− 𝑞|
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑖)− Φ(𝑥− 𝑎)| 6 |𝑝− 𝑞|

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞).

Аналогично доказательству теоремы 2.8 получим

𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) > max

{︃
1,

√
2𝜋

𝑎𝑘 −min{0, 𝑎0}

}︃
𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) = 𝐶

[1]
1 (𝑎𝑘, 𝑎0)𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞),

которое завершает доказательство данной теоремы. �
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2.4.3 Модель расщепления компоненты

Модель расщепления компоненты формализуется следующим об-
разом. Предполагается, что каждое из независимых наблюдений
X𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) имеет распределение, представимое в виде

𝐺𝑝(𝑥) =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) + (𝑝𝑘 − 𝑝)Φ(𝑥− 𝑎𝑘) + 𝑝Φ(𝑥− 𝑎), (2.46)

где все величины 𝑎𝑖 ∈ R, 0 6 𝑝𝑖 6 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, считаются известными,
𝑎 и 𝑝 являются параметрами модели, при этом 0 6 𝑝 6 𝑝𝑘. Без огра-
ничения общности для определенности будем считать, что выполнены
соотношения

𝑎1 6 𝑎2 6 . . . 6 𝑎𝑘−1 6 𝑎 6 𝑎𝑘. (2.47)

Для данной модели дискретная случайная величина 𝑉𝑝 имеет вид

𝑉𝑝 :
𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎 𝑎𝑘
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝 𝑝𝑘 − 𝑝.

(2.48)

Воспользовавшись геометрической интерпретацией расстояния Леви,
можно получить, что

𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) = min{𝑎𝑘 − 𝑎, 𝑝}. (2.49)

В этой ситуации оба условия: 𝑎→ 𝑎𝑘 при фиксированном параметре
𝑝 и 𝑝 → 0 при фиксированном 𝑎 – влекут справедливость соотношения
𝐿(𝑉, 𝑉𝑝)→ 0. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.10. В рамках модели расщепления компоненты (2.46) при
выполнении условий (2.47) расстояние Леви 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) из соотноше-
ния (2.49) между смешивающими распределениями 𝑉 из соотноше-
ния (2.32) и 𝑉𝑝 из соотношения (2.48) и расстояние Леви 𝐿(𝐺,𝐺𝑝)

между истинным распределением 𝐺(𝑥) из соотношения (2.31) и при-
ближающей смесью 𝐺𝑝(𝑥) из соотношения (2.46) связывают неравен-
ства

𝐶
[2]
1 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) 6 𝐶

[2]
2 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿

1/2(𝐺,𝐺𝑝),

где коэффициенты 𝐶
[2]
𝑗 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘), 𝑗 = 1, 2, не зависят от величин 𝑎, 𝑝 и
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имеют вид

𝐶
[2]
1 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘) =

√
2𝜋

max{1, 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1}
, (2.50)

𝐶
[2]
2 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘) = 𝜙−1/2

(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂1/2

. (2.51)

Доказательство. Запишем оценки снизу для равномерного расстоя-
ния между функциями распределения 𝐺(𝑥) и 𝐺𝑝(𝑥), воспользовавшись
формулой Лагранжа, свойством монотонного убывания плотности стан-
дартного нормального распределения 𝜙(𝑥) от положительного аргумента
и соотношениями (2.41), (2.47) и (2.49):

𝜌(𝐺,𝐺𝑝) = sup
𝑥
|𝐺(𝑥)−𝐺𝑝(𝑥)| =

= sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖)−
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) + 𝑝Φ(𝑥− 𝑎𝑘)− 𝑝Φ(𝑥− 𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑝 sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑘)− Φ(𝑥− 𝑎)| > 𝑝|Φ(𝑥0 − 𝑎𝑘)− Φ(𝑥0 − 𝑎)| =

= 𝑝|(𝑎𝑘 − 𝑎)𝜙(𝜃(𝑥0 − 𝑎𝑘) + (1− 𝜃)(𝑥0 − 𝑎))| >

> 𝑝(𝑎𝑘 − 𝑎)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁
>

> 𝐿2(𝑉, 𝑉𝑝)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁
.

Чтобы оценить сверху 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) воспользуемся правым неравенством
из соотношения (2.42) и найденной в доказательстве теоремы 2.8 оценкой
для максимума производной, а также неравенствами (2.47). Имеем

𝐿2(𝑉, 𝑉𝑝)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁
6

(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂
𝐿(𝐺,𝐺𝑝).

Откуда

𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) 6 𝜙−1/2
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂1/2

𝐿1/2(𝐺,𝐺𝑝) =

= 𝐶
[2]
2 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿

1/2(𝐺,𝐺𝑝).

Выпишем оценку снизу для 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝). С этой целью заметим, что

𝐿(𝐺,𝐺𝑝) 6 𝜌(𝐺,𝐺𝑝) = 𝑝 sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑘)− Φ(𝑥− 𝑎)| =

= 𝑝 sup
𝑥

(︁
Φ(𝑥− 𝑎)− Φ(𝑥− 𝑎𝑘)

)︁
. (2.52)
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Найдем точки экстремума функции Φ(𝑥− 𝑎)− Φ(𝑥− 𝑎𝑘) из условия

𝜙(𝑥− 𝑎)− 𝜙(𝑥− 𝑎𝑘) = 0.

Максимум достигается в точке

𝑥* =
𝑎+ 𝑎𝑘

2
.

Подставляя это значение в (2.52), получим (учитывая четность функ-
ции 𝜙(𝑥))

𝑝 sup
𝑥

(︁
Φ(𝑥− 𝑎)− Φ(𝑥− 𝑎𝑘)

)︁
= 𝑝
(︁
Φ(𝑥* − 𝑎)− Φ(𝑥* − 𝑎𝑘)

)︁
=

= 𝑝(𝑎𝑘 − 𝑎)𝜙
(︁
𝜃(𝑥* − 𝑎) + (1− 𝜃)(𝑥* − 𝑎𝑘)

)︁
=

= 𝑝(𝑎𝑘 − 𝑎)𝜙
(︁
(𝑎𝑘 − 𝑎)

⃒⃒⃒
𝜃 − 1

2

⃒⃒⃒)︁
6

6 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝)max{𝑝, 𝑎𝑘 − 𝑎}
1√
2𝜋
6 𝐿(𝑉, 𝑉𝑝)max{1, 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1}

1√
2𝜋
.

Окончательно получаем неравенство

𝐿(𝑉, 𝑉𝑝) >

√
2𝜋

max{1, 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1}
𝐿(𝐺,𝐺𝑝) = 𝐶

[2]
1 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿(𝐺,𝐺𝑝),

которое завершает доказательство теоремы. �
Рассмотрим следующее обобщение модели (2.46). Пусть имеется еще

одна смесь данного типа, отличающаяся от (2.46) только весом, то есть
(при этом 0 6 𝑞 6 𝑝𝑘)

𝐺𝑞(𝑥) =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖Φ(𝑥− 𝑎𝑖) + (𝑝𝑘 − 𝑞)Φ(𝑥− 𝑎𝑘) + 𝑞Φ(𝑥− 𝑎). (2.53)

Для 𝐺𝑞(𝑥) дискретная случайная величина 𝑉𝑞 имеет вид

𝑉𝑞 :
𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎 𝑎𝑘
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑞 𝑝𝑘 − 𝑞.

(2.54)

Воспользовавшись геометрической интерпретацией расстояния Леви,
можно получить, что

𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) = min{𝑎𝑘 − 𝑎, |𝑝− 𝑞|}. (2.55)

Тогда справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.11. В рамках модели расщепления компоненты (2.46) при
выполнении условий (2.47) расстояние Леви 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) из соотноше-
ния (2.55) между смешивающими распределениями 𝑉𝑝 из соотноше-
ния (2.48) и 𝑉𝑞 из соотношения (2.54) и расстояние Леви 𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞)

между распределениями 𝐺𝑝(𝑥) из соотношения (2.46) и 𝐺𝑞(𝑥) из соот-
ношения (2.53) связывают неравенства

𝐶
[2]
1 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) 6 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) 6 𝐶

[2]
2 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿

1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞),

где коэффициенты 𝐶
[2]
𝑗 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘), 𝑗 = 1, 2, не зависят от величин 𝑎, 𝑝 и

определяются формулами (2.50) и (2.51).

Доказательство. Рассуждая аналогично доказательству теоре-
мы 2.10, найдем оценки снизу для равномерного расстояния между
функциями распределения 𝐺𝑝(𝑥) и 𝐺𝑞(𝑥). Имеем

𝜌(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) = sup
𝑥
|𝐺𝑝(𝑥)−𝐺𝑞(𝑥)| =

= |𝑝− 𝑞| sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑘)− Φ(𝑥− 𝑎)| > 𝑝|Φ(𝑥0 − 𝑎𝑘)− Φ(𝑥0 − 𝑎)| >

> 𝐿2(𝑉𝑝, 𝑉𝑞)𝜙
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁
.

Оценим максимум производной для функций 𝐺𝑝 и 𝐺𝑞. Имеем

max
𝑥

𝐺′𝑝(𝑥) = max
𝑥

(︁ 𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝜙(𝑥− 𝑎𝑖) + (𝑝𝑘 − 𝑝)𝜙(𝑥− 𝑎𝑘) + 𝑝𝜙(𝑥− 𝑎)
)︁
6

6
1√
2𝜋

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 +
(𝑝𝑘 − 𝑝)√

2𝜋
+

𝑝√
2𝜋

=
1√
2𝜋
.

Пользуясь правым неравенством в формуле (2.42), приходим к сле-
дующему результату:

𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) 6 𝜙−1/2
(︁
𝑎𝑘 + |𝑎𝑘| −min{0, 𝑎𝑘−1}

)︁(︂
1 +

1√
2𝜋

)︂1/2

𝐿1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) =

= 𝐶
[2]
2 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿

1/2(𝐺𝑝, 𝐺𝑞).

Оценка снизу для 𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) может быть найдена из следующих соот-
ношений:

𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) 6 𝜌(𝐺𝑝, 𝐺𝑞) = |𝑝− 𝑞| sup
𝑥
|Φ(𝑥− 𝑎𝑘)− Φ(𝑥− 𝑎)|.
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Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 2.10, получаем
неравенство

𝐿(𝑉𝑝, 𝑉𝑞) >

√
2𝜋

max{1, 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1}
𝐿(𝐺,𝐺𝑝) = 𝐶

[2]
1 (𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘)𝐿(𝐺𝑝, 𝐺𝑞),

которое завершает доказательство данной теоремы. �

2.5 Устойчивость дисперсионно-сдвиговых
смесей нормальных законов относитель-
но смешивающего распределения

Рассмотрим важный класс сдвиг-масштабных смесей (1.4), называе-
мых дисперсионно-сдвиговыми смесями нормальных законов [143]:

Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
(𝑥) =

∞∫︁
0

Φ

(︂
𝑥− 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂
𝑑𝐹𝐴(𝑢), 𝛼 ∈ R, 𝜎 > 0, (2.56)

где 𝐹𝐴 (𝑢) – функция распределения положительной с вероятностью еди-
ница случайной величины. Таким образом, рассматриваются степенные
смеси (в этом легко убедиться, записав характеристическую функцию
случайной величины 𝑋 c нормальным распределением в случайной по-
чти наверное неотрицательной степени 𝑈 , распределением которой явля-
ется 𝐹𝐴 (𝑢)). В смеси (2.56) смешивание происходит одновременно по па-
раметрам сдвига и масштаба, связанным между собой. К данному классу
относятся широко используемые в анализе данных обобщенные гипербо-
лические, дисперсионные гамма- и NIG-распределения.

Лемма 2.1. Если 𝐹 (𝑥) и 𝐺(𝑥) – две дифференцируемые функции рас-
пределения, то 𝜌(𝐹,𝐺) реализуется (достигается sup𝑥 |𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥)|) в
одной из точек, в которых 𝐹 ′(𝑥) = 𝐺′(𝑥).

Доказательство. Очевидно, что в рассматриваемой ситуации

𝜌(𝐹,𝐺) = sup
𝑥
|𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥)| =

= max
{︀
max

𝑥
[𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥)] ,max

𝑥
[𝐺(𝑥)− 𝐹 (𝑥)]

}︀
,

а экстремум каждого из выражений в фигурных скобках в правой ча-
сти достигается в точке, где производная соответствующего выражения
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равна нулю, что эквивалентно равенству производных функций распре-
деления 𝐹 и 𝐺, то есть совпадению соответствующих плотностей. �

Теорема 2.12. Предположим, что 𝐹𝐴 и 𝐹𝐵 – функции распределения
с точками роста, расположенными на неотрицательной полуоси, и по
крайней мере 𝐹𝐴 имеет плотность, ограниченную некоторым числом
0 < 𝑎 <∞. Тогда

𝐿(Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
,Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐵

) 6 2(1 + 𝑎)𝐿(𝐹𝐴, 𝐹𝐵).

Доказательство. Пусть 𝑥0 – точка, в которой реализуется
𝜌(Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴

,Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
). Тогда

𝜌(Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
,Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐵

) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁
0

Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂
𝑑𝐹𝐴(𝑢)−

∞∫︁
0

Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂
𝑑𝐹𝐵(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁
0

Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂
𝑑 [𝐹𝐴(𝑢)− 𝐹𝐵(𝑢)]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (2.57)

Интегрируя по частям выражение, стоящее справа в формуле (2.57),
получим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒Φ(︂𝑥0 − 𝛼𝑢𝜎

√
𝑢

)︂
[𝐹𝐴(𝑢)− 𝐹𝐵(𝑢)]

⃒⃒⃒∞
𝑢=0
−
∞∫︁
0

[𝐹𝐴(𝑢)− 𝐹𝐵(𝑢)] 𝑑𝑢Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁
0

[𝐹𝐴(𝑢)− 𝐹𝐵(𝑢)] 𝑑𝑢Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 6 𝜌(𝐹𝐴, 𝐹𝐵) ·
∞∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Оценка в правой части основывается на результате леммы 2.1. Рас-
смотрим поведение аргумента функции Φ ((𝑥0 − 𝛼𝑢)/(𝜎

√
𝑢)) в зависимо-

сти от 𝑢. Имеем:

𝑑

𝑑𝑢

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂
=

𝑑

𝑑𝑢

(︂
𝑥0
𝜎
√
𝑢
− 𝛼
√
𝑢

)︂
=

= − 𝑥0
2𝜎𝑢3/2

− 𝛼

2
√
𝑢
= − 1

2
√
𝑢

(︁ 𝑥0
𝜎𝑢

+ 𝛼
)︁
,

Производная меняет знак не более чем в одной точке 𝑢0 = −𝑥0(𝛼𝜎)−1.
При этом функция

𝑔(𝑢) =
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢
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монотонна при 𝑢 ̸= 𝑢0. Так как Φ(·) – монотонная функция распреде-
ления, то и Φ

(︀
(𝑥0 − 𝛼𝑢)(𝜎

√
𝑢)−1

)︀
как функция переменной 𝑢 обладает

аналогичным свойством на тех же множествах. Поэтому
∞∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
6

𝑢0∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
+

∞∫︁
𝑢0

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢Φ

(︂
𝑥0 − 𝛼𝑢
𝜎
√
𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
6 2,

так как суммарное приращение любой функции распределения не пре-
восходит единицы. Таким образом,

𝜌(Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
,Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐵

) 6 2𝜌(𝐹𝐴, 𝐹𝐵),

откуда с учетом соотношений (2.42) (причем в правом неравенстве для
общего случая можно использовать супремум вместо максимума) полу-
чаем неравенства

𝐿(Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
,Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐵

) 6 𝜌(Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐴
,Φ𝛼,𝜎,𝐹𝐵

) 6 2𝜌(𝐹𝐴, 𝐹𝐵) 6 2(1 + 𝑎)𝐿(𝐹𝐴, 𝐹𝐵),

завершающие доказательство теоремы. �
Таким образом, близость смешивающих распределений в смысле рас-

стояния Леви необходимо влечет и близость соответствующих смесей.
Использование метрики Леви в данном случае объясняется тем обстоя-
тельством, что одно из двух смешивающих распределений в приведен-
ной выше теореме может быть дискретным. Данный результат об устой-
чивости дисперсионно-сдвиговых смесей вида (2.56) относительно воз-
мущений смешивающего распределения 𝐹𝐴 важен для обоснования вы-
числительного метода разделения подобных смесей (см., например, ста-
тью [96]).

2.6 Зашумление данных конечными смеся-
ми нормальных и гамма-распределений
для случая округленных наблюдений

Одной из проблем, возникающих при статистическом анализе совре-
менных сложных стохастических систем, является ограниченная точ-
ность данных при их регистрации и хранении. На практике все данные
представлены в округленном виде. Это связано как с тем, что аппара-
тура, считывающая данные, имеет ограниченную разрешающую способ-
ность, так и с тем, что при хранении больших и сверхбольших объемов
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данных приходится производить их группировку, которая тоже может
рассматриваться как своеобразное округление. Стандартные математи-
ческие методы решения статистических задач, которые не учитывают
округленную природу данных, приводят к значительным погрешностям.
Это недопустимо в современных условиях. Таким образом, актуальным
является разработка методов, которые ориентированы на анализ имен-
но округленных данных. Среди задач обработки округленных данных
особое место занимают такие, в которых возможно то или иное воздей-
ствие на измеряемую величину до ее регистрации. Наиболее естествен-
ным и просто осуществляемым таким воздействием является наложение
аддитивного случайного шума. В этом случае появляется возможность
уменьшения ошибок округления за счет возрастания случайных ошибок
измерения.

Для решения данной проблемы развивались различные подходы, в
том числе на основе смешанных моделей (см., например, статью [422], в
которой различные компоненты используются для представления уров-
ней округления). В работе [140] приводятся результаты для моделей ав-
торегрессии и скользящего среднего для округленных данных, а в ста-
тье [437] эти результаты развиваются и исследуются их асимптотические
свойства. В статье [438] исследован метод оценивания параметров конеч-
ных смесей вероятностных распределений (в том числе и многомерных)
на основе использования EM-алгоритма с целью получения состоятель-
ных и асимптотически нормальных оценок.

В данном разделе изучаются теоретические основы для устранения
ошибок в модели округления данных [114, 115, 411], для которой будут
получены оценки для неизвестного математического ожидания наблю-
дений в предположении, что исходные данные зашумлены с помощью
случайных величин, имеющих распределения типа конечных смесей нор-
мальных и гамма-законов. Такой подход позволяет учесть большее число
случайных факторов, влияющих на величину «дополнительной» ошиб-
ки. Также будут построены доверительные интервалы для неизвестного
математического ожидания.

2.6.1 Предположения и базовые отношения

Для сокращения формулировок теорем в следующих разделах сдела-
ем ряд предположений, на которые будем ссылаться в дальнейшем:
A: 𝑋1, 𝑋2, . . . – независимые одинаково распределенные случайные ве-
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личины с неизвестным математическим ожиданием 𝐸𝑋 < +∞.
B: 𝜀1, 𝜀2, . . . – независимые одинаково распределенные случайные вели-
чины с математическим ожиданием 𝐸𝜀 < +∞.
C: 𝑋1, 𝑋2, . . . и 𝜀1, 𝜀2, . . . являются независимыми.
D: 𝑌𝑗 =

[︀
𝑋𝑗 + 𝜀𝑗 +

1
2

]︀
для всех 𝑗 = 1, 2, . . . представляют собой округле-

ние значения суммы случайных величин 𝑋𝑗 + 𝜀𝑗 до ближайшего целого
сверху (при этом запись [·] соответствует целой части выражения).

В рамках данных предположений в статье будут рассмотрены вопро-
сы качества приближения неизвестного математического ожидания 𝐸𝑋

для исходных данных в ситуации, когда наблюдения для анализа полу-
чены с аддитивной ошибкой c известными распределениями (см. пред-
положение B) и дополнительно округляются до ближайшего целого (см.
предположение D).

Заметим, что вследствие усиленного закона больших чисел справед-
ливы следующие выражения:

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑌𝑗
п. н.−−−→
𝑛→∞

𝐸𝑌 ≡ E
[︂
𝑋1 + 𝜀1 +

1

2

]︂
=

= E
(︂
𝑋𝑗 + 𝜀𝑗 +

1

2

)︂
− E

{︂
𝑋𝑗 + 𝜀𝑗 +

1

2

}︂
=

= 𝐸𝑋 + 𝐸𝜀 +
1

2
− E

{︂
𝑋𝑗 + 𝜀𝑗 +

1

2

}︂
. (2.58)

Запись {·} в формуле (2.58) соответствует дробной части выражения,
а п.н. обозначает сходимость в смысле почти наверное.

Для доказательства результатов в дальнейшем потребуется следую-
щее представления для дробной части абсолютно непрерывной случай-
ной величины 𝑍 с абсолютно интегрируемой характеристической функ-
цией 𝜙𝑍(𝑡) (см., например, лемму 4 в работе [411]):

E{𝑍} = 1

2
−
∞∑︁
𝑛=1

Im(𝜙𝑍(2𝜋𝑛))

𝜋𝑛
. (2.59)

Через Im(·) в формуле (2.59) обозначена мнимая часть соответству-
ющей функции.

При построении доверительных интервалов в дальнейшем будет ис-
пользована следующая оценка, справедливая для любой случайной ве-
личины 𝑍:

D[𝑍] 6
(︂√

D𝑍 +
1

2

)︂2

. (2.60)
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Она может быть проверена непосредственно с учетом представления
D[𝑍] = D (𝑍 − {𝑍}), неравенства Коши–Буняковского для ковариации и
соотношения D{𝑍} 6 1

4 , справедливого для любой случайной величины
𝑍 (см., например, статью [411]). Отметим, что данная оценка является
более точной по сравнению с использованным для аналогичных целей в
работе [411] соотношением D[𝑍] 6 2D𝑍 + 1

2 . Действительно,

2D𝑍 +
1

2
−
(︂√

D𝑍 +
1

2

)︂2

=

(︂√
D𝑍 − 1

2

)︂2

> 0,

причем для всех
√
D𝑍 ̸= 1

2 данное неравенство является строгим.

2.6.2 Конечные смеси нормальных законов

Для случайной величины 𝑋, имеющей распределение типа конечной
смеси нормальных законов (1.7), параметры которой удовлетворяют со-
отношениям (1.8), характеристическая функция имеет вид

𝜙𝑋(𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗

𝜎𝑗
√
2𝜋

𝑒
−
(𝑥− 𝑎𝑗)2

2𝜎2𝑗

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 𝑑𝑥 =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗𝑒
𝑖𝑡𝑎𝑗− 1

2𝜎
2
𝑗 𝑡

2

. (2.61)

Абсолютная интегрируемость 𝜙𝑋(𝑡) вытекает из свойств характери-
стической функции нормального распределения. Заметим, что в точке
𝑡 = 2𝜋𝑛 выражение (2.61) принимает следующий вид:

𝜙𝑋(2𝜋𝑛) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗𝑒
−2𝜋2𝜎2

𝑗𝑛
2

. (2.62)

Рассмотрим вопрос точности оценивания неизвестного математиче-
ского ожидания 𝐸𝑋 при добавлении зашумления.

Теорема 2.13. Пусть выполнены предположения A–D, причем случай-
ные величины 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . ., имеют распределение типа конечной 𝑘-
компонентной смеси нормальных законов вида (1.7) с параметрами a,
𝜎 и p. Тогда

|𝐸𝑌 − 𝐸𝑋 | 6 𝐴+
1

𝜋

(︂
1 +

1

4𝜋2𝜎2

)︂
𝑒−2𝜋

2𝜎2

, (2.63)

где 𝐴 = max(|𝑎1|, . . . , |𝑎𝑘|), 𝜎 = min(𝜎1, . . . , 𝜎𝑘).
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Доказательство. С учетом представлений (2.58), (2.59), (2.62), огра-
ниченности модуля характеристической функции, а также независимо-
сти случайных величин 𝑋𝑗 и 𝜀𝑗, имеем:

|𝐸𝑌 − 𝐸𝑋 | =
⃒⃒⃒⃒
𝐸𝜀 +

1

2
− E

{︂
𝑋𝑗 + 𝜀𝑗 +

1

2

}︂⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐸𝜀 +

∞∑︁
𝑛=1

Im
(︀
𝜙𝑋𝑗

(2𝜋𝑛)𝜙𝜀𝑗(2𝜋𝑛)𝜙1/2(2𝜋𝑛)
)︀

𝜋𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐸𝜀 +

∞∑︁
𝑛=1

Im
(︀
𝜙𝑋𝑗

(2𝜋𝑛) ·
𝑘∑︀

𝑗=1

𝑝𝑗𝑒
−2𝜋2𝜎2

𝑗𝑛
2 · 𝑒𝜋𝑛

)︀
𝜋𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐸𝜀 +

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑘∑︀

𝑗=1

𝑝𝑗𝑒
−2𝜋2𝜎2

𝑗𝑛
2

Im
(︀
𝜙𝑋𝑗

(2𝜋𝑛)
)︀

𝜋𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6 |𝐸𝜀|+

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗

∞∑︁
𝑛=1

1

𝜋𝑛
𝑒−2𝜋

2𝜎2
𝑗𝑛

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6 max (|𝑎1|, . . . , |𝑎𝑘|) +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗
𝜋

(︃
1 +

1

4𝜋2𝜎2𝑗

)︃
𝑒−2𝜋

2𝜎2
𝑗 6

6 𝐴+
1

𝜋

(︂
1 +

1

4𝜋2𝜎2

)︂
𝑒−2𝜋

2𝜎2

.

Справедливость использованной оценки
∞∑︁
𝑛=1

𝑒−2𝜋
2𝜎2

𝑗𝑛
2

𝑛
6

(︃
1 +

1

4𝜋2𝜎2𝑗

)︃
𝑒−2𝜋

2𝜎2
𝑗

может быть проверена непосредственно (например, см. доказательство
теоремы 6 в статье [411]). �

Замечание 2.2. В случае, если зашумление производится нормаль-
но распределенными случайными величинами c нулевыми средними (то
есть в формуле (2.63) необходимо считать 𝐴 = 0, 𝑘 = 1), теорема 2.13
совпадает с результатом, полученным в работе [411].

Рассмотрим вопросы построения доверительного интервала для неиз-
вестного математического ожидания 𝐸𝑋 в предположении, что случай-
ные величины 𝑋𝑗 не содержат ошибок измерения, а все погрешности
учтены исключительно в зашумляющих элементах 𝜀𝑗.
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Теорема 2.14. Пусть выполнены предположения A–D, причем случай-
ные величины 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . ., имеют распределение типа конечной 𝑘-
компонентной смеси нормальных законов вида (1.7) с параметрами a,
𝜎 и p, а случайные величины 𝑋𝑗

п. н.
= 𝐸𝑋 , 𝑗 = 1, 2, . . . Тогда доверитель-

ный интервал для 𝐸𝑋 уровня 1− 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, имеет вид[︁
�̂�𝑋 − 𝑓(a,𝜎, 𝛼, 𝑛), �̂�𝑋 + 𝑓(a,𝜎, 𝛼, 𝑛)

]︁
, (2.64)

где

�̂�𝑋 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

[︂
𝐸𝑋 + 𝜀𝑗 +

1

2

]︂
, (2.65)

𝑓(a,𝜎, 𝛼, 𝑛) =
𝑧1−𝛼

2√
𝑛

(︂√︀
𝐴2 + Σ2 +

1

2

)︂
+

+ 𝐴+
1

𝜋

(︂
1 +

1

4𝜋2𝜎2

)︂
𝑒−2𝜋

2𝜎2

, (2.66)

𝑧1−𝛼
2

–
(︀
1− 𝛼

2

)︀
-квантиль стандартного нормального распределения,

𝐴 = max(|𝑎1|, . . . , |𝑎𝑘|), Σ = max(𝜎1, . . . , 𝜎𝑘), 𝜎 = min(𝜎1, . . . , 𝜎𝑘).

Доказательство. Из центральной предельной теоремы с учетом усло-
вия A следует, что величина �̂�𝑋 (2.65) асимптотически нормальна со
следующими математическим ожиданием и дисперсией:

𝐸 = E
[︂
𝐸𝑋 + 𝜀1 +

1

2

]︂
,

1

𝑛
𝐷 =

1

𝑛
D
[︂
𝐸𝑋 + 𝜀1 +

1

2

]︂
. (2.67)

Воспользовавшись оценкой (2.60), получим

𝐷 6

(︂√︃
D
(︂
𝐸𝑋 + 𝜀1 +

1

2

)︂
+

1

2

)︂2

=

(︂√︀
D𝜀1 +

1

2

)︂2

=

=

(︂⎯⎸⎸⎷ 𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗

(︂(︀
𝑎𝑗 −

𝑘∑︁
𝑡=1

𝑝𝑡𝑎𝑡
)︀2

+ 𝜎2𝑗

)︂
+

1

2

)︂2

6

(︂√︀
𝐴2 + Σ2 +

1

2

)︂2

.

Тогда доверительный интервал уровня 1 − 𝛼 для математического
ожидания 𝐸 имеет вид

P
(︂⃒⃒⃒
�̂�𝑋 − 𝐸

⃒⃒⃒
6
𝑧1−𝛼

2√
𝑛

(︂√︀
𝐴2 + Σ2 +

1

2

)︂)︂
> 1− 𝛼.
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Откуда следует справедливость соотношения (2.64) c учетом очевид-
ного неравенства ⃒⃒⃒

�̂�𝑋 − 𝐸𝑋

⃒⃒⃒
6
⃒⃒⃒
�̂�𝑋 − 𝐸

⃒⃒⃒
+ |𝐸 − 𝐸𝑋 |

и оценки (2.63) из теоремы 2.13. �

2.6.3 Конечные смеси гамма-распределений

Для случайной величины 𝑋, имеющей распределение типа конеч-
ной смеси гамма-распределений с параметрами r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑘), 𝑟𝑗 > 0,

𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘), 𝜆𝑗 > 0, p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘), 𝑝𝑗 > 0,
𝑘∑︀

𝑗=1

𝑝𝑗 = 1, плотность

которого задается выражением

𝑓𝑋(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗
𝜆
𝑟𝑗
𝑗 𝑒
−𝜆𝑗𝑥

Γ(𝑟𝑗)
𝑥𝑟𝑗−1, (2.68)

характеристическая функция задается следующим выражением:

𝜙𝑋(𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗

(︂
1− 𝑖𝑡

𝜆𝑗

)︂−𝑟𝑗
. (2.69)

Отметим, что подобные модели зашумления разумно использовать
в случае, если известно, что данные сосредоточены на положительной
полуоси, например, при анализе различных информационных потоков
(в частности, см. работу [229]).

Проверим абсолютную интегрируемость функции 𝜙𝑋(𝑡) (2.69). Име-
ем:

+∞∫︁
−∞

|𝜙𝑋(𝑡)| 𝑑𝑡 6
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗

+∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
1− 𝑖𝑡

𝜆𝑗

)︂−𝑟𝑗 ⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑑𝑡 =
=

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗

+∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃
𝜆𝑗(𝜆𝑗 + 𝑖𝑡)

𝜆2𝑗 + 𝑡2

)︃𝑟𝑗
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡 6

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝜆𝑗

+∞∫︁
−∞

(︀
1 + 𝑦2

)︀− 𝑟𝑗
2 𝑑𝑦.

Подынтегральное выражение при 𝑟𝑗 > 2 может быть оценено сверху

функцией
1

1 + 𝑦2
, при этом соответствующий интеграл равен 𝜋, что вле-

чет абсолютную интегрируемость характеристической функции для ко-
нечной смеси гамма-распределений. Поэтому в дальнейшем будем пред-
полагать, что 𝑟𝑗 > 2 для всех возможных значений 𝑗 = 1, 2, . . .
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Рассмотрим вопрос точности оценивания неизвестного математиче-
ского ожидания 𝐸𝑋 > 0 при добавлении зашумления.

Теорема 2.15. Пусть выполнены предположения A–D, причем случай-
ные величины 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . ., имеют распределение типа конечной 𝑘-
компонентной смеси гамма-распределений вида (2.68) с параметрами
r, 𝜆 и p. Тогда

|𝐸𝑌 − 𝐸𝑋 | 6
𝑅

𝜆
+

Λ𝑅

2𝑟𝜋𝑟+1

(︂
1 +

1

𝑟

)︂
, (2.70)

где 𝑟 = min(𝑟1, . . . , 𝑟𝑘), 𝑅 = max(𝑟1, . . . , 𝑟𝑘), 𝜆 = max(𝜆1, . . . , 𝜆𝑘),
Λ = max(𝜆1, . . . , 𝜆𝑘).

Доказательство. С учетом представлений (2.58), (2.59), ограниченно-
сти модуля характеристической функции, перехода от тригонометриче-
ской к показательной записи комплексных чисел, а также независимости
случайных величин 𝑋𝑗 и 𝜀𝑗 имеем:

|𝐸𝑌 − 𝐸𝑋 | 6 |𝐸𝜀|+

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛Im
(︂

𝑘∑︀
𝑗=1

𝑝𝑗𝜙𝑋𝑗
(2𝜋𝑛)

(︁
1− 𝑖2𝜋𝑛𝜆𝑗

)︁−𝑟𝑗 )︂
𝜋𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= |𝐸𝜀|+

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛Im
(︂

𝑘∑︀
𝑗=1

𝑝𝑗

(︁
1 + 4𝜋2𝑛2

𝜆2
𝑗

)︁− 𝑟𝑗
2

𝜙𝑋𝑗
(2𝜋𝑛) 𝑒

−𝑖𝑟𝑗arctg 𝑡
𝜆𝑗

)︂
𝜋𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6 |𝐸𝜀|+
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗

∞∑︁
𝑛=1

1

𝜋𝑛

(︂
1 +

4𝜋2𝑛2

𝜆2𝑗

)︂− 𝑟𝑗
2

6
𝑅

𝜆
+

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗

∞∑︁
𝑛=1

(︂
1

𝜋𝑛
·

𝜆
𝑟𝑗
𝑗

(2𝜋)𝑟𝑗𝑛𝑟𝑗

)︂
6

6
𝑅

𝜆
+

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
𝜆
𝑟𝑗
𝑗

2𝑟𝑗𝜋𝑟𝑗+1

⎛⎝1 +

∞∫︁
1

1

𝑥𝑟𝑗+1
𝑑𝑥

⎞⎠ 6 𝑅

𝜆
+

Λ𝑅

2𝑟𝜋𝑟+1

(︂
1 +

1

𝑟

)︂
.

При переходе от суммы к интегралу используется факт убывания
функции как переменной 𝑛 (или 𝑥). �

Замечание 2.3. Теорема 2.15 описывает соответствующий результат
для гамма-распределенных зашумляющих случайных величин, если по-
ложить 𝑘 = 1 в выражении (2.70). При этом, очевидно, 𝑟 ≡ 𝑅 и 𝜆 ≡ Λ.

Рассмотрим вопросы построения доверительного интервала для неиз-
вестного математического ожидания 𝐸𝑋 > 0 в предположении, что слу-
чайные величины 𝑋𝑗 не содержат ошибок измерения, а все погрешности
учтены исключительно в зашумляющих элементах 𝜀𝑗.
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Теорема 2.16. Пусть выполнены предположения A–D, причем случай-
ные величины 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . ., имеют распределение типа конечной 𝑘-
компонентной смеси гамма-распределений вида (2.68) с параметрами
r, 𝜆 и p, а случайные величины 𝑋𝑗

п. н.
= 𝐸𝑋 , 𝑗 = 1, 2, . . . Тогда довери-

тельный интервал для 𝐸𝑋 уровня 1− 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, имеет вид[︁
�̂�𝑋 − 𝑓(r,𝜆, 𝛼, 𝑛), �̂�𝑋 + 𝑓(r,𝜆, 𝛼, 𝑛)

]︁
, (2.71)

где

�̂�𝑋 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

[︂
𝐸𝑋 + 𝜀𝑗 +

1

2

]︂
, (2.72)

𝑓(r,𝜆, 𝛼, 𝑛) =
𝑧1−𝛼

2√
𝑛

(︃√︂
𝑅(𝑅 + 1)

𝜆2
− 𝑟2

Λ2
+

1

2

)︃
+
𝑅

𝜆
+

Λ𝑅

2𝑟𝜋𝑟+1

(︂
1 +

1

𝑟

)︂
,

𝑧1−𝛼
2

–
(︀
1− 𝛼

2

)︀
-квантиль стандартного нормального распределения,

𝑟 = min(𝑟1, . . . , 𝑟𝑘), 𝑅 = max(𝑟1, . . . , 𝑟𝑘), 𝜆 = max(𝜆1, . . . , 𝜆𝑘),
Λ = max(𝜆1, . . . , 𝜆𝑘).

Доказательство. Из центральной предельной теоремы с учетом усло-
вия A следует, что величина �̂�𝑋 (2.72) асимптотически нормальна с ма-
тематическим ожиданием 𝐸 и дисперсией 1

𝑛𝐷 (2.67) (при этом в данном
случае распределение величин 𝜀1 определяется формулой (2.68)). Поль-
зуясь определением и свойствами гамма-функции, а также оценкой (2.60)
получим:

𝐷𝑌 6

(︃⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
𝜆
𝑟𝑗
𝑗

Γ(𝑟𝑗)

+∞∫︁
0

𝑒𝜆𝑗𝑥𝑥𝑟𝑗+1 𝑑𝑥+
1

2

)︃2

=

=

(︃⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
𝑟𝑗(𝑟𝑗 + 1)

𝜆2𝑗
−

(︃
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗
𝑟𝑗
𝜆𝑗

)︃2

+
1

2

)︃2

6

(︃√︂
𝑅(𝑅 + 1)

𝜆2
− 𝑟2

Λ2
+

1

2

)︃2

.

Аналогично доказательству теоремы 2.14 с учетом оценки (2.70) от-
сюда следует справедливость соотношения (2.71).

�

93



Глава 3

Методы анализа данных
на основе скользящего
разделения смесей

В данной главе разработаны новые алгоритмы анализа данных, в
основу которых положен метод скользящего разделения смесей. В част-
ности, рассмотрены подходы к обработке наблюдений, из которых нуж-
но удалить шумовую составляющую, и в то же время предложен метод
повышения точности аппроксимации с помощью конечных нормальных
смесей с помощью дополнительного зашумления наблюдений. Изучают-
ся двухсторонние подходы к детектированию различных событий в дан-
ных. Предложен метод автоматического выделения непрерывных компо-
нент на основе жадного алгоритма в комбинации с методами машинно-
го обучения, составляющего основу метода статистического оценивания
распределений случайных коэффициентов в уравнении Ланжевена (см.
параграф 2.1). Примеры применения этих методов будут рассмотрены
далее в разделах 5.2 и 6.5.

3.1 Матричные представления моментов ко-
нечных нормальных смесей

Пусть случайная величина 𝑍𝑛 имеет функцию распределения
𝐹 (𝑥, 𝑘(𝑛), a𝑛,𝜎𝑛,p𝑛) (1.7), параметры a𝑛 = {𝑎𝑖(𝑛)}, 𝜎𝑛 = {𝜎𝑖(𝑛)} и
p𝑛 = {𝑝𝑖(𝑛)} которой удовлетворяют соотношениям (1.8), а 𝑛 здесь обо-
значает время (номер окна) для метода скользящего разделения смесей
и подчеркивает тот факт, что распределение изменяется для каждого по-
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ложения окна (возможно, весьма существенным образом). В частности,
параметр 𝑘(𝑛), описывающий число компонент в смеси вида (1.7), при
аппроксимации реальных данных может принимать различные значения
с течением времени (см., например, статьи [64, 65]). Это обстоятельство
значительно затрудняет прогнозирование, так как появление новых ком-
понент в процессе зачастую объясняется новыми факторами, которые
отсутствовали при построении первоначальной модели и, следователь-
но, не могли быть учтены. Поэтому необходимо перейти к рассмотрению
некоторых «интегральных» характеристик, которые можно рассчитать
для любого распределения вида (1.7), независимо от конкретных значе-
ний параметров. В качестве таких величин можно использовать момен-
ты различных порядков, явный вид которых для конечных нормальных
сдвиг-масштабных смесей будет получен в данном разделе.

Теорема 3.1. Моменты случайной величины 𝑍𝑛 с распределением
𝐹 (𝑥, 𝑘(𝑛), a𝑛,𝜎𝑛,p𝑛), получаемые в процессе последовательных шагов
в методе скользящего разделения смесей, имеют вид:
– математическое ожидание:

E𝑍𝑛 =

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛); (3.1)

– дисперсия:

D𝑍𝑛 =

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎𝑖(𝑛)−

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛); (3.2)

– коэффициент асимметрии:

𝛾𝑍𝑛
=

[︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎3𝑖 (𝑛) + 3𝑎𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛)

)︀
−
(︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂
×

×
(︂
3

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎𝑖(𝑛)−

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

+3

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛)−

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2)︂]︂
×

×
[︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎𝑖(𝑛)−

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛)

]︂−3/2
; (3.3)
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– коэффициент эксцесса:

𝜅𝑍𝑛
=

[︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎4𝑖 (𝑛) + 6𝑎2𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛) + 3𝜎4𝑖 (𝑛)

)︀
−

−3
(︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂4

−4
(︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎3𝑖 (𝑛) + 3𝑎𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛)

)︂)︂
+

+6

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎2𝑖 (𝑛) + 𝜎2𝑖 (𝑛)

)︂)︂]︂
×

×
[︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎𝑖(𝑛)−

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛)

]︂−2
− 3. (3.4)

Доказательство. Известно, что для начальных моментов случайной
величины 𝑋 с нормальным распределением с параметрами 𝑎 и 𝜎2 (то
есть 𝑋 ∼ 𝑁(𝑎, 𝜎2)) справедливы следующие соотношения:

E𝑋𝑚 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎2 + 𝜎2, 𝑚 = 2;

𝑎3 + 3𝑎𝜎2, 𝑚 = 3;

𝑎4 + 6𝑎2𝜎2 + 3𝜎4, 𝑚 = 4.

(3.5)

Для начальных моментов случайной величины 𝑍𝑛 с функцией рас-
пределения 𝐹 (𝑥, 𝑘(𝑛), a𝑛,𝜎𝑛,p𝑛) имеем:

E𝑍𝑚
𝑛 =

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

𝜎𝑖(𝑛)
√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑧𝑚 exp
{︁
− (𝑧 − 𝑎𝑖(𝑛))2

2𝜎2𝑖 (𝑛)

}︁
𝑑𝑧 =

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)E𝑋𝑚
𝑖 ,

где 𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝑎𝑖(𝑛), 𝜎
2
𝑖 (𝑛)), то есть справедлив следующий аналог выра-

жений (3.5):

E𝑍𝑚
𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘(𝑛)∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛), 𝑚 = 1;

𝑘(𝑛)∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎2𝑖 (𝑛) + 𝜎2𝑖 (𝑛)

)︀
, 𝑚 = 2;

𝑘(𝑛)∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎3𝑖 (𝑛) + 3𝑎𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛)

)︀
, 𝑚 = 3;

𝑘(𝑛)∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎4𝑖 (𝑛) + 6𝑎2𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛) + 3𝜎4𝑖 (𝑛)

)︀
, 𝑚 = 4.

(3.6)
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Воспользуемся этими выражениями для получения явных формул
для дисперсии, а также коэффициентов асимметрии и эксцесса, завися-
щих только от параметров распределения, а именно величин 𝑝𝑖(𝑛), 𝑎𝑖(𝑛)
и 𝜎𝑖(𝑛).

Из первой строки в формуле (3.6) непосредственно следует представ-
ление (3.1). Дисперсия случайной величины 𝑍𝑛с функцией распределе-
ния 𝐹 (𝑥, 𝑘(𝑛), a𝑛,𝜎𝑛,p𝑛) имеет вид:

D𝑍𝑛 = E𝑍2
𝑛 − (E𝑍𝑛)

2 =

+∞∫︁
−∞

𝑧2 𝑑𝐹𝑍(𝑧, 𝑡)−
(︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

=

=

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

𝜎𝑖(𝑛)
√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑧2 exp

{︂
− (𝑧 − 𝑎𝑖(𝑛))2

2𝜎2𝑖 (𝑛)

}︂
𝑑𝑧 −

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

=

=

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎
2
𝑖 (𝑛)−

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛) =

=

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎𝑖(𝑛)−

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛).

Заключительное выражение в этой формуле легко получить путем
раскрытия квадрата в первой сумме и приведения подобных слагаемых
(например, именно в таком виде дисперсия приводится в книге [88]).

Общий вид коэффициента асимметрии случайной величины 𝑍𝑛 зада-
ется следующим выражением:

𝛾𝑍𝑛
=

E (𝑍𝑛 − E𝑍𝑛)
3

(D𝑍𝑛)
3/2

.

Выпишем отдельно выражение для числителя данной дроби:

E (𝑍𝑛 − E𝑍𝑛)
3 = E𝑍3

𝑛 − 3E𝑍𝑛 · E𝑍2
𝑛 + 3 (E𝑍𝑛)

3 − (E𝑍𝑛)
3 =

= E𝑍3
𝑛 − 3E𝑍𝑛 ·

(︁
E𝑍2

𝑛 − (E𝑍𝑛)
2
)︁
− (E𝑍𝑛)

3 =

= E𝑍3
𝑛 − 3E𝑍𝑛 · D𝑍𝑛 − (E𝑍𝑛)

3 .

Тогда коэффициент асимметрии может быть представлен в виде

𝛾𝑍𝑛
=

E𝑍3
𝑛 − 3E𝑍𝑛 · D𝑍𝑛 − (E𝑍𝑛)

3

(D𝑍𝑛)
3/2

. (3.7)
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Воспользуемся формулами (3.6) и (3.2). Имеем

E (𝑍𝑛 − E𝑍𝑛)
3 =

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎3𝑖 (𝑛) + 3𝑎𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛)

)︀
− 3E𝑍𝑛 · D𝑍𝑛 − (E𝑍𝑛)

3 =

=

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎3𝑖 (𝑛) + 3𝑎𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛)

)︀
−
(︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂
×

×
(︂
3

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)

(︂
𝑎𝑖(𝑛)−

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2

+

+3

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝜎
2
𝑖 (𝑛)−

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2)︂
.

Откуда, подставляя значение (3.2) в знаменатель дроби (3.7), полу-
чим для коэффициента асимметрии представление (3.3).

Общий вид коэффициента эксцесса случайной величины 𝑍𝑛 задается
следующим выражением:

𝜅𝑍𝑛
=

E (𝑍𝑛 − E𝑍𝑛)
4

(D𝑍𝑛)
2 − 3.

Для числителя в указанной выше дроби имеем:

E
(︁
𝑍4
𝑛 − 4𝑍3

𝑛 · E𝑍𝑛 + 6𝑍2
𝑛 · (E𝑍𝑛)

2 − 4𝑍𝑛 · (E𝑍𝑛)
3 + (E𝑍𝑛)

4
)︁
=

= E𝑍4
𝑛 − 3 (E𝑍𝑛)

4 − 4E𝑍𝑛 · E𝑍3
𝑛 + 6 (E𝑍𝑛)

2 · E𝑍2
𝑛.

Тогда коэффициент эксцесса может быть представлен в виде

𝜅𝑍𝑛
=

E𝑍4
𝑛 − 4E𝑍𝑛 · E𝑍3

𝑛 + 6 (E𝑍𝑛)
2 · E𝑍2

𝑛 − 3 (E𝑍𝑛)
4

(D𝑍𝑛)
2 − 3. (3.8)

Воспользуемся формулами (3.6) и (3.1). Имеем

E (𝑍𝑛 − E𝑍𝑛)
4 =

𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎4𝑖 (𝑛) + 6𝑎2𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛) + 3𝜎4𝑖 (𝑛)

)︀
−

−4
(︂ 𝑘(𝑛)∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎3𝑖 (𝑛) + 3𝑎𝑖𝜎

2
𝑖 (𝑛)

)︀)︂
+

+6

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂2(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)
(︀
𝑎2𝑖 (𝑛) + 𝜎2𝑖 (𝑛)

)︀)︂
− 3

(︂ 𝑘(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑛)𝑎𝑖(𝑛)

)︂4

.
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Откуда, подставляя значение (3.2) в знаменатель дроби (3.4), полу-
чим для коэффициента эксцесса представление (3.4).

�
Формулы (3.1)–(3.4) могут быть использованы для непосредственно-

го определения моментных характеристик по величинам 𝑝𝑖(𝑛), 𝑎𝑖(𝑛) и
𝜎𝑖(𝑛) и не требуют знания значения момента предыдущего порядка. Для
упрощения программной реализации разумно воспользоваться формула-
ми вида (3.7) и (3.8). Кроме того, многие современные вычислительные
системы оптимизированы для выполнения матричных вычислений. По-
этому теорема 3.1 может быть сформулирована в эквивалентной форме.

Теорема 3.2. Моменты случайной величины 𝑍𝑛 с распределением
𝐹 (𝑥, 𝑘(𝑛), a𝑛,𝜎𝑛,p𝑛) для использования в методе скользящего разделе-
ния смесей в матричной записи имеют следующий вид:
– математическое ожидание:

E𝑍𝑛 = p𝑛 a
𝑇
𝑛 ; (3.9)

– дисперсия:

D𝑍𝑛 = p𝑛

(︀
𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛

)︀
− (p𝑛 a

𝑇
𝑛 )

2; (3.10)

– коэффициент ассиметрии:

𝛾𝑍𝑛
=

p𝑛𝐷
2
a𝑛
a𝑇𝑛 + 3p𝑛𝐷a𝑛 𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛 + 2 (p𝑛 a

𝑇
𝑛 )

2

(p𝑛 (𝐷a𝑛 a
𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛 )− (p𝑛 a𝑇𝑛 )

2)3/2
−

−3 · p𝑛 a
𝑇
𝑛 p𝑛𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 + p𝑛 a

𝑇
𝑛 p𝑛𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛

(p𝑛 (𝐷a𝑛 a
𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛 )− (p𝑛 a𝑇𝑛 )

2)3/2
; (3.11)

– коэффициент эксцесса:

𝜅𝑍𝑛
=

p𝑛

(︀
𝐷3

a𝑛
a𝑇𝑛 + 6𝐷2

𝜎𝑛
𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 + 3𝐷3

𝜎𝑛
𝜎𝑇

𝑛

)︀
(p𝑛 (𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛 )− (p𝑛 a𝑇𝑛 )

2)2
−

−
4E𝑍𝑛 p𝑛𝐷a𝑛

(︀
𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 + 3𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛

)︀
(p𝑛 (𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛 )− (p𝑛 a𝑇𝑛 )

2)2
+

+
6 (E𝑍𝑛)

2 p𝑛

(︀
𝐷a𝑛 a

𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛

)︀
− 3 (E𝑍𝑛)

4

(p𝑛 (𝐷a𝑛 a
𝑇
𝑛 +𝐷𝜎𝑛

𝜎𝑇
𝑛 )− (p𝑛 a𝑇𝑛 )

2)2
− 3, (3.12)

где

p𝑛 =
(︀
𝑝1, . . . , 𝑝𝑘(𝑛)

)︀
, a𝑛 =

(︀
𝑎1, . . . , 𝑎𝑘(𝑛)

)︀
, 𝜎𝑛 =

(︀
𝜎1, . . . , 𝜎𝑘(𝑛)

)︀
,

𝐷a𝑛 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︀
𝑎1, . . . , 𝑎𝑘(𝑛)

}︀
, 𝐷𝜎𝑛

= 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︀
𝜎1, . . . , 𝜎𝑘(𝑛)

}︀
,
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и через 𝑑𝑖𝑎𝑔{. . .} обозначены диагональные матрицы с соответствую-
щими элементами.

Доказательство. Достаточно воспользоваться следующим матрич-
ным представлением выражений (3.6):

E𝑍𝑚
𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
p𝑛 a

𝑇
𝑛 , 𝑚 = 1;

p𝑛

(︀
𝐷a𝑛 · a𝑇𝑛 +𝐷𝜎𝑛

· 𝜎𝑇
𝑛

)︀
, 𝑚 = 2;

p𝑛 ·𝐷a𝑛

(︀
𝐷a𝑛 · a𝑇𝑛 + 3 ·𝐷𝜎𝑛

· 𝜎𝑇
𝑛

)︀
, 𝑚 = 3;

p𝑛

(︀
𝐷3

a𝑛
· a𝑇𝑛 + 6 ·𝐷2

𝜎𝑛
·𝐷a𝑛 · a𝑇𝑛 + 3 ·𝐷3

𝜎𝑛
· 𝜎𝑇

𝑛

)︀
, 𝑚 = 4,

которые и ведут к формулам (3.9)–(3.12). �

Замечание 3.1. Значение величины (3.9) был использовано для со-
кращения вида выражения (3.12). Также можно поступить с форму-
лой (3.11), используя значение (3.10).

Замечание 3.2. Преимущество в скорости с использованием матрич-
ных вычислений эмпирически продемонстрировано в работе [222] на при-
мере классического EM-алгоритма.

3.2 Метод адаптивного выделения смешан-
ного нормального сигнала на фоне сме-
шанного гауссовского шума

При регистрации сигналов в большинстве реальных задач помимо
содержательной части возникает случайный шум, характеристики ко-
торого чаще всего неизвестны. При этом в ряде исследований за счет
организации эксперимента возможно заранее получить некоторый набор
наблюдений, которые описывают только шум, и связаны как с работой
детектирующих приборов, так и с особенностями поведения наблюдае-
мого объекта – и за счет этого учесть его влияние в процессе дальнейшей
работы. Очевидно, что такие модификации получаемой выборки не свя-
заны непосредствено с проводимым экспериментом, однако влияют на
его результаты. Данная проблема характерна для широкого спектра ис-
следовательских задач, в том числе в физических экспериментах [146],
медицинских приложениях [131,236,324], при анализе сигналов с негаус-
совским шумом [134,263,272], предобработке изображений [317].
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Во многих реальных задачах обработки сигналов распределение шу-
ма существенно отличается стандартного нормального (“белого”). Так, в
статье [330] рассмотрен пример анализа климатических временных ря-
дов с учетом “красного” шума. Более того, зачастую шум оказывается су-
щественно негауссовским (см., например, [159]). Подробнее этот вопрос,
включая примеры использования конечных смесей нормальных законов
для описания шума, рассмотрен в статье [391]. В ней же приводится
статистический критерий на основе отношения правдоподобия для опре-
деления гауссовского сигнала в смешанном гауссовском шуме.

В данном разделе будут рассмотрены вопросы определения парамет-
ров распределения полезного сигнала в предположении, что параметры
распределения шума были оценены предварительно. Для полезного сиг-
нала будет использован адаптивный подход на основе метода скользя-
щего разделения смесей. Также предложен прикладной подход к обна-
ружению момента появления полезного сигнала в наблюдениях.

3.2.1 Постановка задачи

Предположим, что исходные наблюдения представляют собой реали-
зацию случайной величины 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 , где 𝑋 соответствует полезному
сигналу (информации) в данных, а 𝑌 – шум измерительного оборудо-
вания, обусловленный набором факторов, в том числе случайного ха-
рактера. Будем предполагать, что случайные величины 𝑋 и 𝑌 являются
независимыми. Дополнительно предположим, что до начала эксперимен-
та есть возможность получить набор наблюдений, являющихся реализа-
цией только случайной величины 𝑌 . Таким образом, рассматривается
модель аддитивного шума для исходных данных.

Пусть распределение случайной величины 𝑌 может быть представле-
но в виде конечной смеси нормальных законов с неизвестными парамет-
рами. Тогда, используя, например, одну из модификаций EM-алгоритма
(классическую, являющуюся одним из самых широко распространен-
ных инструментов интеллектуального анализа данных [423], или сеточ-
ную [234] версии) можно получить оценки максимального правдоподобия
соответствующих параметров и считать данное распределение заданным,
то есть c учетом представлений (1.7) и (1.8)

𝑌 ∼ 𝐹 (𝑥,̃︀𝑘,̃︀a, ̃︀𝜎, ̃︀p). (3.13)

При этом все величины в выражении (3.13) считаем известными.
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Предположим, что распределение случайной величины 𝑋 также мо-
жет быть описано конечной смесью нормальных распределений (1.7) с
ограничениями (1.8), то есть

𝑋 ∼ 𝐹 (𝑥, 𝑘, a,𝜎,p). (3.14)

Все величины в выражении (3.14), включая и число компонент 𝑘, считаем
неизвестными. Возникает задача восстановления данного распределения
(то есть оценивания неизвестных параметров смеси) с помощью метода
скользящего разделения смесей [88] для реализаций случайной величины
𝑍. В следующем разделе подробно рассмотрим несколько подходов к
решению данной задачи. Всюду далее будем предполагать, что оценки
максимального правдоподобия неизвестных параметров распределения
найдены с помощью какой-либо модификации EM-алгоритма.

3.2.2 Анализ полезного сигнала с учетом предвари-
тельных оценок для шума

Основываясь на понятии свертки как распределении суммы двух
независимых случайных величин, а также факте, что распределение сум-
мы двух независимых нормальных случайных величин также являет-
ся нормальным с параметрами, получаемыми суммированием исходных,
легко показать, что в указанных выше предположениях распределение
случайной величины 𝑍 имеет вид:

𝑍 ∼ 𝐹 (𝑥, 𝑘 · ̃︀𝑘,̂︀a, ̂︀𝜎, ̂︀p), (3.15)

причем для параметров в выражении (3.15) справедливы следующие
представления:

̂︀𝑝(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗 = 𝑝𝑟̃︀𝑝𝑗, ̂︀𝑎(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗 = 𝑎𝑟 + ̃︀𝑎𝑗, ̂︀𝜎2
(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗

= 𝜎2𝑟 + ̃︀𝜎2𝑗 (3.16)

сразу для всех индексов 𝑟 = 1, 𝑘 и 𝑗 = 1,̃︀𝑘. Также возможно прове-
рить данные соотношения с использованием аппарата характеристиче-
ских функций, как продемонстрировано в книге [88].

В приведенных выше формулах параметр 𝑘 считается известным, од-
нако дополнительные предположения в выражении (3.14) не требуются.
Действительно, количество компонент в смеси (3.15) (скажем, 𝑚 = 𝑘 ·̃︀𝑘)
может считаться неизвестным – и подлежать автоматическому опреде-
лению, как это и принято в методе скользящего разделения смесей. До-
статочно потребовать, чтобы ̃︀𝑘 было делителем числа 𝑚. Тогда параметр
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𝑘 также может быть определен в автоматическом режиме. Кроме того,
необходимые «дополнительные» компоненты могут быть получены ис-
кусственным добавлением слагаемых с нулевыми весами.Тогда указан-
ное предположение о делимости может и не выполняться.

Относительно параметров 𝑝𝑟, 𝑎𝑟 и 𝜎2𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑘, система (3.16) явля-
ется переопределенной, так как количество уравнений превышает число
переменных (𝑗 = 1,̃︀𝑘):
𝑝𝑟,𝑗 = ̂︀𝑝(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗 · ̃︀𝑝−1𝑗 , 𝑎𝑟,𝑗 = ̂︀𝑎(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗 − ̃︀𝑎𝑗, 𝜎2𝑟,𝑗 = ̂︀𝜎2(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗

− ̃︀𝜎2𝑗 . (3.17)

Классическим подходом для поиска приближенного решения пере-
определенной системы линейных алгебраических уравнений является ис-
пользование метода наименьших квадратов (МНК).

Теорема 3.3. Оценки параметров неизвестного распределения случай-
ной величины 𝑋 (3.14) на основе МНК могут быть записаны в следую-
щем виде:

𝑝𝑟 = ̃︀𝑘−1 ̃︀𝑘∑︁
𝑗=1

̂︀𝑝(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗 · ̃︀𝑝−1𝑗 , 𝑎𝑟 = ̃︀𝑘−1 ̃︀𝑘∑︁
𝑗=1

(︁̂︀𝑎(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗 − ̃︀𝑎𝑗)︁ , (3.18)

𝜎2𝑟 =
̃︀𝑘−1 ̃︀𝑘∑︁

𝑗=1

(︁̂︀𝜎2
(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗

− ̃︀𝜎2𝑗)︁ . (3.19)

Доказательство. Для системы вида 𝒜x = b, где 𝒜 ∈ R𝑚×𝑛, x ∈ R𝑛

и b ∈ R𝑚, решение на основе МНК может быть записано как

x = (𝒜𝑇𝒜)−1𝒜𝑇b. (3.20)

Будем рассматривать как отдельную систему выражения для каждо-
го из параметров в (3.17), положив в формуле (3.20) 𝑚 = ̃︀𝑘, 𝑛 = 1. Тогда
матрица 𝒜 = 1̃︀𝑘×1 (единичный вектор соответствующего размера) и

(𝒜𝑇𝒜)−1𝒜𝑇 = ̃︀𝑘−111×̃︀𝑘.
Подставляя конкретный вид векторов b в выражение (3.20), получим

формулы (3.18) и (3.19). �

Замечание 3.3. В распределении (3.13) разумно использовать умерен-
ные значения для параметра ̃︀𝑘 (например, 1–2), так как в реальных дан-
ных результирующее число компонент редко превышает 4–6, а выбор
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больших значений для ̃︀𝑘 может привести к необходимости аппроксима-
ции смесями с заметным количеством компонент (в силу мультиплика-
тивности в распределении (3.15)). Это снижает точность и повышает
нагрузку на вычислительные ресурсы.

Замечание 3.4. В методе скользящего разделения смесей выражения
вида (3.18) и (3.19) принято записывать (и оценивать) в зависимости от
времени. При этом оценку шума необходимо делать сразу по всему ряду,
не используя скользящее окно. Данное предложение является достаточно
естественным, но также и сокращает время работы численных методов.
Таким образом, формулы (3.18) и (3.19) можно представить в следующем
виде (𝑟 = 1, 𝑘):

𝑝𝑟(𝑡) = ̃︀𝑘−1 ̃︀𝑘∑︁
𝑗=1

̂︀𝑝(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗(𝑡) · ̃︀𝑝−1𝑗 , 𝑎𝑟(𝑡) = ̃︀𝑘−1 ̃︀𝑘∑︁
𝑗=1

(︁̂︀𝑎(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗(𝑡)− ̃︀𝑎𝑗)︁ ,
𝜎2𝑟(𝑡) =

̃︀𝑘−1 ̃︀𝑘∑︁
𝑗=1

(︁̂︀𝜎2
(𝑟−1)̃︀𝑘+𝑗

(𝑡)− ̃︀𝜎2𝑗)︁ .
В данном случае параметр 𝑡 может быть ассоциирован как с астроно-
мическим временем, так и с положением (номером) скользящего окна в
СРС-методе. Оба этих варианта являются равнозначными.

Замечание 3.5. Для корректной аппроксимации (3.13) требуется вы-
борка достаточного объема, не зависящая от полезного сигнала. Указан-
ное обстоятельство должно приниматься во внимание при проведении
экспериментов и сборе данных.

Получим матричные аналоги формул (3.18) и (3.19). Введем следую-
щие обозначения (𝑟 = 1, 𝑘):̃︀𝐴 = ̃︀a 1̃︀𝑘×1, ̃︀Σ = ̃︀𝜎 1̃︀𝑘×1, ℰ =

𝑘⨁︁
𝑟=1

1̃︀𝑘×1, (3.21)

̃︀a = (𝑎1, . . . , 𝑎̃︀𝑘), ̃︀𝜎 = (𝜎21, . . . , 𝜎
2̃︀𝑘), ̂︀p𝑟 = (̂︀𝑝(𝑟−1)̃︀𝑘+1, . . . , ̂︀𝑝𝑟̃︀𝑘), (3.22)̂︀a𝑟 = (𝑎(𝑟−1)̃︀𝑘+1, . . . , 𝑎𝑟̃︀𝑘), ̂︀𝜎𝑟 = (𝜎2

(𝑟−1)̃︀𝑘+1
, . . . , 𝜎2

𝑟̃︀𝑘), (3.23)̃︀p−1𝑟 = (̃︀𝑝−11 , . . . , ̃︀𝑝−1̃︀𝑘 ). (3.24)

Здесь
⨁︀

обозначает прямую сумму соответствующих матриц [138],
таким образом, ℰ в формуле (3.21) имеет блочно-диагональную структу-
ру (элементы – векторы из единиц размера ̃︀𝑘).
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Теорема 3.4. В обозначениях (3.21)–(3.24) оценки параметров неиз-
вестного распределения случайной величины 𝑋 (3.14) на основе МНК
могут быть записаны в следующем виде:

p = ̃︀𝑘−1 [︀(︀̃︀p−11 ̃︀p−12 · · · ̃︀p−1𝑘

)︀
∘ ̂︀p]︀ ℰ , a = ̃︀𝑘−1 (︁̂︀a ℰ − ̃︀𝐴11×𝑘

)︁
, (3.25)

Σ = ̃︀𝑘−1 (︁̂︀𝜎 ℰ − ̃︀Σ11×𝑘

)︁
, (3.26)

где p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘), a = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘), Σ = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑘), ̂︀p = (̂︀p1 · · · ̂︀p𝑘),̂︀a = (̂︀a1 · · · ̂︀a𝑘), ̂︀𝜎 = (̂︀𝜎1 · · · ̂︀𝜎𝑘), а символ ∘ обозначает произведение
Адамара [190,264,396].

Справедливость данного утверждения следует непосредственно из за-
писи формул (3.18) и (3.19) в матричной форме, в которых операция сум-
мирования заменяется умножением вектора-строки на соответствующий
по размеру единичный вектор-столбец.

Выражения (3.25), (3.26) могут быть переписаны с привязкой к но-
меру окна/времени (аналогично замечанию 3.4), однако для упрощения
представления в теореме 3.4 формулы приводятся для каждого окна
СРС-метода. В общем виде всем векторам можно добавить еще один
индекс 𝑡, а для соответствующих компонентов указать зависимость от
времени. Сами выражения от этого принципиально не изменятся.

3.2.3 Алгоритм адаптивного определения парамет-
ров распределения полезного сигнала

Итак, процедура определения параметров распределения полезного
сигнала с учетом предварительных оценок для шума может быть пред-
ставлена в виде последовательности следующих шагов:
1. Определение части выборки, содержащей только шум.
2. Определение параметров распределения шума (3.13) ̃︀𝑝𝑗, ̃︀𝑎𝑗, ̃︀𝜎𝑗, 𝑗 =

1,̃︀𝑘, с помощью EM-алгоритма по части выборки, свободной от полезного
сигнала.
3. Определение части выборки, содержащей как сигнал, так и шум.
4. Определение параметров распределения сигнала с шумом (3.15) ̂︀𝑝𝑗,̂︀𝑎𝑗, ̂︀𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘 · ̃︀𝑘, с помощью EM-алгоритма в режиме скользящего окна
(для каждого фиксированного положения).
5. Определение параметров распределения «чистого» сигнала (3.14) 𝑝𝑗,
𝑎𝑗, 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘, с помощью EM-алгоритма в режиме скользящего окна
на основе теорем 3.3 или 3.4 (для каждого фиксированного положения).
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Данная процедура должна продолжаться до момента исчерпания вы-
борки. Описанный алгоритм (см. также рисунок 3.1) может быть реали-
зован на любом удобном пользователю языке программирования.

Рис. 3.1. Алгоритм адаптивного определения параметров распределения
сигнала с помощью СРС-метода

Здесь Data обозначает исходные данные; Noise – часть ряда, содер-
жащую только шум; переменная step используется для подсчета шагов в
СРС-методе. В блоках скрыты реализации процедур определения оценок
максимального правдоподобия с помощью алгоритмов EM-типа.

В следующих разделах будет продемонстрирована эффективность
предложенной процедуры определения параметров полезного сигнала
при условии наличия шума для различных соотношений между их пара-
метрами на примере 24 модельных выборок, охватывающих большинство
возможных реальных сценариев. Также обсуждаются вопросы приклад-
ного подхода к обнаружению момента появления полезного сигнала в
наблюдениях.
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3.2.4 Генерация тестовых выборок

При генерации тестовых выборок необходимо учитывать, что распре-
деление шума (3.13) удобнее описывать небольшим числом компонент в
смеси (то есть ̃︀𝑘 равняется 1–2), так как в реальных данных результирую-
щее число компонент редко превышает 4–6, а данный параметр непосред-
ственно влияет на число компонент в распределении (3.15). Выбор боль-
ших значений ̃︀𝑘 может вести к заметному снижению вычислительной
точности, а также значимому увеличению необходимого для расчетов
времени. Процедура генерации выборок представлена в алгоритме 3.1.

Алгоритм 3.1. Генерация тестовых выборок
1: function Simulation(𝐿𝑋 , 𝐿𝑌 )
2: // 𝑌𝑃𝑈𝑅𝐸 – выборка для оценки параметров шума;
3: max_sigma = 0.0;
4: for (i = 0, i < 𝐿𝑋 , i++) do
5: far_enough ← false;
6: while not (far_enough) do
7: [mean, sigma] ← RandUniform( );
8: max𝜎 ← max(𝜎, max𝜎);
9: far_enough ← true; j ← 1;

10: for (j < i) do
11: if (abs(mean - Y𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠(j)) < max(Y 𝜎(j),max𝜎)) then
12: far_enough ← false;
13: j++;
14: // Функция генерации выборок с заданными параметрами
15: [𝑋, 𝑌 , 𝑌𝑃𝑈𝑅𝐸]←MixtureSimulation(X𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠, Y𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠, 𝐿𝑋 , 𝐿𝑌 );
16: 𝑍 ← 𝑋 + 𝑌 ;
17: return [𝑋, 𝑌 , 𝑌𝑃𝑈𝑅𝐸, 𝑍];

Число компонент для сигнала при симуляции выбиралось как 𝑘 =

1, 4, для шума – ̃︀𝑘 = {1, 2}. Веса для всех случаев задавались случайным
вектор с компонентами из диапазона [0.1, 0.9] и дальнейшей нормиров-
кой для выполнения условий из формул (3.14) и (3.13). Дисперсии для
шума выбирались случайно из отрезка [0.3, 1.5], для сигнала – из отрезка
[0.1, 3.0].

Параметры математического ожидания для шума генерировались
следующим образом. Сначала выбиралось случайное число из отрезка
[−5, 5]. Если из уже сгенерированных к данному моменту компонент
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шума не находилось такой компоненты, расстояние до среднего которой
было бы меньше, чем максимальное из уже сгенерированных отклоне-
ний, то это число назначалось средним и цикл продолжался. Если оно
не удовлетворяло этому условию, то операция повторялась, до тех пор,
пока подходящее (достаточно удаленное от других компонент) значение
не будет найдено.

Симуляция параметров для сигнала проводилась аналогичным обра-
зом, но при этом в зависимости от параметра положение шума отно-
сительно сигнала менялся отрезок, из которого выбирается случайное
число для генерации среднего каждой компоненты. При близком положе-
нии шума относительно сигнала использовались значения из диапазона
[−10, 10], для промежуточной ситуации – из отрезка [5, 30], для далеко
расположенных – из [15, 100].

Таблица 3.1. Параметры распределений сигнала для модельных выборок
No. k Параметры сигнала X
1 1 [1,0]; [6,76]; [1,28]

2 1 [1,0]; [12,51]; [0,15]

3 1 [1,0]; [89,2]; [2,91]

4 1 [1,0]; [5,08]; [1,47]

5 1 [1,0]; [15,83]; [0,19]

6 1 [1,0]; [44,87]; [1,24]

7 2 [0,29; 0,71]; [9,07; 5,81]; [2,4; 0,72]

8 2 [0,35; 0,65]; [19,93; 5,75]; [0,93; 2,19]

9 2 [0,5; 0,5]; [63,65; 91,93]; [2,7; 1,11]

10 2 [0,56; 0,44]; [7,39;−9,58]; [1,95; 0,43]
11 2 [0,26; 0,74]; [25,94; 29,77]; [0,14; 1,21]

12 2 [0,43; 0,57]; [54,86; 77,32]; [1,96; 2,3]

13 3 [0,11; 0,42; 0,47]; [7,71; 0,76;−4,51]; [1,17; 2,43; 1,67]
14 3 [0,39; 0,5; 0,11]; [23,65; 16,1; 10,15]; [2,91; 1,09; 1,38]

15 3 [0,35; 0,36; 0,3]; [72,89; 63,51; 48,83]; [2,75; 2,13; 1,59]

16 3 [0,31; 0,25; 0,44]; [−5,74; 7,63;−0,01]; [0,29; 2,26; 1,03]
17 3 [0,29; 0,52; 0,19]; [7,38; 16,09; 24,01]; [0,94; 2,92; 2,44]

18 3 [0,13; 0,45; 0,43]; [42,42; 68,55; 73,92]; [0,17; 0,29; 0,67]

19 4 [0,25; 0,06; 0,34; 0,35]; [−4,71; 6,38; 0,77; 3,17]; [2,38; 1,77; 1,27; 1,95]
20 4 [0,37; 0,36; 0,14; 0,12]; [6,9; 24,97; 18,74; 28,15]; [2,58; 2,47; 2,59; 0,22]

21 4 [0,28; 0,05; 0,42; 0,24]; [69,55; 85,85; 91,88; 59,18]; [2,11; 1,8; 2,42; 0,97]

22 4 [0,29; 0,19; 0,35; 0,17]; [0,42;−4,15;−9,09; 6,41]; [2,58; 1,69; 0,3; 0,57]
23 4 [0,29; 0,19; 0,28; 0,24]; [17,6; 7,84; 12,11; 26,12]; [0,88; 0,28; 1,71; 1,87]

24 4 [0,29; 0,2; 0,27; 0,23]; [38,63; 48,02; 73,88; 62,73]; [0,43; 0,2; 0,3; 0,85]

В таблицах 3.1 и 3.2 приведены параметры смешанных распреде-
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лений, использованные для симуляции тестовых выборок: для аналога
«экспериментальных» значений выбран объем наблюдений 𝐿𝑍 = 1500,
а для оценки шума – размер 𝐿𝑌 = 10000. Параметры распределений
генерируются случайным образом, при этом задействована процедура,
которая позволяет моделировать как близкие параметры для сигнала и
шума (выборка 4), так и существенно отличающиеся (выборка 11).

Таблица 3.2. Параметры распределений шума для модельных выборок

No. ̃︀k Параметры шума Y

1 1 [1,0]; [1,59]; [0,5]

2 1 [1,0]; [−4,68]; [0,84]
3 1 [1,0]; [2,62]; [1,08]

4 2 [0,41; 0,59]; [−1,95; 4,26]; [1,26; 1,28]
5 2 [0,21; 0,79]; [−3,09;−0,9]; [0,33; 1,41]
6 2 [0,51; 0,49]; [−4,45;−1,49]; [1,1; 1,34]
7 1 [1,0]; [−1,65]; [1,17]
8 1 [1,0]; [−4,98]; [1,18]
9 1 [1,0]; [0,49]; [0,86]

10 2 [0,65; 0,35]; [−3,59; 2,53]; [1,46; 0,89]
11 2 [0,73; 0,27]; [2,5; 4,35]; [0,95; 0,87]

12 2 [0,56; 0,44]; [−1,31; 0,29]; [0,39; 1,31]
13 1 [1,0]; [−4,46]; [0,97]
14 1 [1,0]; [4,41]; [0,69]

15 1 [1,0]; [−1,31]; [0,99]
16 2 [0,33; 0,67]; [−2,42;−4,25]; [0,4; 0,67]
17 2 [0,58; 0,42]; [−2,76; 0,21]; [0,43; 1,16]
18 2 [0,57; 0,43]; [−0,45;−3,75]; [1,42; 1,18]
19 1 [1,0]; [−2,74]; [0,87]
20 1 [1,0]; [−3,11]; [0,68]
21 1 [1,0]; [3,13]; [0,42]

22 2 [0,31; 0,69]; [2,99;−0,85]; [1,04; 0,79]
23 2 [0,39; 0,61]; [−3,96;−2,17]; [1,1; 0,79]
24 2 [0,45; 0,55]; [0,48;−4,98]; [0,56; 0,36]

Результаты симуляции (распределения тестовых выборок) представ-
лены на рисунках 3.2 и 3.3. Очевидно, что в данном случае охватывается
широкий спектр возможных соотношений между параметрами сигнала и
шума как с точки зрения соотношения между математическими ожида-
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ниями, так и для дисперсий. Также рассмотрены различные комбинации
для компонент распределения случайных величин 𝑋 и 𝑌 .

1) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8) 9)

10) 11) 12)

Рис. 3.2. Тестовые данные для сигнала и шума (выборки 1− 12)

3.2.5 Обнаружение момента разладки

Момент точного начала регистрации полезного сигнала на практи-
ке заранее обычно неизвестен (например, в силу наличия задержки в
отклике системы или регистрирующего оборудования). Поэтому возни-
кает необходимость решения классической задачи о разладке [348, 352],
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13) 14) 15)

16) 17) 18)

19) 20) 21)

22) 23) 24)

Рис. 3.3. Тестовые данные для сигнала и шума (выборки 13− 24)

то есть об определении момента существенного изменения распределе-
ния данных в выборке. Для ее практического решения был использо-
ван метод скользящего тестирования однородности на основе критериев
Колмогорова-Смирнова и Колмогорова.

Итак, первый метод заключался в выборе двух подряд идущих непе-
ресекающихся окон (выборок) ширины от 75 до 100 (в зависимости от
настроек) каждое. Для проверки однородности использовался критерий
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Колмогорова-Смирнова. Второй метод основан на использовании окон
большего размера (250 − 500) и критерия однородности Колмогорова.
При этом во втором случае использовалась независимая выборка для
предоценивания параметров шума для сравнения в рамках критерия с
эмпирической функцией распределения текущего окна. Скользящее окно
позволяет считать попадающую в нее выборку однородной, что необхо-
димо для применения указанных статистических процедур. Кроме того,
применялся двунаправленный проход по выборке: в прямом и обратном
направлениях. В качестве момента разладки выбиралось среднее значе-
ния решений для каждого из проходов. Это в конечном итоге позволило
уменьшить ошибку детектирования (задержку) по сравнению с исполь-
зованием однопроходного метода.

По итогам предварительного тестирования обоих методов было уста-
новлено, что подход на основе критерия однородности Колмогорова-
Смирнова предпочтительнее в силу его более высокой точности, а также
меньшей средней ошибке детектирования при однонаправленном (преж-
де всего, прямом) проходе по сравнению с алгоритмом на основе крите-
рия Колмогорова.

На практике содержательная часть сигнала может быть существенно
неоднородной, поэтому корректность применения двунаправленого мето-
да может нарушаться. Таким образом, качество одностороннего решения
является ключевым. Также необходимо отметить, что с вычислительная
эффективность данного метода примерно на два порядка выше анало-
гичной процедуры на основе критерия Колмогорова. Данная процедура
представлена в алгоритме 3.2. На рисунке 3.4 продемонстрировано при-
менение данного алгоритма к каждой из тестовых выборок.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
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Номер тестовой выборки
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Ошибки обнаружения разладки

Ошибка

Рис. 3.4. Величина ошибки обнаружения разладки для тестовых выборок
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Алгоритм 3.2. Детектирование момента разладки с использованием
критерия однородности Колмогорова-Смирнова

1: function ChangePoint(Data, direct, window=100, step=5, 𝛼 = 10−5)
2: flag ← (direct==’fwd’); // флаг прямого и обратного проходов
3: L←Length(Data) - 2·window+1;
4: i←(1-flag)·L;
5: while (06i6L) do // Скользящая проверка однородности
6: [Sample1, Sample2] ← SubSamples(Data, window, i);
7: if (KSTest(Sample1, Sample2)<𝛼) then
8: P←i;
9: break;

10: else
11: i ← i+(2·flag-1)·step;
12: if ((i=0) or (i=L)) then
13: break;
14: return P;

. . .

15: for all TimeSeries do // Все тестовые выборки из таблиц 3.1 и 3.2
16: Data←TimeSeries(i);
17: Point ← 1

2 ·
(︁
ChangeP(Data, ’fwd’) + ChangeP(Data, ’back’)

)︁
;

Положительное значение показывает, насколько метод запаздывает в
детектировании момента разладки, а отрицательное – насколько «опере-
жает». Наибольшая ошибка была получена для выборки номер 19 – на
13 элементов раньше реальной позиции начала разладки. Стоит выде-
лить выборки с номерами 5, 8, 11, 12, 21 и 22, для которых двухпроход-
ный метод позволил диагностировать момент изменения распределения
полностью корректно.

3.2.6 Реализация метода оценивания неизвестных
параметров

Номера компонент в формулах (3.15) для простоты записи имеют
некоторую специальную блочную структуру. А именно, предполагается,
что первые ̃︀𝑘 компонент распределения случайной величины 𝑍 соответ-
ствуют первой компоненте сигнала, следующие подряд идущие ̃︀𝑘 членов
– второй и так далее. Очевидно, что при реализации вычислительного
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алгоритма данное предположение сложно реализовать, поскольку оно
требует знание структуры распределения. Для преодоления указанной
проблемы при реализации адаптивного метода оценивания была пред-
ложена следующая процедура. Значения в формулах (3.18) и (3.19) вы-
числяются для всех возможных перестановок компонент распределения
случайной величины 𝑍, при этом в качестве «корректного» порядка ис-
пользуется такая, при которой слагаемые в каждой из сумм наиболее
близки между собой (в данном случае используется стандартная метри-
ка ℓ2). Данная процедура представлена в алгоритме 3.3.

Алгоритм 3.3. Определение неизвестных параметров
1: function GetX𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠(𝐿𝑋 , 𝐿𝑌 )
2: EM𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 ← 1.1; // точность оценивания параметров Z
3: while (EM𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 > 1.0) do
4: // Если оценка недостаточно точна, перегенерация выборки
5: [𝑋, 𝑌 , 𝑌𝑃𝑈𝑅𝐸, 𝑍] ← Simulation(𝐿𝑋 , 𝐿𝑌 ) // Алгоритм 3.1
6: // Z𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑟𝑒𝑎𝑙 – реальные параметры зашумленного сигнала
7: EM𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 ← RMSE(Z𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑒𝑠𝑡, Z𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑟𝑒𝑎𝑙)

8: // Z𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑒𝑠𝑡 – оценки параметров зашумленного сигнала
9: Z𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑒𝑠𝑡 ← ApplyGMM(Z);

10: // Y𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑒𝑠𝑡 – оценки параметров шума
11: Y𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠_𝑒𝑠𝑡 ← ApplyGMM(𝑌𝑃𝑈𝑅𝐸);
12: // Перебор всех сочетаний компонент в (3.15)
13: for all Z_Permutations do
14: 𝛿 ← 0; r ←1;
15: for (r 6 𝐿𝑋) do
16: j←1;
17: for (j 6 𝐿𝑌 ) do
18: // Оценивание параметров по формулам (3.18) и (3.19)
19: Params←ParamsEstimation(Z,Y);

// На основе суммы квадратов разностей подряд идущих пар
// элементов векторов средних, дисперсий и весов

20: 𝛿 += Distance(Params);
21: j++;
22: r++;
23: return Params;

Необходимо отметить, что использование величины EM𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 подхо-
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дит только для случая модельных данных, когда известно распределение
случайной величины 𝑍. Для реальных рядов соответствующая процеду-
ра в алгоритме 3.3 должна быть исключена.

Оценки неизвестных параметров распределения (3.15), также как
и предоценки параметров распределения шума (3.13), в алгоритме 3.3
определяются с помощью некоторой модификации EM-алгоритма.

3.2.7 Статистический эксперимент

Процедура, описанная в алгоритме 3.3, реализована на язы-
ке программирования Python 3.7.3 c использованием библиотек
scikit-learn, NumPy и pandas. Использована реализация ЕМ-алгоритма
из scikit-learn со следующими настройками: 15 запусков для каждой
выборки c максимальным количеством итераций, равным 1500, и точно-
стью 10−8.

Таблица 3.3. Оцененные параметры сигнала и ошибки аппроксимации
математических ожиданий (𝐸𝑟𝑟𝐸𝑥𝑝), дисперсий (𝐸𝑟𝑟𝑉 𝑎𝑟) и весов (𝐸𝑟𝑟𝑊 )

Оцененные параметры сигнала X ErrExp ErrVar ErrW
[1,0]; [6,79]; [1,31] 0,034 0,026 0

[1,0]; [12,53]; [0,0] 0,013 0,149 0

[1,0]; [89,12]; [2,95] 0,081 0,042 0

[1,0]; [5,04]; [1,52] 0,042 0,054 0

[1,0]; [15,83]; [0,23] 0,005 0,040 0

[1,0]; [45,15]; [1,19] 0,279 0,046 0

[0,3; 0,7]; [9,06; 5,89]; [2,31; 0,76] 0,053 0,071 0,008

[0,37; 0,63]; [19,9; 5,7]; [0,76; 2,14] 0,037 0,128 0,020

[0,5; 0,5]; [91,91; 63,55]; [1,07; 2,67] 0,071 0,040 0,003

[0,44; 0,56]; [−9,6; 7,51]; [0,43; 1,95] 0,089 0,004 0,007

[0,78; 0,22]; [29,74; 26,07]; [1,16; 0,24] 0,094 0,078 0,036

[0,4; 0,6]; [55,36; 77,33]; [1,86; 2,34] 0,357 0,078 0,027

[0,35; 0,53; 0,12]; [1,16;−4,25; 7,72]; [2,23; 1,86; 1,26] 0,279 0,171 0,052

[0,51; 0,39; 0,11]; [16,13; 23,59; 10,0]; [1,07; 2,85; 1,3] 0,098 0,062 0,005

[0,38; 0,27; 0,35]; [63,52; 48,78; 72,7]; [2,08; 1,59; 2,82] 0,114 0,049 0,018

[0,24; 0,45; 0,31]; [8,03; 0,05;−5,71]; [1,86; 1,22; 0,23] 0,236 0,261 0,005

[0,37; 0,26; 0,36]; [7,39; 23,21; 16,3]; [1,24; 2,55; 1,1] 0,477 1,067 0,110

[0,41; 0,13; 0,47]; [74,08; 42,86; 68,63]; [0,0; 0,27; 0,0] 0,274 0,426 0,017

[0,07; 0,23; 0,65; 0,04]; [0,86;−4,6; 2,24; 7,27]; [0,0; 2,38; 2,23; 0,84] 0,647 0,802 0,206

[0,36; 0,38; 0,13; 0,13]; [24,66; 6,92; 28,43; 18,68]; [2,58; 2,7; 0,09; 2,44] 0,212 0,128 0,008

[0,3; 0,39; 0,23; 0,07]; [69,53; 91,78; 59,17; 86,09]; [2,12; 2,6; 1,01; 2,03] 0,127 0,147 0,020

[0,47; 0,33; 0,02; 0,17]; [−8,88;−2,34; 0,14; 6,42]; [0,53; 0,58; 0,0; 0,54] 0,925 1,409 0,162

[0,25; 0,28; 0,2; 0,26]; [7,45; 17,15; 12,56; 26,74]; [0,56; 0,49; 0,45; 1,8] 0,487 0,676 0,054

[0,28; 0,28; 0,19; 0,25]; [73,84; 38,61; 48,02; 62,8]; [0,36; 0,42; 0,11; 0,75] 0,042 0,075 0,015

В таблице 3.3 приведены результаты полученных оценок для полезно-
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го сигнала (истинные значения приведены в таблице 3.1, третий столбец),
а также величины ошибок для каждого из параметров (рассчитывается
на основе метрики RMSE).

В виде графиков результаты представлены на рисунке 3.5. В абсолют-
ном большинстве случаев ошибка оценки для каждого из параметров не
превосходит 1 (исходные наблюдения не нормировались). Исключение
составляют дисперсии выборок с номерами 17 и 22. Во всех остальных
случаях ошибка является весьма умеренной.
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𝐸𝑟𝑟𝑊

Рис. 3.5. Величины вычислительных ошибок для математических ожи-
даний (𝐸𝑟𝑟𝐸𝑥𝑝), дисперсий (𝐸𝑟𝑟𝑉 𝑎𝑟) и весов (𝐸𝑟𝑟𝑊 )

При этом тестовые данные не подвергались предварительной норми-
ровке. Полученные результаты означают, что метод может быть коррект-
но использован для анализа реальных данных, какими бы ни были па-
раметры распределений полезного сигнала и шума в нем. При этом, без-
условно, предполагается, что в экспериментах используется достаточно
точное измерительное оборудование для того, чтобы шум был не слиш-
ком «сильным» по сравнению с сигналом.

Необходимо отметить, что корректность оценок сигнала неразрыв-
ным образом связана с качеством работы вычислительной процедуры
получения оценок максимального правдоподобия, то есть со сходимо-
стью EM-алгоритма. Поэтому для минимизации влияния данного ме-
тода на результаты оценки предложенного адаптивного метода исполь-
зовалась дополнительная проверка на близость параметров распределе-
ния модельной случайной величины и соответствующих аппроксимаций
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(также в терминах стандартной метрики ℓ2). На практике можно органи-
зовывать множество однотипных расчетов и сравнивать их результаты,
либо выбирать в качестве итогового усредненное по всем запускам значе-
ние. В рамках экспериментальных исследований было установлено, что
увеличение числа компонент в аппроксимирующем распределении шума
существенно снижает точность итоговых расчетов, при этом метод менее
чувствителен к увеличению числа компонент в распределении содержа-
тельного сигнала.

3.3 Метод определения связности локаль-
ных компонент смесей

В данном разделе предложены процедуры, позволяющие автоматизи-
ровать процесс выделения связанных компонент в методе скользящего
разделения смесей. Развитие подобных методов востребовано для ана-
лиза явлений в физике турбулентной плазмы и океанологии (см. разде-
лы 5.2 и 6.5) с целью определения количества формирующих процессов,
а также оценивания распределений параметров стохастических диффе-
ренциальных уравнений, являющихся моделями соответствующих явле-
ний.

В процессе шагов СРС-метода выделяются компоненты волатильно-
сти, которые эволюционируют при сдвигах скользящего окна. При этом
достаточно сложно судить о том, какая из оценок параметров соответ-
ствует тому или иному значению на предыдущем шаге. Обычно подобная
взаимосвязь определяется визуально и, очевидно, является достаточно
субъективной. Ниже предложен подход к автоматизации решения дан-
ной задачи на основе комбинации жадного алгоритма и методов класте-
ризации 𝑘- или 𝑐-средних [189, 196, 326, 392]. При этом на первом этапе
определяется число кластеров для методов машинного обучения, кото-
рые используются непосредственно для выявления связанных компонент
волатильности.

Обозначим через 𝐼(𝑛) набор индексов (номеров) компонент для ша-
га с номером 𝑛 СРС-метода, то есть 𝐼(𝑛) = {1, 2, . . . , 𝑘(𝑛)}, а через
𝐽 (𝑛+1) = {1, 2, . . . , 𝑘(𝑛+1)} аналогичный набор для шага (𝑛 + 1). Через
𝐼0 и 𝐽0 обозначим множество индексов из первого и второго наборов со-
ответственно, для которых удалось найти ближайшую компоненту. Пер-
воначально полагаем, что 𝐼0 = ∅ и 𝐽0 = ∅. Для каждого фиксированного
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𝐽 ∈ 𝐽 (𝑛+1) ∖ 𝐽0 находим наиболее близкий номер 𝐼 в смысле решения
следующей оптимизационной задачи:

𝐼 = argmin
𝑖∈𝐼(𝑛)∖𝐼0

(︁⃒⃒⃒
𝑎
(𝑛)
𝑖 − 𝑎

(𝑛+1)
𝐽

⃒⃒⃒𝑝
+
⃒⃒⃒
𝜎
(𝑛)
𝑖 − 𝜎

(𝑛+1)
𝐽

⃒⃒⃒𝑝)︁1/𝑝
. (3.27)

В этом случае минимизируемое в правой части выражение представляет
собой ℓ𝑝-норму (𝑝 = 1, 2, . . .) соответствующего вектора разностей коор-
динат в пространстве точек (𝑎, 𝜎).

Полагая после этого 𝐼0 = 𝐼0 ∪ 𝐼 и 𝐽0 = 𝐽0 ∪ 𝐽 , необходимо повторить
процедуру заново. Возможны следующие случаи:
1.
⃒⃒
𝐼(𝑛)
⃒⃒
=
⃒⃒
𝐽 (𝑛+1)

⃒⃒
, то есть 𝑘(𝑛) = 𝑘(𝑛+1). В этом случае оба набора будут

исчерпаны одновременно;
2.
⃒⃒
𝐼(𝑛)
⃒⃒
<
⃒⃒
𝐽 (𝑛+1)

⃒⃒
, то есть 𝑘(𝑛) < 𝑘(𝑛+1). В этом случае процедура оста-

навливается, когда исчерпан набор 𝐼(𝑛) ∖ 𝐼0. Оставшиеся в 𝐽 (𝑛+1) ∖ 𝐽0
элементы формируют новые компоненты, которые появились только на
(𝑛+ 1)-ом шаге.

Случай
⃒⃒
𝐼(𝑛)
⃒⃒
>
⃒⃒
𝐽 (𝑛+1)

⃒⃒
, то есть 𝑘(𝑛) > 𝑘(𝑛+1), не рассматривается,

поскольку основная цель данной процедуры – определение числа ком-
понент за весь период эволюции процесса, поэтому уменьшаться оно не
может, даже если на каком-то шаге произошло сокращение локального
значения для числа компонент. Отметим, что указанная процедура, оче-
видно, является жадной. При этом, поскольку ее конечная цель состоит в
определении числа кластеров для следующего шага, данная особенность
не представляется критической.

Для точного определения числа компонент необходимо задавать
некоторый допустимый порог близости 𝜀(a,𝜎):(︁⃒⃒⃒

𝑎
(𝑛)
𝐼 − 𝑎

(𝑛+1)
𝐽

⃒⃒⃒𝑝
+
⃒⃒⃒
𝜎
(𝑛)
𝐼 − 𝜎

(𝑛+1)
𝐽

⃒⃒⃒𝑝
+
⃒⃒⃒
𝑝
(𝑛)
𝐼 − 𝑝

(𝑛+1)
𝐽

⃒⃒⃒𝑝)︁1/𝑝
< 𝜀(a,𝜎). (3.28)

Такая проверка нужна для того, чтобы корректно определять ситу-
ацию, при которой компоненты с номерами 𝐼 и 𝐽 на 𝑛-м и (𝑛 + 1)-м
шагах считались одинаковыми, и не было необходимости создавать но-
вую в рамках жадного алгоритма. Реализация метода определения числа
компонент приведена в алгоритме 3.4.

Предполагается, что данный алгоритм применяется для компонент
с положительными весами (нулевые значения соответствуют случаю
уменьшению их числа на каком-либо шаге). Кроме того, для всех до-
пустимых значений 𝑖 ̸= 𝑗 и 𝑛 должны существовать такие 𝛿𝑎 > 0
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Алгоритм 3.4. Динамическое определение числа локальных компонент
1: function NumGreedy(Params, 𝐼(𝑛), 𝐽 (𝑛+1))
2: 𝐼0 ← ∅, 𝐽0 ← ∅, Comps← ∅; // Инициализация
3: repeat // Продолжающиеся или новые компоненты
4: // Оптимизация выражения (3.27) с учетом условия (3.28)
5: [I, J]←FindI(Params, 𝐽 (𝑛+1) ∖ 𝐽0, 𝐼(𝑛) ∖ 𝐼0);
6: if I ̸= ∅ then // Найдена предшествующая 𝐽 компонента
7: 𝐼0 ← 𝐼0 ∪ 𝐼;
8: 𝐽0 ← 𝐽0 ∪ 𝐽 ;
9: else // Добавление новой компоненты

10: 𝐽0 ← 𝐽0 ∪ 𝐽 , Comps ← AddNewComp(Params, J);
11: until (𝐽 (𝑛+1) ∖ 𝐽0 ̸= ∅)
12: return Comps;

и 𝛿𝜎 > 0, что выполнено хотя бы одно из условий
⃒⃒⃒
𝑎
(𝑛)
𝑖 − 𝑎

(𝑛)
𝑗

⃒⃒⃒
> 𝛿𝑎,⃒⃒⃒

𝜎
(𝑛)
𝑖 − 𝜎

(𝑛)
𝑗

⃒⃒⃒
> 𝛿𝜎. Если же они оба нарушены, то необходимо объединять

эти компоненты в одну с соответствующей корректировкой (суммирова-
нием) весов. То есть предполагается, что все компоненты различны, –
это гарантирует корректность применения жадного алгоритма.

Алгоритм 3.4 используется в качестве важной составной части мето-
да формирования матрицы связности. Она представляет собой вспомо-
гательную структуру, в которую на каждом шаге скользящего окна со-
храняется актуальное состояние всех выделенных к текущему моменту
компонент. Сначала ко всему ряду применяется метод EM-типа для опре-
деления числа компонент на каждом шаге (как было отмечено выше, оно
не может убывать). Затем в двухмерном пространстве (a,𝜎) использу-
ется один из методов кластеризации с полученным жадным алгоритмом
числом кластеров. Веса не учитываются, так как вклад компоненты в
смесь может изменяться, при этом параметры – математическое ожида-
ние и дисперсия варьируются не слишком сильно и тогда считается, что
это та же самая компонента. Соответствующая процедура представлена
в алгоритме 3.5.

В разделах 5.2.2 и 6.5.3 будут приведены примеры его применения для
определения числа формирующих процессов в плазме и статистического
оценивания параметров в уравнении Ланжевена.

Очевидно, данная процедура может быть использована и в случае
смесей многомерных распределений. При этом в формулу оптимиза-
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Алгоритм 3.5. Определение компонент связности в СРС-методе
1: function MSMComponents(Data, options)
2: Params ←EMs(Data, options.EM) // СРС-метод
3: // Инициализация числом ненулевых компонент на первом шаге
4: Comps(1)←Params.k(1);
5: for (n = 1:length(Params)-1) do
6: Comps(𝑛+1) ← NumGreedy(Params, 𝐼(𝑛), 𝐽 (𝑛+1));
7: // Метки для каждого набора параметров, кластеризация
8: Labels ← Clust(Params, max(Comps), options.ClustAlg);
9: // Матрица связности для компонент СРС-метода

10: HistMatrConnect← Сonnectivity(Params, Labels);
11: PlotComp(HistMatrConnect); // Визуализация результатов
12: return HistMatrConnect;

ции (3.27) должны быть добавлены все параметры соответствующего
распределения (с соответствующей модификацией условия (3.28)), а за-
тем может быть проведена кластеризация в пространстве переменных
новой размерности.

3.4 Детектирование событий на основе ана-
лиза динамической компоненты

В разделе 3.2 для определения момента разладки был использован
двухпроходный метод проверки однородности, который позволил доста-
точно точно определять точку изменения распределения в данных. В
этом разделе аналогичный подход будет развит в целом для детектирова-
ния событий с использованием построенной в рамках СРС-метода дина-
мической компоненты волатильности.При этом существенным образом
используется отмеченная в разделе 2.1 возможность соотнести данный
объект с локальными трендами процесса.

3.4.1 Методология

Идея данной процедуры заключается в следующем. Сначала с помо-
щью СРС-метода определяются динамическая и диффузионная компо-
ненты волатильности (см. раздел 2.1) для приращений исходного ряда.
При этом в качестве метода получения оценок максимального правдопо-
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добия используется сглаженная модификация EM-алгоритма. Основная
ее особенность – использование на каждом следующем шаге СРС-метода
в качестве начального приближения оценок, полученных на текущем эта-
пе. Это позволяет строить максимально «гладкую» кривую для динами-
ческой и диффузионной компонент, избегая появления дополнительных
оценок. Данный метод позволяет выявить основную компоненту с мак-
симальным весом.

Для определения порогового значения, которое будет использовано
для выявления событий, можно воспользоваться разумным предположе-
нием о том, что в начале и конце наблюдаемой выборки есть области
достаточно большого размера, которые могут использоваться для на-
стройки метода. При этом можно ожидать, что их распределение не бу-
дет унимодальным, а значит, для разностей (приращений) корректно ис-
пользовать аппроксимацию конечными нормальными смесями вида (1.7)
со стандартными ограничениями (1.8). Это позволяет учесть ситуацию,
когда нельзя корректно воспользоваться правилом 𝑤 сигма [113], как в
случае унимодального нормального распределения с параметрами 𝑎 и 𝜎:

P (|𝑋 − 𝑎| < 𝑤𝜎) =

√︂
2

𝜋

𝑤∫︁
0

𝑒−𝑡
2/2 𝑑𝑡,

которое позволило бы задавать достаточный уровень доверия и опреде-
лять нужное значение величины 𝑤. Также границы могут быть выбраны
эмпирически с помощью дополнительной информации об эксперименте
или с помощью статистического подхода, основанного на использовании
критерия 𝜒2.

Тогда возможные точки движения определяются пересечением уста-
новленного порога данными. Очевидно, что в данном подходе, также как
и в случае проверки однородности в разделе 3.2, будет возникать времен-
ная задержка в определении произошедшего события. Проход в прямом
и обратном направлении и сравнение результатов позволяют миними-
зировать возникающую ошибку. А именно, осуществляется группиров-
ка вероятных точек, в которые произошли события, определенные при
проходах в обоих направлениях. Представляется целесообразным клас-
сифицировать группы с помощью метрики, связанной с размером окна.
Например, все возможные точки, которые находятся внутри интерва-
ла, кратного размеру окна, должны быть классифицированы как единая
группа. Тогда временем события признается среднее значение по группе.
Описанная процедура представлена в виде псевдокода в алгоритме 3.6.
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Алгоритм 3.6. Двухэтапный метод детектирования событий в данных
на основе анализа динамической компоненты

1: function MovementsDetection(Data, window)
2: // Data – исходные данные
3: // window – ширина окна для СРС-метода
4: DiffData ←diff(Data); // Переход к приращениям
5: // СРС-метод со сглаженным EM-алгоритмом
6: [DynComp, DiffComp] ← EMs(DiffData, window, ’smoothedEM’);
7: // Поиск событий в прямом и обратном направлениях
8: MovForw ← Forward(DynComp, DiffComp);
9: MovBack ← Backward(DynComp, DiffComp);

10: Movements ← Detect(MovForw, MovBack, window);
11: return Movements;

3.4.2 Пример: детектирование моментов активности
головного мозга с использованием миограммы

В данном разделе рассмотрим пример применения описанной выше
методологии для решения прикладной задачи неинвазивного определе-
ния областей активности в головном мозге с использованием данных
миограммы – запись электрических сигналов, полученных в результа-
те регистрации мышечных сокращений. Подобное направление исследо-
ваний может быть весьма полезным для развития нейрокомпьютерных
интерфейсов [162, 207, 214], а также для клинических исследований (по-
дробнее см., например, введение в статье [236]).

Одним из наиболее популярных экспериментальных методов иссле-
дования активности мозга является так называемый метод вызванных
потенциалов [199, 333]: испытуемый несколько раз совершает движение
пальцем, что приводит к возникновению активности в мозге, которая
регистрируется в эксперименте. При этом ключевой проблемой [79] ста-
новится обнаружение точек на миограмме, которые соответствуют нача-
лу движений, для синхронизации с данными магнитоэнцефалограммы
(МЭГ), используемой для локализации различных областей мозга. Дан-
ный подход позволяет более точно определять датчики, наиболее близко
расположенные с нужными областям активности.

Описанная ситуация является частным случаем так называемой об-
ратной задачи нахождения источника сигнала по характеристикам поля,
генерируемого источником. Одно из самых простых решений – найти
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канал с лучшим откликом путем усреднения частей сигналов МЭГ по
моментам начала движений, а затем использовать его для улучшения
отношения сигнал/шум. Шум в этом случае представляет собой супер-
позицию физического, создаваемого датчиками, усилителями, аналого-
цифровыми преобразованиями, внешними сигналами, сетевыми помеха-
ми и т. п., и физиологического шума, отражающего фоновую активность
мозга. При этом начальные точки не могут быть корректно определе-
ны по сигналам МЭГ из-за высокой доли шума в канале (0, 95 и более).
Поэтому для локализации моментов начала движения используется мио-
грамме. Кроме того, в эксперименте может быть задействовано дополни-
тельное техническое решение (акселерометр, фотоэлемент) для дополни-
тельной корректировки факта постукивания по поверхности доброволь-
цем.

Для решения задачи определения моментов начала движений вос-
пользуемся статистическим методом, описанным в предыдущем разделе
(см. алгоритм 3.6). Динамическая компонента миограммы анализирует-
ся в прямом и обратном направлении, затем с применением критерия
𝜒2 ищутся экстремальные значения, которые и соответствуют моментам
начала движения.

Миограмма используется в качестве исходных данных, при этом для
исключения влияния трендов осуществляется переход к приращениям.
В качестве размеров окна 𝑤𝑖𝑛𝑑𝑜𝑤 (см. алгоритм 3.6) проверялись раз-
личные значения, например, 20, 30, 50 элементов. Ниже продемонстри-
рованы результаты для последнего из них. Выше было отмечено, что
распределение новой выборки – динамической компоненты, – получен-
ной сглаженным EM-алгоритмом может не быть унимодальным. Данный
факт продемонстрирован на рисунке 3.6 для подвыборки, соответствую-
щей периоду времени, когда регистрирующее оборудование уже включе-
но, а испытуемый еще не приступал к выполнению движений.

На рисунках 3.7 и 3.8 и нанесены момента начала движений, получен-
ные методом оконной дисперсии [79] (вертикальные красные пунктирные
линии) и алгоритмом 3.6 на основе скользящего разделения смесей (зеле-
ные треугольники). Ось абсцисс соответствует времени эксперимента в
миллисекундах, ось ординат демонстрирует соответствующие значения
компонент. На верхних графиках на каждом из рисунков изображаются
динамические, а на нижних – диффузионные компоненты. Рисунок 3.7
соответствует прямому проходу (см. функцию Forward алгоритма 3.6),
а рисунок 3.8 – обратному (см. функцию Backward).
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Рис. 3.6. Гистограмма для динамической компоненты волатильности для
этапа до начала эксперимента с аппроксимирующей трехкомпонентной
нормальной смесью

Можно выделить очевидные отличия в графиках для прямого и об-
ратного проходов. А именно, форма и значения диффузионных компо-
нент практически совпадают, за исключением начала и конца графиков,
поскольку соответствующая область используется для настройки сгла-
женного EM-алгоритма при прямом и обратном проходах, соответствен-
но. Аналогичный эффект наблюдается и для динамических компонент,
которые, фактически, являются зеркальным отражением друг друга (в
силу того, что это – математические ожидания). Полученные точки на-
чала движений нанесены на график миограммы (см. рисунок 3.9). Отме-
чены истинные моменты начала движения (вертикальные красные пунк-
тирные линии), а также решения алгоритма 3.6 (зеленые треугольники).

Очевидно, метод достаточно точно выявляет все действительно имев-
шие место события. По сравнению с методом оконной дисперсии, для ко-
торой была доступна дополнительная информация с фотоэлемента, ре-
гистрирующего движения пальца добровольца, метод скользящего раз-
деления выявляет одно лишнее событие (в районе отметки 6200 мс, вто-
рой треугольник слева). Таким образом, точность предложенного ме-
тода достаточно высока и без использования дополнительной информа-
ции. Методы на основе сеточных алгоритмов для оценивания параметров
обобщенных гиперболических или дисперсионно-сдвиговых распределе-
ний [236] для исходных данных позволяют получить близкие результаты,
однако являются более сложными с точки зрения алгоритмической реа-
лизации.
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Рис. 3.7. Скользящее детектирование событий: прямое направление

Рис. 3.8. Скользящее детектирования событий: обратное направление
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Рис. 3.9. Миограмма с известными моментами начала движения и реше-
ниями алгоритма
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3.5 Метод искусственного зашумления для
улучшения результатов СРС-анализа

Во введении упоминались результаты статьи [346], в которой проде-
монстрировано ускорение классического EM-алгоритм на 10–15% с по-
мощью внесение искусственного шума в данные. В этом разделе будет
предложен подход для повышения точности работы метода скользящего
разделения конечных нормальных смесей за счет введения дополнитель-
ной аддитивной «шумовой» компоненты, имеющей нормальное распре-
деление с заданными параметрами, а также некоторые подходы для их
автоматического определения. Отметим, что предполагается независи-
мость исходных данных и зашумляющей компоненты.

3.5.1 Методология

Предположим, что все наблюдения 𝑋𝑗 в выборке имеют распреде-
ление типа конечных нормальных смесей вида (1.7) со стандартными
ограничениями (1.8). Аддитивное зашумление означает замену исходных
данных по следующему правилу:

̃︀𝑋𝑗 = 𝑋𝑗 + 𝜀𝑗, (3.29)

где 𝑗 = 1, 𝑁 , где 𝑁 – объем выборки, 𝜀𝑗 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2) – зашумляющая
случайная величина с нормальным распределением с нулевым среднем
и некоторым среднеквадратичеcким отклонением 𝜎, величина которого
должна выбираться так, чтобы умеренно модифицировать первоначаль-
ную стохастическую структуру данных (например, 1% от выборочного
среднеквадратического отклонения).

В терминах конечных нормальных смесей, подобное зашумление
означает добавление новой компоненты с заданными средним и диспер-
сией и неизвестным весом. Преобразование выборки вида (3.29) не вли-
яет на первое слагаемое в формуле (1.9) для дисперсии, в то время как
второе изменяется следующим образом:

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝜎
2
𝑖 + 𝜎2) =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝜎
2
𝑖 + 𝜎2,

так как с учетом независимости случайных величин 𝑋𝑗 и 𝜀𝑗 можно ис-
пользовать соотношение D(𝑋𝑗 + 𝜀𝑗) = 𝜎2𝑗 + 𝜎2. Подобное преобразова-
ние позволяет достаточно просто удалять дополнительную компоненту
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из результатов СРС-анализа, поскольку требуется модификация только
диффузионной компоненты (см. раздел 2.1), в то время как динамиче-
ская остается без изменений. Для выполнения условия для весов в (1.8)
требуется их перенормировка (см. формулу (3.30) далее).

В то же время, поскольку СРС-метод основан на процедуре итера-
ционных вычислений с помощью EM-алгоритма, то даже нулевое ма-
тематическое ожидание может оцениваться не тривиальными значения-
ми. Поэтому на практике требуется на каждом шаге 𝑡 (положении окна)
определить компоненту, параметры которой в некоторой метрике, напри-
мер в ℓ1, близки к заданным значениям (0, 𝜎) и удалить ее, пересчитав
веса содержательных компонент по формуле:

𝑝
(𝑡)
𝑖 = ̃︀𝑝(𝑡)𝑖 (︀1− ̃︀𝑝(𝑡))︀−1, (3.30)

где ̃︀𝑝(𝑡) и ̃︀𝑝(𝑡)𝑖 – оцененные веса зашумляющей и содержательных компо-
нент на шаге 𝑡, 𝑖 = 1, 𝑘. При этом сумма всех ̃︀𝑝(𝑡)𝑖 (3.30) на каждом шаге,
очевидно, равна 1. Описанная процедура приведена в алгоритме 3.7.

Алгоритм 3.7. Улучшение результатов СРС-метода за счет искусствен-
ного зашумления данных

1: function ImprovedMSM(options)
2: // Исходные данные и параметры шума
3: [Data, Noise]←Input( );
4: // Искусственное зашумление данных на основе формулы (3.29)
5: NData←Noising(Data, Noise);
6: // СРС-оценки для зашумленных данных
7: NParams←EMs(NData, options.MSM, options.EM);
8: // СРС-оценки для исходных данных на основе формулы (3.30)
9: Params←Denoising(NParams);

10: return Params;

Ниже рассмотрен ряд модельных примеров применения алгорит-
ма 3.7 в нескольких предметных областях (метеорология, разработка
программного обеспечения).

3.5.2 Модельный пример: суточные объемы осадков

В данном разделе рассмотрим применение СРС-метода на примере
суточных объемов осадков в Элисте. Особенностью подобных наблюде-
ний является то, что они являются неотрицательными, поэтому прямое
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применение моделей типа конечных нормальных смесей с бесконечным
носителем может быть не вполне корректным.

На рисунке 3.10 приведена часть исследуемого ряда. Красной сплош-
ной линией изображаются исходные наблюдения, пунктирной голубой –
модифицированная в соответствии с процедурой 3.7 и формулой (3.29)
выборка. Отметим, что в данном случае использовано значение 𝜎, равное
0,01 от выборочного среднеквадратического отклонения.

Рис. 3.10. Исходные и зашумленные данные для объемов осадков
Характерные пики в положительной полуплоскости не были поте-

ряны, и в то же время появились отрицательные наблюдения, которые
позволяют корректно использовать модели типа (1.7). На рисунке 3.11
приведены гистограммы для исходных (слева) и зашумленных (справа)
данных.

Рис. 3.11. Гистограммы для исходных и зашумленных данных
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Очевидно, распределение изменилось, однако параметры шума явля-
ются не чрезмерными, и общий характер новой выборки можно считать
близким к исходной.

Рассмотрим визуальное представление результатов формального
СРС-анализа для неотрицательных исходных данных (см. рисунки 3.12
и 3.13).

Рис. 3.12. Динамическая компонента, исходные данные

Рис. 3.13. Диффузионная компонента, исходные данные

По оси абсцисс отложены номера 𝑡, определяющие положение сколь-
зящего окна, а по оси ординат – математические ожидания и среднеквад-
ратические отклонения, соответственно. Цветовая шкала справа показы-
вает веса компонент. Кроме того, веса также задаются размером точек –
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чем ближе к 1, тем больше данная точка, и наоборот. На графиках вы-
деляется одна компонента с весом, близким к единице, отдельные откло-
нения от нее могу быть проинтерпретированы как шумы, возникающие
в результате вычислительных погрешностей EM-алгоритма. Ситуация
представляется тривиальной – и структурные составляющие процесса
выделить невозможно.

Рассмотрим теперь результаты СРС-анализа для модифицированной
выборки (см. рисунки 3.14 и 3.15), при этом шумовая компонента не уда-
лена и веса содержательных компонент не пересчитаны согласно форму-
ле (3.30). Данный шаг соответствует процедуре EMs алгоритма 3.7.

Рис. 3.14. Динамическая компонента модифицированной выборки

Рис. 3.15. Диффузионная компонента модифицированной выборки
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На графиках четко видна искусственно внесенная шумовая компо-
нента (яркая красная кривая). Как было отмечено ранее, ее математи-
ческое ожидание не оценивается тождественным нулем, точно также,
как и ее среднеквадратическое отклонение флуктуирует около заданно-
го значения 𝜎. Очевидно, при удалении данная компонента должна быть
идентифицирована и исключена. На графиках 3.16 и 3.17 представлены
результаты исключения лишней компоненты.

Рис. 3.16. Динамическая компонента исходных данных после удаления
внесенного шума

Рис. 3.17. Диффузионная компонента исходных данных после удаления
внесенного шума

При этом также удаляются компоненты с отрицательными матема-
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тическими ожиданиями, так как они отсутствуют у исходных данных, с
пересчетом соответствующих весов. Данный шаг соответствует процеду-
ре Denoising алгоритма 3.7. Во всех случаях в рамках процедуры EMs
использовались трехкомпонентная смесь, скользящее окно размером 120

наблюдений и значение точности аппроксимации (2.5), равное 10−8.
Алгоритм 3.7 может быть успешно использован и для анализа прира-

щений (разностей) исходного ряда. Это продемонстрировано на рисун-
ках 3.18–3.21.

Рис. 3.18. Динамическая компонента для приращений исходных данных

Рис. 3.19. Динамическая компонента для приращений после модифика-
ции исходных данных
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Рис. 3.20. Диффузионная компонента для приращений исходных данных

Рис. 3.21. Диффузионная компонента для приращений после модифика-
ции исходных данных

Очевидно, что результаты для модифицированной выборки несколь-
ко отличаются от того, что продемонстрировано для исходного ряда.
Необходимо отметить, что в случае анализа первоначальных наблюде-
ний это может быть связано с корректностью использования аппрок-
симаций с бесконечным носителем. В обоих случаях влияние на данный
процесс оказывает выбор параметров зашумляющих случайных величин,
поэтому при практическом применении необходимо уделять значитель-
ное внимание данному вопросу. Некоторые возможные подходы для ре-
шения данной задачи, основанные на результатах, полученных в главе 2,
будут рассмотрены в разделе 3.5.4
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3.5.3 Модельный пример: оценка производительно-
сти программного кода

Также указанный подход может оказаться полезным при анализе раз-
личных характеристик информационных систем, например, данных про-
филировщика, на основе методологии скользящего разделения смесей.
Действительно, процесс разработки современного программного обес-
печения требует внедрения различных интеллектуальных инструментов
проектирования [205] для достижения надлежащего уровня качества ко-
нечного продукта. В частности, необходимо установить, что некоторый
процесс выполняется в заданных временных рамках (эта проблема свя-
зана с проблемой времени выполнения и котролем накладных расхо-
дов [345]), например, с помощью профилировщика (см. рисунок 3.22).

Рис. 3.22. Исходные и модифицированные для СРС-анализа данные про-
филировщика

Возникающие накладные расходы зачастую имеют вероятностный ха-
рактер, поскольку определяются средой окружения программного реше-
ния, ошибками в кэша и т. д. Поэтому на этапе проектирования необ-
ходимо учитывать стохастических факторы, которые могут влиять на
результаты профилирования – широко используемого инструмента ана-
лиза производительности системы. Подход на основе скользящего разде-
ления конечных нормальных смесей позволяет проанализировать эволю-
цию неизвестного распределения вероятности времени выполнения для
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различных компонентов программы, и затем использовать его для воз-
можного управления накладными расходами.

На рисунке 3.22 (верхний график) приведены значения времени вы-
полнения (по данным профилировщика MATLAB) для 10000 независимых
запусков функции построения трехмерных поверхностей surf. Очевид-
но, что в данном случае все наблюдения будут строго положительны,
поэтому для корректности применения аппроксимации в виде конечной
нормальной смеси в данном модельном примере использована методо-
логия зашумления, описанная в разделе 3.5.1. Гистограммы на нижнем
графике на рисунке 3.22 показывают, как при этом изменилось выбороч-
ное распределение наблюдений.

Рис. 3.23. Динамическая компонента после удаления шума

Рис. 3.24. Диффузионная компонента после удаления шума
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Действуя согласно алгоритму 3.7, для зашумленных данных приме-
нен СРС-метод, получены оценки параметров аппроксимирующей четы-
рехкомпонентной смеси, из которой удалены шумовая составляющая.
Полученные графики динамической и диффузионной компонент пред-
ставлены на рисунках 3.23 и 3.24, соответственно.

Приведенные примеры показывают, что предложенный метод на ос-
нове искусственного зашумления (см. алгоритм 3.7) может быть исполь-
зован для анализа широкого класса информационных систем различной
природы.

3.5.4 Подходы к определению параметров шума

Выше продемонстрировано повышение точности работы метода
скользящего разделения конечных нормальных смесей за счет введе-
ния дополнительной компоненты, имеющей нормальное распределение
𝒩 (0, 𝜎2) с математическим ожиданием, равным 0, и стандартным от-
клонением 𝜎. При этом была отмечена сложность выбора параметра 𝜎
для сохранения структуры выборки, близкой к исходной. Для выбора па-
раметров зашумляющего распределения можно воспользоваться теоре-
мой 2.14 из раздела 2.6, положив 𝑘 = 1, 𝑎𝑗 = 0 для всех 𝑗 = 1, 2, . . . и вы-
бирая величину 𝜎 как минимизирующую длину доверительного интерва-
ла (2.64). Для этого необходимо найти производную функции 𝑓(0, 𝜎, 𝛼, 𝑛)
(2.66) и численно решить уравнение

𝑓 ′𝜎(0, 𝜎, 𝛼, 𝑛) ≡
𝑧1−𝛼

2√
𝑛
− 𝑒−2𝜋2𝜎2

(︂
4𝜋𝜎 +

1

2𝜋3𝜎3
+

1

𝜋𝜎

)︂
= 0 (3.31)

относительно неизвестного параметра 𝜎 при выбранных значениях вели-
чин 𝑛 и 𝛼.

Таблица 3.4. Численные решения уравнений (3.31) и (3.32) относительно
параметра 𝜎 для некоторых значений 𝑛 и 𝛼

Размер Уровень 𝛼 = 0,1 Уровень 𝛼 = 0,05 Уровень 𝛼 = 0,01

выборки (𝑛) 𝜎1 𝜎2 𝜎1 𝜎2 𝜎1 𝜎2
100 0,4302 0,435 0,419 0,425 0,4002 0,408

200 0,452 0,455 0,441 0,445 0,424 0,429

1 000 0,499 0,499 0,489 0,489 0,473 0,475

10 000 0,558 0,556 0,549 0,547 0,536 0,534

10 0000 0,611 0,607 0,603 0,599 0,591 0,588
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В качестве альтернативы можно использовать вид доверительного
интервала из статьи [411], полученный с помощью неравенства D[𝑍] 6
2D𝑍 + 1

2 , и искать решение уравнения вида

2𝜎𝑧1−𝛼
2√︁

𝑛(2𝜎2 + 1
2)
− 𝑒−2𝜋2𝜎2

(︂
4𝜋𝜎 +

1

2𝜋3𝜎3
+

1

𝜋𝜎

)︂
= 0. (3.32)

Примеры найденных значений 𝜎 для типичных размеров выборок в
СРС-методе (учитываются как возможная ширина окна, так и общее
число наблюдений в анализируемом ряде) приведены в таблице 3.4. 𝜎1 и
𝜎2 – приближенные решение уравнений (3.31) и (3.32), соответственно. В
качестве метода оптимизации использован Trust-Region Dogleg пакета
MATLAB c настройками по умолчанию.
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Глава 4

Логнормальные смеси как
модели размеров частиц
лунного реголита

Изучение закономерностей, определяющих размеры частиц, образую-
щих лунные и другие планетарные реголиты, имеет очень большое зна-
чение при планировании автоматических и пилотируемых миссий для
изучения космических тел (Луны, астероидов, планет и их спутников).
В условиях малой гравитации и отсутствия плотной атмосферы пыле-
вые структуры приобретают качества, не типичные для земных усло-
вий, представляя собой облака заряженных частиц, обладающих высоки-
ми абразивными свойствами. Они осаждаются на элементах аппаратуры
(например, солнечных батареях) и скафандрах, что быстро выводит их
из строя. Таким образом, решение рассматриваемой задачи может ока-
заться весьма полезным при подготовке новых космических миссий для
повышения уровня безопасности и общей успешности подобных проек-
тов.

В данной главе рассмотрена задача моделирования распределений
размеров пылевых частиц лунного реголита, возникающих в результа-
те различных воздействий, например при бомбардировках поверхности
Луны метеоритами. При таких воздействиях развиваются как взрывные
процессы разлета частиц с их дроблением, так и спекание частиц в эк-
зотермических плазмохимических реакциях синтеза [106]. Как показано
в книге [116], наблюдаемые статистические распределения размеров оса-
жденных частиц имеют тяжелые степенные хвосты.

Изначально в рамках моделей формирования частиц в некоторых по-
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родах рассматривался только процесс дробления. В частности, в рабо-
те [108] для рудных месторождений было отмечено, что размеры частиц
имеют распределение, близкое к логнормальному, а затем А. Н. Колмого-
ровым предложена математическая модель процесса дробления частиц,
аналитически объясняющая данный факт [84]. Данная модель основа-
на на изучении изменения во времени числа частиц, размер которых
не превосходит заданный порог, и справедлива при предположении, что
скорость дробления является постоянной. Однако с уменьшением раз-
мера частицы интенсивность ее соударений с другими частицами может
изменяться. Кроме того, например, для песка в естественной форме в
книге [139] продемонстрировано, что характер распределения его частиц
не является «чистым» логнормальным, и скорее имеет экспоненциально
уменьшающиеся хвосты.

В статьях [365,387] в модель Колмогорова, по сути, вводится рандоми-
зация, отражающая случайности времени, в течение которого наблюда-
ется частица. Если считать, что время «жизни» частицы является экспо-
ненциальной случайной величиной [365], то возникают модели размера
на основе двустороннего Парето-логнормального распределения. Если
же предположить, что соответствующее время описывается обратным
гауссовским распределением [387], то в качестве модели для логариф-
мов размеров возникают NIG-распределения (normal-inverse Gaussian),
являющихся представителями класса обобщенных гиперболических рас-
пределений [143]. Известно, что классические гиперболические распре-
деления являются качественными аппроксимациями эмпирических рас-
пределений реальных геологических данных [267, 325, 416]. Однако во
всех указанных случаях считается, что интенсивность процесса дробле-
ния остается постоянной.

В данной главе существенно используются результаты раздела 1.4,
для учета случайной интенсивности процесса изменения размера в рам-
ках эволюция отдельной частицы. Они служат математическим обосно-
ванием моделей типа конечных логнормальных смесей в разработанных
методах статистической обработки всех образцов лунного реголита, до-
ставленных миссиями «Аполлон-11, 12, 14–17» и «Луна 24». На основе
логнормальных смешанных моделей созданы алгоритмы статистическо-
го анализа с использованием бутстреп-процедуры и минимизации зна-
чений статистики 𝜒2 для аппроксимации эмпирических распределений
размеров ансамблей пылевых частиц, возникающих в лунном реголите.
Для всех 317 проб, представленных в каталоге NASA [252], будет про-
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демонстрировано высокое статистическое согласие модели типа смеси
конечных логнормальных законов, которые получаются в рамках при-
менения указанных методов, и реальных данных, причем измеряемых
как в классической метрической (микрометры, мкм), так и в принятой
в геологии 𝜑-шкалах [194]. Кроме того, обсуждаются вопросы выделе-
ния кластеров в полученных параметрических наборах, характеризую-
щих аппроксимирующие распределения, для возможного соотнесения с
химическим составом проб или иными характеристиками реголита.

4.1 Конечные логнормальные смеси как мо-
дели для аппроксимации распределений
размеров частиц лунного реголита

Пусть частица лунного реголита в некоторый момент 𝑡0, который для
удобства положим равным 0, имеет начальный размер 𝑠0. С течением
времени частица подвергается различным воздействиям из-за нагрева,
столкновений с метеоритами и т. п. Предположим, что после 𝑖-го преоб-
разования размер частицы становится 𝐷𝑖 > 0 по сравнению с тем, кото-
рый был после (𝑖− 1)-го воздействия. Пусть 𝑁(𝑡) число преобразований
частицы за время 𝑡. Тогда размер в момент 𝑡 определяется выражением

𝑍(𝑡) = 𝑠0
𝑁(𝑡)∏︀
𝑖=1

𝐷𝑖. Откуда следует, что

𝑆(𝑡) ≡ log𝑍(𝑡) = log(𝑠0) +

𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

log𝐷𝑖 = 𝜇+

𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖. (4.1)

Воспользуемся предельной схемой, описанной в разделе 1.4. Предпо-
ложим, что вместо последовательности случайных величин 𝑋1, 𝑋2, . . .

рассматривается схема серий {𝑋𝑛,𝑗}𝑗>1 с некоторым формальным па-
раметром 𝑛 ∈ N, с независимыми строками необязательно одинаково
распределенных случайных величин. Вместо единственного считающего
процесса 𝑁(𝑡) рассмотрим последовательность {𝑁𝑛(𝑡)}, поэтому базовая
модель (4.1) преобразуется в 𝑆𝑛(𝑡) = 𝜇𝑛 + 𝑆𝑛,𝑁𝑛(𝑡). Зафиксировав неко-
торый конечный момент времени 𝑡 = 𝑇 > 0 и полагая 𝑁𝑛 = 𝑁𝑛(𝑇 ) для
всех 𝑛 > 1, получим, что 𝑆𝑛(𝑇 ) = 𝑆𝑛 и

𝑆𝑛 = 𝜇𝑛 + 𝑆𝑛,𝑁𝑛
. (4.2)
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Модель (4.2) допускает следующую интерпретацию. Для фиксиро-
ванного 𝑛 последовательность𝑋𝑛,1, . . . , 𝑋𝑛,𝑁𝑛

описывает возможную тра-
екторию процесса изменения размера частиц. Исследуется возможность
асимптотического приближения распределения размера 𝑆𝑛,𝑁𝑛

(1.37) при
большом 𝑁𝑛 (то есть для большого значения момента времени 𝑇 или с
большой интенсивностью трансформации). Введя вспомогательный (бес-
конечно большой) параметр 𝑛, становится возможным рассмотреть схе-
му, в которой допускается, что при модификации 𝑛 распределения 𝑋𝑛,𝑗

также изменяются. То есть вместо рассмотрения одной частицы рассмат-
ривается некоторый их ансамбль с длительной предысторией трансфор-
маций. При этом каждая траектория начинается с собственного началь-
ного значения 𝑠𝑛,0, так что 𝜇𝑛 = log 𝑠𝑛,0.

Пусть как и в разделе 1.4 𝜇𝑛,𝑗 = E𝑋𝑛,𝑗, 𝜎2𝑛,𝑗 = D𝑋𝑛,𝑗, причем
0 < 𝜎2𝑛,𝑗 < ∞, 𝑛, 𝑗 ∈ N. В предшествующих работах рассматривал-
ся процесс чистая фрагментация (дробление), и предполагалось, что
0 6 𝐷𝑗 6 1, то есть 𝜇 = E𝑋1 = E log𝐷𝑖 6 0. Равенство 𝜇 нулю соответ-
ствовало случаю «вырожденной» фрагментации, при которой каждая
частица оставалась неизменной. В рамках рассматриваемой схемы па-
раметры 𝜇𝑛,𝑗 могут быть как положительными, так и отрицательными:
первый случай соответствует дроблению, второй – спеканию.

Предположение 0 < 𝜎2𝑛,𝑗 < ∞ не является слишком ограничитель-
ным. С практической точки зрения это предположение фактически ис-
ключает из диапазона рассмотренных ситуаций только те, которые до-
пускают либо мгновенное обнуление размера частицы, либо, наоборот,
мгновенное увеличение размера маленькой частицы до очень больших
(бесконечно больших) значений. В качестве еще одного аргумента в поль-
зу предположения конечности второго момента случайных величин 𝑋𝑛,𝑗

отметим, что устойчивые законы являются хорошо известными приме-
рами распределений с очень тяжелыми хвостами, убывающими как сте-
пенные функции с малым показателем степени, однако даже их лога-
рифмические моменты конечны.

Из теоремы 1.10 следует, что при весьма общих условиях приближе-
ние к распределению логарифма по размеру частиц следует искать в се-
мействе нормальных сдвиг-масштабных смесей, а аппроксимации разме-
ров самих частиц имеют лог-смешанное распределение указанного типа.
То есть если 𝑍 – размер частицы, то

P(𝑍 < 𝑥) = P(log𝑍 < log 𝑥) ≈ EΦ
(︂
log 𝑥− 𝑉

𝑈

)︂
(4.3)
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для некоторой пары случайных величин (𝑈, 𝑉 ) ∈ 𝒲(𝑍|𝑋) (см. раз-
дел 1.4). Отметим, что распределение, стоящее в правой части (4.3) явля-
ется сдвиг-масштабной смесью логнормальных законов. Из определения
интеграла Лебега следует, что любая непрерывная смесь может быть
приближена конечной, поэтому в качестве модели распределения разме-
ров частиц в 𝜑-шкале (то есть, фактически, логарифмов исходных разме-
ров) будем использовать конечную смесь нормальных законов вида (1.7)
со стандартными ограничениями (1.8), а именно:

P(𝑍 < 𝑥) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖Φ
(︁ log 𝑥− 𝑎𝑖

𝜎𝑖

)︁
. (4.4)

4.2 Аппроксимации с помощью метода ста-
тистической симуляции выборок

В каталогах NASA [252] данные представлены в табличной форме в
виде пар «размер частицы – доля (в процентах) частиц такого размера в
просеиваемых образцах». Доступны сведения только о нескольких (как
правило, не более десяти) точках роста (выбранных, вообще говоря, бес-
системно) эмпирической функции распределения, но не о ее поведении
между ними. В работе [252] описано применение интерполяции Стайне-
мана [393] для их соединения, благодаря которому с использованием мак-
росов пакета Excel возможно построение соответствующих гистограмм.
В данном разделе в аналогичных целях применяются кусочные кубиче-
ские полиномы Эрмита [208], так как они позволили получить наиболее
близкие кривые по сравнению с представленными в каталоге NASA.

Предложенная аппроксимация полиномами Эрмита позволила полу-
чить непрерывную эмпирическую функцию распределения (ECDF), а
значит, стало возможным использовать метод обратных функций для
генерации тестовых выборок. Объем выборки для оценивания парамет-
ров составлял 10 000 наблюдений, кроме того, для проверки соответствия
приближающей смеси и исходной эмпирической функции распределения
генерировалась еще одна независимая выборка объемом 2500 наблюде-
ний (для проверки гипотез с помощью критерию согласия Колмогорова).
Данная процедура в целом близка к такому статистическому подходу,
как бутстреп. Ее описание приведено в алгоритме 4.1.

Полученные тестовые выборки используются для получения оценок
максимального правдоподобия параметров аппроксимирующего смешан-

142



Алгоритм 4.1. Имитационное моделирование выборок для аппрокси-
мации и статистического теста

1: function GenSamples(ECDF, SampleSize, TestSampleSize)
2: // Случайные векторы для метода обратных функций
3: r←Rand(SampleSize); // Для оценивания параметров
4: rTest←Rand(TestSampleSize); // Для критерия Колмогорова
5: // Имитационное моделирование, метод обратных функций
6: for i=1:SampleSize do
7: Sample(i)←fsolve(ECDF, r(i));
8: if (i6TestSampleSize) then
9: TestSample(i)←fsolve(ECDF, rTest(i));

10: return [Sample, TestSample];

ного распределения (4.4) c помощью EM-алгоритма для нормальных за-
конов. Примеры применения данной бутстреп-процедуры к реальным
пробам лунного реголита представлены на рис. 4.1–4.9.

Рис. 4.1. Проба лунного грунта 12042,24 (миссия «Апполон-12»)

На графиках слева представлены исходные данные из таблиц катало-
га NASA (они изображаются квадратами), полученные в процессе просеи-
вания, их интерполяция с помощью полиномов Эрмита (синяя сплошная
линия) и аппроксимирующая смесь (сиреневая линия). Видно, что обе
кривые практически всюду совпадают. Такая ситуация повторяется для
абсолютного большинства анализируемых проб. Отметим, что для числа
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компонент 𝑘 в формуле (4.4) проверялись разные значения. Эмпирически
было установлено, что необходимый баланс между качеством аппрокси-
мации и вычислительной сложностью достигается при значении 𝑘 = 4,
которое и использовано при обработке всех 317 выборок.

Рис. 4.2. Проба лунного грунта 14156,22 (миссия «Апполон-14»)

Рис. 4.3. Проба лунного грунта 14259,52 (миссия «Апполон-14»)

На графиках справа на рис. 4.1–4.9 приведены гистограммы для ими-
тационных выборок и просеянных данных (ECDF Hist), построенных по
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Рис. 4.4. Проба лунного грунта 15003,324 (миссия «Апполон-15»)

Рис. 4.5. Проба лунного грунта 15004,17 (миссия «Апполон-15»)

эмпирической функции распределения, для конкретной пробы, а также
их приближение плотностью смешанного распределения (Mixture PDF).
Необходимо отметить, что точность аппроксимации определялась имен-
но по сравнению с эмпирической функцией распределения, а данные гра-
фики служат лишь для более подробной иллюстрации работы метода.
Очевидно, что как функции распределения, так и гистограммы прибли-
жаются визуально очень хорошо, даже с учетом различных особенно-

145



Рис. 4.6. Проба лунного грунта 24077,9 (миссия «Луна-24»)

Рис. 4.7. Проба лунного грунта 63321,9 (миссия «Апполон-16»)

стей в них. Во всех случаях форма распределений является существен-
но негауссовской, поэтому и востребовано использование более сложных
смешанных вероятностных моделей.

На рис. 4.10 приведены результаты проверки с помощью критерия
однородности Колмогорова и дополнительно симулированных выборок.
Для большей наглядности на графиках обозначены стандартные кри-
тические уровни 0,01 и 0,05. Первый из них превышен 𝑃 -значениями
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Рис. 4.8. Проба лунного грунта 72141,15 (миссия «Апполон-17»)

Рис. 4.9. Проба лунного грунта 75081,36 (миссия «Апполон-17»)

для 84,5% выборок (268 из 317), а второй – для 70,7% наборов (224
из 317). Таким образом, для абсолютного большинства проб с помощью
бутстреп-метода получены достаточно хорошие результаты аппроксима-
ции. Вместе с тем, их существенное улучшение не достигается и при по-
вторном моделировании выборок для отдельных рядов. Поэтому, несмот-
ря на высокое визуальное соответствие гистограмм для смоделирован-
ных выборок и данных из каталога NASA, со статистической точки зре-
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ния расхождения между модельным и эмпирическим распределением в
ряже случаев является значимым – и требуется развитие методов пре-
одоления данной проблемы. Подход к решению будет предложен в сле-
дующем разделе, в котором параметры приближающего распределения
будут определяться как наилучшие возможные с точки зрения исполь-
зуемого статистического критерия 𝜒2.

Рис. 4.10. Ошибки аппроксимации (критерий Колмогорова)

4.3 Аппроксимации с помощью метода ми-
нимизации статистики 𝜒2

В предыдущем разделе был продемонстрирован достаточно высокий
уровень согласия получаемых с помощью бутстреп-процедуры вероят-
ностных распределений и данных просеивания образцов лунного рего-
лита. Однако данный метод не лишен ряда недостатков. Во-первых, обя-
зательно требуется интерполировать точки – исходные данные из катало-
га NASA, что может существенным образом повлиять на конечные резуль-
таты. Во-вторых, на генерацию выборок и их обработку EM-алгоритмом
затрачивается достаточно заметное время, причем оно растет с объемом
выборки. В этом разделе будет предложен альтернативный подход, в
рамках которого сгруппированные исходные данные также приближают-
ся функциями, имеющими вид конечной смеси логнормальных законов,
но без статистической симуляции выборок. Это может повысить точность
аппроксимации, а также уменьшить затрачиваемое на расчеты время.

Итак, в данном методе не предполагается интерполяция отдельных
точек, представленных в каталоге, а предлагается отыскание парамет-
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ров аппроксимирующей функции (4.4) путем минимизации расстояния
между приближающей кривой и известными значениями эмпирической
функции распределения. В предыдущем разделе было отмечено, что наи-
лучшие результаты получены для четырехкомпонентных смесей, однако
в данном методе может использоваться и иное значение параметра 𝑘.

Для аппроксимации будет использована функция F(𝑥,𝜃) типа (4.4),
где 𝜃 = {𝜃𝑖}, 𝜃𝑖 = (𝑎𝑖, 𝜎𝑖, 𝑝𝑖) и для каждого из параметров справедли-
вы ограничения (1.8). Тогда статистика 𝜒2(𝜃) может быть записана в
следующем виде:

𝜒2(𝜃) =
𝑁∑︁
𝑖=1

((𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)− (F(𝑥𝑖+1,𝜃)− F(𝑥𝑖,𝜃)))
2

F(𝑥𝑖+1,𝜃)− F(𝑥𝑖,𝜃)
, (4.5)

где x и y – известные наборы значений для соответствующих разме-
ров частиц и их долей в общем числе из каталога NASA, а 𝑛 – число
ненулевых разностей (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖). Отметим, что в исходных данных есть
повторяющиеся значения 𝑦𝑖, это приходилось учитывать при обработке.
В формуле (4.5) предполагается, что все 𝑦𝑖 различны.

Для отыскания числовых оценок неизвестных параметров 𝜃 с уче-
том ограничений (1.8) для аппроксимирующей модели, использовалось
решение задачи нелинейного программирования алгоритмом на основе
метода внутренней точки [168,169,419]. Качество аппроксимации оцени-
валось путем подстановки значения статистики 𝜒2(𝜃𝑜𝑝𝑡) c оптимальным
набором параметров 𝜃𝑜𝑝𝑡 в функцию распределения 𝜒2 c 𝑁 − 1 степенью
свободы и получением соответствующего 𝑃 -значения. Описание данной
процедуры приведено в алгоритме 4.2.

Алгоритм 4.2. Оценивание параметров аппроксимирующей смеси ме-
тодом минимизации статистики 𝜒2

1: function ChiApprox(x, y)
2: pEmp←Diff(y); // Нулевые значения исключаются
3: N←Length(pEmp);
4: 𝜒2(𝜃)←Stat(pEmp,x, y, N);
5: // Задание ограничений (1.8) для минимизации статистики 𝜒2

6: options←Constraints( );
7: // Поиск минимума функции (4.5), условная оптимизация
8: [ChiParams, ChiPval]←fMinCon(x,𝜒2(𝜃), N, options);
9: return [ChiParams, ChiPval];
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Примеры применения данной процедуры к реальным пробам лунно-
го реголита представлены на рис. 4.11–4.19. На графиках представле-
ны исходные данные из таблиц каталога NASA, их интерполяция с помо-
щью полиномов Эрмита (синяя сплошная линия) и бутстреп-процедуры
(красная линия), также аппроксимирующая смесь, полученная с помо-
щью метода минимизации статистики 𝜒2 (сиреневая линия). Здесь совпа-
дение кривых, полученных двумя методами не является обязательным –
внимание уделяется приближению набора исходных точек. На графиках
приведены кривые для одинакового числа компонент 𝑘 = 4, при этом
для каждого из методов может быть использовано свое значение.

Рис. 4.11. Проба лунного грунта 12042,24 (миссия «Апполон-12»)

Рис. 4.12. Проба лунного грунта 14156,22 (миссия «Апполон-14»)
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Рис. 4.13. Проба лунного грунта 14259,52 (миссия «Апполон-14»)

Рис. 4.14. Проба лунного грунта 15003,324 (миссия «Апполон-15»)

Рис. 4.15. Проба лунного грунта 15004,17 (миссия «Апполон-15»)
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Рис. 4.16. Проба лунного грунта 24077,9 (миссия «Луна-24»)

Рис. 4.17. Проба лунного грунта 63321,9 (миссия «Апполон-16»)

Рис. 4.18. Проба лунного грунта 72141,15 (миссия «Апполон-17»)
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Рис. 4.19. Проба лунного грунта 75081,36 (миссия «Апполон-17»)

На рис. 4.20 приведены результаты проверки с помощью критерия
однородности 𝜒2 для 𝑘 = 4 (см. формулу (4.4)).

Рис. 4.20. Ошибки аппроксимации (критерий 𝜒2)

На графиках нанесены стандартные критические уровни 0,05 и 0,01.
Критический уровень 0,05 для критерия 𝜒2 превышен 𝑃 -значениями
для 92,7% выборок (294 из 317) при аппроксимации трехкомпонент-
ными смесями и для 93,1% выборок (295 из 317) при аппроксимации
четырехкомпонентными смесями. Критический уровень 0,01 превышен
𝑃 -значениями для 94,6% выборок (300 из 317) при аппроксимации трех-
компонентными смесями и для 94% выборок (298 из 317) в случае четы-
рехкомпонентных распределений. Фактически, качество статистической
аппроксимации одинаково как для 𝑘 = 3, так и для 𝑘 = 4. Это позволяет
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использовать меньшее число параметров при решении задачи условной
оптимизации.

Данный метод позволяет преодолеть указанные недостатки бутстреп-
процедуры, при этом качество аппроксимации можно оценить как отлич-
ное. В качестве недостатка этого подхода можно указать поиск решения
с помощью условной оптимизации, которая в зависимости от начального
приближения может приводить к некорректным результатам. Поэтому
требуется аккуратная настройка параметров, а также использование се-
рии запусков для выбора наиболее удачных значений. Вычислительная
сложность предложенной процедуры является умеренной, поэтому по-
вторные расчеты в случае необходимости возможны.

4.4 Кластерный анализ параметров смесей

В данном разделе приводятся результаты кластерного анализа па-
раметров сразу всех аппроксимирующих конечных нормальных смесей.
При этом для разбиения по кластерам используется полный набор па-
раметров (математические ожидания, среднеквадратические отклонения
и веса), а также тривиальное обратное преобразование для перехода от
𝜑-шкалы для размеров к метрической. Соответствующая процедура при-
ведена в алгоритме 4.3.

Алгоритм 4.3. Кластеризация параметров вероятностной аппроксима-
ции распределений размеров частиц лунного реголита

1: function RegolithClustering(Params, NumClust)
2: Params𝜇𝑚 ←Params2MKM(Params); // Параметры в мкм
3: // Кластеризация методом k-medoids
4: [Clust𝜑, Med𝜑]←kMedoids(Params, NumClust); // 𝜑-шкала
5: [Clust𝜇𝑚, Med𝜇𝑚]←kMedoids(Params𝜇𝑚, NumClust);
6: // Нечеткая кластеризация c-means
7: [FClust𝜑, Centers𝜑]←FcM(Params, NumClust);
8: [FClus𝜇𝑚, Centers𝜇𝑚]←FcM(Params𝜇𝑚, NumClust);
9: Clusters←[Clust𝜑, Med𝜑, Clust𝜇𝑚, Med𝜇𝑚, FClust𝜑, Centers𝜑,

FClust𝜇𝑚, Centers𝜇𝑚];
10: return Clusters;

На рис. 4.21–4.24 (верхние графики) проиллюстрирована взаимоза-
висимость математического ожидания и среднего квадратического от-
клонения для 𝜑-шкалы и стандартных единиц измерения для обоих рас-
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смотренных выше методов. Размер и интенсивность цвета точек соответ-
ствуют их весам (см. формулу (4.4) и цветовую шкалу справа).

Рис. 4.21. Кластеризация параметров аппроксимирующих смесей (бут-
стреп, 𝜑-шкала)

Рис. 4.22. Кластеризация параметров аппроксимирующих смесей (бут-
стреп, мкм)

Таким образом, представлено существенное уточнение базовой ли-
нейной аппроксимации для данной зависимости, предложенной в ста-
тье [112], которая, как видно из рис. 4.21–4.24, оказывается чрезмерным
загрублением для анализируемых наблюдений.
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Рис. 4.23. Кластеризация параметров аппроксимирующих смесей (метод
на основе статистики 𝜒2, 𝜑-шкала)

Рис. 4.24. Кластеризация параметров аппроксимирующих смесей (метод
на основе статистики 𝜒2, мкм)

Два нижних графика на каждом из рис. 4.21–4.24 демонстриру-
ют разбиение параметрического пространства на 6 групп методами 𝑘-
медоид и нечеткой кластеризации c-средних (в этом случае в качестве
окончательного решения выбирается кластер, для которого достигает-
ся максимальное значение величины вероятности членства для данного
элемента среди всех возможных) для бутстреп-процедуры и метода на
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основе статистики 𝜒2. Очевидно, что решения обоих методов в каждом
из случаев оказываются достаточно близкими.

Полученные кластеры (при этом для отнесения параметров к тому
или иному кластеру используется сразу вся тройка (𝑎𝑖, 𝜎𝑖, 𝑝𝑖)) могут быть
использованы, например, для соотнесения с химическим составом проб
или иными характеристиками реголита. Число кластеров выбрано для
сопоставления с химическим составом смесей порошков, повторяющих
состав лунного реголита, представленных в статье [111] (см. таблицу 4.1,
в которой компоненты отсортированы по массовой доле).

Таблица 4.1. Химические составы смесей порошков реголита [111]

Смесь No. 1 Смесь No. 2
Компонент Массовая доля Компонент Массовая доля

𝑆𝑖𝑂2 49.45% 𝑆𝑖𝑂2 45.91%

𝐶𝑎𝑂 16.92% 𝐴𝑙2𝑂3 23.68%

𝐴𝑙 13.5% 𝐶𝑎𝑂 15.71%

𝑀𝑔𝑂 10.8% 𝐹𝑒𝑂 8.07%

𝐹𝑒𝑂 8.7% 𝑀𝑔 6.05%

𝑇𝑖𝑂2 0.63% 𝑇𝑖𝑂2 0.58%

Для кластеров, полученных в каждом из методов как для бутстреп-
алгоритма, так и с помощью минимизации статистики 𝜒2, были опреде-
лены веса (отношение числа попавших в данных кластер параметров к
общему числу точек). Результаты представлены в таблице 4.2.

Таблица 4.2. Соотношение размеров кластеров
Бутстреп-алгоритм Метод на основе статистики 𝜒2

𝜑-шкала мкм 𝜑-шкала мкм
k-meds c-means k-meds c-means k-meds c-means k-meds c-means
25,08% 20,19% 42,43% 42,35% 35,09% 31,94% 51,50% 41,48%

20,35% 19,95% 24,61% 25,71% 33,44% 24,45% 18,53% 28,08%

17,27% 17,90% 13,80% 13,56% 18,61% 19,09% 17,67% 20,90%

15,22% 16,25% 9,70% 9,07% 4,73% 12,22% 6,62% 5,05%

12,54% 14,51% 5,28% 5,28% 4,34% 6,23% 5,52% 4,26%

9,54% 11,20% 4,18% 4,02% 3,79% 6,07% 0,16% 0,24%

Возможно и иное представление графиков 4.21–4.24 для метрической
и 𝜑-шкал, а именно – трехмерное изображение (см. рис. 4.25–4.28). При
этом веса точек откладываются на отдельной шкале, но их размер при
отрисовке по-прежнему определяется данным параметром.
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Рис. 4.25. Трехмерное изображение кластеров параметров (бутстреп, 𝜑-
шкала)

Рис. 4.26. Трехмерное изображение кластеров параметров (метод на ос-
нове статистики 𝜒2, 𝜑-шкала)

Безусловно, нет точного совпадения результатов, полученных при
анализе реальных лунных реголитов, с искусственно подготовленными в
статье [111] порошками – в том числе из-за возможных вычислительных
погрешностей, а также использования различных методов кластериза-
ции. Однако определенное сходство явно прослеживается для достаточ-
но большого числа столбцов, особенно стоит отметить кластеризацию
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Рис. 4.27. Трехмерное изображение кластеров параметров (бутстреп,
мкм)

Рис. 4.28. Трехмерное изображение кластеров параметров (метод на ос-
нове статистики 𝜒2, мкм)

параметров в микрометрах при аппроксимации на основе статистики 𝜒2

(см., например, два самых правых столбца в таблице 4.2). Отметим, что
результаты нечеткой кластеризации обладают несколько лучшей воспро-
изводимостью при разбиении по кластерам по сравнению с медоидами
при повторных перезапусках методов кластеризации, однако принципи-
ально выводы остаются неизменными.

159



4.5 Алгоритм аппроксимации распределе-
ний размеров частиц лунного реголита

Таким образом, статистическая обработка всех проб лунного реголи-
та сводится к последовательному применению бутстреп-процедуры (см.
алгоритм 4.1) и метода на основе минимизации статистики 𝜒2 (см. ал-
горитм 4.2) к каждому образцу из каталога NASA c целью формирова-
ния набора параметров аппроксимирующих конечных смесей, которые в
дальнейшем подвергаются кластеризации (см. алгоритм 4.3). Полностью
описанный метод представлен в алгоритме 4.4.

Алгоритм 4.4. Анализ данных лунного реголита
1: function LunarRegolith(RegolithSamples, Size1, Size2)
2: Init( ); // Загрузка данных и инициализация параметров
3: Parpool( ); // Запуск инструментов параллельной обработки
4: for all RegolithSamples do
5: // PhiSize(𝑖) – размер частиц для 𝑖-й выборки в 𝜑-шкале
6: // Values(𝑖) – доля частиц соответствующего размера
7: ECDF←Fit(PhiSize(i), Values(i)); // Интерполяция ECDF
8: // Имитационное моделирование выборок (алгоритм 4.1)
9: [Sample, TestSample]←GenSamples(ECDF, Size1, Size2);

10: // EM-алгоритм для конечных нормальных смесей
11: Params(i)←NormalApprox(Sample);
12: // Ошибки аппроксимации (статистика Колмогорова)
13: KSError(Params(i), ECDF, TestSample);
14: // Минимизация статистики хи-квадрат (алгоритм 4.2)
15: [ChiParam, ChiPval]=ChiApprox(PhiSize(i), Values(i));
16: // Функция кластеризации параметров (алгоритм 4.3)
17: Clusters←RegolithClustering(Params);
18: Plot(RegolithSamples, Params, Clusters); // Визуализация
19: return ;

Алгоритм 4.4 реализован на языке программирования MATLAB. Для
расчетов использовались ресурсы гибридного высокопроизводитель-
ного вычислительного кластера архитектуры Intel x86_64: сервер
Huawei XH 622 V3 (два процессора Intel Xeon E5-2683V4 с тактовой
частотой 2,1 ГГц (16 ядер), 512 Гб оперативной памяти и 2 видеокар-
ты NVIDIA Tesla K80. Это позволило повысить скорость вычислений в
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среднем с 39,3–53 с для одной пробы, обработанной с помощью стандарт-
ного настольного решения, до 13,9 с, полученных на вычислительном
кластере. Таким образом, было получено почти четырехкратное уско-
рение вычислений, которое особенно важно при реализации бутстреп-
подхода, для которого важную роль играет размер генерируемых выбо-
рок. Метод минимизации статистики 𝜒2 менее требователен к вычисли-
тельным ресурсам.

Полученные результаты могут оказаться весьма перспективными с
точки зрения анализа и прогнозирования поведения плазмохимических
процессов в пылевых структурах, возникающих при воздействии им-
пульсного излучения гиротрона [110,111].Указанные эксперименты ори-
ентированы на моделирование процессов воздействия на частицы лун-
ного реголита для разработки эффективных технологических решений,
которые могут быть использованы, в частности, при подготовке новых
космических миссий.
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Глава 5

Вероятностные модели
процессов в физике
турбулентной плазмы

В данной главе описываются разработка и применение различных
методов интеллектуального анализа данных на основе конечных смесей
вероятностных распределений и их скользящего разделения в совокуп-
ности с нейросетевыми подходами для моделирования и изучения тон-
кой структуры процессов, наблюдаемых в экспериментах с турбулентной
плазмой.

5.1 Методология вероятностного анализа
тонкой структуры процессов с помощью
спектров

Спектральный анализ является одним из самых мощных инструмен-
тов обработки сигналов экспериментов [100], в том числе и при исследо-
вании плазменной турбулентности [145]. Как известно, плазма является
состоянием вещества с большим числом степеней свободы, и расшифров-
ка спектров плазменной турбулентности является некорректной задачей.
Это усложняет задачу идентификации, так как при известном числе про-
цессов форма гармоник в амплитудном спектре остается неизвестной.

Отметим, что комплексные Фурье-спектры, измеренные рефлекто-
метром на краю плазмы, в интервале стационарных макропараметров
плазмы изменяются существенным образом. Не сохраняется форма и по-
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луширина спектра. Доплеровский сдвиг, который связан с полоидальным
вращением флуктуаций (и плазмы), изменяется в течение эксперимента
(разряда) в стационарных условиях более чем в четыре раза. Исполь-
зование подобных данных для оценки скорости флуктуаций приводило
бы к выводам о том, что в стационарных условиях не сохраняется ли-
бо фазовая скорость колебаний, либо полоидальная скорость вращения
плазмы (или радиальное электрическое поле), либо сразу обе. В течение
разряда плазмы в стеллараторе Л-2М изменяется и Фурье-спектр корот-
коволновой турбулентности, измеренной методом рассеяния излучения
гиротрона в центре плазмы. Однако именно спектры дают возможность
определить тип неустойчивости, механизм формирования турбулентно-
сти, доли ионно-звуковых солитонов и дрейфовых вихрей. Поэтому необ-
ходима разработка инструментов для прикладного решения описанной
некорректной задачи.

Для изучения комплексных частотных спектров флуктуаций для
оценки скорости их движения (суммарной фазовой и полоидальной) по
частотному сдвигу, а также выделения стохастических процессов в ста-
тье [63] автором был предложен специальный статистический алгоритм
на основе конечных нормальных смесей, который в данном разделе будет
использован для анализа спектров с внесением ряда важных модифика-
ций, в частности для оценивания односторонних спектров. Для этого бу-
дут применяться в том числе и конечные логнормальные и гамма-смеси,
носители которых сосредоточены на положительной полуоси. Данный
бутстреп-метод будет использован для анализа низкочастотной плазмен-
ной турбулентности на краю и в центре плазменного шнура в стеллара-
торе Л-2М.

5.1.1 Описание алгоритма

Идея метода основана на интерпретации спектра как плотности неко-
торого неизвестного вероятностного распределения, которое в дальней-
шем используется для моделирования выборки из этого распределе-
ния, что позволяет оценить параметры с помощью одной из модифи-
каций EM-алгоритмов с выбором соответствующего базового семейства.
В дальнейшем будут приведены примеры для конечных нормальных, ло-
гнормальных и гамма-распределений. В алгоритме 5.1, в котором проде-
монстрирована реализация данного метода, соответствующие настройки
задаются с помощью векторного параметра options.
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Алгоритм 5.1. Бутстреп-метод анализа спектров
1: function PhysBootstrap(Spectrum, options)
2: // Интерполяция дискретных точек спектра
3: F𝑥 ←Fit(Spectrum, options.x);// options.x – область определения
4: // Случайный вектор для метода обратных функций
5: r←Rand(options.𝑋𝛼Size);
6: for i=1:options.𝑋𝛼Size do // Имитационное моделирование
7: 𝑋𝛼,𝑖 ←fsolve(F𝑥, r𝑖); // Метод обратных функций

8: // EM-алгоритм для смоделированной выборки
9: Params←EMs(𝑋𝛼, options.EM);

10: 𝐹𝑚𝑖𝑥𝑡←FApprox(Params, options.distribution);
11: plot(Spectrum, 𝐹𝑚𝑖𝑥𝑡, options.plot); // Визуализация
12: return [𝑋𝛼, 𝐹𝑚𝑖𝑥𝑡];

Отметим, что в разделе 4.2 подобный подход был успешно исполь-
зован для симуляции выборок для оценивания параметров неизвестного
эмпирического распределения размеров частиц лунного реголита. Клю-
чевое отличие от рассматриваемого в этом разделе алгоритма заключа-
ется в объекте аппроксимации: здесь спектр только интерпретируется
как плотность, но на самом деле таковым не является.

5.1.2 Анализ экспериментальных данных

В данном разделе рассмотрим применение алгоритма 5.1 для обра-
ботки экспериментальных данных низкочастотной структурной турбу-
лентности на стеллараторе Л-2М, полученных методами доплеровской
рефлектометрии [358] и рассеянием излучения второй гармоники гиро-
трона на флуктуациях [382]. Для уменьшения шумовых спектральных
компонент используется метод Велча [103]. Исходные данные представ-
ляют набор выборок одинакового объема – 4096 элементов (такое количе-
ство наблюдений обеспечивает хорошее разрешение по частоте). Каждый
такой ряд отвечает за определенный момент времени в работе диагности-
ки и представляет собой двухсторонний спектр с нулевой частотой, экви-
валентной несущей частоте специализированного сверхвысокочастотного
генератора.

Сначала рассмотрим аппроксимацию двусторонних спектров с ис-
пользованием конечных нормальных смесей. На рисунке 5.1 изображе-
на эволюция во времени характерного для диагностики доплеровской
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рефлектометрии сглаженного полного комплексного спектра для одной
серии (серия номер 58515) с 55 мс по 58 мс. По оси абсцисс отложены
значения частот в МГц, по оси ординат – полученные значения спек-
тра. График соответствует стационарному режиму для макропарамет-
ров плазмы, в котором сохраняются неизменными такие величины как
плотность, электронная температура и некоторые другие.

Рис. 5.1. Аппроксимация спектра 58515 с 55 мс по 58 мс

Оценивание параметров производилось с помощью метода EM-типа
(см. строку 10 в алгоритме 5.1) с возможными шестью компонентами
в смеси. Объем имитационной выборки составлял 30000 элементов. Ис-
пользовался стандартный критерий останова (2.5) с 𝜀 = 10−8.

Из шести компонент в каждом случае значимыми оказались лишь
три (фиолетовые пунктирные линии на рисунке 5.1), при этом их фор-
ма и положение сохраняются для каждого из рассмотренных временных
интервалов. Вклад остальных компонент в итоговую функцию (крас-
ная сплошная линия) незначителен (их уровень лежит ниже эксперимен-
тальной ошибки измерения). Приближающая спектр кривая сохраняет
стационарное положение относительно оси частот. Максимальная компо-
нента в данном разложении спектра может быть проинтерпретирована
как доплеровский сдвиг, который в свою очередь прямо пропорционален
скорости полоидального вращения плазмы в области работы диагности-
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ки доплеровского рефлектометра в тороидальной установке стелларато-
ра Л-2М. Такое поведение максимальной компоненты соответствует фи-
зическим данным и позволяет вычислять полоидальную скорость вра-
щения плазмы более точно, чем это дают другие методы обнаружения
максимума в спектре. Остальные две значимые компоненты, вероятно,
связаны с фазовыми скоростями флуктуаций.

Также обрабатывались данные диагностики рассеяния излучения на
второй гармонике гиротрона, ориентированной на измерение коротко-
волновых флуктуаций плазмы вблизи центра плазменного шнура.

Рис. 5.2. Аппроксимация спектра 59287 с 51 мс по 56 мс
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Исходные данные представляют собой односторонний несимметрич-
ный Фурье-спектр, убывающий с увеличением частоты. На рисунке 5.2
изображена эволюция спектров (серия номер 59287), измеренных в раз-
ряде стелларатора в 51 мс – 56 мс эксперимента. По оси абсцисс от-
ложены значения частот в МГц, по оси ординат – полученные значения
спектра. Процедура анализа принципиально не отличается от случая ди-
агностики доплеровской рефлектометрии. Настройки вычислительных
методов остаются без изменений. Количество точек анализа, как и ра-
нее, 4096, размер моделируемых выборок в этом случае также составлял
30000 элементов. Снова использованы конечные смеси нормальных за-
конов.

Разложение спектра на компоненты в данном случае дает представ-
ление о поведении различных типов колебаний, существующих и эво-
люционирующих во времени в плазме. Выделяются три доминирующих
компоненты, у которых меняется пропорциональный состав. Это соот-
ветствует перекачке энергии между турбулентностями различного типа.
Также после разложения получаются компоненты с малыми весами. С
физической точки зрения их можно отнести к шумам, недостаточному
отношению сигнал/шум в измерительном тракте и относительно низко-
му разрешению по амплитуде исходной временной выборки. Отметим,
что подобные результаты получаются и для других серий диагностик,
полученных в аналогичном режиме (см. рисунок 5.3, серия номер 59679).

Трехмерные изображения эволюции во времени аппроксимаций спек-
тра позволяют наглядно изобразить приближения для всего экспери-
мента. Для рассматриваемой серии 59679 пример представлен на рисун-
ке 5.4. Наиболее информативны сечения в моменты времени 51–56 мс,
которые изображены на графике сплошными линиями. Аппроксимация
поверхностью служит для улучшения визуального восприятия проме-
жутков между ними. Отметим, что программные инструменты построе-
ния изображений этого раздела рассмотрены далее в параграфе 7.3.

Для аппроксимации односторонних спектров разумно использо-
вать распределения с носителем, сосредоточенным на положитель-
ной полуоси. Применение конечных смесей логнормальных и гамма-
распределений для одного из спектров с 59679 для 54 мс продемонстри-
ровано на рисунках 5.5 и 5.6. В отличие от случая нормальных сме-
сей, здесь результирующая кривая выполняет сглаживание спектра. При
этом для логнормальных смесей можно отметить хорошее повторение ос-
новных особенностей, с выявлением нетривиальных компонент.
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Рис. 5.3. Аппроксимация спектра 59679 с 51 мс по 56 мс

Рис. 5.4. Трехмерная визуализация эволюции во времени аппроксимаций
спектра 59679
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Рис. 5.6. Аппроксимация спектра 59679 (54 мс), логнормальные распре-
деления

Отметим, что конечные смеси гамма-распределений успешно приме-
нялись и при непосредственном моделировании процессов в данных со-
вершенно иной физической природы в рамках СРС-метода, например,
для биржевой книги заявок [227] и интернет-трафика [229] (также см.
раздел ??).
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5.2 Вероятностно-статистический подход к
анализу эволюции характеристик мик-
ротурбулентности

Традиционно при анализе турбулентного состояния плазмы иссле-
дователи пытаются установить связь между скоростями роста неустой-
чивых режимов, условиями их возбуждения и спектрами флуктуаций,
полученными с помощью гирокинетического моделирования или в ре-
альных экспериментах. При этом основное внимание уделяется стаци-
онарным режимам, необходимым для работы в устойчивом состоянии
будущего управляемого термоядерного реактора, однако нелинейной ста-
дией развития турбулентности, ее насыщения, образования вихрей и их
хаотизации обычно пренебрегают. В статье [1] автором была предложе-
на методология анализа статистических характеристик турбулентных
пульсаций с использованием конечных нормальных смесей, метода их
скользящего разделения и различных модификаций EM-алгоритмов, для
изучения физических характеристик при изменении условий возбуж-
дения микроволнового поля. Продемонстрирована высокая согласован-
ность модельных результатов с реальными турбулентными процессами.
В данном разделе указанный вероятностно-статистический подход раз-
вивается для анализа эволюции характеристик микротурбулентности в
переходном процессе при электронно-циклотронном резонансном (ЭЦР)
нагреве плазмы стелларатора Л-2М.

Рис. 5.7. Типичная форма диагностических сигналов
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В качестве экспериментальных данных используются ансамбли ди-
агностик, которые учитывают флуктуации плотности плазмы даже в
центральных областях плазменного столба. На рисунке 5.7 приведен вид
графиков экспериментальных диагностик коротковолновых флуктуаций
плотности для различных значений волновых чисел (слева), а также
их приращения (справа). Два верхних графика соответствуют значению
0,2 м−1, в то время как нижние – величине 0,3 м−1. Физическая состав-
ляющих указанных экспериментов подробно описана в статьях [146,147].

5.2.1 Алгоритм анализа физических данных

Из рисунка 5.7 очевидно наличие в данных существенных трендов,
поэтому для корректности применения моделей типа (1.7) необходимо
осуществить предварительный переход к приращениям. Для них осу-
ществляется запуск СРС-метода с одной из модификаций EM-алгоритма,
по полученным оценкам параметров смеси строятся математическое
ожидание, дисперсия, коэффициенты асимметрии и эксцесса. Кроме то-
го, предусмотрен вывод вида плотностей (компоненты смеси (1.7)) и их
весов для заданных временных меток. Данная процедура описана ниже
в алгоритме 5.2.

Алгоритм 5.2. Алгоритм обработки экспериментальных данных
1: function PhysDataProcessing(Data, options)
2: dData← Diff(Data, options.Diff); // Переход к приращениям
3: Params← EMs(dData, options.EM); // СРС-метод
4: // Моментные характеристики (3.9)–(3.12)
5: [Exp, Var, Skew, Kurt]← Moments(Params);
6: // Вывод моментных характеристик
7: PlotMoments(Exp, Var, Skew, Kurt, options.Moments);
8: // Вывод плотностей для заданного диапазона
9: PlotPDFs(Params, options.PDF);

10: return ;

Необходимо отметить, что функция PhysDataProcessing (алго-
ритм 5.2) должна быть запущена для каждого обрабатываемого ансам-
бля. Предполагается, что необходимые эксперименты были проведены до
этапа вероятностного анализа, сформированы соответствующие наборы
Data, проведена необходимая предобработка наблюдений, позволяющая
перейти к исследованию соответствующих физических эффектов.
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5.2.2 Статистическое определение количества фор-
мирующих процессов

В статье [1] с помощью классического и стохастического EM-
алгоритмов было впервые определено число процессов, которые форми-
руют исходную ионно-звуковую турбулентность. Оказалось, что несмот-
ря на присутствие различных стохастических факторов, их около 3–5, а
увеличение числа компонент в смеси указывает на появление дополни-
тельных процессов в плазме.

Рис. 5.8. Ансамбль A20229, динамическая компонента (45–47 мс)

Рис. 5.9. Ансамбль A20229, диффузионная компонента (45–47 мс)
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С помощью метода, предложенного в разделе 3.3, продемонстрируем
автоматическое определения числа формирующих компонент (и их из-
менений во времени) для нескольких ансамблей экспериментальных дан-
ных. На рисунках 5.8–5.15 приведена визуализация решений комбинации
жадного алгоритма и методов кластеризации (верхние графики), а также
соответствующий вид оценок СРС-метода для динамической и диффузи-
онной компонент (нижние графики). В процессе анализа используются
значения Params, полученные применением функции EMs (см. строку 3

в алгоритме 5.2).

Рис. 5.10. Ансамбль A20229, динамическая компонента (55–57 мс)

Рис. 5.11. Ансамбль A20229, диффузионная компонента (55–57 мс)
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Видно, что в начале эксперимента наблюдается максимальное чис-
ло процессов, которые достаточно быстро исчезают после прекращения
воздействия и лишь кратковременно могут появиться в дальнейшем. На-
пример, на рисунках 5.8 и 5.10 оранжевая компонента с номером 3 при-
сутствует в период 45,4–45,8 мс, затем исчезает и краткосрочно наблю-
дается, например, в интервалах 46,4–46,6 мс, 55,6–55,8 мс.

Рис. 5.12. Ансамбль A20264, динамическая компонента (45–47 мс)

Рис. 5.13. Ансамбль A19692, диффузионная компонента (45–47 мс)

Остальные компоненты (например, зеленая и фиолетовая на тех же
графиках) присутствуют более устойчиво, эволюционируя во времени с
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точки зрения флуктуаций их величин (в смысле математических ожи-
даний и среднеквадратических отклонений), а также вклада в общую
структуру процесса, описываемого весом (см. нижние графики).

Рис. 5.14. Ансамбль A20264, динамическая компонента (55–57 мс)

Рис. 5.15. Ансамбль A20264, диффузионная компонента (55–57 мс)

Общее число компонент в процессе автоматического анализа не пре-
вышало упомянутых выше 3–5, однако при необходимости оно может
быть расширено за счет повышения чувствительности жадного алгорит-
ма за счет выбора порогового значения в формуле (3.28). Аналогичные
выводы справедливы и для других рассмотренных ансамблей.
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5.2.3 Пример анализ экспериментальных данных

Опишем подробнее переходный процесс, наблюдаемый в эксперимен-
те. Временная эволюция температуры электронов является основным по-
казателем процесса. После включения вторичного гиротрона температу-
ра в области поглощения ЭЦР нагрева возрастает до момента времени
54 мс от начала эксперимента, когда она значительно падает, а вскоре по-
сле этого снова увеличивается, но медленнее, пока вторичный гиротрон
не будет выключен (через 58 мс от начала эксперимента). Рост средней
электронной плотности начинается одновременно с падением темпера-
туры (в районе 54 мс) и имеет сравнимую длительность, после которой
наблюдается лишь незначительное снижение до выключения вторичного
гиротрона. Импульсное введение примеси в плазму, вызванное распыле-
нием настенного покрытия, начинается через 53 мс от начала экспери-
мента.

На рисунке 5.16 представлены временная эволюция квадратов флук-
туаций плотности и соответствующих приращений для локальных изме-
рений в области гирорезонанса (два верхних графика), в области, сдви-
нутой на 2 см наружу от гирорезонанса (средний ряд графиков), и для
измерений, усредненных по хорде (нижний ряд).

Рис. 5.16. Временная эволюция плотности флуктуаций (графики слева)
и приращений (справа)

Все данные были усреднены за 0,1 мс. Реакция усредненных по хорде
флуктуаций плотности на изменение параметров плазмы (левый ниж-
ний график) представляет собой всплеск высокой амплитуды, который
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появляется с задержкой в 2 мс относительно включения вторичного ги-
ротрона, что подразумевает задержку в 1 мс относительно импульсного
введения примесей. Уровень флуктуаций плотности после этого стано-
вится выше. Поведение уровня флуктуаций плотности в области гироре-
зонанса отличается: величина всплесков уменьшается до тех пор, пока
вторичный гиротрон не будет выключен, после чего величина всплесков
неуклонно возрастает до конца разряда.

Для полного анализируемого интервала эксперимента (50–60 мс) ис-
пользуется аппроксимация приращений четырехкомпонентной нормаль-
ной смесью. На рисунке 5.17 изображены плотности – ее компоненты –
в некоторые специально выбранные моменты времени:
– до включения вторичного гиротрона (52,00–52,04 мс, первый график

сверху);
– после импульсного введение примеси (53,8–53,84 мс, второй график

сверху);
– до существенного увеличения величины приращений (54,42–54,46 мс,

третий график сверху);
– непосредственно после этого (54,50–54,54 мс, третий график снизу);
– во время устойчивого роста (57,80–57,84 мс and 57,94–57,98 мс, вто-

рой и первый график снизу).
Каждая плотность изображается цветом, соотнесенным с ее ве-

сом (1.7): от темно-синего для величин, близких к нулю, до темно-
красного, соответствующего единице. Точные значения приведены в ле-
гендах непосредственно на графиках.

Область эксперимента в 54–56 мс характеризуется значительным от-
клонением от нормального распределения – это наглядно видно и на
графиках эволюции коэффициента эксцесса смеси (см. рисунок 5.18).
Для этих величин характерно появление выбросов продолжительностью
0, 1–0, 3 мс, причем до включения вторичного гиротрона (около 52 мс)
наблюдаются более длительные периоды между единичными всплеска-
ми, а затем в интервале 54–56 мс наблюдаются более высокие амплитуды
(примерно – двукратный рост) выбросов, сопровождающиеся сокраще-
нием интервалов между ними. Отклонения от нормального закона в об-
ласти поглощения ЭЦР нагрева происходит в гораздо более длительные
периоды времени, чем в области, охватывающей весь радиус плазмы:
возможно, в области нагрева протекают более интенсивные аномальные
транспортные процессы по сравнению с интенсивностью, усредненной по
всему объему плазмы.
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Рис. 5.17. Плотности для временных интервалов 52,00–52,04 мс, 53,8–
53,84 мс, 54,42–54,46 мс, 54,5–54,54 мс, 57,8–57,84 мс и 57,94–58,98 мс
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Рис. 5.18. Коэффициенты эксцесса для интервалов 52–54 мс и 54–56 мс
Было предложено оценивать вклад тяжелых хвостов по динамиче-

ской (синяя кривая на рисунке 5.19) и диффузионной (зеленая кривая)
составляющим (см. раздел 2.1).

Рис. 5.19. Динамическая и диффузионная компоненты для двух областей
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Установлено, что их соотношение остается приблизительно постоян-
ным по всему плазменному разряду, если анализировать значения, усред-
ненные по интервалам в 0,3–0,5 мс. Временная эволюция этих компонент
и всей дисперсии близка к эволюции квадратов приращений флуктуа-
ций. Таким образом, данная величина может использоваться наравне с
коэффициентом эксцесса.

5.2.4 Прогнозирование экспериментальных данных
с расширением признакового пространства

Методы машинного обучения и нейронные сети в исследованиях тур-
булентной плазмы позволяют добиваться заметных результатов как в во-
просах моделирования наблюдаемых явлений [335, 336, 340, 363], так и в
задачах анализа и прогнозирования нестабильностей и разрушительных
для стеллараторов и токамаков эффектов [282, 350]. В данном разделе
рассмотрим подход к решению задачи прогнозирования непосредствен-
но экспериментальных наблюдений с помощью глубокой нейронной сети
прямого распространения с двумя скрытыми слоями. Для повышения ка-
чества обучения будет предложено расширение признакового простран-
ства за счет использования выборочных моментов, моментных харак-
теристик модели, полученной с помощью алгоритма 5.2 для исходных
данных (то есть для функции Diff в настройках options.Diff должна
быть указана соответствующая опция), и описанных выше моментных
характеристик для ряда приращений.

Итак, каждому вектору X, который подается в качестве входного в
нейронную сеть, ставится в соответствие набор величин (E𝑋 ,D𝑋 , 𝛾𝑋 , 𝜅𝑋),
определяемых формулами (3.1)–(3.4) и рассчитанных по наблюдениям,
которые отстоят от первого элемента X (согласно его расположению в
анализируемом ряде) на величину скользящего окна СРС-метода. Это
позволяет увеличить объем данных для обучения без необходимости рас-
ширения экспериментальных выборок. Кроме того, указанные моменты
не содержат информацию о том, как ведет себя ряд после данного наблю-
дения – и поэтому могут быть корректно использованы при построении
прогнозов.

На рисунках 5.21–5.23 продемонстрированы полученные результа-
ты прогнозирования на 1 (синяя линия) и 30 (зеленая пунктирная ли-
ния) шагов для нескольких экспериментальных рядов в некоторых слу-
чайно выбранных диапазонах. Отметим, что ансамбли A19692 изуча-
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лись в предыдущем разделе. Обучение нейронных сетей реализовано
на языке программирования Python с задействованием гибридного вы-
сокопроизводительного вычислительного кластера с двумя процессора-
ми Power9 с тактовой частотой 2,0 ГГц (20 ядер) и 4 видеокартами
NVIDIA Volta V100 (общий объем памяти 16 Гб).

Рис. 5.20. Пример прогноза для ряда A19692 (52,00–52,40 мс)

Рис. 5.21. Пример прогноза для ряда A19692 (54,30–54,55 мс)

На рисунках 5.21–5.23 изображены исходные данные и нейросетевые
прогнозы на 1 и 30 шагов на основе только исходных наблюдений (слева
вверху) и с расширением признакового пространства за счет:
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Рис. 5.22. Пример прогноза для ряда A20229 (54,20–54,40 мс)

Рис. 5.23. Пример прогноза для ряда A20264 (55,20–55,60 мс)

– выборочных моментов (справа вверху);
– модельных моментов для исходных данных (слева внизу);
– смешанных нормальных моментов для приращений (справа внизу).

На рисунке 5.24 продемонстрирован эффект, получаемый за счет раз-
личных расширений признакового пространства. Для всех рядов полу-
чено повышение точности прогнозирования (относительно значений мет-
рики RMSE) при использовании модельных моментов для приращений ис-
ходных наблюдений.

Наибольшая разница (см. рисунок 5.25) наблюдается со случаем, ко-
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Рис. 5.24. Точность нейросетевых прогнозов исходных данных (1) и с
расширенными обучающими наборами: выборочные (2), модельные мо-
менты (3) и моменты смесей для приращений (4)

гда не произведено расширение признакового пространства – в такой си-
туации преимущество может доходить до 80,71% (ряд A20264), наимень-
шее полученное увеличение точности составляет 19,75% (ряд A19692).
По сравнению с выборочными моментами прирост эффективности со-
ставляет от 4,5% (ряд A20264) до 30,31% (ряд A20229).
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Рис. 5.25. Прирост точности прогнозов относительно конфигураций для
исходных данных (1), с выборочными (2) и модельными (3) моментами

Таким образом, в данном разделе продемонстрирован подход, ко-
торый на основе построения прогнозов с помощью нейронных сетей
для рассматриваемых экспериментальных данных показывает эффек-
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тивность использования аппроксимационных моделей типа конечных
нормальных смесей (1.7) именно для разностей процесса.

Прогнозирование результатов экспериментов представляет суще-
ственный прикладной интерес в следующих задачах обработки турбу-
лентной плазмы:
– верификация рядов, полученных в рамках проведения эксперимента

с едиными начальными условиями;
– восстановление сигналов при временном прекращении работы реги-

страционного оборудования;
– анализ профилей плотности токов увлечения и поглощения

электронно-циклотронного нагрева (в частности, для термоядерного ре-
актора ITER [137,282]).

Предлагаемый подход может быть использован и для верификации
смешанной модели, построенной для исходного ряда. Действительно, в
случае значительного повышения точности прогноза данных при исполь-
зовании именно характеристик аппроксимирующей смешанной модели,
это может являться индикатором корректности ее выбора в качестве ма-
тематического описания изучаемого явления.

5.3 Нейросетевое прогнозирование момент-
ных характеристик

В предыдущем разделе было продемонстрировано, что использова-
ние смешанных вероятностных моделей позволяет существенным обра-
зом повысить качество анализа в плазменных процессах, при этом важ-
ную роль играют такие моментные характеристики, как математическое
ожидание E (3.1), дисперсия D (3.2), коэффициенты асимметрии 𝛾 (3.3)
и эксцесса 𝜅 (3.4). С учетом эволюции во времени предложенных моделей
естественным является вопрос о возможности их прогнозирования.

Получение моментных характеристик с помощью СРС-метода требу-
ет определенных вычислительных ресурсов, поэтому в ряде ситуаций бы-
ло бы полезно иметь нейросетевую модель, которая позволила бы стро-
ить прогнозы на несколько шагов вперед. В данном разделе обсуждаются
возможные пути решения этой задачи. Анализ эффективности произво-
дится с задействованием ресурсов упомянутого выше гибридного высоко-
производительного вычислительного кластера архитектуры Power9. Это
позволяет существенно повысить скорость обучения (в 12–27 раз), преж-
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де всего рекуррентных сетей, по сравнению с настольными решениями.
Обучение нейронных сетей реализовано с помощью библиотеки глубоко-
го обучения Keras, фреймворка TensorFlow и языка программирования
Python.

5.3.1 Задача классификации

Сначала рассмотрим подход, в рамках которого для каждого момен-
та с помощью нейронной сети строится прогноз с точки зрения попа-
дания в некоторый диапазон значений. Определяется отображение вида
𝑓 : X→ {0, . . . , 𝑘 − 1}, 𝑘 ∈ N, которое каждому элементу тренировоч-
ной X𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 и тестовой X𝑡𝑒𝑠𝑡 выборок ставит в соответствие целое число из
диапазона [0, 𝑘 − 1], например, на основе разбиения выборочными кван-
тилями:
– выбираются все уникальные значения из выборки;
– полученный ряд длины 𝑙 сортируется по возрастанию;
– в диапазон с номером 𝑖 попадают значения ряда с номерами от ⌊(𝑖−

1)/(𝑘 − 1) · 𝑙 + 1⌋ до ⌊𝑖/(𝑘 − 1) · 𝑙⌋, где ⌊𝑥⌋ обозначает ближайшее целое
число к 𝑥 снизу.

Отметим, что данная функция 𝑓 определяет единое правило для всей
исходной выборки X. Таким образом, от исходного ряда с непрерывны-
ми значениями осуществляется переход к дискретному. Тогда прогноз
𝑥𝑝𝑟𝑒𝑑 на один вперед сводится к присваиванию данной величине числа из
диапазона [0, 𝑘 − 1], то есть фактически решается классическая задача
𝑘-ичной классификации.

При необходимости построение прогноза на𝑚 ∈ N шагов вперед, дей-
ствуя по описанному алгоритму, подобное решение необходимо принять
сразу для набора {𝑥𝑝𝑟𝑒𝑑,𝑖}𝑖=1,𝑚. Такие векторы будем называть паттерна-
ми. Отметим, при дискретизации ряда подобные комбинации длины 𝑚

с некоторой частотой встречаются в преобразованной выборке. В даль-
нейшем в главе 6 на примере осадков будут рассмотрены примеры веро-
ятностного подхода к анализу данных другого типа, а также проведено
сравнение с результатами применения методов машинного обучения и
нейронных сетей.

Для решения описанной задачи классификации была использована
глубокая нейронная сеть прямого распространения с функцией актива-
ции «линейный выпрямитель» (Rectified Linear Unit) ReLU(𝑥) = max(0, 𝑥)

для входного и скрытых слоев, которая позволяет повысить скорость
обучения [216]. Для выходного слоя используется softmax (обобщение
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логистической функции на многомерного случая), которая представляет
𝑗-й выход в виде 𝑦𝑗 = 𝑒𝑥𝑗 · (

∑︀
𝑖 𝑒

𝑥𝑖)−1. Выход нейронной сети состоит из
𝑘𝑚 нейронов. Для отнесения полученного прогноза к одному из заранее
определенных классов дополнительно используется преобразование мас-
сива выходных значений нейронной сети в унитарный код длины 𝑚 –
набор, состоящий из 𝑀 − 1 нулей и единственной единицы, расположен-
ной в позиции с индексом, совпадающим с номером диапазона.

Количество скрытых слоев и нейронов в них, используемые методы
адаптивного повышения скорости обучения [165], оптимизации парамет-
ров (Adam [285], NAdam [195], AdaDelta [434], AdaMax [165]) и борьбы с
переобучением (включая 𝐿2-регуляризацию [406] и дропаут [389]) пред-
ставляют собой так называемые гиперпараметры нейронной сети, то есть
величины, которые не изменяются в процессе обучения. Их число может
существенно варьироваться в зависимости от сложности анализируемых
данных и выбора соответствующей архитектуры. Для моментов конеч-
ных нормальных смесей, полученных при анализе экспериментальных
данных турбулентной плазмы, было проведено сравнение результатов
(подробнее см. статью [246]), получаемых для различных их комбина-
ций. В таблице 5.1 приведены результаты точности прогнозирования (𝑘-
ичной классификации) на 1, 3, 5 и 10 шагов по входному вектору в 150

наблюдений для различных значений величины 𝑘. Отметим, что ошиб-
кой рассматривается несовпадение диапазона (класса), к которому было
отнесено очередное наблюдение нейронной сетью с истинным, получен-
ным описанным в начале раздела отображением.

Таблица 5.1. Точность прогнозирования моментных характеристик
(𝑘-ичная классификация)

Прогноз k E D 𝛾 𝜅

1 шаг

3 99,7% 95,9% 95,5% 90,7%

5 98,2% 95,4% 91,3% 86,5%

10 97,3% 91,5% 87% 77,7%

15 94,8% 87,3% 83% 72,8%

3 шага
3 99,6% 93,2% 90,9% 84,4%

5 96,4% 89,9% 86,5% 71,5%

10 93,8% 82,1% 76,5% 60,5%

5 шагов
3 99,6% 90,6% 87,3% 79,4%

5 95% 85,1% 80,5% 65,1%

10 шагов 2 99,4% 91,4% 87,5% 75,1%
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Таким образом, подобная постановка задачи прогнозирования позво-
ляет определять диапазоны для большинства моментных характеристик
с высокой точность ю(вплоть до 99,7%), однако исключается возмож-
ность точного восстановления их значений. Кроме того, как видно из
таблицы 5.1, использование даже умеренных величин 𝑘 ведет к росту
ошибки, также повышается и время, необходимое для обучения. В следу-
ющем разделе будут предложены подходы к решению задачи регрессии,
не использующие дискретизацию исходного ряда.

5.3.2 Задача регрессии

В данном разделе для решения задачи прогнозирования непрерыв-
ных значений моментных характеристик рассматриваются следующие
архитектуры нейронных сетей:

(I) один скрытый слой, 60 нейронов;
(II) один скрытый слой, 100 нейронов;

(III) два скрытых слоя по 20 нейронов в каждом;
(IV) два скрытых слоя по 50 нейронов в каждом;
(V) два скрытых слоя по 100 нейронов в каждом;

(VI) три скрытых слоя по 20 нейронов в каждом;
(VII) три скрытых слоя по 50 нейронов в каждом.

Для каждой из них рассматривается реализация как в виде сети пря-
мого распространения, так и с добавлением LSTM-слоев [255] (Long-Short
Term Memory) – разновидности рекуррентных нейронных сетей, успешно
зарекомендовавшей себя при решении задач обработки и прогнозирова-
ния различных временных рядов. Будет рассмотрена задача прогнозиро-
вания величины следующего наблюдения по 50 предшествующим наблю-
дениям. В качестве критерия качества построенного прогноза выбраны
величина среднеквадратической ошибки RMSE для нормализованных (все
наблюдения принадлежат сегменту [0, 1]) данных и функция потерь. В
качестве метода оптимизации используется Adam, функции активации –
ReLU для сетей прямого распространения и гиперболический тангенс и
рациональная сигмоида 𝑥/(1+|𝑥|) для рекуррентных случаев. Подробнее
выбор конфигурации и настройки методов описаны в статье [72].

На рисунке 5.26 представлены величины ошибок RMSE моделей, по-
лученных в результате обучения 14 архитектур на основе базовых ти-
пов I–VII. Символ «r» рядом с римскими цифрами используется для
обозначения рекуррентной модификации LSTM.
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Рис. 5.26. Сравнение величины среднеквадратичных ошибок
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Рис. 5.28. Коэффициент эксцесса и прогнозы архитектуры VIIr
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Использование рекуррентных архитектур во всех случаях несколь-
ко уменьшает значение ошибки, в среднем для всех рядов [72] – в 1,33

раза. Для математического ожидания и коэффициента эксцесса на луч-
ших LSTM-архитектурах ошибка в среднем меньше на 10–20%, а для дис-
персии и коэффициента асимметрии – на 30–60%. Этот эффект более
наглядно проявляется для функции потерь (см. рисунок 5.27). В сред-
нем для всех рядов в данной метрике разница составляет 20,3 раза, а
в отдельных случаях (математические ожидания для конфигураций VII
и VIIr) получается более чем 65-кратное уменьшение величины ошибки.

Можно выделить рекуррентные конфигурации IIr и VIIr, в которых
для всех моментных характеристик сразу в обеих метриках получены
либо наименьшие среди всех, либо близкие к этому значения. Таким об-
разом, применение рекуррентных архитектур ведет к значительному по-
вышению качества обучения в любой из рассматриваемых метрик. Для
иллюстрации качества приближения данных обученными моделями на
рисунке 5.28 продемонстрированы значения для коэффициента эксцесса
(нормализованные данные) и аппроксимация ряда с помощью предсказа-
ний, сделанных с применением рекуррентной архитектуры VIIr. Заметим
(см. рисунок 5.26), что именно для четвертого момента величина ошибки
для всех архитектур является наибольший, при этом можно утверждать
(см. рисунок 5.28), что качество приближения моделью исходных данных
является достаточно высоким.

Использование рекуррентных сетей позволило существенным обра-
зом повысить качество аппроксимации исходных данных. Однако услож-
нение конфигурации влечет за собой и дополнительную вычислитель-
ную нагрузку при обучении. В среднем сети прямого распространения
обучались за 664 эпохи, в то время как рекуррентные модификации –
за 687. Для рассматриваемых рядов было установлено, что для LSTM-
конфигураций необходимое время обучения в среднем превышает ре-
зультаты для классических в 47 раз (минимальное значение – 6 раз, мак-
симальное – 90) в зависимости от архитектуры и анализируемого ряда.
Для конфигураций IIr и VIIr лучшее время показывает именно первая –
она обучается быстрее в среднем в 1,83 раза для одной моментной харак-
теристики. Таким образом, архитектура IIr может быть использована в
задачах, для которых наиболее критично быстродействие, а не точность
аппроксимации.
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5.3.3 Векторные прогнозы

В предыдущем разделе было представлено решение задачи регрес-
сии для моментных характеристик, однако обсуждался прогноз только
на один шаг вперед. Очевидно, для приложений наибольший интерес
представляют более существенные периоды, например, 10–70 предсказа-
ний по входным данным в 300–500 элементов. Ниже будет предложены
соответствующие архитектуры. Кроме того, достаточно очевидно, что
прогнозируемые ряды между собой связаны, так как описывают эволю-
цию одного и того же процесса. Поэтому достаточно естественной ока-
зывается идея перехода к совместным (векторным) прогнозам для этих
величин.

Эксперименты с глубокими сетями прямого распространения с 1–3
скрытыми слоями с различным количеством нейронов в каждом (50,
100, 150 и 200) показали, что время, которое необходимо для обучения
одной «векторной» архитектуры для построения одношагового прогноза
в среднем превосходит в 1,56 раза аналогичное значение для какого-либо
одного момента, а точность получаемого значения (в терминах средней
абсолютной ошибки MAE, Mean Absolute Error) возрастает на 8,2%. Таким
образом, помимо ожидаемой взаимосвязи между рядами, в пользу «век-
торных» архитектур свидетельствуют ускорение вычислений по сравне-
нию с последовательной обработкой отдельных рядов, при этом общая
точность прогнозов для каждого ряда только увеличивается. Процедура
тонкой настройки гиперпараметров в данном случае подробно описана в
статье [247].

Для построения среднесрочных прогнозов воспользуемся следующи-
ми рекуррентными LSTM-архитектурами:

(Iv) один скрытый слой: 100 нейронов;
(IIv) два скрытых слоя: 150 и 100 нейронов;

(IIIv) три скрытых слоя: 200, 150 и 100 нейронов.
Теперь на вход каждой нейронной сети подается 4 · 𝑁 наблюдений,

где 𝑁 – ширина окна, на основе которого делается предсказание (напри-
мер, 300, 400, 500), на выходе получается вектор из – 4𝑚 наблюдений,
где 𝑚 – выбранная длина прогноза (например, 10, 30, 50, 70). Использу-
емая конфигурация гиперпараметров достаточно близка к описанной в
разделе 5.3.2. Ее детали могут быть найдены в статье [75]. Для анализа
результатов прогнозирования использованы классические метрики RMSE
и MAE, при этом производится преварительная нормализация данных.
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По результатам анализа 36 различных конфигураций были сделаны
следующие выводы. Наибольший прирост точности получается в резуль-
тате перехода от архитектур Iv с одним скрытым слоем к архитекту-
рам IIv с двумя скрытым слоями: в среднем ошибка RMSE уменьшается
на 23%, а MAE – на 28%. Однако прямым следствие подобного перехода
становится повышение длительности обучения в среднем на 44%. Добав-
ление еще одного скрытого слоя (то есть переход к архитектурам IIIv)
увеличивает время обучения еще на 14%, при этом дополнительный вы-
игрыш в точности для метрики RMSE составляет 3%, а для MAE – 2%. В
ряде случаев ошибка может даже несколько возрастать.

На рис. 5.29 представлены примеры графиков моментов и сделанных
прогнозов на 1 и 50 шагов для наблюдений c 8500 по 9000 (в терминах
положения скользящего окна) для архитектуры IIv. Спрогнозированные
ряды хорошо приближают исходные (даже с учетом их явной нестаци-
онарности), при этом существенные изменения локальных трендов (вы-
бросы) ведут к естественному увеличению ошибки.

Рис. 5.29. Сравнение значений исходных данных (1), прогноза на 1 шаг
(2) и на 50 шагов (3) для четырех моментов

Процедура нейросетевого прогнозирования моментных характери-
стик смесей представлена в алгоритме 5.3.

Параметры options.TrainTest позволяют определить произволь-
ное разбиение на тестовую и тренировочную части для исход-
ной выборки. Конфигурации архитектуры задаются набором опций
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Алгоритм 5.3. Нейросетевое прогнозирование моментов
1: function ForecastMoments(Params, options)
2: [E, D, 𝛾, 𝜅]← Moments(Params);
3: // Нормализация моментов
4: NMoments← Normalization(E, D, 𝛾, 𝜅);
5: // Разделение на тренировочную и тестовые выборки
6: [Train, Test] ← TrainTestData(NMoments, options.TrainTest);
7: // Конфигурация архитектуры и гиперпараметров
8: NN← Architecture(options.HyperParams);
9: NNModel← NNTrain(NN, Train, Test);

10: return NNModel;

options.HyperParams – и число слоев, и методы оптимизации, и LSTM-
слои. Таким образом, данный алгоритм охватывает все рассмотренные в
разделе 5.3 случаи.
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Глава 6

Модели и методы анализа
экстремальных явлений в
метеорологии и
океанологии

Изучение закономерностей и тенденций, связанных с выпадением
осадков, прежде всего, экстремальных, является важной задачей в ме-
теорологии. Во-первых, осадки являются значимыми параметрами кли-
матологических и гидрологических моделей, а значит, необходимо ана-
лизировать усредненные объемы осадков, кумулятивные данные за каж-
дый дождливый период или ежедневные наблюдения. В последнем слу-
чае результаты достаточно сильно зависят от точности измерений, более
чувствительны к наличию пропусков [446]. Во-вторых, экстремальные
по величине объемы осадков, особенно наблюдавшиеся в течение отно-
сительно короткого периода времени, ведут к появлению различных сти-
хийных бедствий – наводнений, селевых потоков, оползней. Наконец, их
изучение является крайне важным с точки зрения исследования процес-
сов изменения климата [130, 142, 186, 193, 220, 256, 257, 284, 304, 338, 408].
Анализ и высокоточное прогнозирование подобных явлений необходимы
для обеспечения безопасности и сохранения человеческих жизней.

При этом не существует однозначного определения того, что явля-
ется действительно экстремальными осадками. Для различных клима-
тических зон (и даже отдельных регионов в их пределах), одни и те
же значения могут рассматриваться как вполне умеренные, так и при-
водить к катастрофическим последствиям. Наиболее распространенным
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на практике является подход, основанный на классических результатах
теории экстремальных значений. А именно, аномальными признаются
величины, превышающие заданный для данной местности порог, кото-
рый обычно определяется как квантиль некоторого уровня, например
0,95, для выбранного распределения [257]. Подобный алгоритм обычно
называют методом превышения порогового значения [308].

Очевидно, что корректность выбора упомянутого распределения
определяет и адекватность решений на основе соответствующего поро-
гового значения. При этом разные модели будут давать отличающиеся
друг от друга результаты даже для одних и тех же данных. В частно-
сти, изменения в максимальных значениях объемов осадков (и, соответ-
ственно, большее число превышений порога) не всегда означают необ-
ходимость признания их экстремальными – например, увеличение доли
осадков подобного рода может объясняться увеличением интенсивности
в сочетании с уменьшением числа дождливых дней [442, 444].

В данной главе результаты разделов 1.3, 3.1 и 3.3 используются для
создания вероятностных моделей и методов исследования метеорологи-
ческих (осадки и их интенсивности) и океанологических (турбулентные
потоки тепла между океаном и атмосферой) данных. Особое внимание
уделяется вопросам выявления экстремальных наблюдений в рассматри-
ваемых пространственно-временных рядах. Используются как статисти-
ческие подходы для оценивания неизвестных параметров, так и широкий
набор алгоритмов машинного обучения и нейронных сетей для решения
задач заполнения пропусков и прогнозирования.

6.1 Анализ осадков с использованием исто-
рических паттернов

Построение адекватных вероятностно-статистических моделей для
осадков является важной задачей, например, для анализа процессов в
регионах, в которых сети датчиков не покрывают полностью зоны необ-
ходимого наблюдения [395]. Такие модели могут быть использованы для
решения задач вероятностного прогнозирования [218, 302], формирова-
ния статистических сценариев [354].

Особенностью данных об осадках является наличие в них участков
с подряд идущими нулевыми либо положительными значениями, кото-
рые называются «сухими» и «дождливыми» периодами. Обозначая через
«D» или Dry отдельные значения в первых из них, через «W» или Wet
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во вторых, получим цепочки следующего вида:

. . .−𝐷 −𝑊 −𝑊 −𝑊 − . . .−𝑊⏟  ⏞  
«дождливый» период

−𝐷 − . . .

. . .−𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − . . .−𝐷⏟  ⏞  
«сухой» период

−𝑊 − . . .

Любые подмножества последовательностей из символов «D» и «W»
образуют исторические паттерны, которые в данном разделе будут ис-
пользованы для проведения анализа независимости наблюдений, а также
прогнозирования наличия или отсутствия осадков в тот или иной день,
а также их объемов. В качестве тестовых данных используются суточ-
ные наблюдения об объемах осадков за период 1950–2006 гг. в городах
Потсдам и Элиста [443].

6.1.1 Дискретизация данных

Воспользуемся подходом к преобразованию исходных непрерывных
данных к дискретным, описанным в разделе 5.3.1. Сначала будем счи-
тать соответствующую величину 𝑘 равной двум. Рассмотрим преобра-
зование исходных объемов суточных осадков 𝑉𝑑𝑎𝑖𝑙𝑦, представляющих со-
бой неотрицательные данные, по следующему правилу: если в данный
𝑖-й день наблюдалась какая-либо положительная величина, то она за-
меняется на единицу (̃︀𝑉 (𝑖)

𝑑𝑎𝑖𝑙𝑦 = 1«W»), иначе ̃︀𝑉 (𝑖)
𝑑𝑎𝑖𝑙𝑦 остается равной нулю

(заменяется на «D»). Таким образом, исходный ряд, состоящий из непре-
рывных значений, становится дискретным, принимающим два возмож-
ных значения {0, 1} (или «D» и «W», для большей наглядности). Дан-
ное упрощение позволяет анализировать непосредственно наличие или
отсутствие осадков безотносительно к их объему, то есть решать задачу
классификации наблюдений.

Для каждого набора, составленного из символов «D» и «W», в рам-
ках исторических данных можно определить частоты его появления как
отношение числа таких паттернов фиксированной длины 𝑁 к общему
числу возможных последовательностей 2𝑁 , то есть фактически полу-
чить значения вероятностей (согласно классическому определению). Для
Потсдама и Элисты проанализированы наблюдения за почти 60 лет для
значений параметра 𝑁 от 1 до 14, получены значения частот (вероят-
ностей), определен паттерн с максимальным значением. Примеры для
трех- и пятидневных паттернов для Потсдама и Элисты представлены в
таблице 6.1 и на рисунках 6.1 и 6.2.
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Таблица 6.1. Пример: значения частот для трехдневных паттернов

Паттерн Частоты
Потсдам Элиста

Dry-Dry-Dry 0,3247 0,4864

Dry-Dry-Wet 0,0930 0,1021

Dry-Wet-Dry 0,0582 0,0751

Dry-Wet-Wet 0,0956 0,0660

Wet-Dry-Dry 0,0930 0,1022

Wet-Dry-Wet 0,0609 0,0390

Wet-Wet-Dry 0,0957 0,0660

Wet-Wet-Wet 0,1789 0,0631

Рис. 6.1. Пример: частоты для пятидневных паттернов (Потсдам)

Рис. 6.2. Пример: частоты для пятидневных паттернов (Элиста)

196



Представленные таблицы и диаграммы позволяют делать определен-
ные выводы о климатических зонах, в которых расположены соответ-
ствующие города. Так, в Потсдаме климат умеренный, продолжительные
осадки не редкость (например, для трех подряд дней частота – 0,1789,
см. таблицу 6.1), в то время как в Элисте климат резко континентальный
с умеренным числом осадков (частота «трехдневного» дождя за период
наблюдений составила всего 0,0631). Для четырнадцатидневных набо-
ров максимальную частоту для обоих городов имеет последовательность
из всех «сухих» дней, при этом для Элисты соответствующая величина
равна 0,1138, а для Потсдама – 0,0671.

6.1.2 Проверка марковского свойства

В большинстве работ, посвященных статистическому анализу метео-
рологических данных, считается, что продолжительность периода вы-
падения осадков, измеренная в сутках (то есть число последовательных
«дождливых» дней), подчиняется геометрическому распределению веро-
ятностей [444]. Возможно, данные предположения базируются на класси-
ческой интерпретации геометрического распределения в терминах испы-
таний Бернулли как распределения числа последовательных «дождли-
вых» дней («успех») до первого дня без осадков («неудача»). Для изуча-
емых в работе городов проверим более слабое предположение, а именно
наличие марковости.

Для этого потребуется вычисление условных вероятностей, но для
различных значений 𝑁 необходимые базовые величины для классиче-
ского определения P(𝐴|𝐵) = P(𝐴𝐵)/P(𝐵) для различных событий 𝐴 и
𝐵 являются известными. В таблице 6.2 представлены условные вероятно-
сти и модули их разностей для Потсдама и Элисты, демонстрирующие
отсутствие свойства марковости у данных. Таким образом, последова-
тельность «дождливых» и «сухих» дней не является марковской, по-
этому использование схемы испытаний Бернулли некорректно. Развитие
указанных вероятностных моделей будет предложено далее в разделе 6.3.

6.1.3 Вероятностное прогнозирование

Паттерны являются достаточно распространенным инструментом в
рамках решения различных климатологических задач [124,251,356,394].
С помощью введенной выше схемы дискретизации может быть реали-
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Таблица 6.2. Таблица значений для условных вероятностей

Выражение Значение
Потсдам Элиста

P({𝐷𝐷𝐷} | {𝐷𝐷}) 0,7774 0,8264

P({𝐷𝐷𝑊} | {𝐷𝐷}) 0,2226 0,1736

P({𝐷𝑊𝐷} | {𝐷𝑊}) 0,3785 0,532

P({𝐷𝑊𝑊} | {𝐷𝑊}) 0,6215 0,468

P({𝑊𝐷𝐷} | {𝑊𝐷}) 0,6043 0,2761

P({𝑊𝐷𝑊} | {𝑊𝐷}) 0,3957 0,5114

P({𝑊𝑊𝐷} | {𝑊𝑊}) 0,3484 0,4887

P({𝑊𝑊𝑊} | {𝑊𝑊}) 0,6516 0,8264

|P({𝐷𝐷𝐷} | {𝐷𝐷})− P({𝐷𝐷} | {𝐷})| 0,0466 0,0198

|P({𝐷𝐷𝑊} | {𝐷𝐷})− P({𝐷𝑊} | {𝐷})| 0,0466 0,0198

|P({𝐷𝑊𝐷} | {𝐷𝑊})− P({𝑊𝐷} | {𝑊})| 0,0192 0,0098

|P({𝐷𝑊𝑊} | {𝐷𝑊})− P({𝑊𝑊} | {𝑊})| 0,0192 0,0098

|P({𝑊𝐷𝐷} | {𝐷𝐷})− P({𝐷𝐷} | {𝐷})| 0,1265 0,827

|P({𝑊𝐷𝑊} | {𝑊𝐷})− P({𝐷𝑊} | {𝐷})| 0,1265 0,827

|P({𝑊𝑊𝐷} | 𝑊𝑊 )− P({𝑊𝐷} | {𝑊})| 0,0107 0,0109

|P({𝑊𝑊𝑊} | {𝑊𝑊})− P({𝑊𝑊} | {𝑊})| 0,0107 0,0109

зован базовый подход к прогнозированию наблюдений. А именно, по
некоторой заданной части дискретизованного ряда с помощью вычис-
ления соответствующих условных вероятностей можно определять веро-
ятность появления после них определенных комбинаций. В отличие от
стандартной для анализа данных практики, когда предсказываемое ок-
но не должно превышать размер входных наблюдений, для исторических
значений это правило может и нарушаться.

В качестве примера рассмотрим построение вероятностного прогноза
на два следующих дня для Потсдама и Элисты при условии текущих на-
блюдений вида «Wet-Wet-Dry-Dry», то есть два дня подряд выпали осад-
ки, в следующие двое суток они не регистрировались. В таблице 6.3 пред-
ставлены вероятности соответствующих событий, при этом полужирным
шрифтом выделено наиболее вероятное событие.

Таким образом, возможно формулировать утверждения вида: «Ве-
роятность осадков через 2 дня в Потсдаме при текущих наблюдениях
Wet-Wet-Dry-Dry составляет 0,3961, а вероятность отсутствия осадков
через 2 дня – 0,6039»; «Вероятность осадков через 2 дня в Элисте при те-
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кущих наблюдениях Wet-Wet-Dry-Dry составляет 0,2889, а вероятность
отсутствия осадков через 2 дня – 0,7111». Здесь очевидным образом скла-
дываются значения второй и четвертой или первой и третьей строк из
таблицы 6.3 соответственно.

Таблица 6.3. Пример: прогнозирование осадков на два следующих дня

Прогноз Вероятность
Потсдам Элиста

Dry-Dry 0,4828 0,5852

Dry-Wet 0,1909 0,1641

Wet-Dry 0,1211 0,1259

Wet-Wet 0,2053 0,1249

При этом получение новых данных может существенным образом из-
менить вероятности событий только при их значительном объеме, что
позволяет говорить об устойчивости прогнозов. С вычислительной точ-
ки зрения обновление данных не является трудоемкой задачей. Можно
отметить потенциальную возможность использования паттернов с точ-
ки зрения верификации ансамблей прогнозов – например, европейские
климатические агентства достаточно точно предсказывают общий объем
осадков, который выпадет за некоторый период, но остается актуальной
задача определения структуры его распределения по дням.

Описанный анализ данных на основе паттернов может быть форма-
лизован в виде следующего алгоритма 6.1.

Алгоритм 6.1. Анализ метеорологических данных на основе паттернов
1: function Patterns(Data, 𝑁)
2: Data𝐷𝑖𝑠𝑐𝑟←Real2Discrete(Data, k); // Дискретизация данных
3: P←PatProb(Data𝐷𝑖𝑠𝑐𝑟, 𝑁); // Чаcтоты паттернов длины 𝑁

4: Plot(P, 𝑁); // Визуализация частот
5: isMarkovChain(Data𝐷𝑖𝑠𝑐𝑟, 𝑁); // Проверка на марковость
6: repeat
7: // Текущие наблюдения и длительность прогноза
8: [Current, duration]←Input( );
9: // Вероятностный прогноз

10: Forecast←PrecipForecast(P, Current, duration);
11: until not(isEmpty(Current, duration))
12: return ;

199



6.1.4 Бинарные нейросетевые прогнозы осадков

В данном разделе рассмотрим построение прогнозов для преобразо-
ванных наблюдений, однако вместо вероятностных подходов воспользу-
емся нейронными сетями. В качестве обучающих рядов задействуются
исторические паттерны, однако в явном виде частота каждого из на-
боров не используется, а соответствующие процедуры реализуются в
скрытых слоях нейронной сети. Таким образом, для каждого наблюде-
ния, фактически, решается задача бинарной классификации. Для рабо-
ты с нейросетями использована библиотека глубокого обучения Keras,
фреймворк TensorFlow и язык программирования Python. Для повыше-
ния скорости обучения нейронных сетей расчеты производились на ре-
сурсах гибридного высокопроизводительного вычислительного кластера
архитектуры Power9. Графики для повышения наглядности подготовле-
ны с помощью программного решения, разработанного на встроенном
языке пакета MATLAB.

В качестве инструмента для решения задачи бинарной классифика-
ции входных наблюдений были выбраны нейронные сети прямого рас-
пространения с тремя скрытыми слоями. На вход такой нейросети пода-
ется ряд из 𝑁 дискретных значений, описывающий чередование «сухих»
и «дождливых» дней. С учетом наличия сезонных эффектов в данных,
в качестве дополнительного входного атрибута используется параметр,
содержащий номер месяца последнего дня в выборке. По результатам
работы нейронная сеть относит полученные данные к одному из двух
классов – временной промежуток, за которым следует день без осадков,
или интервал, за которым следует дождливый день. В качестве функ-
ции активации нейронов скрытых слоев использована функция ReLU,
для выходного слоя – традиционная для задач классификации функция
softmax (см. раздел 5.3.1). В качестве метрики, описывающей качество
обучения нейросети, использована среднеквадратическая ошибка RMSE.
Прогноз строится на один или два дня вперед по 28 предшествующим
значениям. В целом, используемая архитектура и соответствующие ги-
перпараметры достаточно близки к описанным в разделе 5.3.1.

На рисунках 6.3 и 6.4 на верхних графиках представлена зависимость
изменения величины ошибки в процессе обучения для части выборки,
используемой для настройки нейросети (80% от всех исходных данных),
а на нижних – для тестового набора, в зависимости от эпохи обучения
для одно- и двухдневного прогнозов для Потсдама.
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Рис. 6.3. Ошибки для однодневного прогноза, Потсдам

Рис. 6.4. Ошибки для двухдневного прогноза, Потсдам

Рис. 6.5. Величины ошибок с учетом сезонного фактора, Потсдам
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Кривые на графиках ведут себя в достаточной степени согласованно
для каждой из длительностей прогнозов, что свидетельствует об отсут-
ствии переобучения: величина ошибки получается примерно одинаковой
как для обучающей, так и для тестовой части, которая непосредственно
в процессе построения нейросети не участвует. Таким образом, можно
ожидать, что модель построена корректно.

Для используемых тестовых наборов по итогам 5000 эпох обучения
полученная точность для Потсдама составляет 97,1% для однодневного и
88,5% для двухдневного прогнозов. Аналогичные результаты получены
и для Элисты – 96,9% и 90,1%. Необходимо отметить, что в наблюдени-
ях для Элисты содержится большее количество нулей, что способствует
некоторому повышению точности более длительных прогнозов.

Особый интерес представляет прогнозирование выпадения осадков
с учетом присутствия в данных сезонного фактора. Было установлено,
что расширение признакового пространства за счет включения дополни-
тельного наблюдения, соответствующего номеру месяца заключительно-
го элемента, в обучающую выборку позволяет повысить качество про-
гнозирования, особенно для случая двухдневного предсказания.

На рисунке 6.5 представлены столбчатые диаграммы, показывающие
ошибки предсказания в процентах для каждого месяца для Потсдама.
Точность прогнозирования для обоих городов приведена в таблице 6.4.

Таблица 6.4. Точность прогнозирования выпадения осадков

Месяц Точность
Потсдам Элиста

1 день 2 дня 1 день 2 дня
Январь 98,9% 94,5% 99,4% 93,6%

Февраль 98,5% 92,3% 100% 95%

Март 98% 93,5% 98,5% 93%

Апрель 98,8% 92,8% 97,7% 91,2%

Май 98% 88% 96,6% 89,7%

Июнь 97,8% 88,4% 95,7% 91,5%

Июль 98,1% 87,4% 95,8% 91,6%

Август 95,8% 85,8% 95,4% 90,9%

Сентябрь 96,5% 85,2% 96,6% 86,9%

Октябрь 96,4% 85,9% 97,6% 91,8%

Ноябрь 94,4% 91,7% 94% 91,8%

Декабрь 94,3% 77,8% 94,8% 82,7%
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Очевидно снижение качества подобного прогнозирования при увели-
чении длительности соответствующего периода. Переход к двухдневным
прогнозам влечет в среднем снижение точности на 8,52% и 6,03% для
Потсдама и Элисты соответственно.

Для визуализации точности обучения нейронных сетей (см. рисун-
ки 6.3–6.5) был создан специальный программный модуль на языке про-
граммирования пакета MATLAB, логика работы которого представлена в
алгоритме 6.2.

Алгоритм 6.2. Пакетная обработка результатов обучения
1: function BatchNNVisualization(directory)
2: // directory - имя каталога с результатами нейросетей
3: while (true) do
4: FName←dir(directory); // Чтение очередного файла
5: if (isEmpty(FName)) then
6: break;
7: PlotErr(FName); // Ошибки обучения по эпохам
8: PlotErrMonth(FName); // Ошибки обучения по месяцам
9: return ;

6.1.5 Решение задачи 𝑘-ичной классификации

Аналогично подходу, описанному в разделе 5.3.1, данная процеду-
ра была расширена путем перехода от двоичной модели дискретизации
событий к 𝑘-ичной. Если в 𝑖-й день наблюдалась какая-либо положи-
тельная величина, то она заменяется на целое значение 𝑗 из сегмента
[1, 𝑘 − 1] (̃︀𝑉 (𝑖)

𝑑𝑎𝑖𝑙𝑦 = 𝑗), соответствующих разбиению объема осадков на
𝑘 − 2 равных интервала; в противном случае величине ̃︀𝑉 (𝑖)

𝑑𝑎𝑖𝑙𝑦 приписы-
вается нулевое значение. Одно- и двухдневные прогнозы строятся по 28

предыдущим наблюдениям, величина 𝑘 равна 10. На рисунках 6.6 и 6.7
представлена зависимость изменения величины ошибки в процессе обу-
чения для тренировочной и тестовой выборок для Потсдама. Для ис-
пользуемых тестовых данных по итогам 5000 эпох обучения полученная
точность составляет 90,9% для однодневного и 73,1% для двухдневного
прогнозов для Потсдама и 92,2% и 81,7% для Элисты.

Необходимо отметить, что по сравнению с задачей бинарной класси-
фикации в данном случае для стабилизации значения ошибки в процессе
обучения предсказания требуется порядка 3000 эпох вместо 2000 ранее.
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Рис. 6.6. Ошибки для однодневного прогноза, Потсдам

Рис. 6.7. Ошибки для двухдневного прогноза, Потсдам

Рис. 6.8. Величины ошибок с учетом сезонного фактора, Потсдам
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На рисунке 6.8 представлены соответствующие столбчатые диаграм-
мы, показывающие величину ошибок предсказания в процентах для каж-
дого месяца для Потсдама. Величины ошибок по месяцам для одно- и
двухдневного прогнозов для обоих городов приведены в таблице 6.5.

Таблица 6.5. Точность 𝑘-ичного прогнозирования объемов осадков

Месяц Точность
Потсдам Элиста

1 день 2 дня 1 день 2 дня
Январь 95% 78% 92,2% 83,7%

Февраль 93,3% 73% 95,5% 86,5%

Март 91,7% 73,4% 94,7% 81,7%

Апрель 88,6% 74,3% 92,1% 81,2%

Май 92% 74,6% 91,1% 78,6%

Июнь 86,9% 72,6% 93,1% 83,3%

Июль 91,1% 67,6% 92,4% 82,6%

Август 92% 73,4% 92% 81,5%

Сентябрь 90,1% 68,1% 89,1% 80,1%

Октябрь 88,7% 70,4% 91,7% 79,4%

Ноябрь 95% 91,1% 94,6% 92%

Декабрь 86,2% 62,3% 89% 70,2%

По сравнению со случаем бинарных паттернов в случае прогноза на
два дня величина ошибки возрастает весьма значительно, хотя средние
значения точности для рядов (около 70–80%) являются все еще доста-
точно высокими.

6.1.6 Оптимизация конфигураций архитектур

Одним из наиболее популярных современных трендов обработки дан-
ных (в том числе и метеорологических) стало использование искусствен-
ных нейронных сетей. При этом на передний план, помимо выбора ти-
па архитектуры, выходит задача корректного определения гиперпара-
метров [440]. Для каждой достаточно сложной задачи оптимальные на-
стройки должны подбираться индивидуально, что представляет собой
нетривиальную вычислительную проблему. Очевидно, что для реализа-
ции научных сервисов, например, в рамках цифровых платформ, жела-
тельно максимально автоматизировать исследовательский процесс, что-
бы снизить зависимость результатов от квалификации пользователя в

205



обучении и конфигурации нейронных сетей. В данном разделе будет про-
демонстрирована возможность использования ряда известных методов
для выбора оптимальных настроек гиперпараметров на примере анали-
за данных 22 европейских метеорологических станций (см. рисунок 6.9)
за период 1904–1999 гг., расположенных в таких странах, как, например,
Австрия, Германия, Голландия, Дания, Норвегия, Франция. В наблюде-
ниях отсутствуют пропуски, поэтому нет необходимости их заполнения
для корректного решения задач анализа и прогнозирования. Отметим,
что вне зависимости от используемого метода предполагается, что при
одинаковых значениях гиперпараметров должна получаться та же самая
величина точности обучения, то есть имеет место воспроизводимость.

Рис. 6.9. Географическое расположение анализируемых станций

Наиболее простой и, очевидно, наименее эффективный, метод опти-
мизации гиперпараметров – ручной подбор соответствующих значений
вектора. Другой популярный способ – поиск по решетке, в котором осу-
ществляется полный перебор всех возможных комбинаций (подпростран-
ству) гиперпараметров. Однако в реальных задачах для корректного ре-

206



шения требуется значительное число гиперпараметров, а значит, размер-
ность решетки быстро возрастает, что приводит к очень высокой вычис-
лительной сложности данного метода. Эффективной альтернативой вы-
ступает метод случайного поиска: выбираются 𝑁 случайных векторов в
пространстве гиперпараметров, для каждой комбинации проводится обу-
чение нейронной сети и определяется наилучшая с точки зрения полу-
ченной точности. Известно [152], что данный подход позволяет получить
результаты как минимум не хуже, чем в случае поиска по решетке, при
этом временные затраты снижаются значительным образом. Данный ме-
тод достаточно популярен при решении различных прикладных задач, в
частности, в медицине [367, 410], кредитном скоринге [425], распознава-
нии речи и почерка [255].

В таблицах 6.6 и 6.7 приведены примеры для метеостанций (cм. карту
на рисунке 6.9), расположенных на уровне моря, на равнине и в горах.
Исследуются прогнозы на один и три дня вперед.

Таблица 6.6. Точность 𝑘-ичного прогнозирования на 1 шаг, 𝑘 = 10

Страна Количество случайных выборов Поиск по
(номер станции) 1 выбор 5 выборов 10 выборов решетке

Австрия (3) 83,49% 87,55% 87,62% 87,66%

Дания (4) 76,26% 80,99% 81,01% 81,05%

Франция (5) 79,96% 84,18% 84,22% 84,23%

Германия (6) 80,31% 83,52% 83,58% 83,60%

Германия (8) 82,42% 85,73% 85,75% 85,75%

Голландия (9) 76,49% 80,16% 80,21% 80,23%

Норвегия (19) 78,48% 82,51% 82,58% 82,60%

Таблица 6.7. Точность 𝑘-ичного прогнозирования на 3 шага, 𝑘 = 10

Страна Количество случайных выборов Поиск по
(номер станции) 1 выбор 5 выборов 10 выборов решетке

Австрия (3) 70,34% 71,10% 71,12% 71,14%

Дания (4) 57,13% 59,31% 59,36% 59,37%

Франция (5) 63,45% 63,80% 63,80% 63,80%

Германия (6) 63,04% 63,38% 63,39% 63,39%

Германия (8) 63,90% 66,14% 66,14% 66,14%

Голландия (9) 56,11% 58,74% 58,84% 58,85%

Норвегия (19) 59,74% 61,74% 61,74% 61,75%
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В столбцах продемонстрирована средняя точность соответствующего
числа случайных выборов, полученная для серии из пятидесяти незави-
симых последовательных запусков. Из приведенных таблиц следует, что
средняя точность случайного поиска уже для 5–10 выборов вполне со-
поставима с полным перебором, при этом скорость может быть выше в
10–300 раз в зависимости от количества узлов решетки. Таким образом,
для метеорологических данных и выбранной архитектуры подтвержда-
ется эффективность метода случайного поиска.

Задача обучения архитектур с различными комбинациями гиперпа-
раметров (число скрытых слоев и нейронов в них, коэффициенты дро-
паута во входном и скрытых слоях, коэффициент изменения скорости
обучения, методы оптимизации) является весьма трудоемкой, поэтому
были использованы ресурсы гибридного высокопроизводительного вы-
числительного кластера архитектуры Power9. Его использование для
сравнения конфигураций архитектур для решения задачи 𝑘-ичной клас-
сификации (𝑘 = 10) с входным вектором из 180 наблюдений позволило
ускорить обучение не менее, чем в 5–8 раз. При этом при поиске по ре-
шетке используется более 3900 различных комбинаций элементов.

6.2 Анализ методов восстановления пропу-
щенных значений в пространственно-
временных метеорологических данных

Повышение эффективности алгоритмов машинного обучения приве-
ло к росту их востребованности как в задачах анализа результатов физи-
ческих моделей предсказания погоды с целью получения более точного
прогноза, так и в качестве самостоятельных инструментов исследова-
ния пространственно-временных метеорологических рядов, полученных
со спутников и метеостанций. Такие наблюдения в больших объемах по-
ступают с огромного числа датчиков и зачастую содержат пропуски, ко-
торые могут существенным образом повлиять на качество обучения ме-
тодов или изменить решения статистических моделей анализа различных
метеорологических явлений, например, экстремальных осадков, которые
будут изучаться в следующих разделах данной главы. Поэтому весьма
важной оказывается задача корректного заполнения пропусков в подоб-
ных данных [372].

Наиболее простой способ заключается в исключении из обработки ча-
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сти выборки с пропусками до момента, когда данные станут полными, од-
нако в метеорологических рядах пропущенное значение может появиться
в любой случайный момент времени (в частности, из-за особенностей их
регистрации). Другой подход основан на использовании данных реанали-
за, однако возможны существенные расхождения с реальными наблюде-
ниями. Поэтому развиваются различные статистические и нейросетевые
методы для обеспечения возможности корректного заполнения пропус-
ков для последующего использования, например, в гидрологических мо-
делях [144, 280, 402]. В том числе, в качестве дополнительных данных
используются значения соседних станций [378], однако это возможно да-
леко не всегда. Таким образом, наибольший интерес представляют ме-
тоды, использующие временные ряды только конкретной метеостанции,
а дополнительные признаки для обучения извлекаются либо непосред-
ственно из этих наблюдений, либо из иных метеорологических парамет-
ров, полученных в той же географической точке.

В данном разделе на примере пространственно-временных рядов, со-
бранных более чем на 100 станциях России, Европы, Америки, Азии и
Африки, то есть без привязки к каким-то конкретным регионам (в от-
личии от общепринятого подхода в метеорологии, когда подробно ана-
лизируются данные какой-либо страны [200, 258, 427]), проведен анализ
эффективности методов машинного обучения для заполнения пропущен-
ных значений в метеорологических данных. В качестве источника те-
стовых наблюдений использовалась открытая база NNDC Climate Data
Национального управления океанических и атмосферных исследований
(NOAA). Основной акцент был сделан на выборе наиболее универсальных
методов, которые оставались бы эффективными при анализе данных со
станций из регионов, отличающихся своим географическим местополо-
жением от тестовых. Также это позволяет рассчитывать на сохранение
эффективности развитых методов при анализе иных типов данных. Ме-
тоды машинного обучения, а не нейронные сети, были выбраны по при-
чине более высокой скорости их обучения.

6.2.1 Подготовка данных и используемые метрики
точности

Для выбора универсальных методов заполнения пропущенных на-
блюдений использовались полные пространственно-временные ряды
(или их части, не содержащие пропусков). Поэтому сначала было реали-
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зовано случайное внедрение от одного до трех подряд идущих пропусков
на одно окно [248], при этом их общее количество варьировалось вплоть
до максимально возможного для выбранных настроек. Затем с помо-
щью различных методов (исторические паттерны, алгоритмы машинно-
го обучения) все эти пропуски заполнялись и проводилось сравнение с
истинными значениями. При этом решались задачи и классификации, и
регрессии. Предсказываемыми переменными являются факт выпадения
и объемы осадков, а точка росы, средние температура и скорость ветра
используются в ряде случаев в качестве дополнительных признаков.

Для оценивания корректности работы использовались несколько мет-
рик. В частности, для задач классификации используется величина ACC,
определяемая выражением

𝐴𝐶𝐶 = 𝑇𝑃𝑅 + 𝑇𝑁𝑅, (6.1)

где TPR (True Positive Rate) – доля верно угаданных случаев (классов)
наличия осадков, а TNR (True Negative Rate) – доля верно угаданных
случаев отсутствия осадков. Также для сравнения бинарных классифи-
каторов используется площадь под ROC-кривой (ROC AUC) [270], которая
описывает точность решения модели как вероятность принадлежности к
определенному классу и задается выражением

𝑅𝑂𝐶 𝐴𝑈𝐶 =

1∫︁
0

𝑇𝑃𝑅
(︀
𝐹𝑃𝑅−1(𝑥)

)︀
𝑑𝑥, (6.2)

где FPR (False Positive Rate) – доля неверно угаданных положитель-
ных классов. Она позволяет корректнее оценивать точность в случае, ко-
гда один из классов является доминирующим, что вполне соответствует
исходным данным об осадках, в которых достаточно много нулевых зна-
чений. Кроме того, используется и стандартная для непрерывных дан-
ных метрика RMSE.

6.2.2 Заполнение пропусков на основе бинарной
классификации

Сначала воспользуемся вероятностным подходом на основе паттер-
нов. В данном разделе будут использованы паттерны длины 𝑁 = 5, с
помощью которых и задается минимальное расстояние между пропус-
ками (в рамках паттерна их не может быть произвольное число). Рас-
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сматриваются от одного до трех подряд пропущенных значений на окно,
тогда их общее число в данных варьируется следующим образом:
– до 20% для единственного пропуска;
– до 33% для двух пропусков;
– до 43% для трех.

Опишем частотно-вероятностный подход к решению данной задачи.
1. Рассмотрим часть данных (после проведенной бинарной дискретиза-
ции) с пропуском, который обозначим символом 𝒳 :

. . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

2. Рассмотрим все подвыборки длины 𝑁 = 5, содержащие это пропу-
щенное значение:

(a) . . .−𝐷 − 𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

(b) . . .−𝐷 −𝑊 − 𝐷 −𝐷 −𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

(c) . . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 − 𝐷 −𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

(d) . . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 − 𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

(e) . . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

3. Пропущенное значение может быть только «D» или «W» (то есть
решается задача бинарной классификации в смысле определения, были
осадки в данный день или нет. Например, подвыборки из пункта 2a могут
быть только такие:

𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝑊 или 𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝐷

4. Теперь необходимо выбрать подходящий паттерн с максимальной ча-
стотой (вероятностью) – и в качестве решения нужно использовать со-
ответствующее значение из него:

. . .−𝐷 − 𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .⇒
⇒ 𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝐷

. . .−𝐷 −𝑊 − 𝐷 −𝐷 −𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .⇒
⇒ 𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝑊 −𝑊

. . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 − 𝐷 −𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .⇒
⇒ 𝐷 −𝐷 − 𝐷 −𝑊 −𝐷
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. . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 − 𝐷 −𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .⇒
⇒ 𝐷 − 𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷

. . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝒳 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .⇒
⇒ 𝑊 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊

5. Тогда в качестве окончательного решения метода выбирается эле-
мент, который чаще всего встречался в подвыборках, полученных на
предыдущем шаге:

. . .−𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝐷 − 𝐷 −𝑊 −𝐷 −𝐷 −𝑊 − . . .

На рисунке 6.10 продемонстрирован пример применения данного под-
хода для различных долей пропущенных значений для Потсдама. Опи-
санный алгоритм очень прост для реализации, однако полученная точ-
ность решения задачи бинарной классификации, особенно для случая
нескольких подряд идущих пропусков, является достаточно умеренной
или даже низкой.

Применим с той же целью метод опорных векторов (SVM) [184] с
расширением признакового пространства за счет добавления данных об
иных метеорологических характеристиках (точка росы, средние темпе-
ратура и скорость ветра и т.п.). Результаты для Потсдама представлены
на рисунке 6.11. С увеличением общего количества пропущенных значе-
ний, точность уменьшается и для SVM, однако даже при доле исключеных
значений в 40% от объема выборки при данная величина остается более
70% против 44,7% для паттернов. Кроме того, разница в точности при
увеличении доли пропущенных значений (то есть между крайнелевой
и крайне правой точками для каждого графика) не превышает 5,5%,
что также является весьма хорошим результатом с точки зрения обра-
ботки реальных пространственно-временых рядов. Также, точность SVM-
классификации достаточно близка друг к другу и для различного числа
последовательных пропусков (не более 5,3%). Очевидно, что в данном
случае усложнение используемого метода решения задачи является пол-
ностью оправданным.

Сравнение средней точности методов на основе паттернов и SVM пред-
ставлена в таблице 6.8. В случае одного последовательного пропущенного
значения разница составляет 7,3%, для двух и трех – 8,33% и 25,35%,
соответственно. Таким образом, при увеличении количества пропусков
точность вероятностного подхода существенно уменьшается, в то время
как SVM менее чувствителен к этой ситуации.
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Рис. 6.10. Заполнение пропусков на основе паттернов, Потсдам
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Рис. 6.11. Заполнение пропусков с использованием SVM, Потсдам

Таблица 6.8. Средняя точность заполнения пропусков с помощью пат-
тернов и метода опорных векторов (классификация)

Количество последовательных Паттерны SVM
пропусков (Потсдам) (Потсдам)

Один 71.44% 78.74%

Два 67.21% 75.54%

Три 47.45% 72.8%
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Рассмотрим решение задачи классификации для случая одного
подряд идущего пропуска с помощью экстремального градиентного
XGBoost_Logistic [180] и категориального CatBoost_Logistic [357] бу-
стинга с целевой функцией логистической регрессии для 14 тестовых
станций в Германии (данные получены из базы NOAA). Категориальный
бустинг – это предложенная компанией Яндекс модификация классиче-
ского градиентного бустинга (GB) над деревьями решений [206], активное
применяемая в коммерческих продуктах, но достаточно редко – в науч-
ных исследованиях (можно упомянуть лишь отдельные статьи [274,359]).
Метод XGBoost является наиболее часто применяемой для решения задач
классификации и регрессии в значительном спектре прикладных обла-
стей [129,175,339,407,425] модификацией градиентного бустинга. Выбор
функции логистической регрессии основан на возможности использова-
ния меньшего объема данных для обучения в этом случае.

В таблице 6.9 приведены результаты для лучшей из рассмотренных
конфигураций по каждой станции в метриках ACC (6.1) и ROC AUC (6.2).
Отметим, что всего для рассмотренных станций были протестированы
более 8500 различных конфигураций, включая и задачу регрессии, кото-
рая будет рассмотрена в следующем разделе. Для извлечения признаков
была использована библиотека tsfresh [183] для языка программирова-
ния Python с пакетами NumPy, pandas, SciPy и scikit-learn.

Таблица 6.9. Сравнение методов классификации на основе бустинга

Город Станция Лучший метод ACC ROC AUC
Берлин 93850 XGBoost_Logistic 86,11% 95,64%

Берлин 103810 CatBoost_Logistic 80,56% 82,19%

Доберлуг 94900 CatBoost_Logistic 83,33% 88,1%

Доберлуг 104900 CatBoost_Logistic 86,11% 84,23%

Хольцдорф 104760 XGBoost_Logistic 61,11% 72,1%

Линденберг 93930 CatBoost_Logistic 75% 76,92%

Линденберг 103930 CatBoost_Logistic 86,11% 86,55%

Нойруппин 92700 XGBoost_Logistic 72,22% 75,6%

Нойруппин 102700 CatBoost_Logistic 69,44% 66,9%

Потсдам 93790 XGBoost_Logistic 63,89% 68,75%

Потсдам 103790 XGBoost_Logistic 66,7% 78,41%

Визенбург 103680 XGBoost_Logistic 66,7% 70,63%

Виттенберг 94740 XGBoost_Logistic 77,78% 74,6%

Виттенберг 104740 XGBoost_Logistic 69,44% 73,96%
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В таблице 6.10 приведены усредненные сразу по всем вариантам па-
раметров значения точности для каждой модели.

Таблица 6.10. Усредненные результаты предсказания методов классифи-
кации

Метрика
Метод ACC ROC AUC

XGBoost_Logistic 72,22% 78,26%

CatBoost_Logistic 71,03% 75,96%

В данном случае метод XGBoost_Logistic продемонстрировал в
среднем несколько более высокие (на 1,19 и 2,3% в метриках ACC
и ROC AUC, соответственно) показатели точности по сравнению с
CatBoost_Logistic. Однако, как видно из таблицы 6.9, для 6 из 14 стан-
ций в качестве лучшего алгоритма был выбран категориальный бустинг.

6.2.3 Заполнение пропущенных значений на основе
классификации и регрессии

В этом разделе рассмотрим вопрос восстановления значений у пропу-
щенных данных. При этом существенным образом будут использоваться
сведения о бинарной классификации, изученные выше, с целью установ-
ления «сухих» и «дождливых» периодов. Действительно, в случае высо-
кой точности работы методов классификации пропуски в «сухих» пери-
одах должны заполняться строго нулевыми значениями, чтобы не уве-
личивать ошибку RMSE. Для определения величины пропусков в «дожд-
ливые» периоды будут использоваться следующие алгоритмы:
– заполнение средними значениями (Means): все отсутствующие эле-

менты заменяются средним арифметическим выбранной подвыборки
или полного временного ряда;
– метод 𝑘 ближайших соседей (k-NN) [132];
– EM-алгоритм (EM);
– метод опорных векторов SVM;
– случайные леса (RFs) [135,160,201,400];
– методы градиентного бустинга GB, XGBoost и CatBoost.

Сначала для оценивания точности заполнения пропусков в «дождли-
вые» периоды воспользуемся нормализованной метрикой RMSE. А имен-
но, рассмотрим величины 𝜀𝑚 = 𝑉𝑚

−1𝑅𝑀𝑆𝐸𝑚, где 𝑅𝑀𝑆𝐸𝑚 среднеквад-
ратическая ошибка для 𝑚-ого «дождливого» периода, а 𝑉𝑚 общий объем
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осадков за тот же период. При этом значения 𝑉𝑚 определяются с исполь-
зованием полных данных. Фактически проводится нормализация наблю-
дений за каждый «дождливый» период. Это позволяет сравнивать ошиб-
ки 𝜀𝑚 для разных «дождливых» периодов, а также вычислять их среднее
значение для всех интервалов с пропусками и выражать точность в от-
носительных единицах. Вектор-строка 𝜀 = {𝜀𝑚}𝑚=1,𝐿 соответствует по-
следовательности ошибок для всех «дождливых» периодов, содержащих
пропущенные значения. Тогда общая ошибка равна 𝐸𝑟𝑟 = 𝐿−1𝜀1𝐿×1, где
1𝐿×1 – вектор-столбец из 𝐿 единиц.

Таблицы 6.11 и 6.12 демонстрируют сравнение точностей различных
алгоритмов машинного обучения для заполнения искусственных пропус-
ков в данных на примере Потсдама и Элисты для различных долей про-
пущенных значений для одного (см. также рисунок 6.12) и двух подряд
идущих пропусков. В качестве классификатора в таблицах используется
SVM. На рисунке 6.12 также приведено сравнение с историческими пат-
тернами, для которых лучшие результаты были получены в комбинации
с EM-алгоритмом.

Таблица 6.11. Точность гибридных методов, 1 пропуск (Потсдам)

Доля Метод
пропусков SVM+XGBoost SVM+EM SVM+RF SVM+k-NN

1% 89.74% 84.27% 85.79% 86.20%

5% 88.94% 81.94% 84.49% 84.76%

10% 87.52% 81.01% 81.70% 79.33%

15% 84.51% 80.87% 79.83% 77.39%

20% 82.89% 78.81% 76.79% 75.06%
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Рис. 6.12. Точность гибридных методов, 1 пропуск (Потсдам)
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Таблица 6.12. Точность гибридных методов, 2 пропуска (Потсдам)

Доля Метод
пропусков SVM+XGBoost SVM+EM SVM+RF SVM+k-NN

1% 82.63% 79.51% 71.96% 83.75%

5% 76.37% 75.15% 71.56% 74.87%

10% 75.92% 73.32% 72.04% 70.11%

15% 74.27% 72.67% 68.22% 67.14%

20% 73.74% 71.08% 66.22% 67.95%

25% 73.19% 69.88% 68.33% 70.59%

30% 71.39% 68.79% 65.99% 66.53%

Таким образом, лучшие результаты получаются в случае использова-
ния метода опорных векторов для классификации и экстремального гра-
диентного бустинга для регрессии. В терминах нормализованной ошибки
RMSE для комбинации SVM+XGBoost точность даже для высоких уровней
не опускается ниже 70–80%, что является очень хорошим результатом.
Остальные методы показывают несколько более низкие значения, одна-
ко достаточно успешно себя проявляют случайные леса. Отметим, что
соединительные линии на рисунке 6.12 (как и на остальных графиках
этого раздела) носят иллюстративный характер – кривые строятся по
точкам, отмеченным маркерами, в то время как промежуточные уровни
пропусков не рассматриваются.

В таблице 6.13 приведено время, затраченное на обучение каждого
метода (в секундах) на обычном настольном решении. Очевидно, что ис-
пользование высокопроизводительных вычислительных кластеров в дан-
ном случае не требуется.

Таблица 6.13. Среднее время обучения алгоритмов машинного обучения

Доля Метод
пропусков SVM+XGBoost SVM+EM SVM+RF SVM+k-NN

1% 2.03 1.71 1.98 1.82

5% 1.99 1.93 1.88 1.74

10% 1.89 2.01 1.76 1.60

15% 1.64 2.55 1.54 1.39

20% 1.53 2.89 1.29 1.13

25% 1.18 3.05 0.98 0.84

30% 1.00 3.13 1.01 0.77

Для рассмотренных ранее 14 метеостанций в Германии воспользуем-
ся методами XGBoost и CatBoost с различными целевыми функциями
для восстановления пропусков с помощью «чистой» регресии (то есть

217



без предварительного анализа с помощью бинарного классификатора).
В XGBoost_RMSE и CatBoost_RMSE используется RMSE, CatBoost_MAE –
средняя абсолютная ошибка (MAE), а в XGBoost_Gamma – гамма-регрессия
с логарифмической связью. В таблице 6.14 приведены результаты луч-
шей модели для каждой станции в метриках ACC и RMSE.

Таблица 6.14. Сравнение методов регрессии на основе бустинга

Город Станция Лучший метод ACC RMSE
Берлин 93850 XGBoost_Gamma 83,33% 0,0631

Берлин 103810 XGBoost_Gamma 69,44% 0,1111

Доберлуг 94900 XGBoost_Gamma 86,11% 0,075

Доберлуг 104900 CatBoost_MAE 83,33% 0,0876

Хольцдорф 104760 XGBoost_Gamma 75% 0,1027

Линденберг 93930 XGBoost_Gamma 75% 0,0721

Линденберг 103930 XGBoost_Gamma 80,56% 0,0912

Нойруппин 92700 XGBoost_Gamma 66,7% 0,061

Нойруппин 102700 CatBoost_MAE 66,7% 0,06429

Потсдам 93790 XGBoost_Gamma 66,7% 0,09095

Потсдам 103790 XGBoost_Gamma 66,7% 0,0886

Визенбург 103680 XGBoost_Gamma 61,11% 0,1767

Виттенберг 94740 CatBoost_MAE 72,22% 0,0591

Виттенберг 104740 XGBoost_RMSE 77,78% 0,0734

Сравнение результатов точности классификации для модели регрес-
сии по сравнению с полученными ранее (см. таблицы 6.9 и 6.14, столбцы
ACC) заметно хуже в большинстве справляются с задачей классифика-
ции. Рассмотрим ряд гибридных моделей на основе будстинга, в которых
сначала будет решаться задача классификации, и только затем регрес-
сии:
– XGBoost_Logistic+Mean: Сочетание выхода классификатора {𝑐𝑐𝑙𝑠𝑡 } и

среднего значения объемов осадков 𝑚 = |𝑇 |−1
∑︀

𝑡∈𝑇 𝑦𝑡. Тогда выход ги-
бридной модели определяется как {𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑𝑡 = 𝑐𝑐𝑙𝑠𝑡 ·𝑚}.
– XGBoost_Logistic+RMSE: Вместо среднего значения 𝑚 используется

выход простого регрессора {𝑦𝑟𝑒𝑔𝑡 }. Тогда выход новой модели определим
как {𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑𝑡 = 𝑐𝑐𝑙𝑠𝑡 · 𝑦

𝑟𝑒𝑔
𝑡 }.

– XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid: Выход классификатора {𝑝𝑐𝑙𝑠𝑡 }
определяет вероятность принадлежности к классу, соответствующему
выпадению осадков. Зададим функцию связи 𝑠(𝑥) =

(︀
1 + 𝑒−𝛼(𝑥−𝛽)

)︀−1,
где 𝛼 и 𝛽 – некоторые заданные действительные коэффициенты, кото-
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рая позволяет использовать вместо бинарного решения классификатора
{𝑐𝑐𝑙𝑠𝑡 } набор непрерывных значений, а кроме того, предоставляет воз-
можность гибкого подбора коэффициентов, наиболее подходящих для
конкретных данных. Определим выход как {𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑𝑡 = 𝑠

(︀
𝑝𝑐𝑙𝑠𝑡

)︀
· 𝑦𝑟𝑒𝑔𝑡 }. Для

рассматриваемых тестовых данных наилучшие результаты были полу-
чены для конфигураций с 𝛼 = 10 и 𝛽 = 0,45.

В таблице 6.15 приведены 8 из 14 метеостанций, для которых были
улучшены результаты чисто регрессионных моделей (см. таблицу 6.14).
При этом увеличение точности классификации составило от 2% до 8% в
зависимости от местоположения. Таким образом, использование гибрид-
ных моделей оказывается вполне оправданным с точки зрения более точ-
ной обработки данных и корректного заполнения пропусков в них.

Таблица 6.15. Точность для гибридных моделей на основе бустинга

Город Станция Лучший метод ACC RMSE
Берлин 93850 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 91,67% 0,0588

Берлин 103810 XGBoost_Logistic+RMSE 75% 0,1012

Нойруппин 92700 XGBoost_Logistic+RMSE 72,22% 0,0556

Нойруппин 102700 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 69,44% 0,05933

Потсдам 93790 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 69,44% 0,0697

Потсдам 103790 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 69,44% 0,0777

Визенбург 103680 XGBoost_Logistic+RMSE 66,7% 0,1418

Виттенберг 94740 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 80,56% 0,052

В таблице 6.16 приведены усредненные сразу по всем вариантам па-
раметров значения точности как для чисто регрессионных, так и для
гибридных моделей в порядке возрастания величины ACC (6.1). Также
для сравнения представлена простая модель заполнения средним.

Таблица 6.16. Усредненная точность для различных моделей

Метрика
Метод ACC RMSE
Mean 45,24% 0,0801

CatBoost_RMSE 47,02% 0,0756

XGBoost_RMSE 58,73% 0,0759

CatBoost_MAE 60,91% 0,0804

XGBoost_Gamma 70,83% 0,0877

XGBoost_Logistic+Mean 72,22% 0,0808

XGBoost_Logistic+RMSE 72,42% 0,0787

XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 0,034% 0,0763
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Отметим, что и величины ошибок RMSE для непрерывных значений
также остаются весьма умеренными. Итак, в большинстве случаев для
работы с осадками более перспективным представляется использование
экстремального градиентного бустинга, однако для отдельных рядов ре-
зультаты могут быть улучшены за счет категориальных моделей.

6.2.4 Сравнение методов восстановления пропусков
для всех тестовых метеостанций

При сравнении различных классификаторов для более 100 тестовых
станций установлено, что наиболее высокие значения в среднем полу-
чаются для метода экстремального градиентного бустинга XGBClass (в
среднем 83,41%), в то время как случайные леса и метод опорных век-
торов демонстрируют несколько более низкие, но достаточно близкие
значения – 82,74% и 82,08%, соответственно. Величина RMSE для нор-
мированных данных для различных долей пропусков в данных варьи-
ровалась от 0,01 до 0,06 (средние значения приведены в таблице 6.17).
Таким образом, в качестве наиболее универсального метода может быть
рекомендован экстремальный градиентный бустинг для обеих задач, од-
нако в ряде ситуаций возможно получение некоторого дополнительного
преимущества, например, за счет использования случайных лесов.

Таблица 6.17. Средние значения ошибок восстановления пропусков для
всех случаев по всем анализируемым метеостанциям

Методы RMSE
RFs+GB, RFs+XGBoost, XGBClass+GB, XGBClass+XGBoost 0,031

RFs+RFs, SVM+GB, SVM+RF, SVM+XGBoost, XGBClass+RF 0,032

RFs+EM, SVM+EM, XGBClass+EM 0,034

На рисунке 6.13 приведен пример географической карты с нанесен-
ными на нее метеостанциями в разных странах и значениями RMSE для
уровней в 1%, 10% и 20% пропущенных значений (случай одного подряд
идущего пропуска). Также указано, использование каких именно комби-
наций методов классификации и регресии привело к получению указан-
ных значений. Легко видеть, что для станций в разных точках наиболее
эффективными оказываются различные методы, однако в большинстве
случаев указаны именно алгоритмы на основе экстремального градиент-
ного бустинга.
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Рис. 6.13. Метеостанции и точность заполнения пропусков

В алгоритме 6.3 приведена схема реализации метода сравнения ре-
зультатов различных методов машинного обучения для заполнения про-
пущенных значений в пространственно-временных данных.

Алгоритм 6.3. Тестирование методов заполнения пропусков в данных
1: function MLTestImputation(Data, MLs)
2: i ← 1;
3: for all (Data) do // Набор тестовых метеостанций
4: MVs ← MissingValues(Data𝑖); // Внедрение пропусков
5: F ← FeaturesSelection(Data𝑖); // Извлечение признаков
6: j ← 1;
7: for all (MLs) do // Для набора алгоритмов
8: // Заполнение искусственно внесенных пропусков
9: [Class𝑖,𝑗, Regr𝑖,𝑗, Hybrid𝑖,𝑗] ← Imput(Data𝑖, MVs, F, MLs𝑗);

10: j++; // Выбор следующего алгоритма
11: Plot(Class𝑖, Regr𝑖, Hybrid𝑖); // Визуализация результатов
12: i++; // Выбор следующей метеостанции
13: return [Class, Regr, Hybrid]; // Содержат данные о точности
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6.3 Аппроксимации продолжительностей и
объемов осадков за «дождливые» пери-
оды

Модели экстремальных событий, описанные в разделе 1.3, существен-
ным образом использовали тот факт, что интервалы времени между
элементами имеют классическое или обобщенное отрицательное бино-
миальное распределение. В этом параграфе покажем, что для осадков
в качестве таких объектов рассматриваются длины «дождливых» пе-
риодов. Также обсуждаются вопросы распределения объемов осадков,
выпавших за эти периоды. Кроме того, предложена процедура функци-
онального оценивания параметров обобщенных отрицательных биноми-
альных и гамма-распределений.

6.3.1 Отрицательное биномиальное распределение
как модель длительностей «дождливых» пери-
одов

Продолжительность «дождливого» периода не может составлять ме-
нее одного дня (иначе соответствующие наблюдения относятся к «сухим»
периодам), при этом классическое определение отрицательного биноми-
ального распределения с параметрами 𝑟 > 0 и 𝑝 ∈ (0, 1) подразумевает
возможность и нулевых значений. Легко видеть, что для случайной ве-
личины 𝑋 = 𝑌 +1 справедливы соотношения (с учетом условия 𝑋 > 1):

P(𝑋 = 𝑘) = P(𝑋 − 1 = 𝑘 − 1) =
Γ(𝑟 + 𝑘 − 1)

Γ(𝑟)Γ(𝑘 − 1 + 1)
𝑝𝑟(1− 𝑝)𝑘−1 =

=
Γ(𝑟 + 𝑘 − 1)

Γ(𝑟)Γ(𝑘)
𝑝𝑟(1− 𝑝)𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .

Поэтому для проверки гипотезы об отрицательной биномиальности
распределения длительностей достаточно вычесть из исходных данных
единицу и использовать стандартные процедуры. На рисунках 6.14 и 6.15
приведены примеры статистической подгонки соответствующих распре-
делений для Потсдама и Элисты. 𝑃 -значение по 𝜒2-критерию составило
0,2444 в первом случае и 0,1238 во втором, то есть гипотеза не отвергает-
ся. Кроме того, наглядно видно и визуальное соответствие гистограммы
и подогнанных законов. Значения параметров отрицательного биноми-
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ального распределения составили 𝑟 = 0.847, 𝑝 = 0.322 для Потсдама
и 𝑟 = 0.876, 𝑝 = 0.489 для Элисты. Оказалось, что в обоих случаях
параметр формы 𝑟 меньше единицы.

Рис. 6.14. Распределение длительностей периодов, Потсдам

Рис. 6.15. Распределение длительностей периодов, Элиста

Можно предложить следующее объяснение данного вида распределе-
ния у длительностей «дождливых» периодов. Осадки представляют со-
бой временной процесс. Пусть его проекция на ось абсцисс является непу-
стым связанным (случайным) множеством. Основываясь на ряде есте-
ственных предположений для пуассоновской случайной меры [286], мож-
но считать, что если плотность распределения «дождливых» дней рав-
номерна по времени, то размер каждой проекции должен иметь пуассо-
новское распределение. Однако данное предположение из-за различных
эффектов (например, наличия сезонных трендов) нарушается случай-
ным образом, что приводит к необходимости использования смешанных
пуассоновских распределений. В частности, отрицательное биномиаль-
ное является таковым (со смешивающим гамма-распределением) [254].
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Действительно, для всех целых 𝑘 > 0 имеем:

1

𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝜆𝑘
1

Γ(𝑟)

(︁ 𝑝

1− 𝑝

)︁𝑟
𝜆𝑟−1 exp

{︁
− 𝜆𝑝

1− 𝑝

}︁
𝑑𝜆 =

=
(︁ 𝑝

1− 𝑝

)︁𝑟 1

𝑘!Γ(𝑟)

∞∫︁
0

exp
{︁
− 𝜆

1− 𝑝

}︁
𝜆𝑘+𝑟−1𝑑𝜆 =

Γ(𝑘 + 𝑟)

𝑘!Γ(𝑟)
𝑝𝑟(1− 𝑝)𝑘.

Таким образом, если параметр 𝜆 пуассоновского распределения слу-
чаен и сам распределен как гамма с параметрами 𝑟 и 𝑝/(1−𝑝), то соответ-
ствующее смешанное пуассоновское распределение будет отрицательным
биномиальным с параметрами 𝑟 и 𝑝.

Как известно [151, 286], пуассоновское распределение является наи-
лучшей вероятностной моделью для дискретных хаотических стохасти-
ческих процессов, адекватность которой обусловлена универсальным
принципом неубывания энтропии в замкнутых системах. Тогда можно
считать, что смешивающее гамма-распределение «случайного» парамет-
ра пуассоновского распределения в отрицательной биномиальной моде-
ли, являющееся и смешанным экспоненциальным при 0 < 𝑟 6 1 [215],
описывает статистические закономерности случайных изменений внеш-
них факторов.

В случае, если параметр 0 < 𝑟 6 1, можно показать [91], что любое от-
рицательное биномиальное распределение является смешанным геомет-
рическим [90]. Указанное представление можно проинтерпретировать в
терминах испытаний Бернулли со случайной вероятностью успеха. Сна-
чала в результате «предварительного» эксперимента определяется зна-
чение вероятности успеха, а потом рассматриваемая случайная величина
определяется как число успехов до первой неудачи в последовательно-
сти испытаний Бернулли с так определенной случайной вероятностью
успеха. Такая интерпретация позволяет привести дополнительные аргу-
менты, объясняющие адекватность отрицательной биномиальной модели
для распределения продолжительности дождливых периодов. А именно,
можно предположить, что последовательность «дождливых» и «сухих»
дней не является независимой, но является условно независимой при
фиксированном значении случайной величины, определяющей значение
вероятности успеха, которое меняется от одного «дождливого» периода
к другому (например, в зависимости от времени года) и определяется
факторами, внешними по отношению к исследуемой локальной систе-
ме. Отрицательная биномиальная модель длительности «дождливых»
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периодов позволяет получить асимптотические аппроксимации для та-
ких важных характеристик выпадения осадков как распределение сум-
марного количества осадков, выпавших за один дождливый период, и
распределение экстремального суточного количества осадков, которые
будут рассмотрены в следующих разделах.

Аппроксимация распределения длительностей «дождливых» перио-
дов была произведена для нескольких сотен метеостанций, расположен-
ных по всему миру [413]. В частности, для 22 европейских объектов (см.
раздел 6.1.6 и рисунок 6.9) за период 1904–1999 гг. получены изменения
параметров отрицательного биномиального распределения за период в
один год, пять, десять и двенадцать лет. Дополнительно исследовалась
эволюция аналогичных параметров для «сухих» периодов, а также ма-
тематические ожидания и дисперсии соответствующих распределений.
Соответствующая процедура представлена в алгоритме 6.4.

Алгоритм 6.4. Анализ характеристик распределений «дождливых» и
«сухих» периодов для набора метеостанций

1: function StationsNB(Stations, Periods = [1, 5, 10, 12])
2: for all (Stations) do
3: for all (Period) do
4: // Вычисление параметров и моментов
5: [r(𝑊 )

𝑖,𝑗 , p(𝑊 )
𝑖,𝑗 , r(𝐷)

𝑖,𝑗 , p(𝐷)
𝑖,𝑗 ] ← NBParams(Stations𝑖, Periods𝑗);

6: [E(𝑊 )
𝑖,𝑗 , D(𝑊 )

𝑖,𝑗 , E(𝐷)
𝑖,𝑗 , D(𝐷)

𝑖,𝑗 ] ← Moments(r(𝑊 )
𝑖,𝑗 , p(𝑊 )

𝑖,𝑗 , r(𝐷)
𝑖,𝑗 , p(𝐷)

𝑖,𝑗 );
7: j++; // Выбор следующего размера окна
8: i++; // Выбор следующей метеостанции
9: PlotParams(r(𝑊 ), p(𝑊 ), r(𝐷), p(𝐷), E(𝑊 ), D(𝑊 ), E(𝐷), D(𝐷));

10: Save2CSV(r(𝑊 ), p(𝑊 ), r(𝐷), p(𝐷), E(𝑊 ), D(𝑊 ), E(𝐷), D(𝐷));
11: return ;

Примеры для станций с номерами 5 (Франция) и 6 (Германия) приве-
дены на рисунках 6.16–6.19. Отмечено, что для окон меньшего размера
(1 год или 5 лет) параметр формы 𝑟 может принимать значения больше
единицы. Однако с увеличением размера окна и для «дождливых», и для
«сухих» периодов параметр формы 𝑟 6 1, при этом отдельные откло-
нения наблюдаются для объектов, расположенных в горах (например,
метеостанция номер 21 в Швейцарии, см. рисунок 6.9). В целом, отрица-
тельная биномиальная модель с параметром формы меньшим единицы
может считаться корректной для большинства регионов на умеренных,
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но достаточно длительных временных горизонтах.

Рис. 6.16. «Дождливые» периоды, станции 5 и 6, окно 1 год

Рис. 6.17. «Дождливые» периоды, станции 5 и 6, окно 5 лет

Длительные периоды позволяют более четко выявлять долгосрочные
тенденции в изменении соответствующих характеристик распределений,
при этом есть некоторые различия в характере локальных и глобаль-
ных трендов. Полученные результаты могут быть использованы непо-
средственно для анализа изменений климата в различных регионах и
прогнозирования явлений, связанных с осадками. Кроме того, высокое
согласие между распределением длительностей «дождливых» периодов
и отрицательной биномиальной моделью будут использованы при стати-
стическом определении экстремальных объемов осадков.
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Рис. 6.18. «Дождливые» периоды, станции 5 и 6, окно 10 лет

Рис. 6.19. «Дождливые» периоды, станции 5 и 6, окно 12 лет

6.3.2 Распределение объемов осадков

В этом разделе рассмотрим аппроксимацию выборочных распреде-
лений для величин суточных осадков и суммарных объемов за «дожд-
ливые» периоды. Эмпирически было установлено, что есть высокое со-
ответствие между данными и гамма- и обобщенными распределениями
Парето, функция распределения которого имеет вид (𝜉 ∈ R – параметр
формы, 𝜇 ∈ R – сдвига, 𝜎 > 0 – масштаба):

𝐹𝜉,𝜎,𝜇(𝑦) =

⎧⎨⎩1−
(︁
1 + 𝜉(𝑦−𝜇)

𝜎

)︁−1/𝜉
, если 𝜉 ̸= 0,

1− 𝑒−𝑦−𝜇
𝜎 иначе.

(6.3)
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На рисунках 6.20– 6.23 продемонстрирована аппроксимация распре-
делений величин осадков и суточных объемов за «дождливые» периоды
в Потсдаме и Элисте.

Рис. 6.20. Распределение суточных объемов осадков, Потсдам

Рис. 6.21. Распределение суточных объемов осадков, Элиста

Рис. 6.22. Распределение объемов осадков за периоды, Потсдам

Рис. 6.23. Распределение объемов осадков за периоды, Элиста
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Можно показать, что масштабная смесь гамма-распределений со сме-
шивающим экспоненциально законом является распределением типа Па-
рето. Действительно, имеем∫︁ ∞

0

𝜆𝑒−𝜆𝑥
𝜇𝑠

Γ(𝑠)
𝜆𝑠−1𝑒−𝜇𝜆𝑑𝜆 =

𝑠𝜇𝑠

(𝑥+ 𝜇)1+𝑠
, 𝑥 > 0,

то есть для любых 𝑠 > 0, 𝜇 > 0 распределение Парето с указанной плот-
ностью является смешанным экспоненциальным. Более того, рассмотрим
следующие равенства (для 𝑥 > 0):

𝑥𝑟−1

Γ(𝑟)

∞∫︁
0

𝜆𝑟𝑒−𝜆𝑥
𝜇𝑠

Γ(𝑠)
𝜆𝑠−1𝑒−𝜇𝜆𝑑𝜆 =

𝑥𝑟−1𝜇𝑠

Γ(𝑟)Γ(𝑠)

∞∫︁
0

𝜆𝑟+𝑠−1𝑒−𝜆(𝑥+𝜇)𝑑𝜆 =

=
𝑥𝑟−1𝜇𝑠

Γ(𝑟)Γ(𝑠)(𝑥+ 𝜇)𝑟+𝑠

∞∫︁
0

(𝑥+ 𝜇)𝑟+𝑠−1𝜆𝑟+𝑠−1𝑒−𝜆(𝑥+𝜇)𝑑𝜆(𝑥+ 𝜇) =

=
Γ(𝑟 + 𝑠)𝜇𝑠

Γ(𝑟)Γ(𝑠)

𝑥𝑟−1

(𝑥+ 𝜇)𝑟+𝑠
.

То есть произвольная масштабная смесь гамма-распределений со сме-
шивающим гамма является распределением типа Парето. В случае, если
параметр формы удовлетворяет условию 𝑠 6 1, тогда такое распределе-
ние Парето также является смешанным экспоненциальным. Как извест-
но, экспоненциальное распределение обладает максимальной дифферен-
циальной энтропией среди всех, сосредоточенных на неотрицательной
полуоси и имеющих конечный первый момент. Таким образом, исполь-
зование подобной модели позволяет статистически корректно учесть вли-
яние случайных факторов на данные об осадках.

6.3.3 Функциональный подход к оцениванию пара-
метров обобщенных отрицательных биноми-
альных распределений

Задача статистического оценивания параметров обобщенных отри-
цательных биномиальных и гамма-распределений является достаточ-
но сложной. Известны подходы на основе классических методов мо-
ментов и максимального правдоподобия [271] для обобщенного гамма-
распределения, которые ведут к требовательным к ресурсам вычисли-
тельным процедурам (например, при аппроксимации второй и третьей
производных полигамма-функции [439] или независимые от масштаба
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уравнениях оценки формы [386]). Более того, они существенным обра-
зом зависят от размера выборки: например, метод максимального прав-
доподобия ведет к лучшим результатам для больших наборов. Также
возможно использование так называемых сеточных методов [88,234], ко-
торые являются достаточно эффективными, но только в случае опти-
мального выбора многомерной параметрической сетки – данная задача
в общем виде до сих пор не решена. Кроме того, оценки сеточного ме-
тода являются состоятельными только в случае, если измельчение па-
раметрического пространства растет с объемом выборки, а соответству-
ющие условия достаточно сложно проверяемы на практике. В этом и
следующем разделах будет предложен функциональный метод оценива-
ния параметров, основанный на минимизации расстояний ℓ1-, ℓ2- и ℓ∞

для обобщенного отрицательного биномиального распределения и мет-
рик 𝐿1-, 𝐿2- и 𝐿∞ для обобщенного гамма. Данный подход основывается
только на решении оптимизационных задач без привлечения каких-либо
иных сложных вычислительных процедур. Кроме того, получаемые та-
ким методом оценки являютс не точечными, а функциональными – для
распределения (плотности). Таким образом, множеством решений явля-
ется не Евклидово, а функциональное пространство.

Пусть построена гистограмма для исходных данных – длительностей
«дождливых» периодов. Они могут принимать только целочисленные
значения, что учитывается при разбиении интервала возможных значе-
ний (столбцы располагаются в целых точках). Пусть 𝑁𝑏 – число столб-
цов одинаковой единичной ширины, h – вектор их высот, причем каждая
компонента ℎ𝑖 ∈ [0, 1] для всех номеров 𝑖 = 1, 𝑁𝑏. Величины ℎ𝑖 опреде-
ляются как отношение числа наблюдений, попавших в соответствующий
интервал, к общему числу элементов в выборке, поэтому сумма площадей
под столбиками равна 1. Как и ранее (см. раздел 1.3), плотность обоб-
щенного гамма-распределения обозначается как 𝑓𝐺𝐺

𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) (1.10), а обоб-
щенное отрицательное биномиальное распределение для целочисленных
𝑘 задается величинами P(𝑁𝑟,𝛾,𝜇 = 𝑘) (1.12).

Предложение 6.1. Для оценивание параметров обобщенного отрица-
тельного биномиального распределения (1.12) необходимо решить одну
из следующих оптимизационных задач:
– в метрике ℓ1:

(̂︀𝑟, ̂︀𝛾, ̂︀𝜇) = argmin
𝑟,𝛾,𝜇

𝑁𝑏∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑧𝑘𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧)𝑑𝑧 − ℎ𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ; (6.4)

230



– в метрике ℓ2:

(̂︀𝑟, ̂︀𝛾, ̂︀𝜇) = argmin
𝑟,𝛾,𝜇

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑁𝑏∑︁
𝑘=1

⎛⎝ 1

𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑧𝑘𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧)𝑑𝑧 − ℎ𝑘

⎞⎠2

; (6.5)

– в метрике ℓ∞:

(̂︀𝑟, ̂︀𝛾, ̂︀𝜇) = argmin
𝑟,𝛾,𝜇

max
𝑘=1,𝑁𝑏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1𝑘!

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑧𝑘𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧)𝑑𝑧 − ℎ𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (6.6)

Отметим, что поскольку классическое отрицательное биномиальное
распределение является частным случаем обобщенного (при 𝛾 = 1), для
оценивания его параметров может быть использована подобная процеду-
ра, хотя с вычислительной точки зрения в данной ситуации значительно
проще найти оценки методом моментов или максимального правдоподо-
бия. Кроме того, в ряде моделей параметр 𝑟 может считаться известным
(и совпадать с аналогичным для классического распределения). В случае
такого фиксированного значения в оптимизационных задачах (6.4)–(6.6)
ищутся только оценки ̂︀𝛾 и ̂︀𝜇 при заданном значении 𝑟 в формулах в
правой части.

На рисунках 6.24 и 6.25 для 3323 и 2937 «дождливых» периодов за
шестидесятилетнюю историю наблюдений в Потсдаме и Элисте приведе-
на функциональная аппроксимация эмпирического распределения дли-
тельностей классическим и обобщенным отрицательным биномиальном
законом для метрики ℓ1 при фиксированном параметре 𝑟 (его значение
было определено выше – 0,847 для Потсдама и 0,876 для Элисты). Видно
высокое визуальное соответствие обоих законов распределения, при этом
для Потсдама (с точностью до округления) величина ошибки в каждой
из метрик для каждого из распределений сопоставима, а для Элисты
обобщенный закон дает меньшую ошибку во всех случаях.

Дополнительные графики и описание программного решения, разра-
ботанного для проведения указанной аппроксимации, рассмотрены в раз-
деле 7.2. В таблице 6.18 приведены результаты аппроксимации при реше-
нии оптимизационной задачи сразу для всех трех параметров для Потс-
дама. Очевидно, что во всех случаях обобщенное распределение проде-
монстрировало лучшие результаты (они выделены жирным шрифтом).
Таким образом, его использование целесообразно на практике, несмотря
на отсутствие в стандартных статистических пакетах методов для ана-
лиза его параметров.
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Рис. 6.24. Распределение длительностей «дождливых» периодов в Потс-
даме, пример аппроксимации в ℓ1

Рис. 6.25. Распределение длительностей «дождливых» периодов в Эли-
сте, пример аппроксимации в ℓ1

Таблица 6.18. Ошибки функциональной аппроксимации длительностей
«дождливых» периодов в различных метриках, Потсдам

Приближающее Ошибка
распределение ℓ1 ℓ2 ℓ∞

NB (ℓ1-оптимизация) 0,047 0,022 0,018

GNB (ℓ1-оптимизация) 0,043 0,018 0,014

NB (ℓ2-оптимизация) 0,051 0,0195 0,015

GNB (ℓ2-оптимизация) 0,05 0,015 0,0097

NB (ℓ∞-оптимизация) 0,061 0,022 0,012

GNB (ℓ∞-оптимизация) 0,061 0,017 0,007
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Процедура функциональной оптимизации параметров классического
и обобщенного отрицательных биномиальных распределений представ-
лена в алгоритме 6.5.

Алгоритм 6.5. Функциональная оптимизация для оценивания парамет-
ров обобщенного отрицательного биномиального распределения

1: function GNBApprox(Data, Metrics=[ℓ1, ℓ2, ℓ∞], 𝛼=0.05, r𝑓𝑖𝑥=∅)
2: // Определение длительностей «дождливых» периодов
3: Lengths ← WetPeriodsLengths(Data);
4: if (r𝑓𝑖𝑥 ̸= ∅) then
5: // Функциональная оптимизация, если 𝛼 ≡ 0

6: r𝑁𝐵=NBFit(WetP-1, 𝛼);
7: for all (Metrics) do // Решение задач (6.4)–(6.6)
8: // Если r𝑓𝑖𝑥 = ∅, то параметр 𝑟𝑖=r𝑁𝐵

9: [𝑟𝑖, 𝛾𝑖, 𝜇𝑖, 𝑒𝑟𝑟𝑖] ← GNBEval(Lengths, Metrics𝑖, r𝑓𝑖𝑥);
10: PlotGNB(𝑟, 𝛾, 𝜇, 𝑒𝑟𝑟); // Визуализация результатов
11: return [𝑟, 𝛾, 𝜇, 𝑒𝑟𝑟];

6.3.4 Функциональный подход к оцениванию пара-
метров обобщенных гамма-распределений

В данном разделе рассмотрим решения для функционального оцени-
вания параметров обобщенных гамма-распределений. Пусть построена
гистограмма для исходных данных – объемов осадков за «дождливые»
периоды. Для разбиения на интервала при построении гистограммы ис-
пользуется правило Фридмана–Дьякониса [203], хорошо подходящее для
распределений с тяжелыми хвостами:

2
𝑥0,75 − 𝑥0,25

3
√
𝑛

, (6.7)

где 𝑥0,25, 𝑥0,75 – квантили уровней 0,25 и 0,75, числитель дроби в (6.7)
представляет собой интерквартильный размах, а через 𝑛 обозначен объ-
ем выборки. Пусть b – вектор границ полученных разбиений, а величины
𝑁𝑏 и h определены также, как и в предыдущем пункте (с поправкой на
тот факт, что столбцы больше не имею единичной ширины).

Предложение 6.2. Для оценивание параметров обобщенного гамма-
распределения с плотностью 𝑓𝐺𝐺

𝑟,𝛾,𝜇(𝑥) (1.10) необходимо решить одну из
следующих оптимизационных задач:
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– в метрике 𝐿1:

(̂︀𝑟, ̂︀𝛾, ̂︀𝜇) = argmin
𝑟,𝛾,𝜇

𝑁𝑏−1∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘+1∫︁
𝑏𝑘

⃒⃒
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧)− ℎ𝑘

⃒⃒
𝑑𝑧; (6.8)

– в метрике 𝐿2:

(̂︀𝑟, ̂︀𝛾, ̂︀𝜇) = argmin
𝑟,𝛾,𝜇

⎯⎸⎸⎸⎷𝑁𝑏−1∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘+1∫︁
𝑏𝑘

(︀
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧)− ℎ𝑘

)︀2
𝑑𝑧; (6.9)

– в метрике 𝐿∞:

(̂︀𝑟, ̂︀𝛾, ̂︀𝜇) = argmin
𝑟,𝛾,𝜇

max
𝑘∈[1,𝑁𝑏−1]

𝑏𝑘+1∫︁
𝑏𝑘

⃒⃒
𝑓𝐺𝐺
𝑟,𝛾,𝜇(𝑧)− ℎ𝑘

⃒⃒
𝑑𝑧. (6.10)

Как было отмечено для случая отрицательного биномиального рас-
пределения, этот подход может быть использован и для оценивания па-
раметров классического гамма-распределения, а также допускается воз-
можность зафиксировать параметр 𝑟. На рисунках 6.26 и 6.27 приведена
функциональная аппроксимация эмпирического распределения объемов
осадков за «дождливые» периоды, рассмотренные в предудущем разде-
ле, классическим и обобщенным гамма-распределениями для метрики
𝐿2 как при фиксированном параметре 𝑟 (синяя пунктирная линия на
графиках), так и для случая оценивания сразу всех трех параметров.

Очевидно высокое визуальное соответствие данных и приведенных
законов, при этом случай «свободного» 𝑟 дает меньшую ошибку и для
Потсдама, и для Элисты. Дополнительные графики и описание про-
граммного решения, разработанного для проведения указанной аппрок-
симации, рассмотрены в разделе ??. В таблице 6.19 приведены резуль-
таты аппроксимации при решении оптимизационной задачи сразу для
всех трех параметров для Потсдама. Очевидно, что во всех случаях обоб-
щенное распределение продемонстрировало лучшие результаты (они вы-
делены жирным шрифтом). Безусловно, подобное усложнение моделей
влечет необходимость реализации отличающихся от стандартных мето-
дов вычислительных процедур, однако за счет этого может быть достиг-
нут дополнительный эффект с точки зрения качества аппроксимации
реальных данных. Таким образом, разработанные программные реше-
ния (см. раздел ??) необходимы для проведения более тонкого анализа
пространственно-временных наблюдений.
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Рис. 6.26. Распределение объемов осадков за «дождливые» периоды в
Потсдаме, пример аппроксимации в 𝐿2

Рис. 6.27. Распределение объемов осадков за «дождливые» периоды в
Элисте, пример аппроксимации в 𝐿2

Таблица 6.19. Ошибки функциональной аппроксимации объемов осадков
за «дождливые» периодов в различных метриках, Потсдам

Приближающее Ошибка
распределение 𝐿1 𝐿2 𝐿∞

Гамма (𝐿1-оптимизация) 0,18 0,1158 0,1035

GG (𝐿1-оптимизация) 0,1516 0,0541 0,0541

Гамма (𝐿2-оптимизация) 0,2653 0,068 0,0594

GG (𝐿2-оптимизация) 0,1599 0,0517 0,0473

Гамма (𝐿∞-оптимизация) 0,2789 0,0685 0,0521

GG (𝐿∞-оптимизация) 0,0412 0,0531 0,0412
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Процедура функциональной оптимизации параметров обобщенного
гамма-распределения представлена в алгоритме 6.6.

Алгоритм 6.6. Функциональная оптимизация для оценивания парамет-
ров обобщенного гамма-распределения

1: function GGApprox(Data, Metrics=[𝐿1, 𝐿2, 𝐿∞], 𝛼=0.05, r𝑓𝑖𝑥=∅)
2: // Определение объемов осадков за «дождливые» периоды
3: Vols ← WetPeriodsVol(Data);
4: if (r𝑓𝑖𝑥 ̸= ∅) then
5: // Функциональная оптимизация, если 𝛼 ≡ 0

6: r𝛾=GammaFit(Vols, 𝛼);
7: for all (Metrics) do // Решение задач (6.8)–(6.10)
8: // Если r𝑓𝑖𝑥 = ∅, то параметр 𝑟𝑖=r𝛾
9: [𝑟𝑖, 𝛾𝑖, 𝜇𝑖, 𝑒𝑟𝑟𝑖] ← GGEval(Vols, Metrics𝑖, r𝑓𝑖𝑥);

10: PlotGG(𝑟, 𝛾, 𝜇, 𝑒𝑟𝑟); // Визуализация результатов
11: return [𝑟, 𝛾, 𝜇, 𝑒𝑟𝑟];

6.3.5 Стабилизация суммарных осадков за «дождли-
вые» периоды

В процессе изучения реальных данных было установлено, что для
объемов осадков за «дождливые» периоды 𝑋1, 𝑋2, . . . не выполняется
классический закон больших чисел, при котором усредненные суммы
1
𝑛(𝑋1 + . . . + 𝑋𝑛) должны были бы сходиться почти наверное к неко-
торой константе 𝑎 при 𝑛 → ∞. Действительно, на рисунке 6.28 видно,
что для Потсдама наблюдается медленный убывающий тренд, в то время
как для Элисты – возрастающий.

Для учета наличия трендов для случайных величин 𝑋1, 𝑋2, . . . (не
обязательно независимых и одинаково распределенных) потребуем вы-
полнение условия (1.32).

Предложение 6.3. Предположим, что 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 – наблюдаемые
значения последовательных дней с ненулевыми объемами осадков, 𝑛 ∈ N
– общее количество доступных наблюдений. Обозначим

𝑠𝑘 = 𝑋1 + . . .+𝑋𝑘

для всех натуральных 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Если выполнено условие (1.32), то
для достаточно большого 𝑘 (1 6 𝑚 6 𝑘 6 𝑛), могут быть использова-
ны следующие оценки параметров 𝑎 и 𝛽:
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Рис. 6.28. Нарушение классического закона больших чисел для осадков

̂︀𝑎 = exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=𝑚

log 𝑠𝑘 ·
𝑛∑︀

𝑘=𝑚

(log 𝑘)2 −
𝑛∑︀

𝑘=𝑚

log 𝑘 ·
𝑛∑︀

𝑘=𝑚

(︀
log 𝑘 · log 𝑠𝑘

)︀
(𝑛−𝑚+ 1)

𝑛∑︀
𝑘=𝑚

(log 𝑘)2 −
(︀ 𝑛∑︀
𝑘=𝑚

log 𝑘
)︀2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (6.11)

̂︀𝛽 =

𝑛∑︀
𝑘=𝑚

log 𝑠𝑘 − (𝑛−𝑚+ 1) loĝ︀𝑎
𝑛∑︀

𝑘=𝑚

log 𝑘
. (6.12)

Рис. 6.29. Стабилизация суммарных осадков за «дождливые» периоды

Результаты подбора параметров, компенсирующих наличие трендов,
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представлены на рисунке 6.29. Получено, что для Потсдама 𝑎 = 4.087

и 𝛽 = 0.981, в то время как для Элисты 𝑎 = 0.96 и 𝛽 = 1.146. Для
получения оценок неизвестных параметров 𝑎 и 𝛽 можно воспользоваться
методом наименьших квадратов (МНК). Действительно, если выполнено
условие (1.32), то можно записать следующее приближенное равенство:

𝑠𝑘
𝑘𝛽
≈ 𝑎⇐⇒ −𝛽 log 𝑘 + log 𝑠𝑘 ≈ log 𝑎.

Тогда использование МНК для решения задачи

(̂︀𝑎, ̂︀𝛽) = argmin
𝛽, log 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=𝑚

(log 𝑠𝑘 − 𝛽 log 𝑘 − log 𝑎)2

ведет непосредственно к формулам (6.11) и (6.12). Данная процедура
представлена в алгоритме 6.7.

Алгоритм 6.7. Определение параметров стабилизации усредненных
объемов

1: function StabParams(Data)
2: m ← 3000; // Величина выбирается эмпирически
3: Data+ ← find(Data>0);
4: // Реализация МНК, см. формулы (6.11) и (6.12)
5: [CumSum, 𝑎, 𝛽] ← LS(Data+);
6: PlotAverages(CumSum, 𝑎, 𝛽); // Визуализация
7: return [CumSum, 𝑎, 𝛽];

С учетом результатов теоремы 1.8, обобщающей классические резуль-
таты Реньи для случая отрицательных биномиальных сумм, которые
являются адекватными аппроксимациями для распределений длитель-
ностей «дождливых» периодов, обобщенные гамма-распределения с уме-
ренными значениями 𝜇 могут рассматриваться как адекватная и тео-
ретически обоснованная модель для осадков за достаточно длительные
интервалы.

6.4 Статистические методы определения
экстремальности осадков

Как уже было отмечено во введении к данной главе, оценки зако-
номерности и трендов в экстремальных осадках крайне важны для по-
нимания процессов изменения климата на различных временных гори-
зонтах. Однако выводы по суточным или усредненным по «дождливым»
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периодам объемам могут существенно отличаться [445]. Это может про-
исходить как из-за большей чувствительность ежедневных наблюдений
к пропущенным значениям, так и из-за использования не вполне под-
ходящих математических моделей. Наконец, нет однозначного подхода,
какие же наблюдения должны считаться аномальными в силу того, что
подобные события являются редкими.

Существует несколько способов определения экстремальности объ-
емов осадков. Во-первых, это могут быть все наблюдения, которые за
некоторый выбранный период времени превышают 95%-ю выборочную
квантиль, при этом дни без осадков также учитываются. Во-вторых, воз-
можно рассмотрение данных только за «дождливые» периоды, при этом
определение аномальности и соответствующие статистические характе-
ристики будут отличаться от предыдущего случая [443]. Достаточно по-
пулярным [148,306,369] является и подход, основанный на классической
теории экстремальных значений, называемый Peaks over Threshold
(PoT) ключевой недостаток которого заключается в необходимости опре-
деления распределения, превышение квантилей заданного уровня кото-
рого и считается индикатором экстремальности наблюдений.

В данном разделе разработаны несколько методов, лишенные ука-
занных недостатков. Во-первых, будут предложены непараметрические
критерии на основе модификации PoT-методов с учетом полученных в
разделе 1.3 обобщений классической теоремы Реньи для редеющих по-
токов [217] и теоремы Пикандса–Балкемы–Де Хаана [141,353]. Отметим
также, что с использованием результатов данной теоремы возможно по-
строение эффективных вероятностных прогнозов различных катастро-
фических событий, например, землетрясений в Арктике [92]. На осно-
ве модели обобщенных гамма-распределений для объемов и интенсивно-
стей осадков будут предложены параметрические статистические кри-
терии для определения типа аномальности каждого наблюдения. C ис-
пользованием темперированного распределения Снедекора-Фишера (см.
раздел 1.3) будет продемонстрирован квантильный подход к определе-
нию экстремальных наблюдений.

6.4.1 Модифицированный метод превышения поро-
гового значения

Рассмотрим подход на основе двух фундаментальных результатов –
теорем Реньи и Пикандса–Балкемы–Де Хаана, которые позволяют из-
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бегать априорных предположений о распределении данных для выбора
порогового значения. Из указанных выше теорем следует, что распреде-
ление разностей моментов превышения порогового значения должно со-
ответствовать экспоненциальному закону, а величины превышений дан-
ного порога – обобщенному распределению Парето (6.3). Модифициро-
ванный PoT-метод представлен в алгоритме 6.8.

Алгоритм 6.8. Метод превышения порогового значения
1: function PoT(Data, 𝛾=1, step=0.01, 𝛼=0.01, 𝑑𝑖𝑟 =↓)
2: // Реализация восходящего (↑) и нисходящего (↓) методов
3: i ← 1;
4: LVL𝑖 ← min(Data)·ℐ↑(𝑑𝑖𝑟)+max(Data)·ℐ↓(𝑑𝑖𝑟);
5: repeat
6: Ind← find(Data>LVL); // Моменты превышения порога
7: dInd← diff(Ind);
8: // Проверка гипотез о распределениях
9: p(𝑊 )

𝑣𝑎𝑙,𝑖 ← FitDist(dInd, ’Weibull’, 𝛾, 𝛼); // Вейбулловость
10: // Паретовость превышений
11: p(𝐺𝑃 )

𝑣𝑎𝑙,𝑖 ← FitDist(Data(dInd)-LVL𝑖, ’GeneralizedPareto’, 𝛼);
12: // Смещение уровня в зависимости от типа метода
13: i++;
14: LVL𝑖 ← LVL𝑖−1+step·(ℐ↓(𝑑𝑖𝑟)− ℐ↑(𝑑𝑖𝑟));
15: // Критерий останова определяется типом метода
16: until (LVL𝑖6max(Data))·ℐ↑(𝑑𝑖𝑟) or (LVL𝑖>min(Data))·ℐ↓(𝑑𝑖𝑟)
17: return [p(𝑊 )

𝑣𝑎𝑙 , p(𝐺𝑃 )
𝑣𝑎𝑙 , LVL];

Пороговое значение может быть определено в рамках статистической
процедуры, в которой для каждого уровня, начиная с некоторого значе-
ния, например минимума в данных, с заранее заданным шагом должны
проверяться последовательно две гипотезы об экспоненциальности и па-
ретовости описанных выше объектов. В случае принятия обеих текущий
уровень может считаться экстремальным пороговым значением. Назовем
данный метод восходящим – в соответствии с направлением сдвига поро-
гового значения в процессе анализа данных. Очевидно, что данная про-
цедура может быть реализована и в обратном направлении (с точки зре-
ния смещения уровня в процессе анализа данных). Для этого необходимо
задать верхнюю границу (например, совпадающую с максимумом наблю-
дений) и последовательно проверять гипотезы об экспоненциальности и
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паретовости. Необходимо учитывать, что в данном случае на начальных
этапах работы алгоритма выборка превышений будет иметь малый объ-
ем, поэтому корректная проверка гипотез затруднительна. Необходимо
обеспечить минимально приемлемый объем соответствующей выборки.
Такой метод назовем нисходящим. Важно отметить, что обе процедуры
могут применяться к данным любого знака, независимо от их распреде-
ления – теория экстремальных значений гарантирует корректность ре-
зультатов при выполнении условий регулярности.

Продемонстрируем применение описанного алгоритма на примере на-
блюдений в Потсдаме и Элисте (см. рисунки 6.30 и 6.31 соответственно).

Рис. 6.30. Пороговый уровень для суточных объемов осадков, Потсдам

Рис. 6.31. Пороговый уровень для суточных объемов осадков, Элиста
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Отметим, что в алгоритме 6.8 для промежутков между превышения-
ми пороговых значений указан вызов функции FitDist статистической
проверки соответствия данных и распределения Вейбулла. В случае про-
верки гипотез об экспоненциальности параметр формы 𝛾 полагается рав-
ным единице – такое значении указано в алгоритме 6.8 по умолчанию.
Любое иное положительное значение интерпретируется как необходи-
мость оценивать параметр в показателе распределения Вейбулла. Кроме
того, можно заметить, что для каждого проверяемого уровня сохраня-
ются 𝑃 -значения для проверки гипотез о вейбулловости и паретовости.
В разделе 6.4.4 эта особенность реализации алгоритма будет продемон-
стрирована отдельно.

Для получения результатов, представленных на рисунках 6.30 и 6.31,
использован модифицированный PoT-метод в восходящем жадном вари-
анте – в качестве порогового уровня используется первый, для которого
сразу обе гипотезы не отвергаются. Продемонстрировано высокое (в том
числе, и визуальное) соответствие между экспериментальными данны-
ми и подогнанными распределениями (см. гистограммы и аппроксими-
рующие кривые на верхних графиках). На нижнем графике на том же
рисунке продемонстрировано, что полученное пороговое значение превы-
шается относительно небольшое число раз за весь период наблюдений,
таким образом, данные пики могут рассматриваться как потенциально
экстремальные.

Для Потсдама критический уровень составляет 30,2 мм, шаг измене-
ния уровня – 0,01 мм, статистическая значимость критерия 𝜒2 𝛼 = 0,01,
при проверке на экспоненциальность 𝑃знач = 0,07 (параметр оценивает-
ся значением 0,002), для обобщенного Парето 𝑃знач = 0,29 (параметры:
0,226, 9,196 и 30,2). Для Элисты критический уровень составляет 26,5

мм, при проверке на экспоненциальность 𝑃знач = 0,84 (параметр оценива-
ется значением 0,002), для обобщенного Парето 𝑃знач = 0,6 (параметры:
0,038, 9,009 и 36,5).

6.4.2 Статистическая проверка гипотез об экстре-
мальности наблюдений в скользящем режиме

Задача определения экстремальных объемов осадков и их интенсив-
ностей является важной, однако не существует единого критерия для их
определения, поскольку экстремальные для засушливых регионов осад-
ки являются обычными для умеренного или тропического климата. В
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данном разделе будет предложен статистический алгоритм выявления
аномальных наблюдений в данных, который основан на сравнении теку-
щего выпавшего объема с рядом из нескольких других объемов в том же
географическом месте. При этом для построения статистических кри-
териев будет использовано только предположение о том, что объемы
осадков или их интенсивности имет классическое или обобщенное гамма-
распределение. При этом выше уже была продемонстрирована высокая
согласованность этих моделей и реальных данных.

Задача построения статистического теста для проверки того, явля-
ется ли конкретный объем аномальным относительно других, форма-
лизуется следующим образом. Пусть задана выборка 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑀

из 𝑀 > 2 положительных наблюдений. Предположим, что 𝑋1 > 𝑋𝑖,
𝑖 = 2, . . . ,𝑀 , то есть является «экстремальным» относительно осталь-
ных наблюдений. Тогда возможны два случая: 𝑋1 является обычным
наблюдением и его «экстремальный» характер в указанном выше смыс-
ле объясняется сугубо стохастическими причинами, или 𝑋1 является
аномальным выбросом, появившимся из-за влияния некоторых внешних
факторов.

Основываясь на результатах раздела 6.3, будем считать, что каж-
дое из указанных наблюдений 𝑋𝑖, 𝑖 = 1,𝑀 имеет обобщенное гамма-
распределение с некоторыми параметрами 𝑟 > 0, 𝛾 > 0 и 𝜇 > 0.
Для удобства в дальнейшем будем обозначать соответствующие неза-
висимые случайные величины (с. в.) как 𝐺(1)

𝑟,𝛾,𝜇, 𝐺
(2)
𝑟,𝛾,𝜇, . . . , 𝐺

(𝑀)
𝑟,𝛾,𝜇 для всех

допустимых 𝑀 ∈ N. Аналогичная последовательность независимых
гамма-распределенных (то есть 𝛾 = 1) величин будет обозначаться
как 𝐺

(1)
𝑟,𝜇, 𝐺

(2)
𝑟,𝜇, . . . , 𝐺

(𝑀)
𝑟,𝜇 . Очевидным образом из условия независимо-

сти последовательности с. в. 𝐺(1)
𝑟,𝛾,𝜇, 𝐺

(2)
𝑟,𝛾,𝜇, . . . , 𝐺

(𝑀)
𝑟,𝛾,𝜇 (то есть однород-

ности составленной из них выборки) следует однородность выборки(︀
𝐺

(1)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
,
(︀
𝐺

(2)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
, . . . ,

(︀
𝐺

(𝑀)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾. Рассмотрим относительный вклад слу-

чайной величины
(︀
𝐺

(1)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾 в общую сумму
(︀
𝐺

(1)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
+
(︀
𝐺

(2)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
+ . . . +(︀

𝐺
(𝑀)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾:
𝑅 =

(︀
𝐺

(1)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾(︀
𝐺

(1)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
+
(︀
𝐺

(2)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
+ . . .+

(︀
𝐺

(𝑚)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾 .
Из соотношения (1.11) следует, что

𝑅
𝑑
=

𝐺
(1)
𝑟,𝜇

𝐺
(1)
𝑟,𝜇 +𝐺

(2)
𝑟,𝜇 + . . .+𝐺

(𝑀)
𝑟,𝜇

𝑑
=

𝐺
(1)
𝑟,1

𝐺
(1)
𝑟,1 +𝐺

(2)
𝑟,1 + . . .+𝐺

(𝑀)
𝑟,1

.
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Таким образом, случайная величина 𝑅 характеризует вклад одного
объема осадков за достаточно длительный временной интервал в сум-
марный объем за 𝑀 «дождливых» периодов. Отметим, что

𝑅 =

(︂
1 +

1

𝐺
(1)
𝑟,𝜇

(𝐺(2)
𝑟,𝜇 + . . .+𝐺(𝑚)

𝑟,𝜇 )

)︂−1
𝑑
=

(︂
1 +

𝐺(𝑀−1)𝑟,𝜇

𝐺𝑟,𝜇

)︂−1
,

где гамма-распределенные случайные величины в правой части незави-
симы. Обозначая 𝑘 = (𝑀 − 1)𝑟, имеем:

𝐺𝑘,𝜇

𝐺𝑟,𝜇
=
𝑘

𝑟
·
(︂
𝑟

𝑘
· 𝐺𝑘,𝜇

𝐺𝑟,𝜇

)︂
𝑑
=
𝑘

𝑟
·𝑄𝑘,𝑟,

где последнее равенство вытекает из соотношения 𝑄𝑘,𝑟
𝑑
= 𝑟𝐺𝑘, 𝜇(𝑘𝐺𝑟, 𝜇)

−1

при независимых с. в.ах в правой части [275], при этом случайная вели-
чина 𝑄𝑘,𝑟 имеет распределение Снедекора-Фишера с параметрами 𝑘 > 0,
𝑟 > 0 относительно меры Лебега

𝑓𝑘,𝑟(𝑥) =
Γ(𝑘 + 𝑟)

Γ(𝑘)Γ(𝑟)

(︁𝑘
𝑟

)︁𝑘 𝑥𝑘−1

(1 + 𝑘
𝑟𝑥)

𝑘+𝑟
, 𝑥 > 0.

Тогда плотность случайной величины 𝑅 представима в виде

𝑝(𝑥; 𝑘, 𝑟) =
Γ(𝑘 + 𝑟)

Γ(𝑟)Γ(𝑘)
(1− 𝑥)𝑘−1𝑥𝑟−1, 0 6 𝑥 6 1,

то есть она имеет бета-распределение с параметрами 𝑘 и 𝑟. Поэтому для
статистической проверки однородности выборки из 𝑀 независимых на-
блюдений, имеющих одинаковое обобщенное гамма-распределение, мо-
жет быть использована следущая процедура.

Предложение 6.4. Пусть 𝑉1, . . . , 𝑉𝑀 – суммарные объемы осадков за
𝑀 «дождливых» периодов, и, кроме того, 𝑉1 > 𝑉𝑗 для всех допусти-
мых 𝑗 > 2. Для проверки гипотезы 𝐻0: «объем осадков 𝑉1 не является
аномально большим относительно 𝑉1+ . . .+𝑉𝑀» может быть исполь-
зована статистика

𝑆𝑅 =
𝑉 𝛾
1

𝑉 𝛾
1 + . . .+ 𝑉 𝛾

𝑀

,

которая в случае ее справедливости имеет бета-распределение с па-
раметрами 𝑘 = (𝑀 − 1)𝑟 и 𝑟. В случае, если 𝑆𝑅 > 𝛽𝑘,𝑟(1 − 𝛼), где
𝛽𝑘,𝑟(1 − 𝛼) – квантиль уровня (1 − 𝛼), 𝛼 ∈ (0, 1), соответствующе-
го бета-распределения, гипотеза 𝐻0 отвергается, а объем 𝑉1 должен
быть признан экстремально большим. Уровень значимости данного
критерия равен 𝛼.
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Рассмотрим случайную величину 𝑅𝑆𝐹 , связанную с 𝑅 соотношением

𝑅𝑆𝐹 =
(𝑀 − 1)𝑅

1−𝑅
=

(𝑀 − 1)
(︀
𝐺

(1)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾(︀
𝐺

(2)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾
+ . . .+

(︀
𝐺

(𝑀)
𝑟,𝛾,𝜇

)︀𝛾 𝑑
=

𝑑
=

(𝑀 − 1)𝐺
(1)
𝑟,𝜇

𝐺
(2)
𝑟,𝜇 + . . .+𝐺

(𝑚)
𝑟,𝜇

𝑑
=
𝑘

𝑟

𝐺𝑟,𝜇

𝐺𝑘,𝜇

𝑑
= 𝑄𝑟,𝑘.

Таким образом, описанный выше тест на однородность может быть
основан и на статистике с распределением Снедекора-Фишера с парамет-
рами 𝑟 и 𝑘 = (𝑀 − 1)𝑟.

Предложение 6.5. Пусть 𝑉1, . . . , 𝑉𝑀 – суммарные объемы осадков за
𝑀 «дождливых» периодов, и, кроме того, 𝑉1 > 𝑉𝑗 для всех допусти-
мых 𝑗 > 2. Для проверки гипотезы 𝐻0: «объем осадков 𝑉1 не является
аномально большим относительно 𝑉2+ . . .+𝑉𝑀» может быть исполь-
зована статистика

𝑆𝑅𝑆𝐹 =
(𝑀 − 1)𝑉 𝛾

1

𝑉 𝛾
2 + . . .+ 𝑉 𝛾

𝑀

,

которая в случае ее справедливости имеет распределение Снедекора-
Фишера с параметрами 𝑟 и 𝑘 = (𝑀 − 1)𝑟. В случае, если 𝑆𝑅𝑆𝐹 >

𝑞𝑟,𝑘(1 − 𝛼), где 𝑞𝑟,𝑘(1 − 𝛼) – квантиль уровня (1 − 𝛼), 𝛼 ∈ (0, 1), со-
ответствующего распределения Снедекора-Фишера, гипотеза 𝐻0 от-
вергается, а объем 𝑉1 должен быть признан экстремально большим.
Уровень значимости данного критерия равен 𝛼.

Данная процедура может быть модифицирована для проверки экс-
тремальности нескольких объемов с произвольными номерами относи-
тельно остальных. Действительно, рассмотрим некоторое число 𝑙 ∈ N,
1 6 𝑙 < 𝑀 , и некоторую подпоследовательность номеров 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑙 ⊂
[1,𝑀 ]. Обозначим

𝑇 𝛾
𝑙 = 𝑉 𝛾

𝑖1
+ 𝑉 𝛾

𝑖2
+ . . .+ 𝑉 𝛾

𝑖𝑙
, 𝑇 𝛾 = 𝑉 𝛾

1 + 𝑉 𝛾
2 + . . .+ 𝑉 𝛾

𝑀 .

Предложение 6.6. Пусть 𝑉1, . . . , 𝑉𝑀 – суммарные объемы осадков за
𝑀 «дождливых» периодов. Для проверки гипотезы 𝐻0: «объемы осадков
𝑉𝑖1, 𝑉𝑖2, . . . , 𝑉𝑖𝑙 не являются аномально большим относительно 𝑉1+. . .+
𝑉𝑀» может быть использована статистика

𝑆𝑅𝐺𝐺 =
(𝑀 − 𝑙)𝑇 𝛾

𝑙

𝑙(𝑇 𝛾 − 𝑇 𝛾
𝑙 )
, (6.13)
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которая в случае ее справедливости имеет распределение Снедекора-
Фишера с параметрами 𝑙𝑟 и (𝑀 − 𝑙)𝑟. В случае, если 𝑆𝑅𝐺𝐺 >

𝑞𝑙𝑟,(𝑀−1)𝑟(1−𝛼), где 𝑞𝑙𝑟,(𝑀−1)𝑟(1−𝛼) – квантиль уровня (1−𝛼), 𝛼 ∈ (0, 1),
соответствующего распределения Снедекора-Фишера, гипотеза 𝐻0 от-
вергается, а суммарный вклад величин 𝑉𝑖1, 𝑉𝑖2, . . . , 𝑉𝑖𝑙 должен быть
признан экстремально большим. Уровень значимости данного крите-
рия равен 𝛼.

Описанная процедура может быть дополнительно модифицирована
за счет применения метода скользящего окна. Задавая его ширину рав-
ной 𝑚 6 𝑀 и сдвигая каждый раз на один элемент в направлении аст-
рономического времени, с помощью статистики 𝑆𝑅𝐺𝐺 6.13, полагая в
ней 𝑙 = 1, можно последовательно проверить экстремальность каждо-
го объема отностительно остальных в описанном выше смысле. Данная
процедура может быть полезна в ситуации, когда в одно окно попадают
достаточно близкие по абсолютной величине объемы, мало отличающие-
ся от максимального. Таким образом, в рамках данного подхода каждый
элемент (начиная с номера 𝑚 и до 𝑀 −𝑚 + 1) проверяется в точности
𝑚 раз. Тогда каждое наблюдение считается:
– абсолютно экстремальным (в дальнейшем будем обозначать как abs),

если оказывается аномальным во всех 𝑚 случаях;
– промежуточным экстремумом (int), если признается аномальным

более чем в половине случаев (то есть не меньше чем на ⌈𝑚2 ⌉ положе-
ниях окна);
– относительно экстремальным (rel), если оказывается аномальным

хотя бы один раз, но не более, чем в половине случаев;
– стандартным, если не было распознано как экстремальное ни на од-

ном из положений окна.
В алгоритме 6.9 представлена реализация данной процедуры. Экс-

тремумы с индексами 𝐺𝐺 и без них отличаются значением параметра 𝛾,
используемом в статистике (6.13). В первом случае оно определяется как
оценка соответствующего параметра обобщенного гамма-распределения
для объемов (см. алгоритм 6.6), а во втором предполагается, что рас-
пределение объемов описывается классическим гамма-распределением,
поэтому величина 𝛾 ≡ 1.

Для установления соответствия между астрономическим временем и
номерами наблюдений в «дождливых» периодах используется функция
Days2Observs, которая определяет их среднюю продолжительности на
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Алгоритм 6.9. Статистическая проверка аномальности наблюдений
1: function GGExtremes(Data, Days=[30 90 180 365], 𝛼=0.01)
2: // Преобразование размера окна в днях к наблюдениям за периоды
3: Windows← Days2Observs(Days); // Размеры скользящего окна
4: Vols ← Volumes(Data); // Объемы за «дождливые» периоды
5: 𝛾 ← GGApprox(Vols, 𝐿2, 𝛼); // См. алгоритм 6.6
6: i ← 1;
7: for all (Windows) do
8: m ← Windows𝑖;
9: for j=1,𝑀 −𝑚+ 1 do

10: // Решения по всем элементам из окна на основе (6.13)
11: ExtrInd𝑗:𝑗+𝑚−1 ← SR𝐺𝐺(Vols𝑗:𝑗+𝑚−1, 𝛾, 𝑙=1);
12: // Классификация всех наблюдений
13: [𝑎𝑏𝑠, 𝑎𝑏𝑠𝐺𝐺, 𝑖𝑛𝑡, 𝑖𝑛𝑡𝐺𝐺, 𝑟𝑒𝑙, 𝑟𝑒𝑙𝐺𝐺]← Identification(ExtrInd);
14: PlotExtr(𝑎𝑏𝑠, 𝑎𝑏𝑠𝐺𝐺, 𝑖𝑛𝑡, 𝑖𝑛𝑡𝐺𝐺, 𝑟𝑒𝑙, 𝑟𝑒𝑙𝐺𝐺); // Визуализация
15: return 𝛾;

основе отрицательной биномиальной модели (см. раздел 6.3):

𝐸 = 𝑟𝑤𝑒𝑡 ·
1− 𝑝𝑤𝑒𝑡
𝑝𝑤𝑒𝑡

+ 𝑟𝑑𝑟𝑦 ·
1− 𝑝𝑑𝑟𝑦
𝑝𝑑𝑟𝑦

,

где величины с индексами 𝑤𝑒𝑡 соответствуют «дождливым», а с 𝑑𝑟𝑦 –
«сухим» периодам. Умножение данной величины на размер окна в днях
и округление до ближайшего целого приводят к нужному результату.

Итак, процедура идентификации аномальных значений может быть
описана следующим образом (см. рисунок 6.32). К данным последо-
вательно применяются восходящий, нисходящий (см. алгоритме 6.8) и
параметрический методы поиска экстремальных значений (см. алго-
ритм 6.9 и рисунок 6.33). Для первых двух из них задается начальное
значение уровня, а затем последовательно проверяются условия теорем
Реньи и Пикандса–Балкемы–Де Хаана при заданном уровне значимо-
сти 𝛼. В результате можно сравнить решения каждого из этих методов.
Стоит отметить, что восходящий и нисходящий метод могут быть ис-
пользованы для любых данных, а параметрический подход ориентиро-
ван на ряд дополнительных предположений о распределениях характе-
ристик наблюдений (классическую или обобщенную отрицательную би-
номиальную модели распределений длительностей изучаемых явлений),
и их строгую положительность.
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Восходящий метод

Нисходящий метод

Параметрический метод 

Начальный уровень 
level=min(Data)

Экспоненциальность моментов
между превышениями

Начало

Конец

Ввод данных Data

level+=step

level<=max(Data)Да

Нет

Да

Паретовость
превышений

Нет

Экспоненциальность моментов
между превышениями

LEVEL-=step

LEVEL>0

Да

Нет

Нет

Да

Паретовость
превышений

Нет

Начальный уровень
LEVEL=max (Data)

Нет

GGExtremes (Data)

Да

Рис. 6.32. Процедура идентификации экстремальных наблюдений
Начало

Конец

Ввод данных 
Vols, α, window

i=1 (позиция окна),
q ((1-α)-квантиль),

j=1

i<=length(Vols)-
window+1

SRGG(i,j)>q

Да

j=j+1

Vols(i) экстремальный 
на данном окне

Нет
Да

Нет

j<=windows Да

i=i+1, j=1

Нет

Определение типа 
экстремальности 

наблюдения

Рис. 6.33. Параметрический тест, режим скользящего окна

248



6.4.3 Анализ экстремальности объемов осадков

В этом разделе рассмотрим примеры применения разработанных вы-
ше методов к реальным данным. Во-первых, эмпирически было установ-
лено, что при [293], что при небольших размерах скользящего окна, соот-
ветствующих 30 или 90 дням, тесты являются крайне чувствительными,
и относят хотя бы к одному из перечисленных в предыдущем разделе ти-
пов аномальности достаточно много наблюдений. При этом к абсолютно
экстремальным не относятся явные выбросы в данных (особенно подоб-
ная ситуация характерна для уровня значимости 𝛼 = 0,01; несколько
лучше дела обстоят для 𝛼 = 0,05). Поэтому для демонстрации работы
методов приведены окна, ширина которых соотвествует одному году.

На рисунках 6.34 и 6.35 продемонстрировано сравнение результатов
различных методов для Потсдама и Элисты.

Рис. 6.34. Сравнение методов определения экстремальности, Потсдам

Рис. 6.35. Сравнение методов определения экстремальности, Элиста
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На верхних графиках на рисунках 6.34 и 6.35 приведены данные для
восходящего метода, а на нижних – пороговые уровни для восходящего
и нисходящего (см. алгоритм 6.8) методов, а также результаты для па-
раметрического подхода (см. алгоритм 6.9) для скользящего окна в 360

дней и предположения о классическом гамма-распределении для объе-
мов. Треугольниками, кругами и квадратами обозначены абсолютные,
промежуточные и относительные экстремумы, соответственно.

Для объемов осадков за «дождливые» периоды в Потсдаме верхний
критический уровень (получен нисходящим методом) составляет 57,2

мм (шаг изменения – 0,01 мм). Для экспоненциального распределения
𝑃знач = 0,1 (параметр оценивается значением 0,014), для обобщенного
Парето 𝑃знач = 0,03 (параметры: 0,097, 16,95 и 57,2). Нижний критиче-
ский уровень (получен восходящим методом) составляет 14,41 мм. Для
экспоненциального распределения 𝑃знач = 0,058 (параметр оценивается
значением 0,216), для обобщенного Парето 𝑃знач = 0,29 (параметры –
0,076; 13,406 и 14,41).

Для объемов осадков за «дождливые» периоды в Элисте верхний кри-
тический уровень (получен нисходящим методом) составляет 28 мм. Для
экспоненциального распределения 𝑝знач = 0,082 (параметр оценивает-
ся значением 0,029), для обобщенного Парето 𝑝знач = 0,44 (параметры:
−0,095, 13,66 и 28). Нижний критический уровень (получен восходящим
методом) составляет 10,71 мм. Для экспоненциального распределения
𝑝знач = 0,062 (параметр оценивается значением 0,183), для обобщенного
Парето 𝑝знач = 0,21 (параметры – 0,066, 9,586 и 10,71).

Очевидно, что обеих ситуациях для накопленных данных восходя-
щий метод устанавливает критическую планку слишком низко – и в рас-
смотрении оказывается избыточное количество пиков. Параметрический
метод выделяет порядка 12–14 объемов за период наблюдений почти в
60 лет, которые могут рассматриваться как аномальные. Очевидно, что
такая методология позволяет более аккуратно анализировать реальные
данные, однако, как было отмечено выше, это достигается за счет допол-
нительного использования разработанных вероятностно-статистических
моделей для метеорологических явлений.

Сравним работу методов на основе классического и обобщенного
гамма-распределений (см. алгоритм 6.9) для Потсдама и Элисты. Вели-
чина 𝛼 = 0,01 выбрана в качестве уровня значимости, рассматриваются
два типа окон – относительно короткое (90 дней) и достаточно большое
(365 дней). Результаты представлены на рисунках 6.36–6.39.
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Рис. 6.36. Аномальные объемы осадков, окно 90 дней (Потсдам)

Рис. 6.37. Аномальные объемы осадков, окно 365 дней (Потсдам)

Треугольниками, кругами и квадратами, по-прежнему, обозначены
абсолютные, промежуточные и относительные экстремумы, соответ-
ственно, для статистики 𝑆𝑅𝐺𝐺 (6.13) c 𝛾 = 1. Для результатов обоб-
щенного гамма-теста использованы следующие маркеры для аналогич-
ных величин: зеленые перевернутые треугольники, ромбы и развернутые
вправо треугольники, соответственно. В этом случае параметр 𝛾 име-
ет нетривальное значение в обоих случаях, а именно: 𝛾 = 1,286 для
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Рис. 6.38. Аномальные объемы осадков, окно 90 дней (Элиста)

Рис. 6.39. Аномальные объемы осадков, окно 365 дней (Элиста)

Потсдама и 𝛾 = 1,279 для Элисты. Несмотря на то,что результаты обо-
их тестов можно считать достаточно близкими, в случае использования
обобщенного гамма-распределения большее число явных выбросов (ко-
торые могут и не быть максимальными по сравнению вообще со всем
периодом наблюдений) размечены как абсолютно экстремальные. При
этом их количество не увеличивается так же сильно, как в результате
применения PoT метода, поэтому данное обстоятельство может рассмат-
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риваться как достоинство, а не недостаток метода. Аналогичные выводы
остаются справделивыми и для других размеров окон.

6.4.4 Анализ экстремальности интенсивностей

Всюду выше рассматривались только объемы осадков за «дождли-
вые» периоды, но не их интенсивности. При этом именно последние,
определяемые как отношение суммарного объема осадков за период к его
продолжительности, являются важными величинами, экстремальность
которых может приводить к наводнениям, оползням и селевым потокам.
Известны работы (см., например, статью [331]), в которых приводится
теоретическое обоснование корректности использования гамма-моделей
для интенсивностей осадков. Таким образом, разработанные для объе-
мов статистические методы идентификации экстремальности могут быть
применены и в данной ситуации. Процедура анализа интенсивностей ос-
нована на использовании созданных решений с необходимыми настрой-
ками параметров и представлена в алгоритме 6.10.

Алгоритм 6.10. Статистический анализ интенсивностей
1: function IntensitiesExtremes(Data, Days=[30 90 180 365], 𝛼=0.01)
2: Ints ← Intensities(Data);
3: PoT(Ints); // См. алгоритм 6.8
4: 𝛾 ← GGExtremes(Ints); // См. алгоритм 6.9
5: PoT(Ints, 𝛾);
6: return ;

В данном случае используется проверка и экспонциальности, и вей-
булловости моментов между превышениями порогового значения, а так-
же осуществляется вывод 𝑃 -значения для каждого положения уров-
ня. Результаты для Потсдама и Элисты продемонстрированы на рисун-
ках 6.40 и 6.41. Для выбранного уровня значимости 𝛼 = 0,01 соответ-
ствующая гипотеза не отвергается для всех пороговых уровней, распо-
ложенных справа от красной линии на верхних графиках. Нижние гра-
фики на рисунках 6.40 и 6.41 содержат оцененные значения параметров
распределения Вейбулла.

На рисунках 6.42 и 6.43 приведены результаты сравнения парамет-
рического теста на основе обобщенного гамма-распределения (см. ал-
горитм 6.9) и нисходящего PoT-метода (см. алгоритм 6.8), причем для
последнего изображены сразу несколько пороговых уровней.
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Рис. 6.40. Пороговые уровни и соответствующие 𝑃 -значения, Потсдам

Рис. 6.41. Пороговые уровни и соответствующие 𝑃 -значения, Элиста

А именно, пороговые значения с индексами:
– low: соотвествуют минимальному уровню, на котором гипотеза об

экспоненциальности или вейбулловости не отвергается (для распределе-
ния Вейбулла – самая нижняя точка на верхних графиках на рисун-
ках 6.40 and 6.41, которая лежит справа от красной линии);
– maxval: соотвествуют максимальному 𝑃 -значению (самая правая

точка на упомянутых графиках);
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– high: соотвествуют самому высокому положению порога, при кото-
ром гипотеза о распределении не отвергается (наивысшая точка справа
от красной линии на графиках).

Рис. 6.42. Аномальные интенсивности осадков, окно 365 дней (Потсдам)

Рис. 6.43. Аномальные интенсивности осадков, окно 365 дней (Элиста)

255



На рисунках 6.42 и 6.43 нанесены маркеры для всех типов экстре-
мальности для обобщенного гамма-теста (зеленые треугольники, круги
и квадраты), и абсолютно аномальные – для теста на основе классиче-
ского варианта распределений (черные треугольники). Для обобщенного
теста значения параметра 𝛾 составляют 1,0775 для Потсдама 1,1257 для
Элисты, соответственно.

Для Потсдама результаты обоих параметрических тестов являются
близкими и представляются достаточно корректными. При этом наи-
больший уровень отсечения для PoT-метода получен с помощью экспо-
ненциального порога с индексом high, а «лучший» порог распределения
Вейбулла уровня (при этом с индексом maxval) ниже на 2,15 единиц,
поэтому между ними расположены несколько промежуточных экстре-
мумов параметрического теста.

Для Элисты решения экспоненциального и вейбулловского методов
отличаются всего на 0,29 – и в обеих ситуациях это оказывается порог с
индексом maxval. При этом статистический тест на основе классического
гамма-распределения отнес к абсолютно аномальным всего 4 выброса в
данных.

6.4.5 Темперированное распределение Снедекора-
Фишера как модель экстремальных объемов

В данном разделе с использованием модели отрицательного биноми-
ального распределения для продолжительностей «дождливых» периодов
и полученных в разделе 1.3 результатов для темперированного распреде-
ления Снедекора-Фишера, которое является асимптотическим для экс-
тремальных наблюдений в рамках сделанных предположений (см. тео-
рему 1.2), будет продемонстрирован подход к определению экстремаль-
ных суточных объемов как превышающих квантили выбранных уровней
данного распределения. Для этого будут предложены несколько методов
оценивания неизвестных параметров, проведено их сравнение. Кроме то-
го, полученные результаты будут сопоставлены с известными в метеоро-
логии подходами [443] на одних и тех же реальных данных.

Сначала рассмотрим процедуры для статистического оценивания
неизвестных параметров 𝑟, 𝜇 и 𝜆 асимптотического распределения для
экстремальных наблюдений в выборке, представляющее собой распре-
деление положительной степени случайной величины с распределением
Снедекора-Фишера (1.26). Пусть последовательность {𝑋𝑖,𝑗}, 𝑖 = 1,𝑚,
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𝑗 = 1,𝑚𝑖, представляет объем осадков в 𝑗-й день «дождливого» пери-
ода с номером 𝑖. Рассмотрим соответствующие порядковые статистики
𝑋*(1), . . . , 𝑋

*
(𝑚), построенные по выборке 𝑋*1 , . . . , 𝑋*𝑚, где каждая величи-

на определяется как 𝑋*𝑘 = max{𝑋𝑘,1, . . . , 𝑋𝑘,𝑚𝑘
}. Воспользуемся методом

квантилей для оценивания неизвестных параметров.
Выпишем в явном виде квантиль 𝑥(𝛼;𝜆, 𝜇, 𝑟) функции распределения

𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) (1.26) уровня 𝛼 ∈ (0, 1), как решение уравнения 𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) = 𝛼

относительно 𝑥. Имеем:

𝑥(𝛼;𝜆, 𝜇, 𝑟) =

(︂
𝛼1/𝑟

𝜇− 𝜇𝜖1/𝑟

)︂1/𝜆

.

Фиксируя три произвольных числа 0 < 𝑝1 < 𝑝2 < 𝑝3 < 1, получим
систему уравнений относительно неизвестных параметров 𝑟, 𝜇, 𝜆:

𝑋*([𝑚𝑝𝑘])
=

(︂
𝑝
1/𝑟
𝑘

𝜇− 𝜇𝑝1/𝑟𝑘

)︂1/𝜆

, 𝑘 = 1, 2, 3 (6.14)

(здесь через [·] обозначается целая часть аргумента). Величина 𝑟 может
быть найдена численно:

𝑟 =

(︃
log

𝑋*([𝑚𝑝1])

𝑋*([𝑚𝑝3])

log
𝑝1
𝑝2
− log

𝑋*([𝑚𝑝1])

𝑋*([𝑚𝑝2])

log
𝑝1
𝑝3

)︃
×

×

(︃
log

1− 𝑝𝑠3
1− 𝑝𝑠1

log
𝑋*([𝑚𝑝1])

𝑋*([𝑚𝑝2])

− log
1− 𝑝𝑠2
1− 𝑝𝑠1

log
𝑋*([𝑚𝑝1])

𝑋*([𝑚𝑝3])

)︃−1
, (6.15)

и в дальнейшем считается известной.

Предложение 6.7. Пусть параметр 𝑟 функции распределения
𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) (1.26) оценен численно по формуле (6.15) или исходя из от-
рицательной биномиальной модели. Тогда решение системы (6.14) от-
носительно параметров 𝜆 и 𝜇 имеет вид

̂︀𝜇𝑞 = 𝑝
1
𝑟
2

(1− 𝑝
1
𝑟
2 )(𝑋

*
([𝑚𝑝2])

)𝜆
, (6.16)

̂︀𝜆𝑞 = 1
𝑟(log 𝑝1 − log 𝑝3) + log(1− 𝑝

1
𝑟
3 )− log(1− 𝑝

1
𝑟
1 )

log𝑋*([𝑚𝑝1])
− log𝑋*([𝑚𝑝3])

. (6.17)

Величины 𝑝1, 𝑝2 and 𝑝3 могут быть выбраны как 𝑝1 = 𝜏 , 𝑝2 = 1
2, 𝑝3 =

1− 𝜏 для некоторого значения 𝜏 ∈ (0, 14 ].
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В случае заданного значения параметра 𝑟, более точные оценки 𝜇 и
𝜆 могут быть найдены минимизацией расстояния между эмпирической
и модельной функциями методом наименьших квадратов. Из теоремы
Гливенко следует, что (︂

𝜇(𝑋*(𝑖))
𝜆

1 + 𝜇(𝑋*(𝑖))
𝜆

)︂𝑟

≈ 𝑖

𝑚
. (6.18)

При этом предполагается, что все элементы вариационного ряда различ-
ны. Тогда для всех 𝑖 = 1,𝑚− 1 имеют место следующие импликации:

(6.18)⇐⇒
{︁ 𝜇(𝑋*(𝑖))

𝜆

1 + 𝜇(𝑋*(𝑖))
𝜆
≈
(︁ 𝑖
𝑚

)︁1/𝑟}︁
⇐⇒

⇐⇒
{︁
𝜇(𝑋*(𝑖))

𝜆 ≈ 𝑖1/𝑟

𝑚1/𝑟 − 𝑖1/𝑟
}︁
⇐⇒

⇐⇒
{︁
log 𝜇+ 𝜆 log𝑋*(𝑖) ≈ log

𝑖1/𝑟

𝑚1/𝑟 − 𝑖1/𝑟
}︁
.

Поэтому оценки ̂︀𝜇𝐿𝑆 и ̂︀𝜆𝐿𝑆 могут быть найдены решением следующей
задачи методом наименьших квадратов:

(̂︀𝜇𝐿𝑆, ̂︀𝜆𝐿𝑆) = argmin
log𝜇,𝜆

𝑚−1∑︁
𝑖=1

(︂
log 𝜇+ 𝜆 log𝑋*(𝑖) − log

𝑖1/𝑟

𝑚1/𝑟 − 𝑖1/𝑟

)︂2

,

Предложение 6.8. При известном значении параметра 𝑟 оценки ме-
тодом наименьших квадратов величин 𝜆 и 𝜇 имеют следующий вид:

̂︀𝜇𝐿𝑆 = exp

{︃
1

𝑚− 1

(︁𝑚−1∑︁
𝑗=1

log
𝑗1/𝑟

𝑚1/𝑟 − 𝑗1/𝑟
− ̂︀𝜆𝐿𝑆∑︁𝑚−1

𝑗=1
log𝑋*(𝑗)

)︁}︃
, (6.19)

̂︀𝜆𝐿𝑆 =
𝑚−1∑︁
𝑗=1

log𝑋*(𝑗)

(︃(︂
log

𝑗1/𝑟

𝑚1/𝑟 − 𝑗1/𝑟

)︂𝑚−1

−
𝑚−1∑︁
𝑘=1

log
𝑘1/𝑟

𝑚1/𝑟 − 𝑘1/𝑟

)︃
×

×

⎛⎝(𝑚− 1)
𝑚−1∑︁
𝑗=1

(︁
log𝑋*(𝑗)

)︁2
−

(︃
𝑚−1∑︁
𝑗=1

log𝑋*(𝑗)

)︃2
⎞⎠−1 . (6.20)

Сравним указанные методы оценивания параметров на примере ре-
альных данных для Потсдама и Элисты. Для этого воспользуемся невяз-
ками 𝐷𝑞 и 𝐷𝐿𝑆 между эмпирической ̂︀𝐹 (𝑥) и аппроксимирующими функ-
циями темперированного распределения Снедекора-Фишера 𝐹

(𝑞)
𝑆𝐹 (𝑥) и
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𝐹
(𝐿𝑆)
𝑆𝐹 (𝑥) для квантильного подхода и метода наименьших квадратов:

𝐷𝑞 = max
𝑥∈X

⃒⃒⃒ ̂︀𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑞)
𝑆𝐹 (𝑥)

⃒⃒⃒
, 𝐷𝐿𝑆 = max

𝑥∈X

⃒⃒⃒ ̂︀𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝐿𝑆)
𝑆𝐹 (𝑥)

⃒⃒⃒
,

где X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) – рассматриваемая выборка. Данные величины и
полученные оценки параметров приведены в таблицах 6.20 и 6.21.

Таблица 6.20. Параметры экстремального распределения, Потсдам

Минимальная Объем

Dq DLS ̂︀𝜇q ̂︀𝜇LS
̂︀𝜆q

̂︀𝜆LSдлительность тестовой
периода (дни) выборки

1 3323 0,09 0,092 0,169 0,212 1,18 1,29

2 2066 0,045 0,065 0,0383 0,054 1,755 1,71

3 1282 0,031 0,041 0,01 0,013 2,261 2,183

4 862 0,026 0,027 0,0049 0,0045 2,449 2,524

6 384 0,025 0,026 0,0015 0,0012 2,822 2,949

8 163 0,04 0,045 0,0007 0,0005 3,174 3,255

10 73 0,041 0,042 0,0003 0,0003 3,385 3,352

15 12 0,13 0,09 0,0014 0,0009 2,67 2,973

Таблица 6.21. Параметры экстремального распределения, Элиста

Минимальная Объем
Dq DLS ̂︀𝜇q ̂︀𝜇LS

̂︀𝜆q
̂︀𝜆LSдлительность тестовой

периода (дни) выборки

1 2937 0,06 0,06 0,361 0,349 1,053 1,263

2 1374 0,049 0,055 0,108 0,101 1,424 1,574

3 656 0,041 0,045 0,0454 0,0376 1,707 1,9

4 319 0,051 0,06 0,0234 0,0273 1,891 1,94

6 77 0,07 0,075 0,0181 0,0144 2,011 2,186

7 42 0,15 0,01 0,0197 0,0207 1,983 2,179

8 22 0,12 0,14 0,014 0,0358 2,01 1,764

10 10 0,17 0,16 0,0136 0,0375 2,163 1,802

Поскольку темперированное распределение Снедекора-Фишера явля-
ется асимптотическим, поэтому производится дополнительное прорежи-
вание данных: используется минимальная продолжительность «дожд-
ливого» периода (первая колонка в таблицах), а также число соответ-
ствующих наблюдений. Из таблиц 6.20 и 6.21 следует, что наилучшие
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результаты в смысле невязок получаются для периодов длительностью
не менее трех дней в Элисте и шести – в Потсдаме.

На рисунках 6.44 и 6.45 продемонстрированы примеры близости эм-
пирического и модельных распределений, оценки которых получены опи-
санными выше способами, для Потсдама и Элисты. Видно, что графики
близки даже для минимальной возможной продолжительности «дожд-
ливого» периода (больше примеров приведено в статье [233]).

Рис. 6.44. Аппроксимация асимптотическим распределением, Потсдам

Рис. 6.45. Аппроксимация асимптотическим распределением, Элиста
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Очевидно, что метод наименьших квадратов (см. формулы (6.19)
и (6.20)), соответствующий функции 𝐹 (𝐿𝑆)

𝑆𝐹 (𝑥) на графиках, ведет к более
точным приближениям эмпирической функции распределения по срав-
нению с квантильным методом (см. формулы (6.16) и (6.17)) с функцией
распределения 𝐹 (𝑞)

𝑆𝐹 (𝑥).
В прикладных задачах, имеющих дело с экстремальными значени-

ями, зачастую предполагается, что они соответствуют одному из трех
типов функций распределений. Однако данные результаты носят асимп-
тотический характер – и могут нарушаться для выборок умеренного
объема. Решение в данном случае основано на подходах работы [197]
с учетом использования теоретически обоснованного в диссертации тем-
перированного распределения Снедекора-Фишера в качестве асимптоти-
ческого (см. раздел 1.3). На рисунке 6.46 представлена процедура иден-
тификации аномальности суточных объемов осадков.

Начало

Конец

Ввод данных 
Volumes, α

Оценивание параметров
 Fλ,μ,r(x),

используя Volumes

Решение уравнение
Fλ,μ,r(τ)=1-α,

i=1

i<=length(Data) Volumes(i)>τ 
Да

i=i+1

Объем Volumes(i)
экстремальный

Нет

Да

Нет

Рис. 6.46. Процедура определения аномальности объемов осадков

Блок «Оценивание параметров» более подробно рассмотрен в алго-
ритме 6.11, а процедура поиска пороговых уровней – в алгоритме 6.12.
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Алгоритм 6.11. Оценивание параметров функции 𝐹𝜆,𝜇,𝑟(𝑥) (1.26)

1: function SFParams(Data, Thresholds=1, 10, 𝜏 = 1
4)

2: ℱ ← @(x, 𝜆, 𝜇, 𝑟)
(︁

𝜇𝑥𝜆

1+𝜇𝑥𝜆

)︁𝑟
ℐ(𝑥)𝑥>0; // Указатель на функцию

3: i ← 1; p ← [𝜏, 12 , 1− 𝜏 ];
4: for all (Thresholds) do
5: Sample ← WetSample(Data, Thresholds𝑖);
6: 𝑟 ← rFind(Sample); // По формуле (6.15) или параметр NB
7: // Квантильный метод, см. формулы (6.16) и (6.17)
8: [̂︀𝜇𝑞, ̂︀𝜆𝑞] ← 𝑆𝐹 (𝑞)(ℱ , Sample, 𝑟, p);
9: // МНК при заданном 𝑟, см. формулы (6.19) и (6.20)

10: [̂︀𝜇𝐿𝑆, ̂︀𝜆𝐿𝑆] ← 𝑆𝐹 (𝐿𝑆)(ℱ , Sample, 𝑟, p);
11: i++;
12: return [̂︀𝜇𝑞, ̂︀𝜆𝑞, ̂︀𝜇𝐿𝑆, ̂︀𝜆𝐿𝑆];

В функции WetSample алгоритма 6.11 обеспечивается уникальность
элементов вариацинного ряда: если есть совпадающие наблюдения, то
они заменяются весьма близкими, но различающимися, например за счет
искусственного зашумления аддитивной случайной величиной 𝜀 c нор-
мальным распределением с параметрами 0 и 0,01.

Алгоритм 6.12. Идентификация экстремальных наблюдений

1: function SFThresholds(Data, 𝑟, ̂︀𝜇𝐿𝑆, ̂︀𝜆𝐿𝑆, 𝛼=[0.01 0.05 0.1])
2: ℱ ← @(x, 𝜆, 𝜇, 𝑟)

(︁
𝜇𝑥𝜆

1+𝜇𝑥𝜆

)︁𝑟
ℐ(𝑥)𝑥>0; // Указатель на функцию

3: i ← 1;
4: for all (𝛼) do
5: Threshold1−𝛼𝑖

← fsolve((ℱ(𝑥, 𝑟, ̂︀𝜇𝐿𝑆, ̂︀𝜆𝐿𝑆), 1− 𝛼𝑖)); i++;
6: PlotSFThresholds(Data, Thresholds); // Визуализация
7: return Thresholds;

Пример применения к данным в Потсдаме и Элисте рассмотрен на
рисунках 6.47 и 6.48. При этом для наглядности изображения в каждом
«дождливом» периоде оставлено единственное наблюдение с максималь-
ным значением. Горизонтальные линии соответствуют квантилям уров-
ней 0,9 (синие точки), 0,95 (пунктирная сиреневая) и 0,99 (сплошная
красная) для подогнанного методом наименьших квадратов темпериро-
ванного распределения Снедекора-Фишера.

За анализируемый период в Потсдаме выделяются 13 «дождливых»
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Рис. 6.47. Уровни для аномальных суточных объемов осадков, Потсдам

Рис. 6.48. Уровни для аномальных суточных объемов осадков, Элиста

периодов, содержащих аномальные наблюдения, при 99% уровне, и уже
69 – для порога, соответствующего 95% уровню. Остальные локальные
экстремумы считаются стандартными. Для Элисты максимальный порог
превышен всего в 2 «дождливых» периодах, а для уровня 95%-квантили
количество таких интервалов равно 40. Такая разница в числе превы-
шений для двух городов может объясняться тем фактом, что в Элисте
экстремальные осадки являются более редкими событиями по сравнению
с Потсдамом.

Было проведено сравнение данных тестов с методами, описанными
в работе [443]. Установлено [293], что темперированное распределение
Снедекора-Фишера обнаруживает экстремальные осадки более точно.
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Таким образом, данная процедура подходит для идентификации и про-
гнозирования аномальных явлений, в том числе позволяя различать су-
щественные, но не экстремально большие осадки.

6.5 Моделирование турбулентных потоков
тепла между океаном и атмосферой

Изучение явных (далее обозначаются как qe) и скрытых (qh) по-
верхностных турбулентных тепловых потоков между атмосферой и оке-
аном [104], определяющих их взаимодействие и являющихся составляю-
щими теплового баланса, чрезвычайно важно для различных областей
наук о Земле. Первый из указанных типов определяется на основе разно-
сти температур между средами (вода-воздух) и модуля скорости привод-
ного ветра, умноженного на коэффициент, называемый числом Боуэна,
второй связывает насыщенную влажность воздуха в точке с темпера-
турой и скоростью ветра. Данные о потоках могут быть получены из
нескольких источников, каждый из которых обладает собственными до-
стоинствами и недостатками. Наиболее подробные временные ряды (с пе-
риодами наблюдений в 100 и более лет) доступны с помощью программы
Voluntary Observing Ship (VOS) [154], в то время как данные за послед-
ние несколько десятилетий собираются с помощью спутников, повторно-
го анализа и комбинированных продуктов (например, OA-FLUX [430,431])
с высоким пространственным и временным разрешением.

Информация об изменчивости поверхностных турбулентных тепло-
вых потоков в большинстве случаев ограничивается первым (в некото-
рых случаях еще и вторым) моментом вероятностного распределения по-
токов. Они традиционно вычисляются по временному ряду, соответству-
ющему потоку, и составляют основу для климатологических исследова-
ний [158, 277, 385]. Тем не менее детальная оценка характеристик тепло-
вого потока, в том числе определение экстремальных значений, требует
точного знания вероятностного распределения, а также анализа изме-
нений его параметров во времени и пространстве. Отсутствие подобных
знаний при построении океанологических и климатических моделей се-
рьезно снижает качество основанного на них прогнозирования.

Еще одна важная причина для изучения вероятностных распределе-
ний турбулентных потоков тепла – необходимость количественного оце-
нивания и минимизации выборочных ошибок в продуктах, построенных
по базам VOS [259, 260]. Большие по величине ошибки в выборках вли-
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яют как на оценки средних величин потоков, так и на характеристики
экстремальных потоков.

Попытка выбрать подходящий тип вероятностного распределения
для турбулентных потоков была осуществлена в работе [261], в кото-
рой показано, что в качестве достаточно хорошей аппроксимации для
данных может быть использовано так называемое двухпараметрическое
распределение Фишера–Типпета (FT-распределение). В указанной рабо-
те были оценены параметры сдвига и масштаба данного распределения,
осуществлена проверка гипотез о качестве подбора модели, а также была
предложена глобальная климатологическая интерпретация параметров
FT-распределения. Кроме того, FT-распределение было использовано
для анализа временных рядов значительного объема для поверхностных
турбулентных потоков, реконструированных по наблюдениям из базы
VOS с 1880 года [262]. Тем не менее многие вопросы, связанные с вероят-
ностным распределением поверхностных турбулентных потоков, все еще
остаются открытыми. В частности, с помощью FT-распределения часто
не удается корректно аппроксимировать экстремальные турбулентные
потоки тепла, а также в полной мере учесть случай так называемых
«тяжелых хвостов» в распределениях потоков.

Особое внимание будет уделено использованию алгоритма 3.5 на базе
СРС-метода для конечных нормальных смесей, предложенного в разде-
ле 3.3, для статистического оценивания случайных коэффициентов в сто-
хастическом дифференциальном уравнении Ланжевена, описывающего
турбулентные потоки тепла между океаном и атмосферой. Кроме то-
го, продемонстрировано применение процедур, развитых для осадков, в
случае океанологических данных, прежде всего, с целью выявления по-
тенциально экстремальных наблюдений.

6.5.1 Однородность данных

Статистический анализ стохастических закономерностей в наблю-
даемых временных рядах традиционно подразумевает работу со все-
ми имеющимися данными без какой-либо предварительной обработки
с целью получения однородных данных. Например, в работе [261] FT-
распределение применялось для аппроксимации исходного временного
ряда. Однако такой подход, вероятно, не может быть использован для
анализа очень длинных временных рядов и эволюции параметров рас-
пределения во времени. Действительно, выборка, используемая для ста-
тистического анализа, не является однородной, так как отдельные ее эле-
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менты не являются независимыми. Чтобы пояснить это обстоятельство,
рассмотрим следующий модельный пример.

Предположим, что 𝑛 – натуральное число, 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 – независи-
мые одинаково распределенные случайные величины с общей функцией
распределения 𝐹 (𝑥) = Φ(𝑥− 𝑎) (то есть каждая случайная величина 𝜉𝑗
имеет нормальное распределение со средним 𝑎 и единичной дисперсией).
Определим новый набор случайных величин 𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛 следующим об-
разом: 𝜁𝑘 = 𝜉1+ . . .+ 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Для каждого 𝑘 элемент 𝜁𝑘 имеет
нормальное распределение со средним 𝑘𝑎 и дисперсией 𝑘, при этом вы-
борка 𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛 не является однородной и независимой.

На рис. 6.49 данный эффект проиллюстрирован с помощью гисто-
грамм, построенных по смоделированной выборке 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 с 𝑛 = 1000

и 𝑎 = 2 (см. верхний график) и соответствующей выборке 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛 (см.
нижний график). Нижняя гистограмма существенно скошена вправо с
малым числом отрицательных значений. Данная картина в точности со-
ответствует форме распределения, предложенного в [261].

Рис. 6.49. Гистограммы для выборок {𝜉𝑛} (вверху) и {𝜁𝑛} (внизу)

Стохастический характер 𝜁𝑘 в значительной степени определяется
суммами 𝜉1 + . . . + 𝜉𝑘−1 и слабо зависит от 𝜉𝑘. Чем больше величина 𝑘,
тем меньший вклад случайной величины 𝜉𝑘 в 𝜁𝑘. Таким образом, любой
анализ статистических закономерностей 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, непосредственно
по выборке 𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛 может выполняться только в рамках серьезных
дополнительных допущений. Кроме того, с математической точки зре-
ния стандартные статистические процедуры для выборки 𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛 не
применимы.
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Чтобы избежать влияния упомянутых проблем, возникающих при ис-
пользовании традиционных способов, следует проанализировать преоб-
разованный временной ряд, рассмотрев ряд приращений турбулентных
тепловых потоков.

6.5.2 Оценивание неизвестных параметров аппрок-
симирующих распределений

На рисунке 6.50 представлены гистограммы для приращений исход-
ных данных, построенные на различных окнах (размер каждого – 200

наблюдений), с соответствующей аппроксимацией конечными нормаль-
ными смесями (1.7). Очевидно, что параметры приближающего распре-
деления существенным образом изменяются со сдвигом окна, поэтому
требуется применение СРС-метода.

Рис. 6.50. Гистограммы, построенные для различных положений окна, с
подгонкой плотностями типа конечных смесей нормальных законов

Для оценивания параметров модели (1.7) в данном случае использо-
ваны несколько модификаций EM-алгоритма, ориентированных на пре-
одоление неустойчивости по начальному приближению, а именно:
– метод со случайным выбором начального приближения (EMRnd);
– несколько повторных запусков EMRnd на одном и том же окне и выбор

в качестве итоговой оценки усреднения по всем из них (EMmean);
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Рис. 6.51. СРС-оценки, полученные тремя модификациями EM-
алгоритма
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– многократный запуск EMRnd на одном и том же окне и выбор в ка-
честве итоговой оценки набора параметров, максимизирующих значение
функции правдоподобия (EMLikelihood).

Результаты, полученные для трех вышеуказанных способов выбора
начального приближения, представлены на рис. 6.51. На верхнем гра-
фике представлена эволюция во времени параметров 𝑎𝑖(𝑡) для локаль-
ных трендов, оцененных с помощью EM-алгоритма со случайным вы-
бором начальных приближений. На каждом окне расчеты с помощью
EM-алгоритма проводятся пять раз, при этом начальные значения вы-
бираются случайным образом для каждого запуска. Результаты усред-
няются по всему набору значений, полученному при работе алгоритмов
на данном окне. Второй график демонстрирует изменение во времени
локальных параметров диффузии 𝜎2𝑖 (𝑡), оцениваемых с помощью опи-
санной версии EM-алгоритма. На третьем графике продемонстрирована
эволюция во времени параметров 𝑎𝑖(𝑡) для локальных трендов, оцени-
ваемых с помощью «классического» EM-алгоритма со случайным выбо-
ром начальных значений для весов. На каждом окне начальные прибли-
жения для параметров сдвига и масштаба выбираются единым образом
(как среднее и выборочная дисперсия для текущего окна соответствен-
но). На четвертом графике приведены изменения во времени парамет-
ров локальных диффузий 𝜎2𝑖 (𝑡), оцениваемых с помощью «классическо-
го» EM-алгоритма. На пятом графике приведены изменения во времени
параметров 𝑎𝑖(𝑡) для локальных трендов, оцененных с помощью EM-
алгоритма с выбором случайного начального приближения на каждом
окне. Для каждого положения окна EM-алгоритм запускается пять раз,
начальные значения выбираются каждый раз случайным образом. При
этом в качестве оценки выбирается набор параметров, соответствующий
функции правдоподобия с наибольшим значением среди всех запусков.
Шестой график демонстрирует изменение во времени локальных пара-
метров диффузии 𝜎2𝑖 (𝑡), оцениваемых с помощью описанной версии EM-
алгоритма.

Можно сделать вывод, что третья версия EM-алгоритма со случай-
ным выбором начальных приближений и поиском набора, соответствую-
щего максимальному значению функции правдоподобия на каждом окне,
дает в данном случае наиболее наглядные результаты.

Данная модификация была использована для анализа временной из-
менчивости параметров распределения приращений тепловых потоков.
Квантили различных уровней представлены на рис. 6.52 изотопными
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линиями (горизонтальная ось времени соответствует периоду длительно-
стью около 3, 5 лет). На графиках явно выделяется сезонная периодич-
ность, что вполне соответствует физической природе рассматриваемого
процесса.

Рис. 6.52. Квантили распределения приращений потоков тепла

На рис. 6.53 представлена эволюция моментных характеристик рас-
пределения вероятностей приращений процесса тепловых потоков. Для
их построения были использованы результаты, полученные в разделе 3.1.

Рис. 6.53. Моментные характеристики вероятностного распределения
приращений тепловых потоков
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Видно, что математическое ожидание заметно колеблется во времени
с изменяющейся амплитудой. Кроме того, для каждого периода ампли-
туда меньше для периода сезонного увеличения общего среднего по срав-
нению с амплитудой колебаний для периода сезонного снижения общего
среднего значения. Хорошо прослеживается сезонный характер измене-
ния дисперсии. Достаточно интересным представляется и тот факт, что
вклад в общую дисперсию чисто стохастической диффузионной компо-
ненты дисперсии – зеленая кривая на правом верхнем графике – больше,
чем динамической составляющей, изображенной синей кривой. Можно
отметить, что правый хвост распределения приращений тяжелее лево-
го. Кроме того, что эксцесс этого распределения максимален во время
периода «спокойствия».

6.5.3 Статистическое оценивание случайных коэф-
фициентов в уравнении Ланжевена

Для статистической оценки коэффициентов в уравнении Ланжеве-
на, используемого для моделирования процессов переноса тепла между
океаном и атмосферой [149], воспользуемся описанным в разделе 3.3 ал-
горитмом 3.5, а также СРС-оценками, полученными при аппроксимации
распределений приращений потоков тепла между океаном и атмосферой
в нескольких географических точках: Гольфстрим, Лабрадорское море
и тропики.

На рисунках 6.54–6.65 верхние графики демонстрируют статистиче-
скую структуру процесса теплообмена, а на нижних, содержащих СРС-
оценки для параметров сдвига и масштаба, которые формируют дина-
мическую и диффузионную компоненты, приведена эволюция весов, то
есть вклад соответствующей структурной составляющей в общее разви-
тие процесса во времени.

Благодаря структурам, возвращаемым функцией MSMComponents (см.
алгоритм 3.5), можно точно отследить, когда те или иные из компонент
существовали, прерывались и возобновлялись, и проанализировать их
взаимосвязь с реальными физическими процессами.

Для аппроксимации были использованы четырехкомпонентные нор-
мальные смеси, однако при выбранных настройках жадного алгоритма
для всех рядов, за исключением явных потоков в тропиках, были полу-
чены пять локальных компонент связности.

Видно, что общее число компонент изменяется не слишком сильно,
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Рис. 6.54. Оценки распределения сдвига (Гольфстрим, явные потоки)

Рис. 6.55. Оценки распределения сдвига (Гольфстрим, скрытые потоки)

поэтому результаты автоматического определения их количества с по-
мощью жадного алгоритма 3.4 варьируются от ряда к ряду не очень су-
щественно. Однако для лучшего учета локальных процессов полученное
число компонент (4–5) может быть расширено за счет повышения чув-
ствительности процедуры путем выбора меньшего порогового значения
в формуле (3.28).

Таким образом, предложенная процедура (см. алгоритм 3.5) оказа-
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Рис. 6.56. Оценки распределения коэффициента диффузии (Гольфстрим,
явные потоки)

Рис. 6.57. Оценки распределения коэффициента диффузии (Гольфстрим,
скрытые потоки)

лась эффективной и для решения задачи определения числа структур-
ных компонент в плазменной турбулентности (см. раздел 5.2), и в рамках
статистического оценивания случайных функциональных коэффициен-
тов в уравнении Ланжевена для потоков тепла между океаном и атмо-
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Рис. 6.58. Оценки распределения сдвига (Лабрадорское море, явные по-
токи)

Рис. 6.59. Оценки распределения сдвига (Лабрадорское море, скрытые
потоки)

сферой.
Функциональные параметры (компоненты распределения (2.3) как

функции времени), полученные в результате описываемых статистиче-
ских процедур, могут быть использованы при обучении интеллекту-
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Рис. 6.60. Оценки распределения коэффициента диффузии (Лабрадор-
ское море, явные потоки)

Рис. 6.61. Оценки распределения коэффициента диффузии (Лабрадор-
ское море, скрытые потоки)

альных алгоритмов прогнозирования процесса 𝑋(𝑡), удовлетворяющего
уравнениям типа (2.1). В частности, для этого могут быть использова-
ны как полученные оценки коэффициентов уравнения, так и построен-
ные по ним моментные характеристики аппроксимирующих нормальных
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Рис. 6.62. Оценки распределения сдвига (тропики, явные потоки)

Рис. 6.63. Оценки распределения сдвига (тропики, скрытые потоки)

смесей. Как было показано в разделе 5.2 для физических рядов тур-
булентной плазмы, расширение признакового пространства нейронных
сетей за счет таких величин позволяет повысить точность обучения,
причем в ряде случае достаточно существенно, не прибегая к необхо-
димости получения новых объемов данных. Это весьма важное обстоя-
тельство для океанологических пространственно-временных рядов. Все
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Рис. 6.64. Оценки распределения коэффициента диффузии (тропики, яв-
ные потоки)

Рис. 6.65. Оценки распределения коэффициента диффузии (тропики,
скрытые потоки)

анализируемые выборки для потоков получены с интервалом в шесть
часов между соседними наблюдениями. Это значительно меньше, чем
время, необходимое для получения СРС-оценок и даже обучения с их
учетом нейронных сетей, что свидетельствует в пользу эффективности
предлагаемых вычислительных процедур в задачах обработки и анализа
подобных данных.
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6.5.4 Анализ экстремальных наблюдений

Сначала рассмотрим достаточно наглядный способ определения доли
экстремальных наблюдений в исходной выборке на основе СРС-метода.
Предположим, что в модели (1.7) параметр 𝑘 выбирается равным двум,
причем как для ускорения вычислений, так и для получения более кон-
трастной общей картины. На рис. 6.66 представлены два графика для
рассмотренного ранее ряда.

Рис. 6.66. Определение доли экстремальных наблюдений на основе весов
(вверху) и среднеквадратических отклонений (внизу)

На верхнем графике изображена эволюция весов каждой из компо-
нент, а на нижнем – соответствующие им среднеквадратические откло-
нения. При этом справедливо соотношение 𝜎1 6 𝜎2 (отметим, что один
параметр превосходит другой минимум в 2 раза для каждого положе-
ния скользящего окна), а цвета точек на обоих графиках соответствуют
друг другу: красным обозначены графики для компоненты с наибольшей
дисперсией на каждом окне, синим – с наименьшей.

Наблюдения, соответствующие компоненте с наибольшей дисперси-
ей, могут быть проинтерпретированы как экстремальные (относительно
наблюдений другой компоненты). Стоит отметить, что веса этой компо-
ненты лежат в диапазоне [0,2, 0,4], то есть можно сказать, что указанные
наблюдения составляют примерно треть от общего числа. Отметим, что
указанная картина сохраняется для всех сезонов, при этом характер экс-
тремальных наблюдений меняется.
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Как было отмечено в разделе 6.4, модифицированный метод опре-
деления экстремальных значений может быть использован для данных
любой природы. В данном разделе воспользуемся им для анализа скры-
тых и явных потоков тепла (см. алгоритм 6.13).

Алгоритм 6.13. PoT-метод для потоков тепла
1: function PoTFluxes(Fluxes, 𝛼=0.05)
2: j← 1;
3: for all Fluxes do
4: // Нисходящий PoT-метод для потоков, см. алгоритм 6.8
5: [p(𝑊 )

𝑣𝑎𝑙 , p(𝐺𝑃 )
𝑣𝑎𝑙 , LVL] ← PoT(𝐹𝑙𝑢𝑥𝑗, 0.1);

6: Ind← FindFirstIndex(p(𝑊 )
𝑣𝑎𝑙 > 𝛼 and p(𝐺𝑃 )

𝑣𝑎𝑙 > 𝛼);
7: Threshold𝑗 ← LVL𝐼𝑛𝑑;
8: j++;
9: return Thresholds;

На рисунке 6.67 представлены пороговые значения, определенные с
помощью нисходящего метода (см. алгоритм 6.8) для скрытых и явных
потоков тепла для Гольфстрима (примеры статистической обработки
данных qe был рассмотрен выше) и тропической зоны за 2000–2010 гг.

Рис. 6.67. Пороговые значения для потоков тепла
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В легенде в явном виде указывается значение порога, полученного
на основе проверки гипотезы вейбулловости для моментов времени меж-
ду его превышениями, при этом в скобках приведено число элементов,
превышающих данный уровень. Очевидно, что для каждого из случа-
ев речь идет о сотнях превышений (при этом все пороги расположены
достаточно близко к максимуму данных). Кроме того, в приведенных
примерах существенную роль играет сезонность. Поэтому, несмотря на
продемонстрированную возможность использования PoT-методологии и
для таких наблюдений, здесь по аналогии с осадками можно рекомендо-
вать более глубокую разработку аналитического аппарата для повыше-
ния качества обработки данных.

6.5.5 Аппроксимация распределений характеристик
локальных трендов

В этом разделе рассмотрим не сами потоки тепла, а некоторые про-
изводные величины, а именно локальные тренды монотонности в рядах.
Проанализируем распределения длительностей промежутков монотон-
ного возрастания и убывания данных, а также величины суммарных по-
токов за каждый из указанных периодов по аналогии с «дождливыми»
периодами и соответствующими объемами осадков (см. раздел 6.3).

Алгоритм 6.14. Аппроксимация распределений характеристик трендов
1: function FluxesTrends(Fluxes)
2: i←1;
3: Params ← ∅;
4: for all Fluxes do
5: // Формирование рядов для анализа для каждого потока
6: [Trend↑, Trend↓, Sum↑, Sum↓]←Trends(Fluxes𝑖);
7: // Params𝑖 формируется как объединение всех параметров,

возвращаемых вызываемыми в блоке функциями
8: procedure Params𝑖
9: // Функциональное оценивание (алгоритмы 6.5 и 6.6)

10: GNBApprox(Trend↑,ℓ2,0,1); GNBApprox(Trend↓,ℓ2,0,1);
11: GGApprox(Sum↑, 𝐿2, 0, 1); GGApprox(Sum↑, 𝐿2, 0, 1);
12: subplot(Params𝑖, 2, 2); // Визуализация
13: i++;
14: return Params;
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Рассмотрим аппроксимацию эмпирических распределений указанных
случайных величин с помощью обобщенных отрицательного биномиаль-
ного и гамма-распределений (см. алгоритм 6.14).

В данном алгоритме выделяются следующие ключевые этапы:
– определение границ локальных трендов для последующего анализа

(см. функцию Trends в алгоритме 6.14);
– функциональная аппроксимация распределений к данным (см. про-

цедуру Params𝑖) на основе методов, описаных в разделе 6.3;
– визуализация результатов одновременно для локально возрастающих

и убывающих трендов, включая и соответствующие суммы (см. примеры
на рисунках 6.68–6.71).

Рис. 6.68. Распределения характеристик (Гольфстрим, явные потоки)

Рис. 6.69. Распределения характеристик (Гольфстрим, скрытые потоки)
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Рис. 6.70. Распределения характеристик (тропики, явные потоки)

Рис. 6.71. Распределения характеристик (тропики, скрытые потоки)
В алгоритме 6.14 реализован поиск оценок и при фиксированном

параметре формы 𝑟, а также производится сравнение с классическими
отрицательным биномиальным и гамма-распределениями (см. парамет-
ры вызовов функций GNBApprox GGApprox). Во всех случаях критерий
𝜒2 свидетельствует против принятия гипотезы о гамма-распределении.
Для отрицательного биномиального распределения были получены 𝑃 -
значения 0,55 и 0,08 (Гольфстрим, скрытые и явные потоки), 0,25 для
скрытых потоков в тропиках. В остальных случаях гипотеза отверга-
лась. Необходимо отметить высокое визуальное соответствие гистограмм
и приближающих кривых, которое наглядно демонстрирует преимуще-
ства использования обобщенных смешанных моделей.
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Глава 7

Прикладные программные
комплексы

В данной главе рассматриваются программные решения и комплек-
сы, разработанные на их основе, которые использовались для анализа
неоднородных данных и визуализации результатов в главах 3–6. При-
водится описание разработанных интерфейсов, функциональных воз-
можностей и архитектурных решений. Обсуждаются вопросы реализа-
ции разработанных методов вероятностного моделирования и алгорит-
мов анализа данных в виде онлайн-системы для поддержки междисци-
плинарных исследований и научных сервисов цифровой платформы.

7.1 Инструменты графического вывода ре-
зультатов метода скользящего разделе-
ния смесей

При практической реализации СРС-метода возникает задача отобра-
жения изменяющихся во времени динамической и диффузионной ком-
понент (см. раздел 2.1). Помимо числового значения соответствующих
параметров на каждом шаге, оценки также имеют веса, отображение ко-
торых в большинстве случаев необходимо произвести на двумерном гра-
фике. Каждой точке по оси абсцисс соответствует текущее положение
окна, а по оси ординат откладываются значения оценок, полученных на
данном шаге. Для изображения весов на графиках используется цвето-
вая шкала с плавной градацией от темно-синего до темно-красного, при
этом каждому весу из сегмента [0, 1] ставится в соответствие цвет в шка-
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ле RGB. Вес определяет размер выводимой точки, который пределяется
как ⌈𝑝(𝑚)

𝑖 · 𝑆𝑖𝑧𝑒𝑚𝑎𝑥⌉, где 𝑝(𝑚)
𝑖 обозначает вес компоненты с номером 𝑖 на

𝑚-м итерационном шаге, а 𝑆𝑖𝑧𝑒𝑚𝑎𝑥 – некоторое заранее заданное макси-
мальное значение размера. Ниже рассмотрим несколько вариантов про-
граммных инструментов, использовавшихся для визуализации результа-
тов работы СРС-метода, созданных на языке программирования MATLAB.

7.1.1 Оконный пользовательский интерфейс

Для начала рассмотрим оконный пользовательский интерфейс для
выполнения расчетов с помощью целого ряда модификаций EM-
алгоритма (классический, медианный, стохастический, сглаженный, ос-
нованный на повторных вычислениях на окне, с матричными вычисле-
ниями на GPU) для различных типов смесей вероятностных распределе-
ний (нормальные, гамма). Реализация СРС-метода продемонстрирована
в виде псевдокода в алгоритме 7.1.

Алгоритм 7.1. СРС-метод с оконным интерфейсом
1: function MSM( )
2: // Ввод данных через диалоговый интерфейс
3: [Data, From, To]← InputDialog( );
4: options← OptionsDialog( ); // Настройки СРС-метода
5: // Запуск СРС-метода с заданными параметрами
6: Params← EMs(Data, options);
7: // Динамическая настройка диапазонов вывода компонент
8: PlotOpt← PlotDialog( );
9: // Визуализация динамической и диффузионной компонент

10: FastPlotter(Params, PlotOpt);
11: // Определение моментных характеристик, см. (3.9)–(3.12)
12: [Exp, Var, Skew, Kurt]← Moments(Params);
13: Quantiles(Params); // Вычисление и отрисовка квантилей
14: return ;

В начале работы пользователю предлагается ввести имя (путь) для
файла с данными. Может быть выбран любой диапазон внутри ряда, при
этом по умолчанию предлагаются все значения от первого до последнего
(с автоматическим определением длины ряда при указании параметра
End). В случае ввода пользователем некорректных значений (например,
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отрицательных или превышающих объем выборки) программа возвра-
щает настройки к предустановленным. Данные действия осуществляют-
ся функцией OptionsDialog (см. алгоритм 7.1). Вид начального окна
представлен на рис. 7.1.

Рис. 7.1. Пример: начальное окно программы

Пользователь может выбрать отображение исходных данных или раз-
ностей, вывести гистограммы для этих рядов с автоматической аппрок-
симацией конечной смесью вероятностных распределений. После этого
предлагается возможность запуска метода скользящего разделения сме-
сей как для исходной выборки, так и для разностей.

Рис. 7.2. Пример: настройки параметров СРС-метода

Настройка параметров СРС-метода осуществляется с помощью но-
вого диалогового окна (см. рисунок 7.2), в котором задается название
вычислительного алгоритма, размер подвыборки, максимальное число
компонент в аппроксимирующей смеси, точность приближений и диа-
пазон для сдвига (можно выбрать любую часть внутри выборки; если
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заданные пользователем значения некорректны, расчет производится от
первого элемента выборки до 𝑁−𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ+1, где 𝑁 – длина всей выборки
для анализа, а 𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ – ширина окна). Для каждого из полей предусмот-
рены значения по умолчанию. Данные действия осуществляются функ-
цией InputDialog (см. алгоритм 7.1).

После нажатия на кнопку «ОК» и запуска шагов вычислительнго ал-
горитма (функция EMs, см. алгоритм 7.1) отображается окно с инди-
катором выполнения и названием выбранного вычислительного метода,
позволяющего следить за текущим положением окна и состоянием ра-
боты программы. После завершения вычислений появляется график с
динамической и диффузионной компонентами волатильности, а также
диалоговое окно, с помощью которого можно настроить диапазон выво-
да параметров для сохранения (функция PlotDialog, см. алгоритм 7.1),
включая и диапазон для окон (см. рисунок 7.3).

Рис. 7.3. Пример: графический вывод c окном изменения диапазонов по
каждой из осей

Найденные оценки сохраняются в процессе расчетов, а также по окон-
чании работы программы, что позволяет избежать потери результатов
при возникновении прерывания. После закрытия диалогового окна гра-
фик автоматически сохраняется в формате PNG на диск в папку с про-
граммой. Для графического вывода функция FastPlotter (см. алго-
ритм 7.1), которая реализует оптимизированную процедуру визуализа-
ции параметров, которая позволяет сохранить все заданные характери-
стики отображения параметров, но при этом не использовать поточеч-
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ный вывод значений динамической и диффузионной компонент – эта
процедура слишком требовательна к ресурсам компьютера, в то вре-
мя как FastPlotter быстро и без существенной загрузки центрального
процессора и оперативной памяти осуществляет отрисовку даже длин-
ных рядов, в частности, размером более 100000 наблюдений, для трех-
четырехкомпонентных смесей (свыше миллиона точек различных цветох
и размеров на каждом из графиков).

Также реализован модуль визуализации моментных характеристик
(см. раздел 3.1) и квантилей, который содержит функции для отыс-
кания математического ожидания, дисперсии, коэффициента асиммет-
рии и эксцесса, а также квантилей различного уровня для конечных
смесей нормальных законов (см. функции Moments и Quantiles, алго-
ритм 7.1). Пример трехмерного вывода эволюции квантилей различного
уровня приведен на рисунке 7.4.

Рис. 7.4. Пример: эволюции квантилей уровней от 0, 05 до 0, 95

7.1.2 Графический пользовательский интерфейс

Описанный в предыдущем разделе оконный интерфейс обладает ши-
рокими функциональными возможностями, в рамках которого реализо-
ваны практически все возможные варианты СРС-анализа. В то же вре-
мя, достаточно удобно использовать графические пользовательские ин-
терфейсы, которые, безусловно, являются более подходящими для ши-
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рокой пользовательской аудитории. Реализация подобного решения про-
демонстрирована в виде псевдокода в алгоритме 7.2.

Алгоритм 7.2. СРС-метод с графическим пользовательским интерфей-
сом

1: function MSMGUI( )
2: Handles←GUI( ); // Порождение GUI системными средствами
3: Objects←CreateObjects(Handles); // Создание объектов GUI
4: // Создание надписей на полях формы
5: SetProperties(Handles, Objects);
6: // Настройка интерактивных действия полей формы GUI
7: Callback(Objects);
8: return ;

Перейдем к описанию возможностей средства визуализации резуль-
татов для СРС-метода. Начальный экран, формируемый в результате
вызовов функций GUI и CreateObjects (см. алгоритм 7.2) при запуске
приложения, представлен на рис. 7.5.

Рис. 7.5. Пример: начальный экран приложения

Область «График оценок параметров» (в англоязычном интерфейсе
«Figure») предназначена для непосредственной визуализации оценок,
полученных с помощью какого-либо алгоритма в СРС-методе. В нача-
ле работы обе оси размечены в диапазоне от 0 до 1 с шагом 0,1, однако
при отрисовке актуального графика обозначения автоматически адапти-
руются к данным. Кнопка с надписью «Русский»/«English» позволяет
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выбирать язык интерфейса (по умолчанию установлено отображение на
русском языке, нажатие на кнопку изменяет все надписи на англоязыч-
ные варианты), содержимое остальных полей при переключении не из-
меняется, область вывода графика не перерисовывается, не происходит
повторного вывода значений оценок.

Блок «Диапазон элементов»/«Gap for windows» задает область вы-
вода оценок по временной оси, соответствующей количеству сдвигов окна
в СРС-методе. Например, если есть необходимость рассмотреть крупнее
отдельную область или анализируемый ряд слишком большой (оценки
сливаются), то можно отобразить только часть данных. В качестве зна-
чений по умолчанию используется диапазон от первого до сотого эле-
мента.

Блок «Диапазон вывода параметров»/«Parameter gap» задает об-
ласть вывода значений оценок. Для разных данных получаются разные
по порядку оценки, кроме того, динамическая компонента может прини-
мать и отрицательные значения. Для удобства масштабирования и кор-
ректности вывода параметров и предназначен данный блок. В качестве
значений по умолчанию используется диапазон от 0 до 1.

Таблица «Оценки параметров»/«Estimations of parameters»
отображает полный набор оцененных параметров из блока
«Диапазон элементов», который хранится в файле, адрес (имя)
которого задается в поле «Имя файла»/«Filename».

По умолчанию предполагается, что отображается диффу-
зионная компонента («Diffusive component»), однако в блоке
«Выбор типа графика»/«Type of figure» это можно изменить,
выбрав динамическую компоненту («Dynamic component»). Нажатие
кнопки «Refresh» осуществит корректное обновление (либо первичное
изображение) графика в соответствии с выбранными настройками
с помощью специально разработанного для СРС-метода алгоритма
рисования (фактически это функция FastPlotter, см. алгоритм 7.1).

На рисунках 7.6 и 7.7 изображены диффузионная и динамическая
компоненты для некоторых рядов Params и P1, соответственно. В пер-
вом случае вывод осуществляется для положений окон от 4000 до 9000,
при этом границы параметров установлены от 0 до 1, 1 ·10−4, а во втором
– от первого положения окна до значения 4800, при этом границы па-
раметров определяются диапазоном от −0, 08 до 0, 08. Рассматриваемые
случаи различаются и числом компонент, которое было использовано при
аппроксимации (2 и 6, соответственно) – это проявляется, в частности,
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в разных размерах таблиц оценок параметров справа от графика. Отме-
тим, что на рисунке 7.7 приведен англоязычный вариант интерфейса.

Рис. 7.6. Пример: диффузионная компонента

Рис. 7.7. Пример: динамическая компоненты

7.1.3 Динамическая визуализация

В завершении данного раздела рассмотрим еще один весьма нагляд-
ный способ визуализации эволюции параметров аппроксимирующей сме-
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си в СРС-методе, а именно, видео (см. скриншот на рисунке 7.8).

Рис. 7.8. Пример: динамическая визуализация эволюции компонент

Для создания подобных видео использована функция VideoWriter
пакета MATLAB. С помощью аналога функции FastPlotter (см. алго-
ритм 7.1) производится рисование параметров для каждого шага СРС-
метода, записываемых во фреймы, из которых формируется файл в фор-
мате AVI. Данный способ позволяет проследить, как компоненты вола-
тильности появляются, исчезают и эволюционируют в течение всего про-
цесса наблюдений за данными.

7.2 Приложение для анализа распределе-
ний длительностей и объемов осадков

В этом разделе будет рассмотрено программное решение, реализую-
щих функциональные методы оценивания параметров обобщенных от-
рицательных биномиальных и гамма-распределений, описанные в разде-
ле 6.3. В отличие от описанного в разделе 7.1.2 графического интерфей-
са, разработка которого частично базировалась на принципах визуаль-
ного программирования (данный шаг в алгоритме 7.2 инкапсулирован
в функциях GUI и CreateObjects), создание всех форм в данном слу-
чае производилось полностью с помощью программного кода MATLAB без
использования инструментов GUIDE или App Designer.
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7.2.1 Программная реализация

Как уже было упомянуто, все объекты и интерактивные компонен-
ты интерфейса реализованы программно без привлечения средств GUIDE
или App Designer. Отметим следующие ключевые преимущества данно-
го подхода:
– в форме возможен вывод графиков любого типа, включая гистограм-

мы и анимированные изображения – в App Designer вплоть до актуаль-
ной версии MATLAB R2020a для подобных объектов поддержка отсутству-
ет;
– нет необходимости создавать специальный FIG-файл, в котором про-

изводится размещение элементов при визуальном программировании,
как это реализуется при вызове окружения GUIDE – подобные файлы
для нетривиальных приложений могут быть весьма большими, в то вре-
мя как программный код занимает малую часть памяти и быстро испол-
няется.

Рис. 7.9. Начальный экран приложения

Используемый подход требует только создания объекта figure, на
котором размещаются интерактивные компоненты с помощью вызовов
функции uicontrol пакета MATLAB с различными параметрами, ключе-
вым из которых является Style. Перечислим основные настройки, ис-
пользуемые для создания графического интерфейса приложения (при-
мер начального экрана привдеен на рисунке 7.9):
– edit для создания редактируемых текстовых полей (см., например,
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рисунок 7.9 справа наверху), с помощью которых можно задавать назва-
ние города, осадки в котором необходимо проанализировать: использу-
ется для открытия сохраненного на жестком диске файла с данными;
– popupmenu для создания дающих меню (см. рисунок 7.9 справа по-

середине формы) для выбора варианта метрик, в которых должна осу-
ществляться оптимизация для поиска неизвестных параметров (ℓ1, ℓ2 и
ℓ∞ для обобщенного отрицательного биномиального и 𝐿1, 𝐿2 и 𝐿∞ для
обобщенного гамма-распределений): это влияет на параметры вызова со-
ответствующих вычислительных функций, а также на настройки графи-
ков при визуализации;
– text для указания имен объектов на форме (например, Method для

выпадающего меню или Errors для таблицы).
– slider для создания ползунка для задания области вывода гисто-

грамм (точнее – соответствующей правой границе графика, создаваемо-
го с помощью функции axes, см. центральную область на рисунке 7.9):
видимая область может быть изменена за счет сдвигания ползунка; в
качестве допустимых границ используется диапазон [10, 30] (шаг изме-
нения – единица), значение по умолчанию – 20.

Под ползунком на рисунке 7.9) размещена таблица ошибок аппрок-
симации, создаваемая с помощью функции uitable. Столбцы таблицы
можно изменять, например, перетаскивая с помощью мыши заголовки
столбцов. Элементы таблицы инициализируются нулями, а после прове-
дения расчетов автоматически заполняются полученными значениями.
Реализация приложения представлена в виде псевдокода в алгоритме 7.3.

Алгоритм 7.3. Статистический анализ распределений длительностей
дождливых периодов с графическим пользовательским интерфейсом

1: function GNB_GG_Interface( )
2: Fig←CreateFigure( ); // Создание объекта figure
3: // Инициализация переменных, задание типа распределения
4: options←Init(Fig, GNB, GG);
5: // Создание объектов на форме
6: Objects←CreateForm(Fig, uicontrol, Styles, uitable);
7: // Настройка интерактивного взаимодействия
8: 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠𝑒𝑠𝑡←Callback(Fig, Objects, Approx, options);
9: // Approx() – функция аппроксимации параметров

10: return 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠𝑒𝑠𝑡;

Данное приложение имеет две модификации – GNBInterface и
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GGInterface, – в которых используемые инструменты разработки и по-
лучаемый интерфейс аналогичны (строки 2–6 в алгоритме 7.3), однако
существенным образом отличаются модули вычисления параметров, по-
этому для унификации данный момент инкапсулируется внутри функ-
ции Approx, а для коректного определения ситуации служат параметры
GNB и GG (см. строку 8).

Оптимизационные процедуры основаны на симплекс-методе
Нелдера–Мида [307] со значением точности для останова 10−12 при
3000 максимально допустимых итераций. Неизвестные параметры
распределений оцениваются в соответствии с алгоритмами 6.5 и 6.6 (см.
раздел 6.3). Отметим, что размер файла c интерфейсами и функциями
обработки данных составляет всего 30 КБ.

7.2.2 Примеры использования

Рассмотрим некоторые конкретные примеры использования разрабо-
танного приложения для данных об осадках в Потсдаме, которые по-
дробно изучались в разделе 6.3.

На рисунках 7.10–7.12 представлены примеры работы приложения
GNBInterface для оценивания параметров распределений, аппроксими-
рующих длительности дождливых периодов с использованием метрик ℓ1

(рисунок 7.10), ℓ2 (рисунок 7.11) и ℓ∞ (рисунок 7.12).

Рис. 7.10. Аппроксимация распределения длительностей дождливых пе-
риодов на основе метрики ℓ1
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Рис. 7.11. Аппроксимация распределения длительностей дождливых пе-
риодов на основе метрики ℓ2

Рис. 7.12. Аппроксимация распределения длительностей дождливых пе-
риодов на основе метрики ℓ∞

На приведенных рисунках изображены гистограммы для исходных
данных, а также приближающих обобщенного и классического отрица-
тельных биномиальных распределений. Область вывода по оси абсцисс
средствами интерфейса задана как [0, 16], соответствующий метод опти-
мизации отмечен в выпадающем меню Method. При этом, если парамет-
ры были оценены ранее, то повторные вычисление не производятся, при
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этом они, а также величины ошибок в таблицах Errors загружаются из
соответствующих XLSX файлов.

На рисунках 7.13–7.15 представлены примеры работы приложения
GNBInterface для оценивания параметров распределений, аппроксими-
рующих объемs осадков за дождливые периодов с использованием мет-
рик 𝐿1 (рисунок 7.13), 𝐿2 (рисунок 7.14) и 𝐿∞ (рисунок 7.15).

Рис. 7.13. Аппроксимация распределения объемов осадков за дождливые
периоды на основе метрики 𝐿1

Рис. 7.14. Аппроксимация распределения объемов осадков за дождливые
периоды на основе метрики 𝐿2
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Рис. 7.15. Аппроксимация распределения объемов осадков за дождливые
периоды на основе метрики 𝐿∞

На приведенных рисунках изображены гистограммы для исходных
данных, а также приближающих обобщенного и классического гамма-
распределений. Область вывода по оси абсцисс средствами интерфейса
установлена как [0, 50], соответствующий метод оптимизации отмечен в
выпадающем меню Method.

Разработанные программные решения позволяют получать представ-
ление результатов в наглядной форме для быстрого и удобного анализа
данных. Данные инструменты использовались, в частности, при обра-
ботке осадков в Потсдаме и Элисте (см. раздел 6.3).

7.3 Информационная технология исследо-
вания стохастических процессов

В разделе 5.1 был представлен вероятностный бутстреп-подход для
изучения с помощью спектрального анализа специфических структур,
формирующих турбулентность в плазме, на основе конечных смесей раз-
личных вероятностных распределений. В этом разделе описана инфор-
мационная технология, которая реализует данный метод, включая в се-
бя инструменты первичной обработки и подготовки данных для анали-
за, различные реализации алгоритмов EM-типа, функции для бутстреп-
анализа и визуализации результатов. Представленное программное ре-
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шение является следующим шагом в направлении развития интерфейсов
для разработанных в диссертации методов и алгоритмов анализа дан-
ных.

Используемые математические модели и полученные с помощью дан-
ного инструмента практические результаты в важном разделе современ-
ной физики (например, определение числа формирующих процессов и
значений ряда величин), описаны в разделе 5.1. Здесь же рассмотрим
вопросы функционирования и взаимосвязей программных модулей, со-
ставляющих вычислительную часть информационной технологии (см.
рисунок 7.16).

Рис. 7.16. Структура информационной технологии
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Разработанная информационная технология включает в себя следу-
ющие основные компоненты:
– Блок «Интерфейс», в котором реализуются предварительная подго-

товка экспериментальных данных (загрузка, форматирование для вы-
числительных процедур, и т. д.), их передача в следующие блоки для
обработки, получение результатов и сохранение их на диск.
– Блок «Моделирование», отвечающий за создание тестовой выборки

для бутстреп-метода (см. раздел 5.1).
– Блок «Оценивание параметров», в котором производится аппрокси-

мация спектра конечной смесью вероятностных распределенийс помо-
щью полученной в предыдущем блоке выборке с помощью одного из EM-
методов (аналогичная функция вызывается в алгоритме 7.1: см. стро-
ку 7 и функцию EMs – однако здесь не требуется осуществлять шаги в
СРС-методе, ширина окна совпадает с числом всех наблюдений). При-
меры некоторых методов приведены непосредственно на рисунке 7.16.
Алгоритмы на основе нормального распределения можно использовать
для одно- и двусторонних спектров, а на основе гамма-распределении
– для односторонних спектров. В этот же логический блок включается
Модуль определения значимости компонент (его теоретические основы
были описаны в разделе 2.2, а тестирование возможностей проведено в
статье [7]), который позволяет подобрать корректную смешанную модель
при аппроксимации распределения бутстреп-выборки.
– Блок «Визуализация» осуществляет графическое отображение полу-

ченных результатов в виде спектров и трехмерных плотностей (примеры
были рассмотрены ранее в разделе 5.1).

Очевидно, что на первом шаге каждый из этих этапов должен вы-
полняться последовательно, однако возможен переход непосредственно
к одному из блоков, если ранее предыдущий был выполнен: предусмот-
рена работа с данными, которые были ранее сохранены на диске, что поз-
воляет избежать повторного моделирования или отыскания оценок. На
рисунке 7.16 это продемонстрировано с помощью пунктирных и сплош-
ных стрелок.

7.4 Онлайн-система вероятностного-
статистического анализа данных

Одним из наиболее актуальных трендов современного анализа дан-
ных является использование исследователями из различных стран и

299



предметных областей высокопроизводительных вычислительных реше-
ний, в том числе удаленных. В предыдущих разделах были описаны ком-
плексы, реализованные средствами программирования пакета MATLAB,
который является проприетарным кросс-платформенным программное
обеспечение, а значит, возможность предоставления разработок на его
основе естественным образом ограничена. Кроме того, далеко не все ал-
горитмы могут эффективно выполняться на любой физической архи-
тектуре или даже более того – быть запущены на ней. К таковым мож-
но отнести, например, решения, предназначенные для выполнения вы-
числений с помощью CUDA. У конечного пользователя может оказаться
графическая карта от другого производителя, либо его GPU не предна-
значена для осуществления вычислений на должном уровне. Поэтому в
этом разделе обсуждаются вопросы реализации сходных функциональ-
ных возможностей в рамках онлайн-сервиса, поддерживающего гетеро-
генные вычисления GPGPU.

7.4.1 Архитектура онлайн-сервиса

Для систем онлайн-обработки данных в реальном времени большую
важность представляют вопросы, связанные с масштабированием от-
дельных частей системы. Специфика решения исследовательских задач
на основе смешанных вероятностных моделей такова, что вычислитель-
ная сложность используемых алгоритмов может быть значительна, хотя
для хранения как анализируемых данных, так и результатов требует-
ся умеренный объем памяти (например, типичный объем эксперимен-
тальных выборок составляет от нескольких десятков тысяч до милли-
она наблюдений). Это соображение приводит к необходимости выделе-
ния сервисной и вычислительной частей в архитектуре онлайн-системы.
Рассмотрим подробнее ключевые элементы с указанием потоков данных,
представленные на рисунке 7.17.

Первый уровень представляет ПК пользователя, обеспечивающий до-
ступ к интерфейсу онлайн-комплекса для загрузки данных, настройки
параметров и получения результатов (в том числе, в визуальной форме).
В пользовательских профилях, доступ к которым требует регистрации
и авторизации для каждого сеанса работы, сохраняются ранее загру-
женные на сервер данные и полученные результаты обработки, которые
доступны для дальнейшего использования и проведения дополнитель-
ного анализа. Из-за высокой вычислительной сложности в ряде ситуа-
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Вычислительная частьСервисная часть

ПК 
пользователя

Сервер 
Frontend

Сервер 
Backend

Серверы БД Рабочие серверы

↓ Исходные данные
↑ Результаты

↓↑ Данные
↑↓ Результаты

Рис. 7.17. Архитектура онлайн-сервиса и диаграмма потоков данных

ций может потребоваться значительное время для корректного определе-
ния параметров выбранной смешанной вероятностной модели. Поэтому
предусмотрено оповещение пользователей о статусе процесса с помощью
электронных каналов связи. В случае завершения расчетов, пользова-
тель сможет в любое удобное время обратиться к результатам анализа
как в числовом (с помощью экспорта оцененных параметров), так и в
графическом виде.

Сервисная часть системы состоит из Frontend- и Backend-
компонентов, а также серверов баз данных. С ее помощью реализуется
основная бизнес-логика системы, поэтому вычислительные сложности, а
также необходимость обработки больших данных отсутствуют. Решение
задач масштабирования для сервисной части требуется только в случае
серьезной пиковой активности пользователей, что является маловероят-
ным сценарием при штатной работе такой системы, ориентированной на
поддержку проведения научных исследований.
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Frontend-сервер предназначен для реализации интерфейса взаимо-
действия между пользователем и вычислительными узлами системы,
при этом непосредственная обработка данных на нем не производится.
Backend-сервер осуществляет взаимодействие между Frontend-сервером,
рабочими серверами и серверами баз данных, в частности, готовит дан-
ные для обработки и распределяет задачи по вычислительным компонен-
там системы. Взаимодействие Backend- и рабочих серверов должно осу-
ществляться с помощью специализированных API для реализации воз-
можностей, связанных с параллельной обработкой данных. После прове-
дения вычислений для одного положения окна СРС-метода данные со-
храняются на сервере БД и пересылаются с помощью Frontend-сервера
пользователю для возможного контроля процесса выполнения анализа
с его стороны. Очевидно, что наибольшая нагрузка по передаче дан-
ных ложится на взаимодействие Frontend- и Backend-серверов, поэтому
необходима разработка механизмов ускорения их работы (в частности,
за счет кэширования).

Вычислительная часть системы получает входные наборы данных
и начальные параметры для методов, обеспечивает работу алгоритмов
EM-типа, возвращает оценки неизвестных параметров смешанных веро-
ятностных моделей. При этом детали внутренней реализации вычисли-
тельной части скрыты для сервисной: пользователи не могут работать с
ней напрямую, всё взаимодействие производится исключительно за счет
вызовов с Backend-сервера.

При увеличении нагрузки на систему или при создании приоритет-
ной заявки на обработку данных в облачном сервисе может быть создан
отдельный виртуальный сервер вычислительной части. После успешного
запуска он добавляется в пул существующих обработчиков, хранящий-
ся на Backend-сервере. При уменьшении нагрузки и отсутствии соответ-
ствующих задач данный обработчик удаляется из пула с целью экономии
ресурсов.

Подобная архитектура позволит интегрировать в систему различные
методы интеллектуального анализа данных, при этом их реализация мо-
жет быть основана на специальных программных и аппаратных подхо-
дах, но для конечного пользователя особенности решений будут скрыты.
Это достигается за счет реализации доступа к ним посредством соот-
ветствующих API. Кроме того, функции-обработчики могут быть разме-
щены на иных серверных мощностях, нежели сервисная часть системы.
Это, в частности, способствует увеличению стабильности работы систе-
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мы с точки зрения конечного пользователя – сбой в работе одного из
вычислительных серверов не сказывается на функционировании служеб-
ной части системы. Очевидна и возможность потенциального сокраще-
ния затрат на дорогостоящее оборудование без потери общего качества
обслуживания.

7.4.2 Пользовательский интерфейс онлайн-сервиса

Основным элементом интерфейса является область графического вы-
вода, предназначенная для отображения исходного временного ряда, его
модификаций в результате предобработки, а также вывода результатов
СРС-метода , включая вывод нескольких графиков одновременно (дина-
мическая и диффузионная компоненты волатильности, моментные ха-
рактеристики и др.). Поддерживается динамическое масштабирование
для графиков в зависимости от настроек браузера.

Пользователю для каждого ряда (в том числе и модифицированного
некоторым способом) предлагаются следующие инструменты:
– загрузка выборки для анализа в форматах CSV и TXT, а также экспорт

результатов (в том числе сохранение изображений в формате PNG);
– отображение гистограммы для данных и экспорт в формате PNG;
– дублирование исходного ряда;
– переход к разностям (в том числе логарифмическим);
– отыскание выборочных моментных характеристик (математическое

ожидание, дисперсия и т. п.);
– запуск классического EM-алгоритма (для всех параметров – шири-

на окна, точность итерационных приближений, величина сдвига и т. п. –
предлагаются значения по умолчанию, которые основаны на предвари-
тельном анализе некоторого укороченного участка ряда с целью получе-
ния соответствующих начальных приближений);
– запуск сеточного EM-алгоритма (в том числе в CUDA-версии – в зави-

симости от доступных обработчиков);
– удаление любых данных (полное, выборочное) из области графиче-

ского анализа.
На рисунке 7.18 продемонстрирован пример интерфейса сервиса, в ко-

тором для некоторого временного ряда выводятся математическое ожи-
дание и дисперсии (верхний график), коэффициенты асимметрии и экс-
цесса (нижний график). При реализации были использованы формулы
для вычисления моментных характеристик (см. раздел 3.1).
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Рис. 7.18. Пример интерфейса онлайн-системы

Функциональное наполнение данного сервиса может существенным
образом модифицироваться (безусловно, с внесением соответствующих
изменений в интерфейс для предоставления новых инструментов), одна-
ко пользователю не придется устанавливать новое программное обеспе-
чение, решать вопросы совместимости ранее написанного и обновленного
программного кода и т. д. Безусловно, существенным образом повыша-
ется удобство использования сложными математическими моделями для
не-специалистов. При этом необходимо упомянуть и ситуацию с менее
гибкими настройками для профессионалов в области анализа данных,
которые ориентированы на адаптацию методов для эффективной рабо-
ты с конкретными наборами данных.

7.5 Сервисы научно-образовательных циф-
ровых платформ

Данные в цифровом формате, инновационные принципы работы с ко-
торыми способствуют формированию информационного пространства с
учетом потребностей граждан и общества, а также новой технологиче-
ской индустрии составляют основу цифровой экономики. Одним из ее
ключевых компонентов являются платформы и технологии, создающие
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компетенции для развития рынков и отраслей экономики, а также новой
среды для эффективного взаимодействия различных субъектов. Циф-
ровые платформы предоставляют единую информационную среду для
всех сторон за счет передовых ИТ-решений для сокращения транзакци-
онных издержек. Они ориентированы на упрощение процедуры решение
задач анализа, оптимизации и перестройки связей между участниками,
а также позволяют создавать новые продукты и услуги, формировать
экосистемы. Подобный подход в полной мере соответствует идеологии
Индустрии 4.0 [118], в том числе и для научно-образовательной отрасли.

Как было отмечено во введении, одной из ключевых современных на-
учных парадигм является интенсивный анализ огромных объемов накоп-
ленных в предметных областях данных [188]. Для их аналитической об-
работки требуется создание новых методов и подготовка специалистов с
новым набором компетенций, которые не могут ограничиваться одной ис-
следовательской группой или образовательным коллективом. Одним из
наиболее эффективных инструментов решения данной задачи как раз и
служат научно-образовательные цифровые платформы. Весьма перспек-
тивным представляется их создание как для поддержки индивидуальных
исследовательских проектов, так для решения прорывных задач [202]
на основе так называемых центров превосходства [78], осуществляющих
прорывные фундаментальные и прикладные исследования в наиболее
важных и инновационных областях знания, обладающих уникальными
интеллектуальными и материально-техническими ресурсами. Прорыв-
ные достижения в рамках научных исследований стимулируют развитие
технологических инновационных процессов, формирование и задейство-
вание новых компетенций,начинает проявляться эффект от трансфера
технологий. Это позволяет сочетать вклад в фундаментальную науку с
формированием новых инновационных отраслей [418].

Рассмотрим опыт центра превосходства в области компьютерных на-
ук на базе ФИЦ ИУ РАН [80], который ориентирован на опережающее
преодоление больших вызовов. На рисунке 7.19 продемонстрирована вза-
имосвязь исследовательских направлений ФИЦ ИУ РАН и задач цифро-
вой экономики Российской Федерации. Очевидно, что результаты всех
ключевых исследовательских направлений вносят вклад в различные
области цифровой экономики в виде математических моделей, техно-
логий, компетенций, развития кадрового потенциала и т. п. В том чис-
ле, безусловно, это касается и широкого круга вопросов по созданию и
внедрения цифровых платформ и развитию соответствующих отрасле-
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вых экосистем, а также инструментов, решений и необходимых ресурсов
для ведения деятельности в цифровом пространстве.

Базовые направления
Программы цифровой экономики

Нормативное регулирование

Информационная инфраструктура

Кадры и образование

Формирование исследовательских 
компетенций и технических заделов

Информационная безопасность

Направления исследований в области 
цифровой экономики в ФИЦ ИУ РАН

Математическое моделирование 
цифровой экономики

Цифровые платформы

Защита информации
 в цифровой экономике

Технологии искусственного  
интеллекта в накоплении, обработке и 
анализе данных цифровой экономики

Подготовка специалистов для цифровой 
экономики (во взаимодействии с МГУ

им. М.В. Ломоносова)

Технологии цифровой
экономики двойного назначения

Направления фундаментальных 
исследований ФИЦ ИУ РАН 

(Программа развития)

Математические методы анализа 
данных и прогнозирования

Методы и программные средства 
накопления и обработки данных

Развитие методов и
информационных технологий 

системного анализа и управления в 
условиях неопределенности и риска

Информационные, управляющие и 
телекоммуникационные системы

Образовательная информатика

Моделирование сложных физических и 
технических систем

Информационная безопасность

Системы искусственного интеллекта, 
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Теоретико-вероятностные и 
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Рис. 7.19. Взаимосвязь исследовательских направлений ФИЦ ИУ РАН и
задач цифровой экономики Российской Федерации

7.5.1 Цифровая система управления сервисами на-
учной инфраструктуры

В создаваемой научно-образовательной платформе ФИЦ ИУ РАН
значительное внимание уделяется цифровой системе управления сер-
висами (СУС) научной инфраструктуры, в том числе сложным и уни-
кальным научным оборудованием, в целях поддержки и технологическо-
го обеспечения исследований, разработок и образовательного процесса.
Подобный сервис ориентирован на обеспечение эффективного исполь-
зования современной материально-технической исследовательской базы
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в рамках центров обработки данных, центров коллективного пользова-
ния, уникальных научных установок, оцифрованных коллекций и банков
данных, а также системы научной коммуникации в рамках больших вы-
зовов Стратегии научно-технологического развития Российской Федера-
ции. В рамках единой цифровой платформы предполагается разверты-
вание множества других сервисов (научных, образовательных, аналити-
ческих, вычислительных, информационных, административных) на ос-
нове наиболее современных гибридных высокопроизводительных вычис-
лительных решений, в том числе геораспределенных, для организации
и проведения совместных исследований, в том числе с поддержкой вир-
туальных коллабораций. Очевидно, что ключевыми драйверами данной
парадигмы должны стать облачные технологии и методы интеллектуаль-
ного анализа больших данных. Для описываемой платформы характер-
ны следующие черты, ориентированные на формирование опережающих
ответов на большие вызовы:
– конвергентность характера научных исследований и разработок;
– осуществление эффективного трансфера научных технологий, зна-

ний и компетенций для создания современных (в том числе, и коммер-
ческих) технологий, продуктов и услуг;
– формирование и использование новых организационных и

аппаратно-программных решений для эффективной обработки ко-
лоссально нарастающего объема информации в процессе проведения
научных исследований и разработок;
– привлечение специалистов международного уровня, а также науко-

емкие инвестиции в человеческий капитал.

7.5.2 Система управления обучением как ключевой
сервис образовательной компоненты цифровой
платформы

При этом, как было упомянуто выше, в рамках современной иссле-
довательской парадигмы требуется развитие принципиально новых ком-
петенций, поэтому крайне важной представляется образовательная со-
ставляющая данной цифровой платформы. Для нее ключевым серви-
сом должна стать система управления обучением с целью предоставле-
ния сетевых форм образовательной коммуникации и улучшения качества
восприятия инновационных технологий, реализации инструментов под-
держки развития талантливой молодежи и других аспектов трансфера
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знаний для высших учебных заведений, различных частных и государ-
ственных компаний.

В настоящий момент системы управления обучением (без привязки
к цифровым платформам) являются одним из наиболее современных и
удобных средств поддержки общего администрирования учебных кур-
сов, формирования отчетности по образовательным предметам и учеб-
ным программам, координации взаимодействия преподавателей и обуча-
ющихся, мониторинга показателей их деятельности. Известно [322], что
пользователи подобных систем уделяют значительное внимание возмож-
ностям эффективной коммуникации, поэтому при разработке данный
аспект является чрезвычайно важным, наравне с уровнем программно-
го обеспечения, реализованных сервисов и внедренного контента [347].
Данный круг вопросов влияет на удовлетворенность от использования
системы, повышая эффективность обучения [398]. Отметим популяр-
ность таких систем в мировом образовательном сообществе [351], а также
запрос на возможность интеграции сторонних решений для поддержки
обучения, например, для дистанционного выполнения лабораторных ра-
бот [364]. В качестве ИТ-основы выбираются облачные технологии [397]
в сочетании с мобильными решениями [177] для повышения качества
обучения и упрощение идентификации и контроля личности пользова-
телей. Использование облачных решений позволяет значительным обра-
зом снизить инфраструктурные расходы, а также гибко реагировать на
увеличение потребностей в вычислительных мощностях. Дополнитель-
но в системы управления обучением могут быть внедрены современные
методы интеллектуальной обработки данных [368] для персонализации
образовательных курсов.

При этом становится возможным внедрение в образовательный про-
цесс технологий искусственного интеллекта. Уже сейчас существуют ре-
шения для определения индивидуальных методов эффективного элек-
тронного обучения [415], планирования востребованности образователь-
ных курсов [281] и самообучения [300]. В рамках цифровой платформы в
системе управления обучением искусственный интеллект может исполь-
зоваться для непосредственного взаимодействия со студентами (отсле-
живание удовлетворенности учебным процессом, решение различных во-
просов) и с преподавателями (персональные ассистенты). Важной ком-
понентой также является обеспечение максимальной безопасности поль-
зовательских данных за счет использования биометрических решений.
Реализация и развитие таких подходов ориентировано на формирование

308



передовой ИТ-экосистемы современного образования.
Архитектура сервиса управления обучением научно-образовательной

цифровой платформы ФИЦ ИУ РАН представлена на рисунке 7.20.
Взаимодействие между Frontend (тонкие клиенты) и Backend-
компонентами (хранение пользовательских данных и реализация основ-
ного функционала) системы осуществляется посредством единого про-
граммного интерфейса API (Application Programming Interface) для
унификации механизма взаимодействия клиентской и сервисной частей.
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Рис. 7.20. Архитектура системы управления обучением научно-
образовательной цифровой платформы ФИЦ ИУ РАН

В начале работы необходимо пройти авторизацию и получить иден-
тификатор сессии, который будет использоваться во всех дальнейших
запросах к API. Авторизация осуществляется посредством отправки па-
ры значений логин/пароль, которая передается на сервер, где произво-
дится хеширование пароля, его проверка и поиск пользователя. В слу-
чае, если пользователь был найден, происходит генерация сессионного
токена, который передается клиентскому приложению. Данный токен
используется во всех последующих запросах для авторизации пользо-
вателя. Предусмотрена возможность ассоциации сессионного токена с
IP-адресом пользователя для предотвращения его использования в слу-
чае перехвата третьими лицами. В случае обнаружения пользователя и
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корректности введенного пароля производится авторизация и осуществ-
ляется загрузка списков контроля доступа ACL (Access Control List)
для конкретного пользователя. Права каждого пользователя основаны
на его персональной роли (Супервизор, Администратор, Преподаватель,
Студент, Гость), а также возможностях, доступных для группы, в ко-
торой он состоит. Отметим, что проверка наличия разрешения у авто-
ризированного пользователя на выполнение действия или доступа к за-
прошенным данным проводится при каждом обращении к API. В случае,
если разрешение имеется, соответствующий запрос выполняется успеш-
но. Все обращения к API осуществляются посредством балансировщика
нагрузки, который направляет запросы к наименее загруженному узлу,
что позволяет эффективно решать задачу масштабирования системы для
изменяющегося числа пользователей.

Теперь можно привести схему соответствия сервисов научно-
образовательной цифровой платформы ФИЦ ИУ РАН направлениям
Стратегии научно-технологического развития Российской Федерации с
учетом описанных выше сервисов (см. рисунок 7.21).

Рис. 7.21. Концептуальное соответствие сервисов цифровой платформы
ФИЦ ИУ РАН направлениям Стратегии научно-технологического раз-
вития Российской Федерации

Представленная диаграмма наглядно демонстрирует тесную взаимо-
связь между направлениями Стратегии научно-технологического разви-
тия Российской Федерации, поэтому предложенное разделение сервисов
цифровой платформы «Наука и образование» по ним носит несколько
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условный характер. Некоторые сервисы могут быть использованы для
решения задач сразу из нескольких отраслей, при этом значительный эф-
фект достигается именно при условии их комбинации. Подход на основе
сервисов цифровой платформы представляется наиболее универсальным
и современным.

Разработанные в диссертации методы и алгоритмы, как было отмече-
но при демонстрации результатов в главах 4–6, были успешно апробиро-
ваны на высокопроизводительной вычислительной ресурсной базе, кото-
рая входит в состав создаваемой цифровой платформы. Они могут быть
использованы в образовательном процессе при подготовке студентами
дипломных работ, а также предоставляют новые возможности исследо-
вательским коллективам для обработки широкого спектра данных с по-
мощью вероятностно-статистических методов интеллектуального анали-
за в различных предметных областях.
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Заключение

В диссертации предложены, развиты и теоретически обоснованы но-
вые математические методы и вычислительные алгоритмы анализа неод-
нородных данных с неизвестной сложной стохастической структурой на
основе конечных и непрерывных смешанных вероятностных моделей с
применением машинного обучения и нейронных сетей. Продемонстри-
рованы высокое соответствие созданных моделей и реальных данных,
а также эффективность развитых методов и алгоритмов при анализе
временных рядов в различных прикладных областях. А именно, были
исследованы:
– пространственно-временные метеорологические (осадки и их интен-

сивности) и океанологические (турбулентные потоки тепла) данные;
– ансамбли экспериментальных рядов в физике турбулентной плазмы;
– категоризованные характеристики размеров частиц лунного реголи-

та;
– процессы в информационных системах, включая времена выполне-

ния программ, биржевую книгу заявок и интернет-трафик;
– данные медицинских экспериментов, ориентированных на выявление

областей активности в головном мозге.
Созданные математические модели и аналитические методы не явля-

ются узкоспециализированными и подходят для анализа широкого спек-
тра данных. В диссертации это продемонстрировано при их применении
к анализу различных по своей природе временных рядов. Например, мо-
гут быть упомянуты:
– метод статистического оценивания распределений случайных пара-

метров стохастических дифференциальных уравнений типа Ланжевена
со случайной волатильностью и определения связности компонент для
выявления числа структурных процессов в физических данных;
– метод скользящего разделения конечных нормальных и гамма-

распределений для физических рядов, турбулентных потоков тепла меж-
ду океаном и атмосферой, финансовых данных, интернет-трафика и ме-

312



дицинских исследований;
– бутстреп-процедуры для размеров частиц лунного реголита и физи-

ческих спектров;
– модифицированный метод превышения порогового значения для

осадков, интенсивностей и турбулентных потоков тепла между океаном
и атмосферой;
– комбинация паттернов и нейронных сетей для физических и метео-

рологических выборок.
По результатам исследований, нашедших свое отражение в диссерта-

ции, получены следующие новые научные результаты. Доказан вариант
центральной предельной теоремы для сумм со случайным числом неза-
висимых и необязательно одинаково распределенных слагаемых в схеме
серий, в которой в качестве предельного закона возникают произвольные
нормальные смеси. Данный результат использован для обоснования вида
вероятностных аппроксимаций для размеров частиц лунного реголита.

Доказана теорема об асимптотическом распределении максимальной
порядковой статистики в выборке, объем которой является обобщенной
отрицательной биномиальной случайной величиной. Получены эквива-
лентные представления данного распределения в виде смесей извест-
ных классических распределений (Фреше, Снедекора-Фишера, строго
устойчивого и других) и функциональный вид выражения для моментов
произвольных порядков. Установлено, что при некоторых ограничениях
на параметры данное распределение является безгранично делимым. В
важном частном случае, когда элементы выборки имеют распределение
Парето, получена оценка скорости сходимости к предельному закону.

Получен явный вид функциональной зависимости асимптотического
распределения максимальной порядковой статистики при условии, что
объем выборки является отрицательной случайной биномиальной вели-
чиной, а также выписана оценка скорости сходимости для элементов вы-
борки с распределением Парето. Установлен вид асимптотического рас-
пределения для произвольных порядковых статистик, а также доказано,
что выборочные квантили имеют асимптотическое распределение Стью-
дента.

Доказан закон больших чисел для сумм с обобщенным отрицатель-
ным биномиальным распределением (обобщение теоремы Реньи), в кото-
ром для слагаемых не предполагается независимость и одинаковая рас-
пределенность.

Доказаны теоремы устойчивости сдвиговых конечных смесей нор-
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мальных законов относительно возмущений параметров смешивающего
распределения в терминах расстояния Леви для моделей добавления и
расщепления компоненты. Данные результаты обосновывают коррект-
ность аппроксимации произвольных сдвиговых нормальных смесей, ко-
торые в общем случае не являются идентифицируемыми, конечными
аналогами в задаче их статистического разделения.

Доказана теорема об устойчивости дисперсионно-сдвиговых смесей
нормальных законов. Показано, что близость смешивающих распределе-
ний в смысле расстояния Леви необходимо влечет и близость соответ-
ствующих смесей. Данный результат важен, в частности, для обосно-
вания корректности вычислительных процедур оценивания неизвестных
параметров дисперсионно-сдвиговых смесей нормальных законов.

Разработан метод статистического оценивания распределений коэф-
фициентов стохастического дифференциального уравнения Ланжевена
на основе процедуры скользящего разделения смесей и предложенного в
диссертации алгоритма последовательной идентификации (определения
локальной связности) компонент смеси на базе специального жадного
алгоритма для поиска их числа и одного из методов кластеризации, на-
пример, 𝑘-средних.

Исследованы теоретические основы для устранения ошибок в модели
округления данных, в рамках которой предполагается, что наблюдения
для анализа получены с аддитивной ошибкой c известными распределе-
ниями и дополнительно округляются до ближайшего целого. В рамках
указанной модели получены оценки для неизвестного математического
ожидания наблюдений в предположении, что исходные данные зашум-
лены с помощью случайных величин, имеющих распределения типа ко-
нечных смесей нормальных и гамма-законов; построены доверительные
интервалы для неизвестного математического ожидания. Такой подход
позволяет учесть большее число случайных факторов, влияющих на ве-
личину «дополнительной» ошибки, связанной с особенностями практи-
ческой регистрации наблюдений.

Созданы новые методы интеллектуального анализа данных на основе
алгоритма скользящего разделения смесей, а именно: предложен, теоре-
тически обоснован и проверен на наборе тестовых смоделированных вы-
борок алгоритм адаптивного выделения смешанного нормального сигна-
ла на фоне смешанного гауссовского шума; развиты двухэтапный метод
детектирования событий в скользящем режиме и процедура искусствен-
ного зашумления наблюдений для улучшения результатов СРС-анализа.
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Разработана статистическая методология анализа данных с элемен-
тами машинного обучения для сгруппированных неизвестных наблюде-
ний при заданных характерных точках их эмпирической функции рас-
пределения. Она успешно апробирована для аппроксимации распреде-
лений размеров частиц лунного реголита с использованием бутстреп-
симуляции выборок и метода минимизации статистики 𝜒2. На основе цен-
тральной предельной теоремы для сумм со случайным числом независи-
мых и необязательно одинаково распределенных слагаемых в специаль-
ной двумерной схеме обоснована корректность математической модели
изменения размера части и аппроксимации с помощью логнормальных
конечных смесей.

Решена задача разработки статистических методов и алгоритмов для
обнаружения и идентификации экстремальных наблюдений в различных
временных рядах. А именно, предложены методы определения порого-
вых уровней, развивающие подходы классической теории экстремальных
значений на основе обобщения результатов теорем Реньи и Пикандса–
Балкемы–Де Хаана. Создан метод классификации наблюдений как аб-
солютно, промежуточно и относительно экстремальных на основе про-
верки в скользящем режиме статистических гипотез об однородности вы-
борки из объемов и интенсивностей. С использованием асимптотического
распределения экстремальных наблюдений в случае, если их число явля-
ется случайным с отрицательным биномиальным распределением, раз-
работан подход к определению экстремальных суточных объемов осад-
ков как превышающих квантили выбранных уровней данного распре-
деления. Эти методы могут быть эффективно использованы и для дру-
гих пространственно-временных метеорологических и иных данных, удо-
влетворяющих минимальным модельным предположениям относительно
распределения элементов выборки и ее объема. Создание подобных ин-
струментов необходимо для прогнозирования потенциально опасных яв-
лений и процессов в глобальных климатических моделях.

Развит подход к анализу данных плазменной турбулентности на ос-
нове аппроксимации спектров с помощью конечных сдвиг-масштабных
смесей вероятностных распределений. Для нескольких ансамблей спек-
тров, полученных для разных режимов низкочастотной плазменной тур-
булентности, продемонстрирована эффективность использования пред-
ложенного метода, на основании которого удалось решить такие важные
для прикладной области задачи, как идентификация амплитудного спек-
тра, определение величины радиального электрического поля и фазовых
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скоростей флуктуаций в турбулентной плазме.
Разработан вероятностно-статистический подход к анализу эволю-

ции характеристик микротурбулентности в переходном процессе при
электронно-циклотронном резонансном нагреве плазмы на основе ко-
нечных нормальных смешанных моделей. С помощью метода выявле-
ния локальной связности и СРС-алгоритма определено число структур-
ных компонент (и их изменения во времени) для нескольких ансамблей
экспериментальных данных. Продемонстрированы возможность получе-
ния содержательных физических результатов на основе анализа момент-
ных характеристик (математическое ожидание, дисперсия, коэффициен-
ты асимметрии и эксцесса) таких моделей для приращений наблюдений
исходного процесса и повышение точности прогнозирования значений
экспериментальных данных с помощью нейронных сетей за счет рас-
ширения признакового пространства этими моментами. Апробированы
различные архитектуры для нейросетевого векторного прогнозирования
значений указанных моментных характеристик.

Решена задача построения вероятностных и нейросетевых прогнозов
на основе 𝑘-ичной дискретизации исходных непрерывных данных об объ-
емах осадков. Полученная точность составляет до 97%. При этом для
анализа использованы исключительно базовые статистические данные
об объемах осадков и не привлекаются какие-либо дополнительные све-
дения о метеорологических условиях. Продемонстрирована эффектив-
ность использования метода случайного поиска для выбора оптимальной
конфигурации гиперпараметров для метеорологических данных. Пока-
зано, что даже сравнительно небольшое число (порядка десяти) случай-
но выбранных комбинаций позволяет получить точность, сопоставимую
с полным перебором, при этом затраченное время оказывается весьма
умеренным. Полученные результаты означают возможность автомати-
зации выбора эффективной архитектуры для обработки конкретных на-
боров данных в рамках исследовательского сервиса научной цифровой
платформы.

Исследована эффективность различных методов машинного обу-
чения для заполнения пропущенных значений в пространственно-
временных метеорологических данных на основе последовательного ре-
шения задач классификации и регрессии. Выбран ряд наиболее уни-
версальных методов, которые продемонстрировали свою эффективность
при анализе наблюдений метеостанций из регионов, существенно разли-
чающихся своим географическим местоположением, при одинаковых на-
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стройках гиперпараметров. Это позволяет рассчитывать на сохранение
эффективности разработанных подходов и при обработке временных ря-
дов иной природы, например, данных экологического мониторинга окру-
жающей среды.

Предложено и обосновано использование классических и обобщен-
ных отрицательных биномиальных и гамма-моделей для распределений
длительностей «дождливых» периодов и соответствующих им объемов
осадков. Продемонстрировано высокое соответствие моделей с реальны-
ми данными. Разработан эффективный метод функционального оцени-
вания параметров обобщенных распределений. Полученные результаты
являются основой для разработки методов статистического определения
экстремальных осадков и их интенсивностей.

Проведен анализ статистических закономерностей во временной эво-
люции тепловых потоков между океаном и атмосферой. Продемонстри-
ровано применение развитого в диссертации метода статистического оце-
нивания коэффициентов стохастического дифференциального уравне-
ния Ланжевена для потоков тепла. Предложен метод определения до-
ли экстремальных наблюдений в них на основе процедуры скользящего
разделения конечных нормальных смесей. Продемонстрирована эффек-
тивность использования разработанного для осадков и их интенсивно-
стей модифицированного метода превышения порогового значения для
выявления аномальных данных и при анализе океанологических рядов.
Предложен алгоритм анализа характеристик распределений локальных
трендов в потоках тепла с помощью аппроксимации обобщенными отри-
цательным биномиальным и гамма-распределениями.

Созданы комплексы программных решений на языках программиро-
вания MATLAB и Python, реализующие статистические алгоритмы, методы
машинного обучения и работу с нейронными сетями. Они предназначены
для автоматизации моделирования, проведения анализа данных и воз-
можности обработки значительных объемов массивов наблюдений. При
этом для повышения скорости вычислений в большинстве случаев за-
действовались гибридные высокопроизводительные вычислительные ре-
сурсы центра коллективного пользования «Информатика» Федерально-
го исследовательского центра «Информатика и управление» Российской
академии наук. Данные комплексы могут быть включены в виде сервисов
в научно-образовательную цифровую платформу либо непосредственно,
либо с учетом некоторых дополнительных архитектурных модификаций,
необходимых для полноценного развертывания.
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Все полученные результаты являются принципиально новыми, а про-
веденные исследования – комплексными и имеющими ярко выражен-
ный междисциплинарный характер, поскольку созданные математиче-
ские модели, вычислительные алгоритмы и программные инструменты
анализа данных ориентированы на решение актуальных фундаменталь-
ных и прикладных задач в различных предметных областях.
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