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ðàçäåëîâ ãèäðîäèíàìèêè è ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîðîì êàê ââå-
äåíèå â êóðñ ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè.
Â êíèãå ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ëåæàùèå â
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Ïðåäèñëîâèå
Â îñíîâó ýòîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïîëîæåí ïîëóãîäîâîé

êóðñ ëåêöèé, êîòîðûé àâòîð ÷èòàë äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ Ìîñ-
êîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà. Ïîëãîäà äëÿ êóð-
ñà ãèäðîäèíàìèêè, êîíå÷íî, ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû â íåé
ñïåöèàëèçèðîâàòüñÿ, ïîýòîìó êóðñ äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ââîäíûé ê êóðñàì ïî ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå (ãèä-
ðîäèíàìèêå àòìîñôåðû è îêåàíà) � íàïðàâëåíèþ, êîòîðîå
çàíèìàåò ñóùåñòâåííîå ìåñòî â îáùåì áëîêå èçó÷àåìûõ íà
êàôåäðå ïðîáëåì. Â òî æå âðåìÿ îïðåäåëåííûå çíàíèÿ ïî
ãèäðîäèíàìèêå äîëæåí èìåòü êàæäûé ñòóäåíò, ñïåöèàëèçè-
ðóþùèéñÿ â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íå îáÿçàòåëüíî ôèçèêè àòìîñôåðû
è îêåàíà. Ïîýòîìó ìàòåðèàë äëÿ äàííîãî êóðñà âûáèðàëñÿ èç
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé: âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî äàòü âûâîä
âñåõ îñíîâíûõ óðàâíåíèé è òùàòåëüíî ðàçîáðàòü âñå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ ïðè èõ âûâîäå. Îñîáåííî
ýòî êàñàåòñÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, ïîñêîëüêó ìàòåìàòè-
÷åñêèå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè èõ àíàëèçå, íå ïðåîäî-
ëåíû äî ñèõ ïîð. Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü àäèà-
áàòè÷åñêèå èíâàðèàíòû, ïîñêîëüêó òåîðèÿ àäèàáàòè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ äàåò ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé ýòèõ óðàâíåíèé. Â-òðåòüèõ,
êóðñ äîëæåí äàâàòü îñíîâó äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîáëåì, âîçíè-
êàþùèõ ïðè èçó÷åíèè îäíîãî èç íàèáîëåå ÿðêèõ ñîâðåìåííûõ
íàïðàâëåíèé � òåîðèè íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.
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Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî êàñàåòñÿ ïîíèìàíèÿ ìåõàíèçìîâ âîç-
íèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé è ìå-
òîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ. È, íàêîíåö, ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïîíèìàíèÿ îáùíîñòè ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ è âíóòðåííåé êðàñîòû òåîðèè
ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî óäåëèòü âíèìàíèå òåîðèè äâóìåðíûõ
ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé, õîòÿ, ìîæåò áûòü, îíà è íå î÷åíü àê-
òóàëüíà â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî áåç ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷
ñëåä, îñòàâëåííûé â ïàìÿòè ñòóäåíòîâ ñòîëü êðàòêèì êóðñîì,
âðÿä ëè áóäåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêèì, ïîýòîìó â êîíöå êàæäîé
ãëàâû ïðèâåäåíû çàäà÷è � àâòîð íàèâíî ïîëàãàåò, ÷òî ýòè çà-
äà÷è äîëæíû áûòü ðåøåíû ñòóäåíòàìè ñàìîñòîÿòåëüíî (õîòÿ
ê áîëüøèíñòâó çàäà÷ è ïðèëîæåíû ðåøåíèÿ). ×àñòü çàäà÷ ñî-
ñòàâëåíà àâòîðîì, ÷àñòü ïîçàèìñòâîâàíà èç èçâåñòíûõ ìîíî-
ãðàôèé ïî ãèäðîäèíàìèêå ñïëîøíûõ ñðåä. Ðåøåíèå íåêîòî-
ðûõ çàäà÷ íàñòîëüêî ãðîìîçäêî, ÷òî ìîæåò ñòàòü ïðåäìåòîì
îòäåëüíûõ ëåêöèé. Áîëåå òîãî, çàìåòíàÿ ÷àñòü ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ ïðîáëåì ðàçîáðàíà èìåííî â çàäà÷àõ. Îäíà ëåêöèÿ
âûíåñåíà â ïðèëîæåíèå � ýòî ëåêöèÿ îá îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ
êëàññè÷åñêîé ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè.



Ãëàâà 1.

Îïðåäåëåíèå æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ.
Îáüåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû.
Òåíçîð íàïðÿæåíèé

Ïðîâåñòè ðåçêóþ ãðàíü ìåæäó òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè âåùå-
ñòâà � òâåðäûì, æèäêèì è ãàçîîáðàçíûì � âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå, ìû, ñëåäóÿ Áåò÷åëîðó, îïðåäåëèì
æèäêîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà êàê ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì âåùå-
ñòâî íå ìîæåò ñîïðîòèâëÿòüñÿ èçìåíåíèÿì ôîðìû ïðè íåèç-
ìåííîì îáüåìå ïðè ëþáûõ ïðèëîæåííûõ ñèëàõ. Ýòî îïðåäå-
ëåíèå â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì è áóäåò
ïîçäíåå èñïîëüçîâàíî â îäíîì èç äîêàçàòåëüñòâ. Äàëåå, ìû
ïðèíèìàåì ãèïîòåçó êîíòèíóóìà � íåïðåðûâíîé ñòðóêòóðû
æèäêîñòè è ãàçà, õîòÿ äëÿ ãàçîâ, íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ìîëåêóëàìè íàìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ìîëåêóë.

Ìû ðàçäåëèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýëåìåíòû æèäêîñòè,
íà íåëîêàëüíûå � òèïà ãðàâèòàöèîííûõ ñèë, êîòîðûå ïðîíè-
êàþò â âåñü îáüåì æèäêîñòè, è ëîêàëüíûå, êîòîðûå äåéñòâó-
þò ëîêàëüíî íà âûäåëåííûé îáüåì æèäêîñòè. Íåëîêàëüíûå
ñèëû ÷àñòî íàçûâàþò îáüåìíûìè ñèëàìè. Åñëè ìû âûäåëèì
íåêîòîðûé îáüåì δV , òî îáüåìíóþ ñèëó ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

~F · ρ · δV.

(Åñëè èìåòü â âèäó ãðàâèòàöèîííûå ñèëû, òî ìíîæèòåëü ρ
ââîäèòñÿ, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå
âûäåëåííîãî îáüåìà).
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Êî âòîðîé ãðóïïå ñèë � ëîêàëüíûõ � ìû îòíåñåì ïîâåðõ-
íîñòíûå ñèëû, êîòîðûå îáóñëîâëåíû âçàèìîäåéñòâèåì âûäå-
ëåííûõ îáüåìîâ æèäêîñòè ñ äðóãèìè îáüåìàìè ÷åðåç î÷åíü
òîíêèå ïîâåðõíîñòíûå ñëîè. Ýòè ñèëû áûñòðî óáûâàþò ñ óäà-
ëåíèåì îò ïîâåðõíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ.

Åñëè ýëåìåíò îáüåìà δV èìååò ÷àñòü ïîâåðõíîñòè δA, òî
ïîâåðõíîñòíóþ ñèëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

~P (~n, ~x, t) · δA,

ãäå ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè δA, îïðåäåëÿþùàÿ
åå îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå.

Ñèëà ~P íà åäèíèöó ïëîùàäè íàçûâàåòñÿ íàïðÿæåíèåì.
Çàìåòèì, ÷òî ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê äðóãîé ñòîðîíå ïîâåðõ-

íîñòè, ðàâíà
~P (−~n, ~x, t) = −~P (~n, ~x, t).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ~P åñòü íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ~n.
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè δA ñ âíåøíåé íîðìàëüþ

~n è ïðîåêöèÿìè íà îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòè, îïðåäåëåííûå
îðòàìè ~a,~b,~c � δA1, δA2, δA3.

6
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¡
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¡
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@
@@R ~b

δA3
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BB

δA1

£
£

£
£
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£
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££

δA2

Ðèñ. 1

Ýòè ÷åòûðå ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷èâàþò ýëåìåíòàðíûé îáüåì
δV . Ñóììàðíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýòîò
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ýëåìåíòàðíûé îáüåì, åñòü

~P (~n)δA + ~P (−~a)δA1 + ~P (−~b)δA2 + ~P (−~c)δA3.

(Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáüåì íàñòîëüêî ìàë, ÷òî â êàæäîé èç ñèë
ìîæíî âçÿòü îäíè è òå æå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå öåí-
òðó îáüåìà). Èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî,
÷òî

δA1 = (~a, ~n) δA,

δA2 = (~b, ~n) δA,
δA3 = (~c, ~n) δA.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ ñèëà ðàâíà

δA [~P (~n)− ~P (~a) · (~a, ~n)− ~P (~b)(~b, ~n)− ~P (~c)(~c, ~n)] =

= δA [~P (~n)− {~P (~a)aj + ~P (~b)bj + ~P (~c)cj}nj],

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå, à
ak, bk, ck ñóòü êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ~a,~b,~c â íåêîòîðîé îðòîãî-
íàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

i-ÿ êîìïîíåíòà ñèëû åñòü

δA [Pi(~n)− {Pi(~a)aj + Pi(~b)bj + Pi(~c)cj}nj].

Ïóñòü ó íàñ åñòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, âûðàæàþùåå çàêîí
Íüþòîíà äëÿ ýëåìåíòàðíîãî îáüåìà:

ìàññà õ óñêîðåíèå = îáúåìíûå ñèëû + ïîâåðõíîñòíûå ñè-
ëû.

Åñëè ìû óñòðåìèì δV ê 0, òî âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ áóäóò
ñòðåìèòüñÿ ê 0 êàê (δr)3, à ïîâåðõíîñòíûå ñèëû êàê (δr)2.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ïðèáëèæåíèè ÷ëåí, ñòîÿùèé â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, êàê δr ïðè
δr → 0, ò.å. äðóãèìè ñëîâàìè íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå ïðè-
áëèæåíèå (â ðàçëîæåíèÿõ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìàëîìó ïà-
ðàìåòðó) äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë. Èòàê, ìû èìååì
(ïðè δr → 0 ñ òî÷íîñòüþ äî (δr)2)

Pi(~n) = {Pi(~a)aj + Pi(~b)bj + Pi(~c)cj}nj ≡ σij · nj.
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Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ åñòü i, j � êîìïîíåíòà òåí-
çîðà âòîðîãî ðàíãà ñ äåâÿòüþ ýëåìåíòàìè i, j ∈ [1, 2, 3].

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà íåçàâè-
ñèìû, òåíçîð � ñèììåòðè÷åí, ò.å. σij = σji. Äðóãèìè ñëîâàìè,
i-ÿ êîìïîíåíòà ñèëû íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, ïðè-
ëîæåííîé îðòîãîíàëüíî j íàïðàâëåíèþ, ðàâíà j-é êîìïîíåí-
òå ñèëû íà åäèíèöó ïëîùàäè, ïðèëîæåííîé îðòîãîíàëüíî i
íàïðàâëåíèþ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà òåíçîðà:
δij � òåíçîð Êðîíåêåðà: δij = 0 i 6= j, δij = 1 i = j;
è òåíçîð εijk = 1, åñëè âñå i, j, k ðàçíûå è ðàñïîëîæåíû

â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå, εijk = −1, åñëè èíäåêñû ðàçíûå è
ðàñïîëîæåíû íå â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
εijk = 0.

i-ÿ êîìïîíåíòà ñóììàðíîãî ìîìåíòà ïîâåðõíîñòíûõ ñèë
îêîëî òî÷êè 0 (öåíòðà ýëåìåíòà) åñòü

∫
εijkrjσkl · nl dA.

Ýòîò èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ïðåîá-
ðàçîâàí â îáúåìíûé

∫
εijkrjσkl · nl dA =

∫
εijk

(
σkj + rj

∂σkl

∂rl

)
dV.

Åñëè σ è ∂σ

∂r
îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, òî

σkjdV → 0 (δr)3

rj
∂σkl

∂rl

dV → 0 (δr)4.

Ýòî îçíà÷àåò
εijk · σkj = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà σkj. Êîìïîíåíòû
òåíçîðà σii íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè,
σij(i 6= j) � ñäâèãîâûìè.
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Äëÿ äâóìåðíîãî ïîòîêà ìîæíî íàðèñîâàòü ñëåäóþùóþ
êàðòèíêó:

6
x2

- x1

- σ12 · δx1

6

σ21 · δx2

¾σ12 ·δx1

?σ21 ·δx2

¾
σ11 ·δx2

- σ11 ·δx2

6
σ22 · δx1

?
σ22 ·δx1

Ðèñ. 2

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó (ê ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì) � ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó, òàê ÷òî áóäåì èìåòü

σ′11 + σ′22 + σ′33 = σii.

Â íàïðàâëåíèè ýòèõ îñåé èäåò òîëüêî ðàñòÿæåíèå èëè ñæà-
òèå.

Ïóñòü íàøà æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîêîå. Ïðèâåäåì òåí-
çîð íàïðÿæåíèé ê ãëàâíûì îñÿì è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå:




1
3
σii 0

1
3
σii

0 1
3
σii


 +




σ′11 − 1
3
σii 0

σ′22 − 1
3
σii

0 σ′33 − 1
3
σii




Ïåðâûé òåíçîð èìååò ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, îí èçî-
òðîïåí (äëÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöû ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ ñè-
ñòåìó îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ êàê ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåê-
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òîðîâ). Âòîðîé òåíçîð èìååò ñóììó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ, ðàâíóþ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âäîëü ãëàâíûõ îñåé ïî ÷à-
ñòè íàïðàâëåíèé èäåò ñæàòèå, ïî äðóãîé ÷àñòè � ðàñòÿæåíèå,
ò.å. âûáðàííûé â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè øàð äîëæåí ïðåâðà-
ùàòüñÿ â ýëëèïñ â ñèëó íàøåé ãèïîòåçû î íåâîçìîæíîñòè
æèäêîñòè ïðåïÿòñòâîâàòü èçìåíåíèþ ôîðìû áåç èçìåíåíèÿ
îáüåìà ïðè ïðèëîæåíèè ñèë. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû íå èìååì
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé òåíçîð â ïî-
êîÿùåéñÿ æèäêîñòè äîëæåí áûòü òîæäåñòâåííî ðàâåí 0, ò.å.
σij = −pδij, â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, ãäå � äàâëåíèå. Ýòà ôîðìóëà
âûðàæàåò çàêîí î ðàâåíñòâå äàâëåíèé âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ
â ñòàòè÷åñêîé æèäêîñòè.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû íå áóäåì âûâîäèòü óðàâíåíèÿ Íàâüå-
Ñòîêñà. Ñäåëàåì ëèøü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Äëÿ ïîêîÿùåé-
ñÿ æèäêîñòè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ôóíäàìåíòàëü-
íîå óòâåðæäåíèå � òåíçîð íàïðÿæåíèé èçîòðîïåí. Â äâèæó-
ùåéñÿ æèäêîñòè òåíçîð íàïðÿæåíèé äîëæåí çàâèñåòü îò ëî-
êàëüíûõ äâèæåíèé. Âûäåëÿÿ èç íåãî èçîòðîïíóþ ÷àñòü ìû
ìîæåì íàïèñàòü

σij = −pδij + dij,

ãäå dij � äåâèàòîð, êîòîðûé â ïðèíöèïå ìîæåò çàâèñåòü îò
∂ui

∂xj

. (Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü äåâèàòîðà îò ∂ui

∂xj

îïðåäåëÿåò
íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü). Âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ � íà-
ñêîëüêî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì äàâëåíèå äëÿ ïîêîÿ-
ùåéñÿ æèäêîñòè áëèçêî ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ðàâíîâåñíî-
ìó äàâëåíèþ, êîãäà æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â äâèæåíèè. Ìû íå
áóäåì äåòàëüíî îáñóæäàòü ýòîò âîïðîñ, âåçäå â äàëüíåéøåì
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â èäåàëüíîé æèäêîñòè (æèäêîñòè áåç ñäâè-
ãîâûõ íàïðÿæåíèé) íåèçîòðîïíûìè ñæàòèÿìè-ðàñòÿæåíèÿìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì, èäåàëüíóþ æèäêîñòü ìû
ìîæåì îïðåäåëèòü êàê æèäêîñòü ñ èçîòðîïíûì (ñêàëÿðíûì)
òåíçîðîì íàïðÿæåíèé.
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Ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå æèäêîñòè

Ïðè ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè æèäêîñòè ìû èìååì ðàâåí-
ñòâî îáüåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë. Ïóñòü îáüåì V èìååò
ïîâåðõíîñòü S. Òîãäà

∫

V

ρ~F dV −
∫

S

p~n dS = 0,

(n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè) è ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-
Ãàóññà ∫

V

(ρ~F −∇p) dV = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî
ρ~F = ∇p.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ôîðìóëû î÷åâèäíà èç "ñêàëÿðíîé"òå-
îðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà:
∫ ∫

V

∫ (
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂M

∂z

)
dV =

∫

S

∫
(P dydz+Qdxdz+M dxdy),

åñëè äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ðàññìîòðåòü ïàðàëëåëåïèïåä è ïî-
ëîæèòü P ≡~ip, Q ≡ ~jp, M ≡ ~kp.

Ïóñòü ~F � ïîòåíöèàëüíàÿ ñèëà, ~F = −∇Φ. Òîãäà −ρ∇Φ =
= ∇P . Åñëè âçÿòü îïåðàöèþ ðîòîðà îò îáåèõ ÷àñòåé, òî ïî-
ëó÷èì:

(∇ρ)× (∇Φ) = 0.

(Çäåñü × � îïåðàòîð âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ.) Òàêèì îáðà-
çîì,óðîâåííûå ïîâåðõíîñòè ρ è Φ äîëæíû ñîâïàäàòü, è äëÿ
óðîâåííîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî íàïèñàòü:

dP

dΦ
= −ρ(Φ).
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Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàðòåçèàíñêèõ òåíçîðîâ âñå èçîòðîïíûå
òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê
ñóììà ïðîèçâåäåíèé òåíçîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà δij:

Aijkl = µδik · δjl + µ′ · δil · δjk + µ′′δij · δkl.

2. Ïîëó÷èòü äàâëåíèå â öåíòðå ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñôåðè-
÷åñêîé çâåçäû, ó êîòîðîé ïëîòíîñòü íà ðàñòîÿíèè r îò öåíòðà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ρ = ρc(1− βr2), ρc, β � ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü çâåçäû â äâà ðàçà
áîëüøå ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè, òî äàâëåíèå â öåíòðå òàêîé
çâåçäû áóäåò â 13/8 ðàçà áîëüøå, ÷åì ó çâåçäû ñ îäíîðîäíîé
ïëîòíîñòüþ è òîé æå ìàññîé.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ~F = −∇Φ. Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

∇2Φ = 4πGρ.

Ïîñêîëüêó∇Φ = −1

ρ
∇P , òî â ñôåðè÷åñêî-ñèììåòðè÷íîì ñëó-

÷àå èìååì:
∇1

ρ
∇P = −4πGρ.

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäíîñòåé.
3. Ïóñòü àäèàáàòè÷åñêàÿ æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîëå ñèëû
òÿæåñòè, òàê ÷òî

∂p

∂z
= −gρ.

Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.
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Ðåøåíèå.

Ïóñòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè åñòü p = p(ρ, s), ãäå
s � ýíòðîïèÿ. Òîãäà

dp

dz
=

∂p

∂ρ

∣∣∣∣∣
s=const

dρ

dz
+

∂p

∂s

∣∣∣∣∣
ρ=const

ds

dz
≡ c2 dp

dz
+ M

ds

dz
,

ãäå c2 � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà, à M ≡ ∂p

∂s

∣∣∣∣∣
ρ=const

.

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó æèäêîñòè îáúåìîì V0, íàõîäÿùóþñÿ
â òî÷êå z. Íà íåå äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè −ρ(z)gV0 è ñèëà
Àðõèìåäà. Ñìåñòèì ÷àñòèöó íà âåëè÷èíó ζ ïî âåðòèêàëè. Åå
îáúåì èçìåíèòñÿ (èç-çà ñæèìàåìîñòè), à ìàññà è ýíòðîïèÿ
ñîõðàíÿòñÿ. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, áóäåò ðàâíà

F = −gρ(z)V0 + gρ(z + ζ)(V0 + ∆V ),

èëè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

F = gρ(z)V0

[
1

ρ(z)

dρ

dz
ζ +

∆V

V0

]
.

Èçìåíåíèå îáúåìà ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,
ïîëàãàÿ ∆s = 0.

∆p = c2∆ρ = c2∆
(

m

V

)
= c2ρ(z)V0∆

(
1

V

)
= −c2ρ(z)

∆V

V0

.

Îòñþäà
∆V

V0

= − 1

c2ρ(z)
∆p. ∆p =

∂p

∂z
ζ = −gρ(z)ζ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∆V

V0

=
g

c2
ζ

è âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó, áóäåò èìåòü
âèä

F = gρ(z)V0

(
1

ρ

∂p

∂z
+

g

c2

)
ζ = −mN2ζ,
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ãäå
N2 = −g

(
1

ρ

∂p

∂z
+

g

c2

)

� êâàäðàò ÷àñòîòû Áðåíòà-Âÿéñåëÿ. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
áóäåò óñòîé÷èâî, åñëè N2 ≥ 0. Îòñþäà

1

ρ

∂p

∂z
+

g

c2
≤ 0,

ò.å. ïëîòíîñòü äîëæíà äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàòü ñ âûñîòîé.



Ãëàâà 2.

Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè
Ëàãðàíæåâî è ýéëåðîâî îïèñàíèå æèäêîñòè

Â ãèäðîäèíàìèêå ïðèíÿòû äâå ôîðìû îïèñàíèÿ äâèæå-
íèÿ æèäêîñòè � ëàãðàíæåâî è ýéëåðîâî. Â ëàãðàíæåâîé ôîð-
ìå ìû ñëåäèì (îïèñûâàåì) äâèæåíèå ÷àñòèöû, êîòîðóþ ìû
òàê èëè èíà÷å ìàðêèðóåì. Â ýéëåðîâîé ôîðìå ìû èçó÷àåì ïî-
âåäåíèå ÷àñòèö âî âðåìåíè â êîíêðåòíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Â ëþáîì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî æèäêîñòü ñîñòîèò èç
÷àñòèö (áåñêîíå÷íî ìàëûõ), êîòîðûå äâèæóòñÿ, ò.å. îáëàäà-
þò ñêîðîñòüþ. Ñêîðîñòü � ýòî îñíîâíàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ
õàðàêòåðèñòèêà, è ýòà õàðàêòåðèñòèêà ïî ñóùåñòâó ëàãðàí-
æåâà, òàê êàê ïðèïèñûâàåòñÿ æèäêîé ÷àñòèöå.

Ïóñòü ui � i-ÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè è ïóñòü ai � i-ÿ êîì-
ïîíåíòà óñêîðåíèÿ

ai =
dui

dt
= lim

∆t→0

ui(xi + ∆xi, t + ∆t)− ui(x, t)

∆t
=

=
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

. (1)

(Çäåñü è äàëåå ïîä ïîâòîðÿþøèìñÿ èíäåêñîì ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.) Ïðîèçâîäíàÿ d/dt íàçûâàåòñÿ ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé (èëè ìàòåðèàëüíîé), à (1) åñòü åå ïðåäñòàâëåíèå
â ýéëåðîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå, åñòå-
ñòâåííî, ai =

∂ui

∂t
.
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Ïóñòü ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ÷àñòèöû áóäóò ζi. (Íàïðè-
ìåð, ìû ìîæåì â êà÷åñòâå ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò âçÿòü êî-
îðäèíàòû ÷àñòèö ïðè t = 0.) Âû÷èñëèì èíòåãðàë îò íåêî-
òîðîé ôóíêöèè ïî îáüåìó V , ñîñòîÿùåìó èç îäíèõ è òåõ æå
÷àñòèö:

d

dt

∫

V

F dV ≡ d

dt

∫

V

F dxi, (2)

dV ≡ dx1 dx2 dx3 ≡ dxi

Ïåðåéäåì â ôîðìóëå (2) ê ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì �
êîîðäèíàòàì ÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Èìååì

d

dt

∫

V

F dxi =
d

dt

∫

V0

F · J dξi. (3)

Â (3) J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ èç îäíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò â äðóãóþ:

J =

∣∣∣∣∣
∂(x1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)

∣∣∣∣∣ .

Ïîñêîëüêó V0 � êîíñòàíòà, òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

d

dt

∫

V0

F · dξi =
∫

V0

(
dF

dt
· J + F

dJ

dt

)
dξi =

=
∫

V

(
dF

dt
· J + F

dJ

dt

)
1

J
dxi =

∫

V

(
dF

dt
+ F

1

J

dJ

dt

)
dxi (4)

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â çàäà-
÷å):

1

J

dJ

dt
= div ~u ≡ ∂

∂xi

dxi

dt
. (5)

Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt

∫

V

F dxi =
∫

V

(
dF

dt
+ F div ~u

)
dV. (6)
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Ïóñòü F ≡ ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ìàññà åäèíèöû îáüåìà).
Òîãäà ∫

V
ρ dxi � ìàññà îáúåìà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ è òåõ æå

÷àñòèö, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ. Îòñþäà
∫

V

(
dρ

dt
+ ρ div ~u

)
dV = 0

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îáüåìà:
dρ

dt
+ ρ div ~u = 0. (7)

Òàê êàê
dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ (~u∇)ρ,

òî îêîí÷àòåëüíî èìååì:
∂ρ

∂t
+ div ρ~u = 0. (8)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Åñëè æèä-
êîñòü íåñæèìàåìà, òî åñòü åñëè ïëîòíîñòü åå ñîõðàíÿåòñÿ
âäîëü òðàåêòîðèè, òî dρ

dt
= 0 è èç (7) ñëåäóåò, ÷òî

div ~u = 0. (9)

Ïóñòü ~F ≡ ρ~u � èìïóëüñ ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàò-
ðèâàåì èäåàëüíóþ æèäêîñòü, ò.å. êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ
ïðèíèìàåì ðàâíûìè íóëþ, à íîðìàëüíûå ñ÷èòàåì èçîòðîï-
íûìè, òî ìû ìîæåì íàïèñàòü (âòîðîé çàêîí Íüþòîíà):

d

dt

∫

V

ρ~u dxi =
∫

V

~fρ dV −
∫

s

p~n ds, (10)

ãäå ~f � îáúåìíûå ñèëû, à p � äàâëåíèå.
Ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêî-

ãî-Ãàóññà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6) è óðàâíåíèå äëÿ ρ, ïî-
ëó÷èì:

∫

V

(
dρ~u

dt
+ ρ~u · div ~u

)
dV =

∫

V

~fρ dV −
∫

V

∇p dV,



Èçáðàííûå ãëàâû ãèäðîäèíàìèêè. Ãëàâà 2 19

èëè
∫

V

(
ρ
d~u

dt
+ ~u

(
dρ

dt
+ ρ div ~u

))
dV =

∫

V

~fρ dV −
∫

V

∇p dV.

Îòñþäà ïîëó÷èì:
ρ
d~u

dt
+ ~fρ−∇p,

èëè
d~u

dt
= −1

ρ
∇p + ~f. (11)

Åñëè ~f åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ñèëà ~f = ∇Φ, òî (11) ïðåîáðàçó-
åòñÿ ê âèäó:

d~u

dt
= ∇Φ− 1

ρ
∇p. (12)

(Íàïðèìåð, â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ∇Φ = ~g).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (8), (11) íåçàìêíóòà, ïîýòîìó äëÿ åå

çàìûêàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåð-
ìîäèíàìèêè (ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé äëÿ íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè). Óðàâíåíèå ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

CV
dT

dt
+ p

dV

dt
=

dQ

dt
;

(13)

V =
1

ρ
.

×òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó, íóæíî âûïèñàòü óðàâíåíèå ñîñòî-
ÿíèÿ:

p = p(ρ, T ). (14)

Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà Cp = CV + R, p = RρT , è ìû èìååì:

Cp
dT

dt
− RT

p

dp

dt
=

dQ

dt
. (15)
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (8), (11), (13), (14) çàìêíóòà.
Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà÷àëü-

íûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-
ñòè êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè î÷åíü ñëîæ-
íû, è ìû â äàííîì êóðñå ëåêöèé èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ

J =

∣∣∣∣∣
∂(x1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)

∣∣∣∣∣ ,

ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ñèñòåìû êîîðäèíàò
(x1, x2, x3) â ñèñòåìó ξ1, ξ2, ξ3, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

dJ

dt
= J div ~u,

ãäå div ~u =
∂

∂xi

dxi

dt
.

Ðåøåíèå

Ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëèòåëåé áóäåì
èìåòü:

dJ

dt
=

∂(u1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
+

∂(x1, u2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
+

∂(x1, x2, u3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
.

Íî
∂ui

∂ξj

≡ ∂ui

∂xk

· ∂xk

∂ξj

=
∂u1

∂x1

· ∂x1

∂ξj

+
∂u1

∂x2

· ∂x2

∂ξj

+
∂u1

∂x3

· ∂x3

∂ξj

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂(u1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
=

∂u1

∂x1

· ∂(x1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
+

∂u1

∂x2

· ∂(x2, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
+
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+
∂u1

∂x3

· ∂(x3, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
=

∂u1

∂x1

· J,

òàê êàê ÷ëåíû ïðè ∂u1

∂x2

è ∂u1

∂x3

ðàâíû 0.
Òàêèì îáðàçîì,

dJ

dt
= J

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

)
≡ J div ~u.

2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

dxi

dt
= Fi(~x), ~x ∈ RN .

xi(0) = x0
i

Ïóñòü V0 � çàìêíóòûé îáüåì â RN . Âûïóñòèì èç êàæäîé òî÷-
êè V0(x

0
i ∈ V0) òðàåêòîðèþ ñîãëàñíî âûøåïðèâåäåííîé ñèñòå-

ìå. Îáüåì V0 áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî

dV

dt
=

∫

V

∂Fi

∂xi

dV.

Ðåøåíèå

Ïî îïðåäåëåíèþ
V =

∫

V

dV.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìóëå (6) F ≡ 1 è, òàêèì îáðàçîì,

dV

dt
=

∫

V

div ~u =
∫

V

∂

∂xi

dxi

dt
=

∫

V

∂Fi

∂xi

dV.

3. Ïóñòü ìû èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

d~x

dt
= A~x,
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ãäå � {aij} − n× n ìàòðèöà. Ïóñòü X � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ~x(k), ò.å. X � ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

d~x

dt
= A~x.

Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå d|X|
dt

= tr A · |X|, ãäå
|X| � äåòåðìèíàíò ìàòðèöû X, tr A � ñëåä ìàòðèöû A.

Ðåøåíèå

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí îáúåìó, îáðàçîâàííîìó ñòîëá-
öàìè X êàê âåêòîðàìè, ïîìåùåííûìè â íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì:

dV

dt
= V div ~u, div ~u =

∑ ∂

∂xi

dxi

dt
=

∑
aii = const ≡ tr A.

Èòàê,
d|X|
dt

= |X|tr A.

Âïðî÷åì, ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìûìè âû÷èñ-
ëåíèÿìè.
4. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ýíòðîïèè èäåàëüíîãî ãàçà.

Ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè:

dS

dt
=

1

T

dQ

dt
.

Èìååì
Cp

dT

dt
− RT

p

dp

dt
=

dQ

dt
,

îòñþäà
Cp

d ln T

dt
−R

d ln p

dt
=

1

T

dQ

dt
,
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èëè

Cp

d ln T
p(R/Cp)

dt
=

1

T

dQ

dt
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

S = Cp ln
T

p(R/Cp)
+ const.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå
Ãðîìåêè-Ëýìáà:

∂~u

∂t
+ rot ~u× ~u = −∇E − 1

ρ
∇p +∇Φ,

E =
(~u · ~u)

2
, (~u · ~u) =

3∑

i=1

u2
i .

Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðíîãî òîæäåñòâà:

(~V∇)~V =
1

2
∇(V 2)− ~V × rot ~V .

6. Ïîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà
æèäêîñòè, çàíÿòîãî îäíèìè è òåìè æå ÷àñòèöàìè, îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì:

1

V

dV

dt
= div ~u.

Ðåøåíèå

Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äâè-
æåíèåì åãî ïîâåðõíîñòè:

dV

dt
=

∫

S

~u · ~n dS =
∫

V

div ~u dV.

Óñòðåìëÿÿ V ê íóëþ, ïîëó÷èì:
dV

dt
= V · div ~u.
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Îòñþäà òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ ÿêîáèàíà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò êàê ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà. Äåéñòâè-
òåëüíî,

V =
∫

V

dV =
∫

V0

J dξi,

dV

dt
=

∫

V0

dJ

dt
dξi =

∫

V

1

J

dJ

dt
dV,

íî
dV

dt
=

∫

V

div ~u dV,

ñëåäîâàòåëüíî,
∫

V

(
1

J

dJ

dt
− div ~u

)
dV = 0

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îáúåìà

dJ

dt
= J div ~u.

7. Îïðåäåëèì ëèíèþ òîêà êàê ëèíèþ, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé
â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ÷àñòèö â
äàííîé òî÷êå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ui íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðå-
ìåíè, òî ëèíèÿ òîêà ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðèåé ÷àñòèöû.

Ðåøåíèå

Òðàåêòîðèè ÷àñòèö íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé:

dxi

dt
= ui,

êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

1

u1(~x, t)

dx1

dt
=

1

u2(~x, t)

dx2

dt
=

1

u3(~x, t)

dx3

dt
.
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Ëèíèè òîêà íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé:
dx1

ds
· 1

u1(~x, t)
=

dx2

ds
· 1

u2(~x, t)
=

dx3

ds
· 1

u3(~x, t)
= C,

ãäå t ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëèíèþ
òîêà ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè: xi = xi(s) èëè ~r = ~r(s) (s
� äëèíà äóãè âäîëü ëèíèè òîêà) è d~r

ds
= C~u, ãäå C=const. Åñëè

òå÷åíèå ñòàöèîíàðíîå, òî îáå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîâïàäàþò.
8. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â ëàãðàíæåâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå

Ïóñòü
∫

V

ρ dV � ìàññà îáúåìà V , çàíÿòîãî îäíèìè è òå-

ìè æå ÷àñòèöàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî d

dt

∫

V

ρ dV = 0. Ïåðåéäåì ê

ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì:
d

dt

∫

V

ρ dV =
d

dt

∫

V0

Jρ dξi =
∫

V0

dJρ

dt
dξi = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îáúåìà V0 èìååì:
dJρ

dt
= 0,

èëè
Jρ = J0ρ0.

Åñëè â êà÷åñòâå ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò âçÿòü êîîðäèíàòû
÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî

J0 = 1

è óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:

Jρ = ρ0.



Ãëàâà 3.

Ýíåðãåòèêà èäåàëüíîãî ãàçà. Ñèììåò-
ðèçàöèÿ óðàâíåíèé òåðìîãèäðîäèíàìè-
êè

Âûïèøåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ èäåàëüíîãî ãà-
çà:

d~u

dt
= −1

ρ
∇p,

∂ρ

∂t
+ div ρ~u = 0,

Cv
dT

dt
+ p

d 1/ρ

dt
=

dQ

dt
,

p = ρRT, ~u = (u, v, w).

(1)

Óìíîæèì ñêàëÿðíî â R3 ïåðâîå óðàâíåíèå íà ~u. Ïóñòü
E = (~u, ~u)/2, (~u, ~u) = u2 + v2 + w2. Ïîëó÷èì

ρ
dE

dt
= −(∇p, ~u).

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè áóäåì èìåòü:

∂ρE

dt
+ div ρ~uE = −(∇p · ~u). (1′)

Èíòåãðèðóÿ (1′) ïî îáüåìó è ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè ïðà-
âèëî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:
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∂

∂t

∫ ∫ ∫
ρE dv+

∫ ∫

s

ρE ~u·~n ds = −
∫ ∫ ∫

div (p~u) dv +

+
∫ ∫ ∫

p div ~u dv. (2)

Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè èìååì:

dρ

dt
+ ρ div ~u = 0,

div ~u = −1

ρ

dρ

dt
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂t

∫ ∫ ∫
ρE dv = −

∫ ∫

s

ρE ~u · ~n ds−
∫ ∫

s

p ~u · ~n ds −

−
∫ ∫ ∫ p

ρ

dρ

dt
dv. (3)

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü óðàâíåíèå ïðèòîêà òåïëà:

Cv
dT

dt
− RT

ρ

dρ

dt
=

dQ

dt
.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà ρ. Èíòåãðèðóÿ åãî ïî îáüåìó, ïî-
ëó÷èì:

∂

∂t

∫∫∫
ρCvT dv + Cv

∫∫∫
div (ρ~uT ) =

∫∫∫
RT

dρ

dt
+

∫∫∫
ρ
dQ

dt
,

èëè
∂

∂t

∫∫∫
ρCvT dv +

∫ ∫

s

CvρT ~u · ~n ds =
∫∫∫ p

ρ

dρ

dt
dv+

+
∫∫∫

ρ
dQ

dt
(4)
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Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (3) è (4), ïîëó÷èì óðàâíåíèå áà-
ëàíñà ýíåðãèè:

∂

∂t

∫ ∫ ∫
ρ[E + CvT ] dv = −

∫ ∫

s

[ρCvT + ρE + p] ~u · ~n ds +

+
∫ ∫ ∫

ρ
dQ

dt
dv. (5)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïèñàíèÿ äèíàìèêè èäåàëüíî-
ãî ãàçà â çàìêíóòîì îáüåìå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåïðî-
òåêàíèÿ ãàçà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ äàííûé
îáüåì, ~u · ~n = 0, ~n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, ïðè îòñóòñòâèè
èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ òåïëà dQ

dt
= 0, òî èç (5) áóäåò ñëåäîâàòü

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè (êèíåòè÷åñêàÿ + âíóòðåí-
íÿÿ):

∂

∂t

∫ ∫ ∫
ρ

[
u2 + v2 + w2

2
+ CvT

]
= 0. (6)

Â (6) îòñóòñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïîñêîëüêó ìû
ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ñèë. Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíò (6) íå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, îäíàêî ëåãêî ê íåé ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè
óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè ïëîòíîñòè è àáñîëþòíîé òåìïåðà-
òóðû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ρ > 0 â èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ:

√
ρ = ρ1;

√
CV ρT = Θ;

√
ρ~u = ~u1.

Ëèíåéíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñòà-
íîâèòñÿ êâàäðàòè÷íûì.
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Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè,
òî íàëè÷èå êâàäðàòè÷åñêîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà
~ϕ = {ρ1, Θ, ~u1}

∂~ϕ

∂t
+ K(~ϕ)~ϕ = 0, (7)

îïåðàòîð K(~ϕ) � êîñîñèììåòðè÷åñêèé, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ:

(K(~ϕ)~ϕ, ~ϕ) = 0,

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(~ϕ, ~η) =
3∑

i=1

∫ ∫

v

∫
ϕiηi dv.

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ (7) ñêàëÿðíî íà ~ϕ, ìû ïîëó÷èì
(~ϕ, ~ϕ) =const, ò.å. íàø èñõîäíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ.

Ïðîâåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèììåòðèçàöèÿ óðàâíåíèé òåð-
ìîãèäðîäèíàìèêè äàåò âîçìîæíîñòü ëåãêî ñòðîèòü ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèå òî÷-
íûìè àíàëîãàìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è óñòîé÷èâûìè â ñåòî÷-
íûõ íîðìàõ, ñîãëàñîâàííûõ ñ íîðìîé â L2.

Çàäà÷è

1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé òåðìîãèäðîäèíàìèêè, â êî-
òîðîé òðåòüå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàìåíåíî íà óðàâíåíèå ãèä-
ðîñòàòèêè (∂p

∂z
= −gρ, ãàç íàõîäèòñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè).

Ïåðåéòè îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y, z) ê ñèñòåìå (x, y, p) ïðè
óñëîâèè ρ > 0 è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè.
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Ðåøåíèå

Ñèñòåìà óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ (x, y, z) èìååò âèä:

∂u

∂t
+ (~u · ∇)u = −1

ρ

∂p

∂x
, ~u = (u, v, w)

∂v

∂t
+ (~u · ∇)v = −1

ρ

∂p

∂y
, ∇ =~i

∂

∂x
+~j

∂

∂y
+ ~k

∂

∂z

∂p

∂z
= −gρ,

∂ρ

∂t
+ div ρ~u = 0,

Cp
dT

dt
− RT

p

dp

dt
= 0,

p = ρRT.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ñèñòåìû (x, y, z) â (x, y, p) äëÿ ñêàëÿð-
íûõ ôóíêöèé èìåþò âèä:

(
∂ϕ

∂x

)

z

=

(
∂ϕ

∂x

)

p

+
∂ϕ

∂p
·
(

∂p

∂x

)

z

,

(
∂ϕ

∂y

)

z

=

(
∂ϕ

∂y

)

p

+
∂ϕ

∂p
·
(

∂p

∂y

)

z

,

∂ϕ

∂z
=

∂ϕ

∂p
· ∂p

∂z
.

Ïóñòü ϕ ≡ z. Òîãäà

0 =

(
∂z

∂x

)

p

+
∂z

∂p
·
(

∂p

∂x

)

z

.
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Îòñþäà
(

∂p

∂x

)

z

= − 1

∂z/∂p
·
(

∂z

∂x

)

p

= gρ

(
∂z

∂x

)

p

.

Îáîçíà÷èì Φ ≡ gz (Φ � ãåîïîòåíöèàë). Ïîñêîëüêó èí-
äèâèäóàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè èíâàðèàíòíà
â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ýòî ëàãðàíæèåâ èíâàðèàíò), òî
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è óðàâíåíèå ïðèòîêà òåïëà â ñèñòåìå
êîîðäèíàò (x, y, p) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

du

dt
= −∂Φ

∂x
,

dv

dt
= −∂Φ

∂y
,

∂Φ

∂p
= −RT

p
,

Cp
dT

dt
− RT

p
τ = 0,

ãäå τ =
dp

dt
� àíàëîã âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè â p-ñèñòåìå êîîð-

äèíàò. Ïîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â p-ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Èìååì:
∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
= 0,

∂p

∂z
= −gρ, ρ = −1

g

∂p

∂z
.

Îòñþäà

−1

g

∂

∂z

(
∂p

∂t
+ w

∂p

∂z

)
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
= 0.

∂ρu

∂x
= −1

g

∂

∂x

(
∂p

∂z
· u

)
= −1

g

(
∂p

∂z

∂u

∂x
+ u

∂

∂x

∂p

∂z

)
=

= −1

g

(
∂p

∂z
·
(

∂u

∂x

)

z

+
∂

∂z
u

∂p

∂x
− ∂u

∂z

∂p

∂x

)
.

Ñóììèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ñ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì äëÿ
∂ρv

∂y
, ïîëó÷èì:

−1

g

∂

∂z

(
∂p

∂t
+ w

∂p

∂z
+ u

∂p

∂x
+ v

∂p

∂y

)
− 1

g

(
∂p

∂z

(
∂u

∂x

)

z

−
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−∂u

∂z
·
(

∂p

∂x

)

z

+
∂p

∂z

(
∂v

∂y

)

z

− ∂v

∂z

(
∂p

∂y

)

z

)
= 0.

Íî òàê êàê
(

∂u

∂x

)

z

=

(
∂u

∂x

)

p

+
∂u

∂p
·
(

∂p

∂x

)

z

è ∂

∂z
=

∂p

∂z
· ∂

∂p
, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

∂p

∂z
· ∂

∂p

(
dp

dt

)
+

∂p

∂z




(
∂u

∂x

)

p

+

(
∂v

∂y

)

p


 = 0.

Ñîêðàùàÿ íà ∂p

∂z
(ρ > 0) è îáîçíà÷àÿ τ ≡ dp

dt
, ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå íåðàçðûâíîñòè â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂τ

∂p
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â p-ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ñòàëî ëèíåéíûì, àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèþ íåðàçðûâ-
íîñòè â z-ñèñòåìå äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Âîçíèêàåò ðà-
çóìíûé âîïðîñ � êóäà "äåëàñü"ñæèìàåìîñòü? Îíà ïåðåøëà â
êðàåâûå óñëîâèÿ ïî âåðòèêàëè, êîòîðûå íóæíî ñòàâèòü íà p-
ïîâåðõíîñòÿõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ "ôèçè÷åñêèìè"ïîâåðõíîñòÿìè.

Ïîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè. Ïóñòü
E =

u2 + v2

2
. Òîãäà:

dE

dt
= −u

∂Φ

∂x
− v

∂Φ

∂y
= −div (Φ~u)+ τ

∂Φ

∂p
= −div (Φ~u)− RT

p
τ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂t

∫ ∫ ∫
(E + CpT ) dv = −

∫ ∫ ∫
div(Φ~u) dv =

∫ ∫

s

Φ~u · ~n ds.
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Åñëè íà ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì â p-ñèñòåìå, çà-
äàíî óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ~u · ~n = 0, òî

∫ ∫ ∫
(E + CpT ) dv = const.

Îòìåòèì, ÷òî â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè íàëè÷èè ãèäðîñòà-
òèêè è ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè èíòåãðàë ýíåðãèè èìååò òîò æå
âèä, ÷òî è â z-ñèñòåìå êîîðäèíàò áåç ñèëû òÿæåñòè, òîëüêî
Cv çàìåíåíî íà Cp. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò
ñóììà âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

∫ ∫ ∫
(CvT + gz) dv =

∫ ∫ ∫
CpT dv.

2. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðà-
ùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~Ω.

Ðåøåíèå

Ïóñòü ~ϕ = ϕx·~i+ϕy·~j+ϕz·~k, ãäå~i,~j,~k � îðòû èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, è ïóñòü ~ϕ = ϕ(1)

x
~i(1)+ϕ(1)

y
~j(1)+ϕ(1)

z
~k(1), ãäå

~i(1),~j(1), ~k(1) � îðòû âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà

d~ϕ

dt
=

dϕx

dt
~i +

dϕy

dt
~j +

dϕz

dt
~k =

dϕ(1)
x

dt
~i(1) +

dϕ(1)
y

dt
~j(1) +

dϕ(1)
z

dt
~k(1)+

+ ϕ(1)
x

d~i(1)

dt
+ ϕ(1)

y

d~j(1)

dt
+ ϕ(1)

z

d~k(1)

dt
.

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

d~i(1)

dt
= ~Ω×~i(1),

d~j(1)

dt
= ~Ω×~j(1),

d~k(1)

dt
= ~Ω× ~k(1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

d~ϕ

dt
=

dϕ(1)
x

dt
~i(1) +

dϕ(1)
y

dt
~j(1) +

dϕ(1)
z

dt
~k(1) + ~Ω× ~ϕ ≡ d(1)~ϕ

dt
+ ~Ω× ~ϕ.
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d(1)

dt
� èíäèâèäóàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âðàùàþùåé-

ñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Ïóñòü ~ϕ ≡ ~r (ðàäèóñ-âåêòîð), òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ:

d~r

dt
= ~u,

d′~r
dt

= ~u(1),

è ìû èìååì:
~u = ~u(1) + ~Ω× ~r.

Ïóñòü ~ϕ ≡ ~u. Òîãäà

d~u

dt
=

d(1)~u

dt
+ ~Ω×~u =

d(1)~u(1)

dt
+ ~Ω×~u(1) + ~Ω×~u(1) + ~Ω× ~Ω×~r =

=
d′~u(1)

dt
+ 2~Ω× ~u(1) − Ω2 × ~R,

ãäå ~R � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~r íà ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ îñè
âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Èòàê, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîð-
äèíàò èìåþò âèä (äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè øòðèõè îïóùåíû):

d~u

dt
+ 2~Ω× ~u = Ω2 ~R− 1

ρ
∇p +∇Φ.

Îñòàëüíûå (ñêàëÿðíûå) óðàâíåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

3. Ïóñòü äàíà îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −∂h

∂x
,

∂h

∂t
+

∂hu

∂x
= 0.

Âûïèñàòü äèâåðãåíòíóþ è ïîëóäèâåðãåíòíóþ ôîðìû ýòèõ
óðàâíåíèé äëÿ h > 0 è ñèñòåìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.
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Ðåøåíèå

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ñ ó÷åòîì âòîðîãî ìîæíî ïðè-
âåñòè ê âèäó

∂hu

∂t
+

∂hu · u
∂x

= −∂h2/2

∂x
.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè
ðàâåíñòâ:

∂h u2/2

∂t
+

∂hu · u2/2

∂x
= −hu

∂h

∂x
,

h
∂h

∂t
= −h

∂hu

∂x
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂t

x2∫

x1

h

(
u2

2
+

h

2

)
dx = h2u|x=x1 − h2u|x=x2 .

∂

∂t

x2∫

x1

h dx = hu|x=x1 − hu|x=x2 .

Äëÿ ïðîñòîòû âûïèøåì ïîëóäèâåðãåíòíóþ ôîðìó óðàâ-
íåíèÿ òîëüêî äëÿ h. Ïóñòü h1 =

√
h. Òîãäà

∂h2
1

∂t
+

∂h2
1u

∂x
= 0,

èëè
2h1

∂h1

∂t
+ h1

∂h1u

∂x
+ h1u

∂h1

∂x
= 0,

èëè ñîêðàùàÿ íà h1, ïîëó÷àåì:

∂h1

∂t
+

1

2

(
u

∂h1

∂x
+

∂h1u

∂x

)
= 0.

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ïîëóäèâåðãåíòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ äëÿ
h.



Ãëàâà 4.

Êèíåìàòèêà ïîòîêîâ æèäêîñòè
Àíàëèç îòíîñèòåëüíûõ äâèæåíèé âáëèçè
òî÷êè

Ïóñòü ñêîðîñòü æèäêîñòè â òî÷êå ~x â ìîìåíò âðåìåíè t
åñòü ~u(~x, t) è îäíîâðåìåííî â òî÷êå ~x + ~r åñòü ~u + δ~u. Òîãäà
(â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(ïðè óñëîâèè, ÷òî |r| äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà):

δui = rj
∂ui

∂xj

. (1)

∂ui

∂xj

åñòü òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, è åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà
ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè:

δui = δu
(s)
i + δu

(a)
i , (2)

ãäå

δu
(s)
i = rjlij, δu

(a)
i = rjζij,

lij =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, ζij =

1

2

(
∂ui

∂xj

− ∂uj

∂xi

)
.

Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð lij ìîæíî ïðèâåñòè ê ãëàâíûì îñÿì.
Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îí áóäåò äèàãîíàëüíûì ñ äåéñòâèòåëü-
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íûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ áóäåò èíâàðèàíòîì, òàê ÷òî

l′i = lii =
∂ui

∂xi

≡ div ~u. (3)

Â ýòîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà áóäåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ðàñòÿæåíèÿ (èëè ñæàòèÿ) âäîëü ãëàâíûõ îñåé áåç âñÿ-
êîãî âðàùåíèÿ � ñôåðà äîëæíà ïðåâðàòèòüñÿ â ýëëèïñ.

Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ζij ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

ζij = −1

2
εijkωk,

ãäå ω1, ω2, ω3 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ~ω = ∇ × ~u. (Òåíçîð εijk

îïðåäåëåí â ãëàâå 1.) Ñëåäîâàòåëüíî,

δu
(a)
i = rjζij = −1

2
εijkrjωk. (3′)

Îòìåòèì êñòàòè, ÷òî ζij èìååò âñåãî òðè íåçàâèñèìûå êîìïî-
íåíòû, ò.ê. äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà ðàâíû 0. Íî (3')
åñòü ïðîñòî i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà 1

2
~ω × ~r, òî åñòü:

δu
(a)
i =

(
1

2
~ω × ~r

)

i
.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ýêâè-
âàëåíòíî âðàùåíèþ ÷àñòèöû æèäêîñòè êàê òâåðäîãî òåëà âî-
êðóã åå öåíòðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 1

2
~ω.

Åñëè ~ω ≡ 0, òî æèäêîñòü íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâîé. Îò-
ìåòèì, ÷òî ~ω, êàê è â ñëó÷àå òâåðäîãî òåëà, åñòü óäâîåííàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ.

Èòàê, ëþáîå äâèæåíèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ~x ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåõ êîìïîíåíò: îäíîðîäíîãî ïåðåíîñà
ñî ñêîðîñòüþ ~u, ðàñòÿæåíèÿ âäîëü ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà äå-
ôîðìàöèè è ïîâîðîòà, êàê òâåðäîãî òåëà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
∇× ~u

2
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ôîðìàëüíî îïðåäåëèëè êèíåìàòèêó
ïîòîêà æèäêîñòè â êàæäîé òî÷êå ÷åðåç äâå ôóíäàìåíòàëü-
íûå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿåìûå ñêîðîñòüþ, � äèâåðãåí-
öèþ ñêîðîñòè è åå âèõðü.

Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå∇·~u = ∆ è∇×~u = ~ω. (∆, ω � ôóíê-
öèè êîîðäèíàò è âðåìåíè.) Íàøåé çàäà÷åé òåïåðü ÿâëÿåòñÿ
ïîëó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷åðåç ∆ è ~ω. Îïðåäåëèì
íåêîòîðóþ ñêîðîñòü (áåçâèõðåâóþ) ~ug, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-
åò ñîîòíîøåíèÿì:

∇ · ~ug = ∆, ∇× ~ug = 0. (4)

×òîáû óäîâëåòâîðèòü âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ â (4), ïîëîæèì
~ug = ∇ϕ, è òîãäà èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå
Ïóàññîíà:

∇2ϕ = ∆.

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìû äîëæíû çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
ϕ. Îïðåäåëèì òåïåðü ñêîðîñòü ~uω, òàêóþ ÷òî:

∇× ~uω = ~ω, ∇ · ~uω = 0. (5)

Åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü çäåñü

~uω = ∇× ~Bω,

ãäå ~Bω � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Åñëè ïîëîæèòü ∇ · ~Bω = 0,
òî óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà áóäåò èìåòü âèä:

∇2 ~Bω = −~ω. (6)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ òàêæå òðåáóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå
óñëîâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëîæèòü

~v = ~u− ~ug − ~uω,

òî âåêòîð ~v äîëæåí îäíîâðåìåííî áûòü è ñîëåíîèäàëüíûì, è
áåçâèõðåâûì:

∇ · ~v = 0, ∇× ~v = 0.
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Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ýòîò âåê-
òîð òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëåâîé âåêòîð. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

~u = ~ug + ~uω.

Çàäà÷è

1. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ñôåðè÷åñêîãî
ýëåìåíòà æèäêîñòè îäíîðîäíîé ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî åãî
öåíòðà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå ~x.

Ðåøåíèå

Çàïèøåì èñêîìûé ìîìåíò â âèäå:

Mi =
∫

εijkrj

(
uk + rl

∂uk

∂xl

)
ρ dv(~r).

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â ìàëîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ uk è ∂uk

∂xl
åñòü êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî,

uk

∫
εijkrjρ dv(r) = 0

â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè rj è

Mi =
∫

εijkrjrl
∂uk

∂xl

ρ dv(r) = εijk
∂uk

∂xl

∫
rjrj ρ dv(r) =

1

2
εijk

∂uk

∂xl

I · δjl =
1

2
ωiI,

ãäå I åñòü ìîìåíò èíåðöèè ñôåðè÷åñêîãî ýëåìåíòà îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîëüíûõ îñåé. Âûðàæåíèå äëÿ ~M òî÷íî ñîâïà-
äàåò ñ óãëîâûì ìîìåíòîì ñôåðè÷åñêîãî òâåðäîãî òåëà, âðà-
ùàþùåãîñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~ω

2
. Íî ýòîò âûâîä íå ãîäèòñÿ

äëÿ æèäêîãî ýëåìåíòà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû èç-çà çàâèñèìî-
ñòè îò δu(s).
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2. Ïóñòü òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~Ω. ×å-
ìó ðàâåí âèõðü ñêîðîñòè ÷àñòèö òâåðäîãî òåëà?

Ðåøåíèå

Ñêîðîñòü òî÷êè íà ðàññòîÿíèè ~r îò íà÷àëà êîîðäèíàò åñòü
~v = ~Ω× ~r. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ~v åñòü {Ω2x3−Ω3x2, Ω3x1−
Ω1x3, Ω1x2−Ω2x1}, ãäå (Ω1, Ω2, Ω3) � êîìïîíåíòû ~Ω, à òàê êàê
~ω = rot~v, òî ~ω = 2~Ω.

3. Ïóñòü äàíî äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå ~u ñ êîìïîíåíòàìè
(u, v) â åäèíè÷íîì êâàäðàòå è ïóñòü div~u = − sin 2πx sin 2πy
âíóòðè êâàäðàòà è 0 íà ãðàíèöå, rot~u = sin 2πx sin 2πy âíóòðè
êâàäðàòà è 0 íà ãðàíèöå. Îïðåäåëèòü u è v, åñëè ïîòåíöèàë
ñêîðîñòè ϕ è z-êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà Bω îáðà-
ùàåòñÿ â 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè.



Ãëàâà 5.

Äèíàìèêà áàðîòðîïíîé æèäêîñòè
Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå òåîðåìû, êî-

òîðûå äîêàçûâàþòñÿ äëÿ èäåàëüíîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè.
Ïîä áàðîòðîïíîé æèäêîñòüþ ïîíèìàåòñÿ æèäêîñòü, â êîòî-
ðîé óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

p = p(ρ) ρ = ρ(p),
∂p

∂ρ
6= 0.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé áàðîòðîïíîé æèä-
êîñòè â ïîëå ïîòåíöèàëüíûõ ñèë:

d~u

dt
= −1

ρ
∇p +∇Φ. (1)

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ôîðìó Ãðîìåêè-Ëýìáà:
∂~u

∂t
+ rot ~u× ~u = −1

ρ
∇p−∇E +∇Φ, (2)

ãäå E = (~u · ~u)/2.
Òàê êàê ìû èññëåäóåì áàðîòðîïíóþ æèäêîñòü, òî

1/ρ∇p = ∇P , ãäå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:
∂P

∂p
=

1

ρ(p)
, P =

∫ dp

ρ(p)
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëå-
äóþùåì âèäå:

∂~u

∂t
+ rot ~u× ~u = −∇(P + E − Φ). (3)
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè æèäêîñòü íåñæèìàåìà è îäíîðîäíà, òî
P = p/ρ0, ρ0 =const.

Ðàññìîòðèì ïîëå ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé � ∂~u

∂t
= 0. Ñïðî-

åêòèðóåì óðàâíåíèå (3) íà ëèíèè òîêà � ëèíèè, êàñàòåëüíûå
ê êîòîðûì ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè. Ïîëó÷èì:

∇l(P + E − Φ) = 0, (4)

èëè E + P − Φ = constl âäîëü ëèíèé òîêà. Ýòî óòâåðæäåíèå
ïðåäñòàâëÿåò õîðîøî èçâåñòíóþ òåîðåìó Áåðíóëëè.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ñïðîåêòèðó-
åì óðàâíåíèå (3) íà âèõðåâûå ëèíèè � ëèíèè, êàñàòåëüíûå ê
êîòîðûì ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà âèõðÿ ñêîðîñòè,
èëè âèíòîâûå ëèíèè rot~u = −λ~u. Åñëè òå÷åíèå áåçâèõðåâîå,
ò.å. åñëè rot~u = 0, òî E + P − Φ = const âåçäå â æèäêîñòè
(êîíñòàíòà áóäåò îäíà è òà æå äëÿ âñåé æèäêîñòè).

Äëÿ áàðîòðîïíîé æèäêîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå
íåñêîëüêî çàìå÷àòåëüíûõ òåîðåì.

Ïîäåéñòâóåì íà (3) îïåðàòîðîì ðîòîðà. Òàê êàê rot~u = ~ω,
òî áóäåì èìåòü:

∂~ω

∂t
+∇× (~ω × ~u) = 0. (5)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

∇× (~ω × ~u) = (~u · ∇)~ω − (~ω · ∇)~u

ïîëó÷èì:
∂~ω

∂t
+ (~u · ∇)~ω = (~ω · ∇)~u,

èëè
d~ω

dt
= +(~ω · ∇)~u. (6)

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè æèäêîñòü äâóìåðíà (íàïðèìåð, íåò
çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû z), òî èç òðåõ êîìïîíåíò âåêòîðà
íåíóëåâîé áóäåò òîëüêî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà
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ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
, ÷ëåí (~ω ·∇)~u îáðàùàåòñÿ â 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

óðàâíåíèå (6) ñâåäåòñÿ ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ:
dω

dt
= 0, (7)

êîòîðîå îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå çàâèõðåííîñòè â ÷àñòèöå æèä-
êîñòè.

Ðàññìîòðèì öèðêóëÿöèþ âîêðóã çàìêíóòîãî êîíòóðà, îá-
ðàçîâàííîãî ÷àñòèöàìè áàðîòðîïíîé æèäêîñòè (ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ìàòåðèàëüíûé êîíòóð � êîíòóð, îáðàçîâàííûé îäíèìè
è òåìè æå ÷àñòèöàìè)

C =
∮

~u · d~l,

çäåñü d~l = |dl| · ~s, ãäå |dl| � áåñêîíå÷íîìàëûé ýëåìåíò êîíòó-
ðà, à ~s � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîâïàäàþùèé ñ êàñàòåëüíîé ê
êîíòóðó â òî÷êå, îïðåäåëÿþùåé |dl|.

Âû÷èñëèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîé öèðêóëÿöèè
dC

dt
=

d

dt

∮
~u · d~l =

∮ d~u

dt
· d~l +

∮
~u · d

dt
(d~l).

Òàê êàê
d~u

dt
= −∇(E + P − Φ),

òî ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå (çàäà÷à 1):

d

dt
d~l = (d~l · ∇)~u.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∮

~u · d

dt
d~l =

∮
~u · (d~l · ∇)~u =

∮
d~l · ∇E = 0.

Òàêèì îáðàçîì, öèðêóëÿöèÿ âäîëü çàìêíóòîãî ìàòåðèàëü-
íîãî êîíòóðà, îáðàçîâàííîãî áàðîòðîïíîé æèäêîñòüþ, ñîõðà-
íÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ñòîêñà

∮
~u · d~l =

∫ ∫
~ω · ~n · ds,
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òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ïîòîê âèõðÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íà-
òÿíóòóþ íà ìàòåðèàëüíûé êîíòóð, áóäåò òàêæå ñîõðàíÿòüñÿ
âî âðåìåíè (ïðè óñëîâèè, ÷òî îáëàñòü îäíîñâÿçíà � íåò "âû-
êîëîòûõ"òî÷åê. Ýòî óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Ñòîê-
ñà). Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò åùå îäíî âàæíîå óòâåðæäåíèå äëÿ
áàðîòðîïíîé æèäêîñòè:
åñëè âèõðü â ìàòåðèàëüíîì îáúåìå ðàâåí íóëþ â êàêîé-òî
ìîìåíò âðåìåíè, òî îí áóäåò ðàâåí íóëþ âñåãäà.
Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ìû âû-
äåëÿåì â îáúåìå çàìêíóòûé ìàòåðèàëüíûé êîíòóð, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîòîê âèõðÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íà íåãî íàòÿíóòóþ,
ðàâåí íóëþ. Â ñèëó ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè ýòîò ïîòîê áóäåò
ðàâåí íóëþ âñåãäà. Ñòÿãèâàÿ êîíòóð â òî÷êó, ïîëó÷èì èñêî-
ìîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
d

dt
d~l = (d~l · ∇)~u,

ãäå d~l � ýëåìåíò ìàòåðèàëüíîãî êîíòóðà.

Ðåøåíèå

Âûáåðåì äëÿ ïðîñòîòû ìàëûé ýëåìåíò êîíòóðà δx, ïàðàë-
ëåëüíûé îñè x. Èçìåíåíèÿ δx åñòü

d

dt
δx = δu =

δu

δx
· δx =

∂u

∂x
δx + 0(δx2).

Óñòðåìëÿÿ δx ê íóëþ, ïîëó÷èì:
d

dt
dx =

∂u

∂x
· dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d

dt
d~l = (d~l · ∇)~u.
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2.Äîêàçàòü, ÷òî áàðîòðîïíûå âèíòîâûå äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü
òîëüêî ñòàöèîíàðíûìè.

Ðåøåíèå

Ïóñòü rot~u = ~ω.
Âèíòîâûå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

rot ~u = λ~u.

Äëÿ áàðîòðîïíûõ äâèæåíèé ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå:

d~ω

dt
= (~ω · ∇)~u.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñîîòíîøåíèå äëÿ âèíòîâûõ äâèæåíèé, ïî-
ëó÷èì

d~u

dt
= (~u · ∇)~u.

Ïîñêîëüêó
d~u

dt
=

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u,

òî
∂~u

∂t
= 0.

3. Ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ èñòå÷åíèè ãàçà èç òîíêîé êîíè÷åñêîé
òðóáêè òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìûå, ñõî-
äÿùèåñÿ ê âåðøèíå êîíóñà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äâèæåíèå ñî-
âåðøàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêè, íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðî-
ñòÿìè V è v â ñå÷åíèÿõ AB è ab, ïëîùàäè êîòîðûõ åñòü S è s
(ðèñ. 3).
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S s
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À
``````````````̀

a

Ðèñ. 3

Ðåøåíèå

Òàê êàê òå÷åíèå èçîòåðìè÷åñêîå, òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
áóäåò p = kρ, ãäå k = RT =const. Èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè
èìååì:

1

2
v2 +

∫ dp

ρ
= Cl.

Ïðèìåíÿÿ ýòî óðàâíåíèå ê ñå÷åíèÿì AB è ab (ñ÷èòàÿ, ÷òî
ñå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëû, òàê ÷òî ñêîðîñòü íà ñå÷åíèè ïî-
ñòîÿííà), ïîëó÷èì:

1

2
V 2 + k ln P =

1

2
v2 + k ln p.

Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè èìååì:
V SP = vsp.

Îòñþäà
P

p
=

vs

V S
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå Áåðíóëëè
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

k ln
vs

V S
=

v2 − V 2

2
,

èëè
v

V
=

S

s
e(v2−V 2)/2k.



Ãëàâà 6.

Òåîðèÿ áåçâèõðåâîé (ïîòåíöèàëüíîé) áà-
ðîòðîïíîé æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè â
ïîëå ïîòåíöèàëüíûõ ñèë â ôîðìå Ãðîìåêè-Ëýìáà:

∂~u

∂t
+ ~ω × ~u = −∇(E + P − Φ). (1)

Íàçîâåì ïîòåíöèàëüíûìè òå÷åíèÿìè òå÷åíèÿ, ó êîòîðûõ

~ω ≡ rot ~u = 0. (2)

Óñëîâèå (2) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè âåêòîð ~u
åñòü ãðàäèåíò íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïî-
òåíöèàëîì ñêîðîñòè:

~u = ∇ϕ.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä:

∇
(

∂ϕ

∂t
+ E + P − Φ

)
= 0. (3)

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

∂ϕ

∂t
+ E + P − Φ = C(t). (4)

Ìû ìîæåì ïåðåîïðåäåëèòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, äîáàâèâ ê
íåìó èíòåãðàë îò C(t). Ýòî âîçìîæíî, ò.ê. ñàì ïîòåíöèàë
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ñêîðîñòè îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
âðåìåíè. Ïóñòü

ϕ1 = ϕ +
∫

C(t) dt.

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∂ϕ1

∂t
+ E + P − Φ = 0. (5)

Åñëè æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ò.å. div~u = 0, òî, ïðèìåíÿÿ îïå-
ðàòîð äèâåðãåíöèè ê âûðàæåíèþ äëÿ ñêîðîñòè ~u, ïîëó÷èì:

div ~u = div∇ϕ1 = ∆ϕ1 = 0. (6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Çíàÿ ϕ1, èç óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî íàéòè
äàâëåíèå (äëÿ ýòîãî, êîíå÷íî, íóæíî çàäàòü êðàåâûå óñëîâèÿ
äëÿ ϕ1).

Îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå òå÷åíèÿ íå ìîãóò èìåòü çà-
ìêíóòûõ ëèíèé òîêà, íà êîòîðûå ìîãóò áûòü íàòÿíóòû îäíî-
ñâÿçíûå æèäêèå ïîâåðõíîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñòîêñà:

∮
~u · d~l =

∫ ∫

s

~ω · ~n ds.

Ëèíèè òîêà â ïîòåíöèàëüíîé æèäêîñòè ìîãóò íà÷èíàòüñÿ èëè
êîí÷àòüñÿ òîëüêî íà ãðàíèöàõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëü-
êó äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîòåíöèàë ϕ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, îí íå ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóìîâ âíóòðè
îáëàñòè (ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíóþ íåñæèìàåìóþ ïîòåíöèàëü-
íóþ áàðîòðîïíóþ æèäêîñòü. Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè,
êîòîðîå äëÿ äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0,
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ñëåäóåò, ÷òî dψ = v·dx−u·dy åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë. Ïî-
ëàãàÿ v =

∂ψ

∂x
è u = −∂ψ

∂y
, ìû àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåì

óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
òîêà. Åå ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïîñòîÿííà âäîëü
ëèíèé òîêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ψ =const, òî dψ = 0, è ìû
èìååì óðàâíåíèå äëÿ ëèíèè òîêà â ñëó÷àå äâóìåðíîé æèäêî-
ñòè:

dx

u
=

dy

v
.

Ñîåäèíèì äâå òî÷êè A è B ïîëÿ òå÷åíèÿ íåêîòîðîé êðèâîé
è âû÷èñëèì ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ýòó êðèâóþ:

B∫

A

(~u · ~n) dl = Q.

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò (ñì. çàäà÷ó 1), ÷òî ýòîò
ïîòîê ðàâåí ψB − ψA è, ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñèò îò âèäà
êðèâîé.

Èòàê, äëÿ äâóìåðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîòîêîâ íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè ìû èìååì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåí-
öèàëà è ôóíêöèè òîêà:

∆ϕ = 0,
∆ψ = 0.

}
(7)

Âòîðîå óðàâíåíèå â (7) ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ âèõðÿ ÷å-
ðåç ôóíêöèþ òîêà äëÿ äâóìåðíîé æèäêîñòè ω = ∆ψ. Ïî-
ñêîëüêó

u =
∂ϕ

∂x
, v =

∂ϕ

∂y
,

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
,

òî ôóíêöèè ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþò õîðîøî èçâåñòíûì â òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñîîòíîøåíèÿì Êîøè-Ðè-
ìàíà.
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Åñëè u(z) = ϕ + iψ, z = x + iy, òî óñëîâèå äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè u ïî z åñòü:

∂ϕ

∂x
=

∂ψ

∂y
,

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ äâóìåðíîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ìîæíî ââåñòè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

u(z) = ϕ + iψ, (8)

ðåàëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàë ñêîðîñòè,
à ìíèìàÿ ÷àñòü � ôóíêöèþ òîêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîé
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ìû ìî-
æåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå òå÷åíèå äâóìåðíîé
íåñæèìàåìîé ïîòåíöèàëüíîé æèäêîñòè, è íàîáîðîò. Âîçìîæ-
íîñòü ââåäåíèÿ òàêîãî ïîòåíöèàëà äàåò ìîùíîå ñðåäñòâî äëÿ
ðåøåíèÿ öåëîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáòåêàíèÿ òåë
ïîòåíöèàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü íàì íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïîëÿ ñêî-
ðîñòè â êàêîé-òî îáëàñòè. Åñëè ìû ïîäáåðåì êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïðåîáðàçóåò äàííóþ îáëàñòü â êàêóþ-
òî äðóãóþ, â êîòîðîé òå÷åíèå ïîñòðîèòü íåòðóäíî, òî, îòîá-
ðàæàÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îáðàòíî, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå
èñõîäíîé çàäà÷è. Ñîîòíîøåíèå (8) ïîçâîëÿåò ââåñòè òàê íà-
çûâàåìîå ñîïðÿæåííîå òå÷åíèå ũ = −iu = ψ− iϕ, ó êîòîðîãî
ïîòåíöèàëîì áóäåò ôóíêöèÿ òîêà èñõîäíîãî òå÷åíèÿ, è íàîáî-
ðîò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èçîëèíèè ïîòåíöèàëà è ôóíêöèè
òîêà îáðàçóþò ñåìåéñòâà âçàèìíî ëîêàëüíî îðòîãîíàëüíûõ
ëèíèé:

(∇ϕ · ∇ψ) =

(
∂ϕ

∂x
· ∂ψ

∂x
+

∂ϕ

∂y
· ∂ψ

∂y

)
= (−uv + vu) = 0.

Çàäà÷è

1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî-
òîê æèäêîñòè ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ äâå
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òî÷êè A è B, ðàâåí ðàçíîñòè ôóíêöèè òîêà, âû÷èñëåííîé â
ýòèõ òî÷êàõ.

- x

6
y

Ȧ

B··

Ðèñ. 4

Ðåøåíèå

Q =

B∫

A

~u · ~n dl

~u · ~n = ux cos n̂x + uy cos n̂y

dl cos n̂x = dy; dl cos n̂y = −dx.

Q =

B∫

A

∂ψ

∂y
· dy +

∂ψ

∂x
· dx =

B∫

A

dψ = ψ(B)− ψ(A).

2. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñòàöèîíàðíîì îáòåêàíèè êðóãîâîãî öè-
ëèíäðà ïîòåíöèàëüíîé æèäêîñòüþ. (Ñ÷èòàòü, ÷òî öèëèíäð
èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîòÿæåííîñòü âäîëü îñè z, òàê ÷òî çà-
äà÷ó ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìåðíîé).

Ðåøåíèå

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè (x, y) çàäàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∆ϕ = 0 ïðè ñëå-
äóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:(

∂ϕ

∂r

)

r=R

= 0 (óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ).
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(

∂ϕ

∂x

)

r→∞
= −V0,

(
∂ϕ

∂y

)

r→∞
= 0.

Ïóñòü z = x+ iy = reiΘ. Îòîáðàçèì îáëàñòü âíå êðóãà |z| > R
íà ïëîñêîñòü ζ ñ ðàçðåçîì îò -1 äî +1. Ýòî åñòü ïðåîáðàçî-
âàíèå Æóêîâñêîãî:

ζ = ξ + iη = (z/R + R/z) /2.

Ïðè ýòîì z = ReiΘ îòîáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê [-1,1], ïðîõîäè-
ìûé äâàæäû.
Èòàê,

Φ(ζ) = Φ [(z/R + R/z) /2] = ϕ1(ξ, η) + iψ1(ξ, η).

Òàê êàê êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò óãëû, òî(
∂ϕ

∂r

)

r=R

= 0 ïåðåõîäèò â
(

∂ϕ1

∂η

)

η=0

= 0.

Ïðè r →∞

ζ = ξ + iη → 1

2
· z

R
=

x

2R
+ i

y

2R

è (
∂ϕ

∂x

)

r→∞
=

(
∂ϕ1

∂ξ

)

κ→∞
· 1

2R
= −V0,

(
∂ϕ

∂y

)

r→∞
=

(
∂ϕ1

∂η

)

κ→∞
· 1

2R
= 0,

κ =
√

ξ2 + η2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü:

∂ϕ1

∂ξ

∣∣∣∣∣
κ→∞

= −2RV0,
∂ϕ1

∂η

∣∣∣∣∣
κ→∞

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó îáòåêàíèÿ áåñêîíå÷íî
óçêîé ïîëîñû ñî ñêîðîñòüþ � 2RV0. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë
ïðè ýòîì ðàâåí:

Φ(ζ) = −2RV0ζ.
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Âåðíåìñÿ îáðàòíî â ïëîñêîñòü z:

F (z) = −2RV0 ζ(z) = −RV0

(
z

R
+

R

z

)
= −V0

[
reiΘ +

R2

r
e−iΘ

]
.

Ïîòåíöèàë

ϕ = Re F (z) = −V0

[
r +

R2

r

]
cos Θ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Vr =
∂ϕ

∂r
= −V0

(
1− R2

r2

)
cos Θ,

VΘ =
1

r

∂ϕ

∂Θ
= V0

(
1 +

R2

r2

)
sin Θ.

Íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà èìååì

Vr = 0, VΘ = 2V0 sin Θ.

Äàâëåíèå â ëþáîé òî÷êå ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
Áåðíóëëè:

p0 + ρ
V 2

0

2
= p + ρ

V 2

2
.

Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà åñòü

p = p0 + ρ
V 2

0 − V 2

2
= p0 + ρV 2

0

1− 4 sin2 Θ

2
.

Äàâëåíèå â ëîáîâîé òî÷êå Θ = 0 ðàâíî p0+1/2 ρV 2
0 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðåâûøàåò äàâëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Òî÷íî òàêîå
æå äàâëåíèå â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå çà öèëèíäðîì, ò.å. ñèëà
ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ öèëèíäðà ïîòîêó ðàâíà 0.
3. Ïîñòðîèòü òå÷åíèå äâóìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé æèäêîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëàì F (z) = az, ãäå
a � âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, F (z) = m ln z, z 6= 0, m � ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî.
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Ðåøåíèå

F (z) = az :

ϕ + iψ = ax + iay.

Îòñþäà:
ϕ = ax, ψ = ay.

u =
∂ϕ

∂x
= a, v =

∂ϕ

∂y
= 0 .

Ñîïðÿæåííîå òå÷åíèå:

F (z) = −iaz = ay − iax.

ϕ = ay, ψ = −ax.

u = 0, v = a.

Ïóñòü F (z) = m ln z, z 6= 0, m > 0. Ââåäåì öèëèíäðè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû:

x = r cos Θ, y = r sin Θ, z = x + iy = reiΘ.

F (z) = m(ln r + iΘ);

Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ = m ln r, ψ = mΘ.

ur =
∂ϕ

∂r
=

m

r
uΘ = 0.

Ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç êðóã ðàäèóñà r

Q =
∫ m

r
r dΘ = 2πm = const(r)

� ýòî åñòü ìîùíîñòü èñòî÷íèêà.
Ñîïðÿæåííîå òå÷åíèå:

F (z) = −im ln z = m(Θ− i ln r);
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ϕ = mΘ, ψ = −m ln r.

Vr = 0, VΘ =
1

r

∂ϕ

∂Θ
=

m

r
.

Ýòî âèõðåâîé èñòî÷íèê ñ öèðêóëÿöèåé

L = VΘ · 2πr = 2πm.

(Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Òîìïñîíà, ò.ê. r = 0 � îñîáàÿ
òî÷êà, è îáëàñòü íåîäíîñâÿçíà.)
4. Ðåøèòü çàäà÷ó î òå÷åíèè ïîòåíöèàëüíîé æèäêîñòè âíóòðè
êëèíîâèäíîé îáëàñòè.

Ðåøåíèå

Ïóñòü F (z) = V0z. Âîçüìåì ïðåîáðàçîâàíèå z = R(ξ/R)α,
α > 0, R > 0. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçóåò âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü â êëèíîâèäíóþ îáëàñòü. Èìååì:

Φ(ξ) = V0R(ξ/R)α;

Ïóñòü ξ = reiΘ. Òîãäà

Φ(ξ) = V0R(r/R)αeiαΘ = V0R(r/R)α(cos αΘ + i sin αΘ).

Îòñþäà:

ϕ = V0R(r/R)α cos αΘ, ψ = V0R(r/R)α sin αΘ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Vr =
∂ϕ

∂r
= V0α(r/R)α−1 cos αΘ,

VΘ =
1

r

∂ϕ

∂Θ
= −V0α(r/R)α sin αΘ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî VΘ îáðàùàåòñÿ â 0 íà ëó÷àõ Θ = 0
è Θ = π/α. (Çäåñü ìîæíî ïîñòàâèòü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ.)
Åñëè α > 1, òî ïðè r → 0 Vr, VΘ → 0.
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5. Ïóñòü æèäêîñòü âðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè òàê,
÷òî ÷àñòîòà âðàùåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ ðàäèóñà r ðàâíà
Ω(r). Ïðè êàêîé çàâèñèìîñòè Ω(r) òå÷åíèå áóäåò ïîòåíöèàëü-
íûì?

Ðåøåíèå

Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ åñòü:

~v = {u, v} = ~Ω× ~r = {−Ωy, Ωx},

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
= Ω + x · Ω′

r ·
x

r
+ Ω + y · Ω′

r ·
y

r
= 2Ω + rΩ′

r.

Ïðè ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè ω = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

Ω′
r = −2Ω

r
; Ω(r) = Ω0

a2

r2
.



Ãëàâà 7.

Äèíàìèêà äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè

Ìû ïîñâÿùàåì ýòîé ÷àñòíîé ïðîáëåìå îòäåëüíóþ ëåêöèþ,
ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à î÷åíü âàæíà äëÿ ïîíèìàíèÿ êðóïíî-
ìàñøòàáíîé äèíàìèêè àòìîñôåðû è îêåàíà, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ êâàçèäâóìåðíîé.

Óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé áàðîòðîïíîé æèäêî-
ñòè èìåþò âèä:

d~u

dt
= −∇P , div~u = 0,

~u = (u, v).
(1)

Ðàíåå íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå äâóìåðíîé æèä-
êîñòè ìû èìååì çàêîí ñîõðàíåíèÿ âèõðÿ â ÷àñòèöå

dω

dt
= 0, ω =

∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ω ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ëàãðàí-
æåâûì èíâàðèàíòîì, òî â ÷àñòèöå ñîõðàíÿåòñÿ è ëþáàÿ ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ îò ω. Ïóñòü ψ � ôóíêöèÿ òîêà, òàê ÷òî

v =
∂ψ

∂x
, u = −∂ψ

∂y
, ω = ∆ψ.

Óðàâíåíèå äëÿ âèõðÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
∂∆ψ

∂t
+ J(ψ, ∆ψ) = 0, (2)
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ãäå J � äâóìåðíûé ÿêîáèàí:

J(ϕ, η) =
∂ϕ

∂x
· ∂η

∂y
− ∂ϕ

∂y
· ∂η

∂x
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2) â ïðÿìîóãîëüíèêå ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïî îáåèì ïåðåìåííûì.

Ïóñòü
Ā =

∫ ∫

D

AdD,

ãäå D � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2). Â ðàìêàõ
íàøåé ïîñòàíîâêè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

J(ψ, ∆ψ) = 0,

J(ψ, ∆ψ) · F (ψ) = 0,

J(ψ, ∆ψ) · F (∆ψ) = 0,

(3)

ãäå F � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà (ñì.
çàäà÷ó 1). Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ âèõðÿ. Åñëè ìû ïîëîæèì F (ψ) ≡ ψ, òî ïîëó÷èì çàêîí
ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Åñëè ìû ïîëîæèì F (ψ) ≡
≡ ∆ψ, òî ïîëó÷èì î÷åíü âàæíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èíòåãðà-
ëà îò êâàäðàòà âèõðÿ � ýíñòðîôèè. Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ïî-
÷åìó ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî èíâàðèàíòà î÷åíü âàæíî äëÿ äè-
íàìèêè äâóìåðíîé æèäêîñòè. Ïóñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ñèñòåìû åñòü

Ē = −
∫∫

ψ ·∆ψ dD ≡ −(ψ, ∆ψ).

(Ìû îïóñêàåì ìíîæèòåëü 1/2 äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè).
Ïóñòü Ω̄ = ω2 � ýíñòðîôèÿ ñèñòåìû. Ìû çíàåì, ÷òî Ω̄

è Ē åñòü èíâàðèàíòû ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòîì
ñèñòåìû áóäåò òàêæå âåëè÷èíà

K2 ≡ Ω̄

Ē
.
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Íàçîâåì åå ñðåäíèì êâàäðàòîì âîëíîâîãî ÷èñëà, ñìûñë êî-
òîðîãî áóäåò ïîÿñíåí íèæå.

Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíèêå ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íî-
ñòè âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ñïåê-
òðàëüíóþ çàäà÷ó:

∆ϕn,m = λn,mϕn,m. (4)

Ïóñòü ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêà áóäóò 2π ïî îáîèì íàïðàâ-
ëåíèÿì, ò.å.

D = [2π × 2π].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (4) áó-
äóò èìåòü âèä

sin nx sin my, cos nx cos my, sin nx cos my, cos nx sin my,

à ñîáñòâåííûå ÷èñëà � λn,m = −(n2 + m2).
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåí-

íûì ôóíêöèÿì çàäà÷è (4) è îðòîãîíàëüíûì êîíñòàíòå, ïî-
ñêîëüêó ôóíêöèÿ òîêà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàí-
òû:

ψ =
∑

αn,mϕn,m.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì íåêîòîðûé îáîáùåííûé èí-
äåêñ l = {n,m}, òàê ÷òî

ψ =
∑

l

αlϕl.

Òîãäà
Ē = −(ψ, ∆ψ) =

∑ |λl| · α2
l

â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, è

Ω̄ = (∆ψ, ∆ψ) =
∑

λ2
l α

2
l .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå |λl| ·α2
l = El. Â ðàìêàõ ýòèõ îáîçíà÷åíèé

âûðàæåíèå äëÿ K2 ïðèìåò âèä:

K2 =

∑ |λl| · El∑
El

. (5)
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El ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäíî-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñâÿçàííîå ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
ϕl. Ìû ìîæåì òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñ-
øòàá, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì

Lm,n =
2π√

m2 + n2
,

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m,n → ∞. Äàëåå, åñëè ðÿäû â (5)
ñõîäÿòñÿ, òî El → 0 ïðè l →∞, ò.ê. |λl| → ∞ ïðè l →∞. Ïî-
ñêîëüêó λl ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî äëèíå âîëíû ñ èíäåêñîì l, òî K2 ìîæíî
òðàêòîâàòü êàê ñðåäíèé êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà, âçâåøåí-
íîãî ïî ýíåðãèè. Òàê êàê K2 åñòü èíâàðèàíò ñèñòåìû, òî èç
åãî ñîõðàíåíèÿ ñëåäóþò çàìå÷àòåëüíûå âûâîäû î âîçìîæíûõ
ïåðåõîäàõ ýíåðãèè èç îäíèõ ìàñøòàáîâ â äðóãèå.

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè
ïî âîëíîâûì ÷èñëàì èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5.

- λl

6El

H C B

⇐= =⇒

⇐==⇒

Ðèñ. 5

Ðàçäåëèì óñëîâíî èíòåðâàë âñåõ âîëíîâûõ ÷èñåë íà òðè
äèàïàçîíà: � íèçêèå âîëíîâûå ÷èñëà � (í), ñðåäíèå � (ñ) è
âûñîêèå � (â), êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. Èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà âîëíîâîãî ÷èñëà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî
ýíåðãèÿ îäíîâðåìåííî ìîæåò èäòè òîëüêî ëèáî èç ñðåäíåãî
ìàñøòàáà â âûñîêèé è íèçêèé, ëèáî èç âûñîêîãî è íèçêîãî
â ñðåäíèé, ò.å. â äâóìåðíîé æèäêîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîòîê
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ýíåðãèè íå òîëüêî îò áîëüøèõ ìàñøòàáîâ ê ìàëåíüêèì (áîëü-
øèå âèõðè ðàçðóøàþòñÿ, îáðàçóÿ ìàëûå âèõðè), íî è ïîòîê
ýíåðãèè îò ìàëûõ ìàñøòàáîâ ê áîëüøèì (ìàëûå âèõðè, ñëè-
âàÿñü, îáðàçóþò áîëüøèå). Â ðåàëüíîñòè â ïðèñóòñòâèè ìà-
ëîé äèññèïàöèè íà ìåëêèõ ìàñøòàáàõ ýòîò ïðîöåññ óñëîæíÿ-
åòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû äîëæíû óêàçàòü ìàñøòàá,
íà êîòîðîì èäåò ïîäêà÷êà ýíåðãèè, è ìàñøòàá, íà êîòîðîì
èäåò åå äèññèïàöèÿ. Ïðîìåæóòî÷íûå ìàñøòàáû îïðåäåëÿþò
â ýòîì ñëó÷àå êàñêàäû ýíñòðîôèè è ýíåðãèè ïî ñïåêòðó, åñëè
ýòè ìàñøòàáû ðàçäåëåíû.

Çàäà÷è

1. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè [0, 1] × [0, 1] âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1∫

0

1∫

0

J(ψ, η)F (ψ) dxdy = 0,

ãäå J(ψ, η) � äâóìåðíûé ÿêîáèàí

J(ψ, η) =
∂ψ

∂x
· ∂η

∂y
− ∂ψ

∂y
· ∂η

∂x
,

ψ, η � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, à
F � òàêæå äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà.

Ðåøåíèå

J(ψ, η)F (ψ) = F (ψ)
∂ψ

∂x
· ∂η

∂y
− F (ψ)

∂ψ

∂y
· ∂η

∂x
=

=
∂ϕ(ψ)

∂x
· ∂η

∂y
− ∂ϕ(ψ)

∂y
· ∂η

∂x
,

ãäå ϕ(ψ) =
∫

F (ψ) dψ. Äàëåå, èìååì

∂ϕ

∂x
· ∂η

∂y
− ∂ϕ

∂y
· ∂η

∂x
=

∂

∂y
η

∂ϕ

∂x
− ∂

∂x
η

∂ϕ

∂y
;
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Ïîñêîëüêó ∂

∂y
· ∂ϕ

∂x
=

∂

∂x
· ∂ϕ

∂y
, òî

1∫

0

1∫

0

(
∂

∂y
η

∂ϕ

∂x
− ∂

∂x
η

∂ϕ

∂y

)
dxdy = 0

â ñèëó óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè.

2. Ðåøèòü ïðîáëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

∂2ϕn

∂x2
= −λnϕn, x = [0, 1], ϕn(0) = ϕn(1) = 0.

Ðåøåíèå

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

ϕn = einx.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

−n2 = −λn, λn = ±n.

Îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

ϕn = Aei
√

λnx + Be−i
√

λnx.

Óäîâëåòâîðÿÿ êðàåâûì óñëîâèÿì, ïîëó÷èì:

A + B = 0, A = −B,

0 = A(ei
√

λ − e−i
√

λ),

îòñþäà
sin

√
λn = 0;

√
λn = nπ; λn = n2π2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
λn = n2π2,

ϕn = A · sin πnx.
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3. Âûïèñàòü òðè ôîðìû äâóìåðíîãî ÿêîáèàíà.

J(ψ, η) =
∂ψ

∂x
· ∂η

∂y
− ∂ψ

∂y
· ∂η

∂x

� ýòî èçâåñòíàÿ ôîðìà.
Åñëè ψ, η � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî

∂

∂x
· ∂

∂y
ψ =

∂

∂y
· ∂

∂x
ψ,

∂

∂x
· ∂

∂y
η =

∂

∂y
· ∂

∂x
η,

òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

J(ψ, η) =
∂

∂x
ψ

∂η

∂y
− ∂

∂y
ψ

∂η

∂x
,

J(ψ, η) =
∂

∂y
η

∂ψ

∂x
− ∂

∂x
η

∂ψ

∂y
.



Ãëàâà 8.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé äâó-
ìåðíîé áàðîòðîïíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè
ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ áàðîòðîïíûõ ïîòîêîâ, ìû
ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, êàñàþùèå-
ñÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ
óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûì ôóíêöèî-
íàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèé óðàâíåíèé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáëàäà-
åò ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì ðÿäîì îñîáåí-
íîñòåé, ñâÿçàííûõ, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ íåýêâèâàëåíòíîñòüþ
íîðì â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ñ ñóùåñòâîâàíè-
åì è åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ
âðåìåíè.

Ïóñòü èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ïîðîæäàåò çà-
äà÷ó Êîøè â íåêîòîðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B:

du

dt
= L(u), u(0) = u0, u ∈ B. (1)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå u ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
ïðè t > 0.
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Îïðåäåëåíèå 1

Ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿ-
ïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
âñÿêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè t = 0 óñëî-
âèþ ũ(0) = ũ0 òàêîìó, ÷òî ‖ũ(0)−u(0)‖B < δ, îïðåäåëåíî ïðè
âñåõ t > 0 è

‖ũ(t)− u(t)‖B < ε t > 0.

Îïðåäåëåíèå 2

Ðåøåíèå u(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî
Ëÿïóíîâó, åñëè:
à) îíî óñòîé÷èâî,
â) ñóùåñòâóåò ∆ � îêðåñòíîñòü u0 òàêàÿ, ÷òî åñëè
‖u0 − ũ0‖B < ∆, òî ‖u(t)− ũ(t)‖B → 0 ïðè t →∞.
Åñëè ∆ � âñå ïðîñòðàíñòâî, òî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ëîêàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Îïðåäåëåíèå 3

Ðåøåíèå u(t) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è ëþáîãî δ > 0 íàéäóòñÿ ũ(t) è t = t∗
òàêèå, ÷òî ‖u0 − ũ0‖B < δ, íî ‖ũ(t∗)− u(t∗)‖B > ε.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ëþáîãî
ðåøåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâî-
ãî ðåøåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê çàäà÷å

∂u′

∂t
= L(u + u′)− L(u), u′0 = 0.

Êàê èçâåñòíî, À.Ì. Ëÿïóíîâ ïðåäëîæèë äâà ìåòîäà èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïåðâûé ìåòîä îñíî-
âàí íà èçó÷åíèè ñïåêòðà ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà çàäà÷è
(1) è íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ôèçèêàìè ïðè èññëåäîâà-
íèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
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íûìè. Ìû â äàííîì êóðñå áóäåì â îñíîâíîì èñïîëüçîâàòü
ïåðâûé ìåòîä Ëÿïóíîâà, îäíàêî äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðè-
âåäåì íåñêîëüêî òåîðåì, â êîòîðûõ âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà
ñôîðìóëèðîâàí äëÿ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â äàëüíåéøåì âñå òåîðåìû áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû (åñëè
íåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê) îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî ðåøåíèÿ.

Ïîä ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà áóäåì ïîíèìàòü âåùåñòâåííîçíà÷-
íóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ V (u), îïðåäåëåííóþ â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîñòðàíñòâà B, ïðè÷åì V (0) = 0.
Ñâîéñòâà çíàêîîïðåäåëåííîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ýòîé
ôóíêöèè áóäóò îãîâàðèâàòüñÿ â óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
òåîðåì. Ïðîèçâîäíóþ ïî t îò ôóíêöèè V (u) íà ðåøåíèè u(t)
áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:

V̇ (u) = lim
V (u + hL(u))− V (u)

h
, h → 0. (2)

Ò å î ð å ì à 1 (óñòîé÷èâîñòü).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ â îêðåñòíîñòè ‖u‖B < h
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òàêàÿ ÷òî:

1. V (u) ≥ ϕ(‖u‖B),
ãäå ϕ(r) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(r) > 0, r > 0, ϕ(0) = 0.

2. V̇ (u) ≤ 0.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç α = ϕ(ε). Òàê êàê V (u) íåïðåðûâíà, òî ïóñòü V (u) < α,
åñëè ‖u‖B < δ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â t = t∗ u(t) = ε. Òîãäà,
ïîëàãàÿ ‖u0‖B < δ, ïîëó÷èì

α > V (u0) ≥ V (u(t∗)) = V (ε) ≥ ϕ(ε) = α

(â ñèëó óñëîâèé 2 è 1).
Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, u(t) < ε

âñåãäà, åñëè
‖u0‖B < δ.
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Ò å î ð å ì à 2 (àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü).
Ïóñòü V (u) òàêàÿ, ÷òî:

1. V (u) ≥ ϕ1(‖u‖B),
2. V̇ (u) ≤ −ϕ2(‖u‖B),

ãäå ϕi(r), (r ≥ 0) � ñòðîãî âîçðàñòàþùèå ïîëîæèòåëüíûå
ôóíêöèè. Òîãäà ðåøåíèå u = 0 óðàâíåíèÿ (1) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî.
Ò å î ð å ì à 3 (íåóñòîé÷èâîñòü).
Ïóñòü

1. V (u) ≥ ϕ1(‖u‖B),
2. V̇ (u) ≥ ϕ2(‖u‖B),

ãäå ϕi � ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Òîãäà ðåøåíèå
u = 0 çàäà÷è (1) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïåðâîìó ìåòîäó Ëÿïóíîâà (ïî ëèíåé-
íîìó ïðèáëèæåíèþ). Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòü
ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ðåøàåòñÿ íà îñíîâå òåîðåì ñëå-
äóþùåãî òèïà.

Ïóñòü â RN çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé:
ẋ = Ax + f(x), x(0) = x0, (3)

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, f(0) = 0.
Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñ-
ëè

Re λ(A) < 0 ‖f(x)‖/‖x‖ → 0, ‖x‖ → 0

(λ(A) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A). Íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (3) íåóñòîé÷èâî, åñëè åñòü õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå
÷èñëî

λ(A) Re λ(A) > 0.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â ñïåêòðå ìàòðèöû A ÷èñòî ìíèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå
ìîæåò áûòü ðåøåí ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ (îí ìîæåò
áûòü ðåøåí, åñëè f(x) ≡ 0, � â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê îïðåäåëåíèþ ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ).

Ìû íå áóäåì â äàííîì êóðñå îáñóæäàòü òåîðåìû îá óñòîé-
÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Òàêèå òåîðåìû
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ñóùåñòâóþò äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ñåêòîðèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ (íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà).
Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äàåò âîçìîæ-
íîñòü óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè èëè
íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå óñòîé-
÷èâîñòè áàðîòðîïíûõ äâóìåðíûõ ïîòîêîâ èäåàëüíîé æèäêî-
ñòè ìû íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé.

Çàäà÷è

1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

ẋ = Ax,

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íó-
ëåâîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è äëÿ ñëåäóþùåãî âèäà ìàòðèö:
à)

A ≡ −




2 −1 0
−1 2 −1

−1 2 −1
0 −1 2




á)

A ≡ −



2 0.4 0.4
0.3 4 0.4
0.1 0.1 5




â)

A ≡ −



2 0.4 0.2
0.1 3 0.4
0.1 0.1 4




ã)

A ≡


−2 5 0
−5 −2 −6

0 6 −2



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ä)

A ≡



0 −1 0
1 0 2
0 −2 0




2

.

2. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé
çàäà÷è:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
− u3, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0;

u(0, t) = u(1, t) = 0.

Ðåøåíèå

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà (â L2) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

V (u) =

1∫

0

u2 dx ≡ ‖u‖2
L2

.

Óìíîæèì óðàâíåíèå íà u è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî 1.
Ïîëó÷èì:

1

2

∂V

∂t
=

1∫

0

∂2u

∂x2
· u−

1∫

0

u4 dx = −
1∫

0

(
∂u

∂x

)2

dx−
1∫

0

u4 dx.

Èç íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå-Ñòåêëîâà-Ôðèäðèõñà èìååì:
1∫

0

u2 dx ≤
1∫

0

(
∂u

∂x

)2

dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

−
1∫

0

(
∂u

∂x

)2

≤ −
1∫

0

u2 dx

è
∂V

∂t
< 2

1∫

0

u2 dx = 2‖u‖2
L2

.

Ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.



Ãëàâà 9.

Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé
äâóìåðíîé èäåëüíîé íåñæèìåìîé æèä-
êîñòè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèõðÿ äëÿ äâóìåðíîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè:

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ, ∆ψ) = 0 (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé x è óñëî-
âèÿìè

v ≡ ∂ψ

∂x
= 0 y = y1, y2

(äëÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè íàì íåîáõîäèìî åùå óñëîâèå
ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè âäîëü ãðàíèö).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ψ̄ = ψ̄(y) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Óñòîé÷èâîñòü èìåííî òàêèõ ðåøåíèé ìû áóäåì èññëåäîâàòü
â ýòîé ëåêöèè.

Ïóñòü ψ = ψ̄ + ψ′, ∆ψ ≡ q = q̄ + ξ′, q̄ = ∆ψ̄, ãäå ψ′, ξ′ �
ìàëûå âîçìóùåíèÿ. Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (1) îòíîñèòåëüíî
ψ̄, q̄.
Ïîëó÷èì

∂ξ′

∂t
+ J(ψ̄, ξ′) + J(ψ′, q̄) = 0. (2)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

ū = −∂ψ̄

∂y
, v′ =

∂ψ′

∂x
,
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ìîæíî íàïèñàòü:
∂ξ′

∂t
+ ū

∂ξ′

∂x
+ v′

∂q̄

∂y
= 0,

(3)

ξ′ ≡ ∂v′

∂x
− ∂u′

∂y
= ∆ψ′.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðèçâåäåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ϕ, η) =
∫

L

y2∫

y1

dxdy,

ãäå L � ïåðèîä ïî x.
Óìíîæèì (3) ñêàëÿðíî íà v′. Ïîëó÷èì

−
∫∫

v′
(

∂ξ′

∂t
+ ū

∂ξ′

∂x

)
dxdy =

∫∫
v′2

∂q̄

∂y
dxdy. (4)

Ëåâóþ ÷àñòü (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−
∫∫

v′
(

∂ξ′

∂t
+ u

∂ξ′

∂x

)
dxdy = −

∫∫ (
∂ξ′v′

∂t
+ ū

∂ξ′v′

∂x

)
dxdy+

+
∫∫

ξ′
(

∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x

)
dxdy.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïî x

∫∫
ū
∂ξ′v′

∂x
dxdy = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ∫∫
ξv′ dxdy = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

∫∫
ξ′v′ dxdy =

∫∫ (
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
v′ dxdy =

∫∫ ∂v′2/2
∂x

dxdy−

−
∫∫

v′
∂u′

∂y
u dxdy =

∫∫ ∂

∂y
u′v′ dxdy +

∫∫
u′

∂v′

∂y
u dxdy =
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= −
∫∫

u′
∂u′

∂x
dxdy = −

∫∫ ∂u′2/2
∂x

dxdy = 0

â ñèëó óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ïî x è óñëîâèÿ v′ = 0 ïðè
y = y1, y2, è óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè ∂u′

∂x
+

∂v′

∂y
= 0.

Ïîëàãàÿ
∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x
' a′,

ãäå a′ åñòü óñêîðåíèå ÷àñòèöû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì:

∫∫
ξ′a′ dxdy =

∫∫
v′2

∂q̄

∂y
dxdy. (5)

Ïóñòü ÷àñòèöà æèäêîñòè ïåðåìåùàåòñÿ èç òî÷êè y0 â òî÷-
êó y, òàê ÷òî y − y0 = ∆y, ∆y � ìàëî. Ïîñêîëüêó â òî÷êå y0

çàâèõðåííîñòü ÷àñòèöû áûëà q̄(y0), à â òî÷êå y : q̄(y) + ξ′ è
çàâèõðåííîñòü ÷àñòèöû åñòü èíâàðèàíò, òî

ξ′ + q̄(y) = q̄(y0)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ′ = −∂q̄

∂y
∆y = −∂q̄

∂y
· v′ ·∆t.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ξ′ â ôîðìóëó (5), ïîëó÷èì:

−
∫∫ ∂q̄

∂y
v′a′∆t dxdy = .

∫∫
v′2

∂q̄

∂y
dxdy. (6)

Èç (6) âèäíî, ÷òî åñëè ∂q̄/∂y íå ìåíÿåò çíàêà, òî v′ è a′ èìåþò
ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè è ìîæíî îæèäàòü, ÷òî òàêîå òå÷å-
íèå áóäåò óñòîé÷èâûì. Òî, ÷òî ∂q̄/∂y íå ìåíÿåò çíàêà, îçíà-
÷àåò, ÷òî ∂q̄(y) íå èìååò ýêñòðåìóìîâ âíóòðè îáëàñòè, ò.å.
÷àñòèöû íå ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ
áåç èçìåíåíèÿ q̄. Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó
ξ′ = −∂q̄

∂y
v′∆t, òî ξ′v′ = −∂q̄

∂y
v′2∆t, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëü-

íûé ïîòîê çàâèõðåííîñòè íàïðàâëåí âñåãäà ïðîòèâ ãðàäèåíòà
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çàâèõðåííîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà. Ýòîò âûâîä îá îãðàíè÷åí-
íîñòè áåñêîíå÷íîìàëûõ âîçìóùåíèé ïðè ∂q̄

∂y
ìîæíî ïîëó÷èòü

áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì. Âûïèøåì ñíîâà óðàâíåíèå äëÿ âîç-
ìóùåíèÿ çàâèõðåííîñòè:

∂ξ′

∂t
+ ū

∂ξ′

∂x
+ v′

∂q̄

∂y
= 0.

Ïóñòü ∂q̄

∂y
> 0. Òîãäà

∂

∂t

∂ξ′

∂q̄/∂y
+

ū

∂q̄/∂y

∂ξ′

∂x
+ v′ = 0. (7)

Óìíîæèì (7) ñêàëÿðíî íà ξ′. Ïîëó÷èì:

∂

∂t

∫∫ ξ′2
∂q̄/∂y

dxdy = 0,

ïîñêîëüêó
∫∫

v′ξ′ dxdy = 0, ÷òî áûëî ïîêàçàíî íàìè ðàíåå.
∫∫

(
ξ12

∂q̄/∂y
) dxdy ìîæíî ïðèíÿòü çà íîðìó ðåøåíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

‖ξ′(t)‖ = ‖ξ′(0)‖.

×òîáû èçó÷èòü áîëåå òùàòåëüíî ïðîöåññû âîçáóæäåíèÿ
íåóñòîé÷èâîñòè, ðàññìîòðèì ìåòîä íîðìàëüíûõ ìîä, ò.å. ïðî-
áëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îïå-
ðàòîðà çàäà÷è (3). Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû â èññëåäóåìîì
óðàâíåíèè íå çàâèñÿò îò x è t, ðåøåíèå çàäà÷è (3) ìîæíî
èñêàòü â âèäå:

ψ′ = ψ′(y)eik(x−ct), (8)

ñâîäÿ åå ê ïðîáëåìå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(ū− c)(ψ′yy − k2ψ′) + q̄yψ
′ = 0. (9)
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ψ′ = 0 ïðè y = y1, y2.
Ïîñêîëüêó çàäà÷à (9) èìååò âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû,
òî êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ c áóäóò âîçíèêàòü ïàðàìè, îäíî èç
êîòîðûõ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåìó
(íåóñòîé÷èâîìó) ðåøåíèþ, äðóãîå � ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõà-
þùåìó ðåøåíèþ.

Ïóñòü ū 6= c íè â îäíîé òî÷êå îáëàñòè. Òîãäà ïîäåëèâ (9)
íà ū− c, ïîëó÷èì:

ψ′yy − k2ψ′ = − q̄y · ψ′
ū− c

. (10)

Óìíîæèì (10) íà ψ′∗ è ïðîèíòåãðèðóåì îò y1 äî y2. Ïîëó÷èì
y2∫

y1




∣∣∣∣∣
∂ψ′

∂y

∣∣∣∣∣
2

+ k2|ψ′|



2

dy =

y2∫

y1

q̄y|ψ′|2(ū− c∗)
|ū− c|2 dy. (11)

Ïðèðàâíèâàÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïðàâîé è ëåâîé
ñòîðîí ñîîòíîøåíèÿ (11), áóäåì èìåòü:

y2∫

y1




∣∣∣∣∣
∂ψ′

∂y

∣∣∣∣∣
2

+ k2|ψ′|



2

dy =

y2∫

y1

q̄y|ψ′|2(ū− cr)

|ū− c|2 dy,

ci

y2∫

y1

q̄y|ψ′|2
|ū− c|2 dy = 0, (12)

ãäå c = cr + ici. Åñëè ci 6= 0, ò.å. ìû èìååì íåóñòîé÷èâóþ
ìîäó, òî èç (12) ñëåäóåò, ÷òî q̄y äîëæíî ìåíÿòü çíàê âíóòðè
èíòåðâàëà (y1, y2). Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî íåîá-
õîäèìîãî óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðèíàäëåæèò Ðýëåþ.

Çàäà÷è

1. Ïîëó÷èòü îöåíêó ôàçîâîé ñêîðîñòè íåóñòîé÷èâûõ
ìîä ëèíåàðèçîâàííîãî îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
ψ = ψ(y) îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó äâóìåðíîé áà-
ðîòðîïíîé íåñæèìàþùåé èäåàëüíîé æèäêîñòè â êàíàëå íà
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ïëîñêîñòè (x, y) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ïî x è óñëîâè-
ÿìè íåïðîòåêàíèÿ ïî y.

Ðåøåíèå

Ïóñòü ci 6= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ = ψ′/(ū − c) ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ:

ψ′ = (ū− c) ϕ,

∂ψ′

∂y
= (ū− c)

∂ϕ

∂y
+

∂ū

∂y
ϕ,

∂2ψ′

∂y2
= (ū− c)

∂2ϕ

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂ϕ

∂y
+

∂2ū

∂y2
ϕ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò âèä:
∂2ψ′

∂y2
− k2ψ′ = −∂q̄/∂y · ψ′

ū− c
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(ū− c)
∂2ϕ

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂ϕ

∂y
+

∂2ū

∂y2
ϕ− k2(ū− c) ϕ =

∂2ū

∂y2
ϕ,

èëè
(ū− c)

∂2ϕ

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂ϕ

∂y
− k2(ū− c) ϕ = 0.

Óìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà (ū − c) è ðåçóëüòàò ïåðå-
ïèøåì â âèäå:

∂

∂y
(ū− c)2 ∂ϕ

∂y
− k2(ū− c)2 ϕ = 0.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà ϕ∗ è ïðîèíòåãðèðóåì îò y1 äî y2.
Ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷èì:

−
y2∫

y1

(ū− c)2

∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣∣
2

dy −
y2∫

y1

(ū− c)2 k2|ϕ|2 dy = 0.
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Ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

ci

y2∫

y1

(ū− cr)




∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣∣
2

+ k2|ϕ|2

 dy = 0.

Îòñþäà

cr =

y2∫
y1

ū
(∣∣∣∂ϕ

∂y

∣∣∣
2
+ k2|ϕ|2

)
dy

y2∫
y1

(∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣
2
+ k2|ϕ|2

)
dy

.

Ñëåäîâàòåëüíî, cr ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (ūmin, ūmax),
òî åñòü

ūmin < c2 < ūmax.

2. Ïðè óñëîâèÿõ çàäà÷è 1 âûïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè
âîçìóùåíèé

E ′ =
∫∫ u′2 + v′2

2
dxdy ≡

∫∫ |∇ψ′|2
2

dxdy.

Ðåøåíèå

Èñõîäíîå óðàâíåíèå äëÿ ∆ψ′ èìååò âèä:

∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂∆ψ′

∂x
+

∂ψ′

∂x
· ∂q̄

∂y
= 0.

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî íà ψ′, ïîëó÷èì

∂E ′

∂t
=

∫∫
ū

∂∆ψ′

∂x
· ψ′ =

∫∫
ū

∂

∂x

(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
ψ′ =

= −
∫∫

ū

(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
v′ =

∫∫
ū

∂u′

∂y
· v′ =

∫∫
ū

∂u′v′

∂y
−

−
∫∫

ūu′
∂v′

∂y
=

∫∫
ū

∂u′v′

∂y
+

∫∫
ūu′

∂u′

∂x
=

∫∫
ū

∂u′v′

∂y
=

= −
∫∫

u′v′
∂ū

∂y
.
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3. Äëÿ óñëîâèé çàäà÷è 1 ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ
τ = −u′v′ x äëÿ ðàñòóùèõ âîçìóùåíèé òèïà íîðìàëüíûõ ìîä.

Ðåøåíèå

τ = −Re u′ · Re v′ x = −1

4

[
∂ψ′

∂y
· eik(x−ct) +

∂ψ′∗

∂y
· e−ik(x−c∗t)

]x

×

×[ikψ′(eik(x−ct) − ikψ′∗e−ik(x−c∗t)] x =

= −ik

4

(
ψ′ · ∂ψ′∗

∂y
− ψ′∗

∂ψ

∂y

)
e2kcit.

Îòñþäà òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü
∂τ

∂y
=

k

2

(∂q̄/∂y) |ψ′|2cie
2kcit

|ū− c|2 .

Åñëè τ íà ãðàíèöàõ îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî ∂q̄/∂y äîëæíî
âíóòðè îáëàñòè ìåíÿòü çíàê (ýòî òåîðåìà Ðýëåÿ).

Åñëè ci = 0 è ū 6= c íèãäå âíóòðè îáëàñòè, ïðè óñëîâèè
îáðàùåíèÿ â íóëü τ íà ãðàíèöàõ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî τ ≡ 0
âíóòðè îáëàñòè.

4. Îïðåäåëèòü íàêëîí ëèíèé ïîñòîÿííûõ ψ′ äëÿ ðàñòóùèõ
âîçìóùåíèé (ïðè óñëîâèÿõ çàäà÷è 1).

Ðåøåíèå

Äëÿ íàðàñòàþùèõ âîçìóùåíèé èìååì (∂E ′/∂t) > 0, ò.å.

−
∫∫ ∂ū

∂y
v′u′ dxdy =

∫∫ ∂ū

∂y
· ∂ψ′

∂x
· ∂ψ′

∂y
dxdy > 0.

Íî
∂ψ′

∂x
·∂ψ′

∂y
·∂ū

∂y
=

∂ψ′/∂x

∂ψ′/∂y
·
(

∂ψ′

∂y

)2
∂ū

∂y
= −

(
dy

dx

)

ψ′=const

(
∂ψ′

∂y

)2
∂ū

∂y
.
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Èòàê, åñëè (∂ū/∂y) > 0, òî

−
(

dy

dx

)

ψ′=const

> 0

(
dy

dx

)

ψ′=const

< 0.

(Ïðè ∂ū/∂y < 0 ñîîòíîøåíèå îáðàòíîå.)



Ãëàâà 10.

Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ
áàðîòðîïíûõ ïîòîêîâ äâóìåðíîé èäå-
àëüíîé æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ñíîâà óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó äâó-
ìåðíîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè:

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ, ∆ψ) = 0. (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó â ïåðèîäè÷åñêîì êàíàëå ñ óñëî-
âèåì íåïðîòåêàíèÿ íà ãðàíèöàõ è óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ öèð-
êóëÿöèè:

y = y1, y2 : v = 0,
∂

∂t

∫

x
u dx = 0. (1′)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1′) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

J(ψ̄, ∆ψ̄) = 0. (2)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ψ̄ = F (∆ψ̄), ãäå F � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå.

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ó ò â å ð æ ä å í è å. Åñëè F (q) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìîå îòîáðàæåíèå è (∂F/∂q) > 0, òî ðåøåíèå ψ̄ óñòîé÷èâî ïî
Ëÿïóíîâó. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà (ïðèíàäëåæàùàÿ Àðíîëüäó)
îñíîâàíà íà äîêàçàííîì â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ óòâåðæäå-
íèè,
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÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (1′) îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èíâàðèàíòîâ
âèäà: ∫ ∫

D

Φ(∆ψ) dxdy = const,

ãäå Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå.
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1) ïðè äàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ

ñîõðàíÿåò òàêæå ýíåðãèþ
∫∫ |∇ψ|2

2
dxdy ≡ E,

òî ôóíêöèîíàë

I = E +
∫∫

Φ(q) ds, q ≡ ∆ψ, ds = dxdy

áóäåò òàêæå èíâàðèàíòîì. Äëÿ ψ = ψ̄:

I = Ī ≡ Ē +
∫∫

Φ(q̄) ds.

Åñëè ïðè t = 0 ïîëîæèòü ψ = ψ̄ + ψ′0, òî

I =
∫∫ ∇(ψ̄ + ψ′) · ∇(ψ̄ + ψ′)

2
ds +

∫∫
Φ(q̄ + q′) ds.

Ïîñêîëüêó I è Ī îò âðåìåíè íå çàâèñÿò, òî èíâàðèàíòîì áó-
äåò è I − Ī, âåëè÷èíà, êîòîðóþ ìîæíî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî
ìàëîé, áåðÿ äîñòàòî÷íî ìàëûå ψ′0 (â ñìûñëå âûáðàííîé íîð-
ìû). Ôóíêöèîíàë I ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

I = Ī + δI + δ2I + . . . ,

ãäå δI � ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà, δ2I � âòîðàÿ âàðèà-
öèÿ, è ò.ä. Èòàê, áóäåì èìåòü

I−Ī =
∫∫ ∇(ψ̄ + ψ′) · ∇(ψ̄ + ψ′)

2
ds+

∫∫
Φ(q̄) ds+

∫∫ ∂Φ

∂q̄
δq ds+
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+
∫∫ 1

2

∂2Φ

∂q̄2
·(δq)2 ds+0(δq3)−

∫∫ ∇ · (ψ̄) · ∇ψ̄

2
ds−

∫∫
Φ(q̄) ds =

=
∫∫

∇ψ̄ ·∇ψ′ ds+
∫∫ (∇ψ′)2

2
ds+

∫∫ 1

2

∂2Φ

∂q̄2
· (δq)2 ds+0(δq3),

ãäå δq = ∆ψ′. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
∫∫

∇ψ̄ · ∇ψ′ ds = −
∫∫

ψ̄ ·∆ψ′ ds = −
∫∫

ψ̄δq ds.

Èòàê, èìååì

δI =
∫∫

∇ψ̄ · ∇ψ′ ds +
∫∫ ∂Φ

∂q̄
δq ds =

∫∫ (
∂Φ

∂q̄
− ψ̄

)
δq ds.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Φ ïðîèçâîëüíà, òî åå ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà îáðàùàëàñü â 0:

∂Φ

∂q̄
= ψ̄.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìû ïîëîæèëè, ÷òî ψ̄ = F (q̄) è ∂F

∂q
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂ψ̄

∂q̄
=

∂2Φ

∂q̄2
> 0.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèîíàë I èìååò â
òî÷êå ψ = ψ̄ ìèíèìóì. Âûáåðåì ψ′0 ïðè t = 0 òàê, ÷òîáû

0(δq3) < ε1δ
2I. (4)

Âåëè÷èíó

δ2I =
1

2

∫∫
|∇ψ′|2 ds +

∫∫ 1

2

∂2Φ

∂q̄2
(∆ψ′)2 ds ≡ ‖ψ′‖2

Φ

ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå íîðìû, ò.ê. ∂2Φ

∂q̄2
> 0. Ïîñêîëüêó

ïî óñëîâèþ I − Ī � âåëè÷èíà ìàëàÿ, òî èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

(1− ε1)‖ψ′‖2
Φ ≤ γ ≤ (1 + ε1)‖ψ′‖2

Φ. (5)



82 Â. Ï.ÄÛÌÍÈÊÎÂ

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì
γ

1 + ε1

≤ ‖ψ′‖2
Φ ≤

γ

1− ε1

. (6)

Ñîîòíîøåíèå (6) ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîñòè, â
êîòîðîì çàâèñèìîñòü ìåæäó ε è δ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ε =
1 + ε1

1− ε1

δ.

Çàäà÷è

1. Ïîêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè âîçìîæíî ñóùå-
ñòâîâàíèå âîëí ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, åñëè ýíåðãèþ âîëí
îïðåäåëèòü êàê ðàçíîñòü ìåæäó ýíåðãèÿìè âîçìóùåííîãî è
íåâîçìóùåííîãî ïîòîêîâ.

Ðåøåíèå

Îïðåäåëèì ýíåðãèþ âîëíîâûõ äâèæåíèé ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

E =
∫∫ |∇(ψ̄ + ψ′)|2

2
ds−

∫∫ |∇ψ̄|2
2

ds =
∫∫ |∇ψ′|2

2
ds+

+
∫∫

(∇ψ′ · ∇ψ̄) ds.
Âûðàæåíèå äëÿ E ìîæåò áûòü ìåíüøå íóëÿ, åñëè

∫∫
(∇ψ′ · ∇ψ̄) ds < 0 è

∣∣∣∣
∫∫

∇ψ′;∇ψ̄ ds

∣∣∣∣ >
∫∫ |∇ψ′|2

2
ds.

Ïîñêîëüêó E � èíâàðèàíò, òî
∫∫ |∇ψ′|2

2
+ (∇ψ′ · ∇ψ̄) =

∫∫ |∇ψ′0|2
2

+ (∇ψ′0 · ∇ψ̄).

2. Ïóñòü äàíî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå:

∂u

∂t
+

∂uu

∂x
= 0.
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Âûïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ îñíîâíîãî ïîòîêà è âîçìóùåíèé, åñ-
ëè îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ (ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u = ū + u′,

òàê ÷òî ū′ = 0, ū · u′ = 0 è îïåðàòîð "̄ " è ∂

∂x
,

∂

∂t
êîììóòèðó-

þò äðóã ñ äðóãîì.

Ðåøåíèå
∂u

∂t
+

∂uu

∂x
= 0.

Ïðîâîäèì óñðåäíåíèå

∂ū

∂t
+

∂uu

∂x
= 0.

Ïóñòü u = ū + u′. Òîãäà

∂ū

∂t
+

∂ūū

∂x
+

∂u′u′

∂x
= 0.

Äàëåå:
∂(ū + u′)

∂t
+

∂

∂x
(ū + u′)(ū + u′) = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ u′:

∂u′

∂t
+ 2

∂ūu′

∂x
+

∂u′u′

∂x
− ∂u′u′

∂x
= 0.



Ãëàâà 11.

Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà
Â ïåðâîé ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé

ìîæåò áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σij = −pδij + dij, (1)

ãäå � äàâëåíèå, à dij åñòü äåâèàòîð.
Íåèçîòðîïíîñòü òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîæåò âîçíèêíóòü,

åñëè òîëüêî ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö. ßñ-
íî, ÷òî åñëè æèäêîñòü äâèæåòñÿ êàê îäíî öåëîå, òî äåâèàòîð
äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ðàññìàò-
ðèâàòü íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü � æèäêîñòü, â êîòîðîé òåí-
çîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé (äåâèàòîð) ëèíåéíî çàâèñèò îò ãðàäè-
åíòà ñêîðîñòåé ∂ui/∂xj. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåíåáðåãàåì
íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè â ðàçëîæåíèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïî
ãðàäèåíòàì ñêîðîñòåé. Òî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ñèëû çàâèñÿò
îò ðàçíîñòè ñêîðîñòåé, åñòü ýìïèðè÷åñêèé ôàêò.

Êàê ìû óæå óïîìÿíóëè âûøå, ïðè äâèæåíèÿõ æèäêîñòè
êàê òâåðäîãî òåëà äåâèàòîð äîëæåí îáðàùàòüñÿ â 0. Â ÷àñò-
íîñòè, íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàññìîòðå-
íèÿ òâåðäîãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ
îáðàùåíèÿ äåâèàòîðà â 0 ïðè òâåðäîì âðàùåíèè áóäåò ñëåäî-
âàòü, ÷òî òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé äîëæåí çàâèñåòü òîëüêî
îò êîìáèíàöèé âèäà ∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

,
∂ui

∂xi

.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü æèäêîñòü âðàùàåòñÿ êàê òâåðäîå

òåëî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~Ω. Òîãäà ñêîðîñòü ÷àñòèö áóäåò
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îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì ~u = ~Ω× ~r. Ïóñòü

~Ω = {Ω1, Ω2, Ω3}.

Òàê êàê

u1 = Ω2x3 − Ω3x2, u2 = Ω3x1 − Ω1x3, u3 = Ω1x2 − Ω2x1,

òî
∂ui

∂xk

+
∂uk

∂xi

= 0.

ßñíî òàêæå, ÷òî ∂ui

∂xi

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

dik = a

(
∂ui

∂xk

+
∂uk

∂xi

)
+ b

∂un

∂xn

δik. (2)

Ñëåäóÿ èäåîëîãèè âûâîäà óðàâíåíèé Ýéëåðà, ìû ìîæåì âû-
ïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî a è b íå çà-
âèñÿò îò êîîðäèíàò:

ρ
dui

dt
= − ∂p

∂xi

+
∂

∂xk

dik,

èëè

ρ
dui

dt
= − ∂p

∂xi

+ a
∑

k

∂2ui

∂x2
k

+ a
∂2uk

∂xi∂xk

+ b
∂2un

∂xi∂xn

,

èëè
ρ
dui

dt
= − ∂p

∂xi

+ a∆ui + (a + b)
∂

∂xi

div ~u. (3)

Íàéäåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó a è b. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äàâëåíèå p äîëæíî áûòü
ðàâíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîâåñíîìó äàâëåíèþ, ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî óñëîâèþ, ÷òî øïóð äåâèàòîðà äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ:

Spdij = 0.
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Íî øïóð äåâèàòîðà, ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, ðàâåí:

Spdij ≡ dii = 2a
∂ui

∂xi

+ 3b
∂ui

∂xi

.

Ñëåäîâàòåëüíî, 2a+3b = 0, b = −2

3
a, a + b =

1

3
a, è óðàâíåíèÿ

âÿçêîé æèäêîñòè ïðèìóò âèä:

ρ
dui

dt
= − ∂p

∂xi

+ a∆ui +
1

3
a

∂

∂xi

div ~u.

Åñëè îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè êàê µ =
a

ρ
, òî óðàâ-

íåíèÿ áóäóò èìåòü âèä:

d~u

dt
= −1

ρ
∇p + µ∆~u +

µ

3
∇ div ~u. (4)

Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d~u

dt
= −1

ρ
∇ρ + µ∆~u, div ~u = 0. (5)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ òå÷åíèé âÿç-
êîé æèäêîñòè.
1. Òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî îïèñàòü òå÷åíèå âÿçêîé
æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Òå÷åíèå ïîääåðæèâàåò-
ñÿ ïðîäîëüíûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ. Òå÷åíèå ñòàöèîíàðíîå.
Æèäêîñòü íåñæèìàåìà è îäíîðîäíà.
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- x

6
y

- u(y)

Ðèñ. 6

Ïîñêîëüêó òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ëèøü îäíîé êîìïîíåíòîé
ñêîðîñòè u = u(y), òî óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â äàííîì ñëó-
÷àå áóäóò èìåòü âèä:

−∂p

∂x
+ µ

∂2u

∂y2
= 0,

∂p

∂y
= 0.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî p = p(x). Èç ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ â ñèëó íåçàâèñèìîñòè p îò y è u îò x ïîëó÷èì:

∂2u

∂y2
=

1

µ

∂p

∂x
= λ = const.

Îòñþäà
∂u

∂y
= λy + a; u =

λy2

2
+ ay + b.

Êðàåâûå óñëîâèÿ: u = 0 ïðè y = 0, h. Ñëåäîâàòåëüíî,
b = 0, (λh2)/2 + ah = 0; a = −(λh)/2, u = λ/2(y − h)y, èëè
u = 1/2µ · ∂p/∂x(y − h)y. ×òîáû u áûëî > 0, íóæíî, ÷òîáû
∂p/∂x < 0.



88 Â. Ï.ÄÛÌÍÈÊÎÂ

2. Âÿçêèå âîëíû.
Ìû ïðèâåäåì ýòîò ïðèìåð â ñèëó åãî íåòðèâèàëüíîñòè �

â äàííîé çàäà÷å âÿçêîñòü âûñòóïàåò êàê ôèçè÷åñêèé ìåõà-
íèçì, îòâåòñòâåííûé çà âîçáóæäåíèå âîëíîâûõ äâèæåíèé â
æèäêîñòè. Òàêîå ÿâëåíèå âîçìîæíî, åñëè ìû çàäàäèì ïðî-
äîëüíîå êîëåáàíèå áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû

u|z=0 = u0e
−iωt, v = 0, w = 0.

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ðàññìîòðå-
íû â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè, çà-
ïîëíÿþùåé, íàïðèìåð, ïîëóïðîñòðàíñòâî. ßñíî, ÷òî äëÿ èäå-
àëüíîé æèäêîñòè ìû ìîãëè ïîñòàâèòü òîëüêî óñëîâèå
w = 0 � óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ. Óðàâíåíèå, êîòîðîå ìû äîëæíû
ðåøèòü, èìååò âèä:

∂u

∂t
= µ

∂2u

∂z2
. (6)

Â êà÷åñòâå âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ ïðèìåì óñëîâèå u →
0 ïðè z →∞ (ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ êîíå÷íîñòè
âîëíîâîé ýíåðãèè). Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u = u0 exp(i(kz − ωt)).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (6), ïîëó÷èì:

−iω = −k2µ, k = ±
√

iω

µ
= ±

[
1 + i√

2

] √
ω

µ
.

Â ñèëó âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ ìû ìîæåì âûáðàòü òîëüêî

k = +

[
1 + i√

2

] √
ω

µ
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

u = u0 exp

(
−

√
ω

2µ
· z

)
exp

(
i

{√
ω

2µ
· z − ωt

})
.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî èìåííî âÿçêèå âîëíû, ò.ê. ÷åì
áîëüøå âÿçêîñòü, òåì íà áîëüøóþ ãëóáèíó ïðîíèêàþò âîëíû.
Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå äëèíû âÿçêîé
âîëíû ñ óâåëè÷åíèåì âÿçêîñòè.

Çàäà÷è

1. Âûïèñàòü ñèëó, äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîì òå÷åíèè Ïóàçåé-
ëÿ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà åäèíèöó ïëîùàäè êàæäîé èç ïëà-
ñòèí.

Ðåøåíèå

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëàñòèíó ïðè
y = 0. Èñêîìàÿ ñèëà ïî îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ
åñòü:

fx = µ
∂u

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

.

Òàê êàê u = − 1

2µ

∂p

∂x
(h− y)y, òî fx = −1

2

∂p

∂x
h. Òàê êàê ∂p

∂x
< 0,

òî fx > 0.

2. Ðàññ÷èòàòü òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ â êðóãëîé òðóáå ðàäèóñà R.

Ðåøåíèå

Íàïðàâèì îñü x âäîëü òðóáû. Áóäåì èñïîëüçîâàòü öèëèí-
äðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, r, ϕ). Òàê êàê òå÷åíèå ñèì-
ìåòðè÷íî ïî ϕ, òî

∂p

∂ϕ
= 0,

∂p

∂r
= 0,

∂p

∂x
= λ = const.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
=

1

µ

∂p

∂x
= λ.
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Îòñþäà
du

dr
= λ

r

2
+

a

r
.

×òîáû ∂u/∂r áûëî êîíå÷íî âåçäå (êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ
r = 0 → r(∂u/∂r) → 0 ïðè r → 0), íóæíî ïîëîæèòü a = 0.
Èòàê,

u =
λr2

4
+ b.

Âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå: u = 0 ïðè r = R. Îòñþäà

b = −λR2

4
.

Òàêèì îáðàçîì,

u =
λ

4
(r2 −R2), è ò.ê. λ =

1

µ

∂p

∂x
,

òî
u = −∂p/∂x

4µ
(R2 − r2).

3. Âûïèñàòü ïîëíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ ñî ñòîðîíû æèäêî-
ñòè íà åäèíèöó äëèíû òðóáû. (Çàäà÷à 2).

Ðåøåíèå

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó äëèíû îêðóæíîñòè òðó-
áû, åñòü fx = −µ

∂u

∂r
(çíàê "− " èñïîëüçîâàí, ò.ê. ∂u

∂r
< 0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
fx = −∂p/∂x

2
·R.

Ïîëíàÿ ñèëà
f = 2πRfx = πR2

∣∣∣∣∣
∂p

∂x

∣∣∣∣∣ .

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ýòà ñèëà óðàâíîâåøèâàåòñÿ ãðàäè-
åíòîì äàâëåíèÿ.



Ãëàâà 12.

Óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè âîçíèêàåò ðÿä îñîáåííîñòåé. Íàïðèìåð, åñëè ìû èçó÷à-
åì òå÷åíèÿ â êàíàëå ñ óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêàõ, òî
íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè íå áóäóò
ïðåäåëüíûìè òå÷åíèÿìè âÿçêîé æèäêîñòè ïðè êîýôôèöèåí-
òå âÿçêîñòè, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, èç-çà óñëîâèé ïðèëèïà-
íèÿ � â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñòåíêè áóäåò îáðàçîâûâàòüñÿ ïî-
ãðàíè÷íûé ñëîé. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ êðàåâûõ
óñëîâèé (íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðíûõ òå÷åíèé íà ñôåðå èëè â
òîðå) ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû âîçìîæíû.

Äàëåå, äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíåé
âîçáóæäàþùåé ñèëû è îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé àñèìï-
òîòè÷åñêèì ðåøåíèåì áóäåò íóëü, è ýòî ðåøåíèå, ñëåäîâà-
òåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû äâóìåðíûå óðàâ-
íåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ρ = ρ0 =const

d~u

dt
= − 1

ρ0

∇p + µ∆~u, div ~u = 0. (1)

Çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êàíàëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëî-
âèÿìè è óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ ïî y: u, v = 0 ïðè y = y1, y2.
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè. Ñ ýòîé öåëüþ ñèñòåìó (1)
óìíîæèì ñêàëÿðíî â R2 íà ~u è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè D.
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Ïîëó÷èì:
∂E

∂t
= −

∫∫ 1

ρ0

∇p ·~u dD+
∫∫

µ∆~u ·~u dD = −
∫∫ 1

ρ0

div p~u dD+

+
1

ρ0

∫∫
p div ~u dD+µ

∫∫
∇·(∇·~u·~u) dD−µ

∫∫
∇~u·∇~u dD,

ãäå E =
∫∫

(~u · ~u) dD

Îòñþäà â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé áóäåì èìåòü:
∂E

∂t
= −

∫∫
µ∇~u · ∇~u dD. (2)

Â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ
∫∫

(~u · ~u) dD ≤ c
∫∫

∇~u · ∇~u dD.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
∂E

∂t
≤ −2cµE,

ò.å. ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî.
×òîáû èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèé,

ìû äîëæíû â îáùåì ñëó÷àå ââåñòè âîçáóæäàþùóþ ñèëó ëèáî
íåîäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ:

d~u

dt
= − 1

ρ0

∇p + µ∆~u + ~f, div ~u = 0. (3)

Ïóñòü ~f íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Òîãäà èññëåäóåìîå íà óñòîé-
÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ:

~u · ∇~u = − 1

ρ0

∇p + µ∆~u + ~f, div ~u = 0.

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíóþ íåñæèìàåìóþæèä-
êîñòü, òî ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ òîêà

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
, ω ≡ ∂v

∂x
− ∂u

∂y
= ∆ψ
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è ñâåñòè óðàâíåíèå (3) ê óðàâíåíèþ äëÿ âèõðÿ, êàê ìû ýòî
äåëàëè â ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè:

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = µ∆ω + rotz

~f. (4)

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå êðàåâûå
óñëîâèÿ. ×òîáû èñêëþ÷èòü ýòó ïðîáëåìó, áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òå÷åíèÿ äâóìåðíîé æèäêîñòè â äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîì
êàíàëå (òîðå).

Ïóñòü ω̄, ψ̄ åñòü çàâèõðåííîñòü è ôóíêöèÿ òîêà ñòàöèîíàð-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4):

J(ψ̄, ω̄) = µ∆ω + rotz
~f.

Ïóñòü

ψ′ = ψ − ψ̄, ω′ = ω − ω̄ ≡ ∆~ψ −∆ψ̄ ≡ ∆ψ′.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ω′ áóäåò èìåòü âèä:

∂ω′

∂t
+ J(ψ̄, ω′)J(∆−1ω′, ω̄) + J(ψ′, ω′) = µ∆ω′. (6)

Òàê êàê ψ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå (6) â ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëü-
íîì êîíñòàíòå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷èòàòü îïåðàòîð ∆−1 îãðà-
íè÷åííûì.

Ïóñòü

Lω′ ≡ µ∆ω′ − J(ψ̄, ω′)− J(∆−1ω′, ω̄). (7)

Îïåðàòîð L ëèíååí è èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó. Îïðå-
äåëèì îáû÷íûì îáðàçîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(η, ξ) =
∫∫

ηξ dD.

Óìíîæèì (6) ñêàëÿðíî íà ω′. Ïîëó÷èì:

1

2

∂

∂t
(ω′, ω′) = (Lω′, ω′), (8)
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ïîñêîëüêó íàìè óæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

(J(ψ′, ω′), ω′) = 0.

Òàê êàê
(Lω′, ω′) = (Sω′, ω′), S =

L + L∗

2
,

ãäå S ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, èìåþùèé êîìïàêòíóþ ðå-
çîëüâåíòó è, ñëåäîâàòåëüíî ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð, è ïî-
ðîæäàþùèé ïîëíóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå ω̄
áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè îïåðàòîð S îòðèöàòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåí � (Sϕ, ϕ) ≤ 0 èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, åñëè âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà S → λ(S) ≤ 0.

Èñòîðè÷åñêè óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ âÿçêèõ òå÷åíèé,
çàâèñÿùèõ òîëüêî îò êîîðäèíàòû y, èññëåäîâàëàñü ñ ïîìî-
ùüþ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê òàê íàçû-
âàåìîìó óðàâíåíèþ Îððà-Çîììåðôåëüäà. Ðåøåíèþ ýòîé çà-
äà÷è ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.



Ïðèëîæåíèå

Ïðèíöèïû êëàññè÷åñêîé
òåðìîäèíàìèêè

Â íàñòîÿùåì ïðèëîæåíèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñ-
íîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîâåñíîé
òåðìîäèíàìèêè ìåíÿþòñÿ ìàëî.

Ïåðâûé ïðèíöèï ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ãëàñèò, ÷òî
âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ íåçà-
âèñèìûìè ïàðàìåòðàìè, íàïðèìåð óäåëüíûì îáüåìîì è äàâ-
ëåíèåì (V, p). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé æèäêîñòè íåîá-
õîäèìî âûïèñàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùåå òðåòèé
òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð ñ ýòèìè äâóìÿ: f(p, V, T ) = 0.
Âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì �
îí îáóñëîâëåí êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòüþ ñôîðìóëèðîâàí-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè.

Âòîðîé ïðèíöèï ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ñîñòîÿíèå æèäêî-
ñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ åå âíóòðåííåé ýíåðãèåé. Ýòà âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèòîêà òåïëà è ïðîèçâåäåííîé
ðàáîòû, ïðè÷åì èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè çàâèñÿò òîëü-
êî îò íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, â òî âðåìÿ
êàê ðàáîòà è ïîäâîäèìîå òåïëî ìîãóò çàâèñåòü îò ïóòè, ïî
êîòîðîìó ñèñòåìà èäåò ê êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ.

Ïóñòü
∆E = Q + W,

ãäå ∆E � èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè, Q � ïîäâîäèìîå
òåïëî, W � ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñèñòåìîé. Åñëè Q = 0, òî
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òàêèå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àäèàáàòè÷å-
ñêèìè.

Îáðàòèìûå ïðîöåññû - ýòî ïðîöåññû, êîòîðûå èäóò òàê
ìåäëåííî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà âñåãäà íàõîäèòñÿ
â ðàâíîâåñèè. Äëÿ ïðîöåññà ñæàòèÿ æèäêîñòè (îáðàòèìîãî)
ìîæíî íàïèñàòü:

δE = δQ− pδV.

Óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ñîîòíîøåíèåì:

c =
δQ

δT
.

ßñíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå äàåò åäèíñòâåííîñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî,

δQ =

(
∂E

∂p

)

V

δp +

(
∂E

∂p

)

p

δV + pδV,

δT =

(
∂T

∂p

)

V

δp +

(
∂T

∂p

)

p

δV.

Òîãäà

cp =

(
δQ

δT

)

δp=0

=

(
∂E

∂T

)

p

+ p

(
∂V

∂T

)

p

,

cV =

(
δQ

δT

)

δV =0

=

(
∂E

∂T

)

V

.

Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ ÷åðåç ñî-
îòíîøåíèå

TδS = δQ.

(Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ îáðàòèìûõ ïðî-
öåññîâ.) Ñëåäîâàòåëüíî,

TδS = δE + pδV.
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Äðóãàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, óäîáíàÿ äëÿ îïèñàíèÿ æèäêî-
ñòåé, åñòü ýíòàëüïèÿ:

I = E + pV.

Ýíòàëüïèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè íà åäèíèöó ìàññû.
Èìååì:

δI = δE + pδV + V δp = TδS + V δp.

Äëÿ îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ïîñòîÿííîì
äàâëåíèè, δI = δQ. Åùå îäíà ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ðàçìåð-
íîñòü ýíåðãèè íà åäèíèöó ìàññû, � ýòî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ
Ãåëüìãîëüöà:

F = E − TS.

Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:
δF = −pδV − SδT.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå (îáðàòèìîì è
íåîáðàòèìîì)

δF = −pδV,

è åñëè ïðîöåññ îáðàòèìûé, òî ýòî ðàáîòà.
×åòûðå ïîëåçíûõ òîæäåñòâà, èçâåñòíûõ êàê òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ Ìàêñâåëëà, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
(

∂p

∂S

)

V

= −
(

∂T

∂V

)

S

,

(
∂V

∂S

)

p

=

(
∂T

∂p

)

S

,

(
∂V

∂T

)

p

= −
(

∂S

∂p

)

T

,

(
∂p

∂T

)

V

=

(
∂S

∂V

)

T

,

Ïåðâîå ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèé:
(

∂E

∂V

)

S

= −p,

(
∂E

∂S

)

V

= T,

îñòàëüíûå òðè èç ôóíêöèé:
E + pV, E − TS, E + pV − TS.
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Çàäà÷è

1. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñóõîé àäèàáàòû äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà.

Ðåøåíèå

Äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà dQ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

cV dT + pdV = 0.

Òàê êàê p = RT/V , òî cp = cV + R:

lg T +
R

cp

lg V = const ≡ c.

Îòñþäà
T (V )R/cV = c1, èëè T cp/cV

pR/cV
= c1.

2. Äîêàçàòü, ÷òî dS =
dQ

T
åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë.
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