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Àííîòàöèÿ

Â êíèãå ðàññìîòðåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà ãåî-
ôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè è ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðîãíîçà
ïîãîäû è èçìåíåíèé êëèìàòà � ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè è
ïðåäñêàçóåìîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïðî-
öåññîâ. Äàííàÿ ïðîáëåìà èçó÷àåòñÿ ñ ïîçèöèé òð¼õ íàóê
� ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Êðîìå òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
êðóïíîìàñøòàáíóþ äèíàìèêó àòìîñôåðû (çàäà÷è ïðîãíîçà
ïîãîäû) â êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ïîäõîäû è ìåòîäû,
ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (çàäà÷è
ïðîãíîçà èçìåíåíèé êëèìàòà). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ââîäèòñÿ ïî-
íÿòèå ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè ÷åðåç ïðîöåäóðó ñõî-
äèìîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ê å¼ ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé èäåàëüíîé
æèäêîñòè îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèþ èí-
òåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ êàê â ñëó÷àå íåëèíåéíîé çàäà÷è,
òàê è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ. Ñóùåñòâåííàÿ
÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà âû÷èñëèòåëüíûì àñïåêòàì òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè � àïïðîêñèìàöèè ñïåêòðà ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ íà îñíîâå ãàë¼ðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé è êîíå÷íîìåð-
íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ñõîäèìî-
ñòè, ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ è ñâîéñòâàì ñèììåòðèè ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà, àïïðîêñèìàöèè õàðàêòåðèñòèê õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ, ïîðîæäàåìûõ àòìîñôåðíûìè ìîäåëÿìè è äð.
Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, îòâåò-
ñòâåííûå çà ôîðìèðîâàíèå ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè
êðóïíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè àòìîñôåðû. Ïðè èññëåäîâà-
íèè àêòóàëüíîé ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé òåîðèè êëèìàòà �
÷óâñòâèòåëüíîñòè êëèìàòà ê ìàëûì âíåøíèì âîçäåéñòâè-
ÿì � èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
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îòêëèêà íà ýòè âîçìóùåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëÿìè îáùåé öèðêóëÿöèè àò-
ìîñôåðû, ïîêàçûâàþùèå âûñîêóþ òî÷íîñòü äàííîãî ïîä-
õîäà, ïîçâîëÿþùåãî â ïðèíöèïå èññëåäîâàòü ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü ðåàëüíîé êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû ê ìàëûì âíåøíèì
âîçäåéñòâèÿì íà îñíîâå äàííûõ íàáëþäåíèé.

Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ãåîôèçè-
÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, ïðîãíîçà ïîãîäû è òåîðèè êëèìàòà,
à òàêæå íà ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöè-
àëüíîñòåé.



Ïðåäèñëîâèå

Ëþáîìó àâòîðó, ñîáèðàþùåìóñÿ íàïèñàòü êíèãó, íåîáõî-
äèìî äàòü îòâåò íà âîïðîñ: íà êàêîé èìåííî êðóã ÷èòàòå-
ëåé îí ðàññ÷èòûâàåò? Äåñÿòü ëåò íàçàä ìû ñ ïðîôåññîðîì
À.Í.Ôèëàòîâûì ðåøèëè èçäàòü â ÑØÀ êíèãó �Ìàòåìàòèêà
êëèìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ�. Êíèãà áûëà èçäàíà, íî îä-
íà ïðåäâàðèòåëüíàÿ ðåöåíçèÿ íà íå¼ ìåíÿ î÷åíü îãîð÷èëà:
ðåöåíçåíò ïèñàë, ÷òî åìó íåÿñíî, íà êîãî ðàññ÷èòàíà êíè-
ãà. Âðîäå áû îíà íàïèñàíà äëÿ ëþäåé, çàíèìàþùèõñÿ ìî-
äåëèðîâàíèåì êëèìàòà, îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêèé óðîâåíü åå
òàêîé, ÷òî èç ñòà ñòóäåíòîâ, çàíèìàþùèõñÿ â óíèâåðñèòåòå,
ãäå ðàáîòàë ðåöåíçåíò, âðÿä ëè áîëåå 5 ÷åëîâåê çàèíòåðå-
ñóþòñÿ ýòîé ïðîáëåìîé, à èç íèõ ìîæåò áûòü îäèí ïîéìåò,
÷òî æå òàì íàïèñàíî. Òóò âîçíèêàþò äâà ïðåäïîëîæåíèÿ:
ëèáî êíèãà äåéñòâèòåëüíî ïèñàëàñü äëÿ �íèêîãî�, ëèáî îá-
ðàçîâàíèå â äàííîì êîíêðåòíîì àìåðèêàíñêîì óíèâåðñèòåòå
íåäîñòàòî÷íî âûñîêî. Òàê èëè èíà÷å, íî âî ìíå â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ñîçðåëî óáåæäåíèå (îíî çðåëî â òå÷åíèå ïîñëåä-
íèõ äåñÿòèëåòèé), ÷òî ïîñêîëüêó ìåòåîðîëîãèÿ âûøëà èç
�ïåëåíîê� ñàìîäîñòàòî÷íîñòè è ñòàëà ÷àñòüþ ôèçèêè, òî â
íåé äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû âñå ìàòåìàòè÷åñêèå äîñòè-
æåíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò, òàê èëè èíà÷å èìåþùèõ îòíîøåíèå
ê ýòîé îáëàñòè çíàíèé. Ýòî âíåäðåíèå ñîâðåìåííîé ìàòå-
ìàòèêè â ôèçèêó àòìîñôåðû íåòðóäíî ïðîñëåäèòü ïî òàêî-
ìó æóðíàëó êàê JAS. Ñíà÷àëà â íåì áóðíûì ïîòîêîì ïî-
øëè ñòàòüè, èñïîëüçóþùèå ñîâðåìåííûå ìåòîäû ëèíåéíîé
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àëãåáðû, çàòåì íà÷àëñÿ íîâûé ïåðåõîä ê ôóíêöèîíàëüíîìó
àíàëèçó è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàñêîëüêî ÿ çíàþ,
â ÑØÀ îòêðûòà ïðîãðàììà � ìàòåìàòèêà â ôèçèêó àòìî-
ñôåðû!

Çäåñü ðå÷ü èäåò íå î âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäàõ, èñïîëü-
çóåìûõ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêè � â ýòîé ÷àñòè âñå áûëî â ïîðÿäêå, áîëåå òîãî, ìå-
òåîðîëîãè è îêåàíîëîãè ÷àñòî îïåðåæàëè ïðîôåññèîíàëü-
íûõ ìàòåìàòèêîâ â èçîáðåòåíèè ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ, ðå÷ü
èäåò î ïðèìåíåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ìàòåìà-
òèêè ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ ñëîæíûõ îáúåêòîâ êàê àòìî-
ñôåðà è îêåàí.

Îòâëå÷åìñÿ íà âðåìÿ îò îêåàíà ñ åãî ñïåöèôè÷åñêèìè
ðûáíûìè, íåôòÿíûìè è ãàçîâûìè ïðîáëåìàìè. ×òî èíòåðå-
ñóåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ÷åëîâåêà, æèâóùåãî â íèæíåì ñëîå
àòìîñôåðû? Êëþ÷åâûìè ïðîáëåìàìè âñåãäà áûë ïðîãíîç
ïîãîäû è èçìåíåíèÿ êëèìàòà (ëèøü â ïîñëåäíèå ãîäû ñòà-
ëè èíòåðåñîâàòüñÿ ìàãíèòíûìè ïîëÿìè). Äàëåêî íå âñå ìå-
òåîðîëîãè â íå òàêîì óæ äàëåêîì ïðîøëîì ïîíèìàëè, ÷òî
ïðîãíîç ïîãîäû ïî ñóùåñòâó ïðîáëåìà âåðîÿòíîñòíàÿ (ñî-
âðåìåííîå îïðåäåëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîãíîçà, ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, åñòü ïîíÿòèå óñëîâíîå). Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ñàìà òðàåêòîðèÿ êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû ñèëüíî
íåóñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó � êàê óãîäíî ìàëûå îøèáêè â íà-
÷àëüíûõ äàííûõ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðèâåäóò ê êîíå÷íûì
îøèáêàì ïðîãíîçà. Êàê òîëüêî ýòà ïðîáëåìà áûëà ïîíÿòà,
ñðàçó âîçíèêëî ìíîãî ðàçíûõ ïîëåçíûõ çàäà÷:

1. Êàêîâà ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ îøèáêè?
2. Áûâàþò ëè ñèòóàöèè, êîãäà ýòà ñêîðîñòü ìàëà è ÷åì

îíà ñîáñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ?
3. Êàêèå ñòðóêòóðû íàèáîëåå ïðåäñêàçóåìû?
4. Êàêîâà ðîëü âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê àòìîñôåðå âîç-

äåéñòâèé â ïðåäñêàçàíèè ïîãîäû?
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5. Êàê ïðåäñêàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûå ñîáûòèÿ è êàêîâû
èõ ÷àñòîòû?

Ìîæíî ïåðå÷èñëÿòü ìíîãî äðóãèõ çàäà÷, íî ìíå õîòå-
ëîñü áû òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííîå ïîíèìàíèå ïðî-
áëåìû ïðîãíîçà ñâîäèòñÿ ê òðåì ïðîñòûì âåùàì: íóæíà êàê
ìîæíî áîëåå òî÷íàÿ ìîäåëü ñèñòåìû (â ñèëó íåóñòîé÷èâî-
ñòè òðàåêòîðèè ê ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèì âîçìóùåíèÿì).
Íóæíû êàê ìîæíî áîëåå òî÷íûå íà÷àëüíûå äàííûå (â ñè-
ëó íåóñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèè ê îøèáêàì íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ). Íóæíû êàê ìîæíî áîëåå ìîùíûå êîìïüþòåðû, ÷òî-
áû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ìîùíûå ìîäåëè è èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îöåíèâàíèÿ ôàêòè÷åñêîãî ðî-
ñòà îøèáîê (ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè) è îïðåäåëÿòü ïðåäåë
ïîëåçíîãî ïðîãíîçà. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ïðîãíî-
çà ïîãîäû (êðàòêîñðî÷íîãî è ñðåäíåñðî÷íîãî) ñòàëî â áîëü-
øîé ñòåïåíè ïðîáëåìîé òåõíîëîãè÷åñêîé. Îòëè÷èå ýòîé çà-
äà÷è îò çàäà÷è èçìåíåíèÿ êëèìàòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ìû èìååì áîëüøóþ âûáîðêó (ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãíîçîâ íà
íåñêîëüêî äíåé) äàííûõ íàáëþäåíèé, è óñïåøíîñòü ïðîãíî-
ñòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñòî ñòàòèñòè-
÷åñêèì ïóòåì. Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå âñòðåòèìñÿ ñ ñè-
òóàöèåé, óñïåøíûé ïðîãíîç êîòîðîé ïîòðåáóåò ïîíèìàíèÿ
÷åãî-òî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî, íå îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿ-
ìè ãèäðîòåðìîäèíàìèêè, íàïðèìåð, ñèòóàöèÿ áóäåò ñâÿçàíà
ñ ïîòîêîì âîçìóùåíèé èç âåðõíåé àòìîñôåðû èëè ñ êàêèìè-
òî ãåîäèíàìè÷åñêèìè ýôôåêòàìè, îäíàêî, ýòî íèêàê íå èç-
ìåíÿåò èçëîæåííóþ âûøå ñõåìó.

Ñîâñåì äðóãàÿ ñèòóàöèÿ èìååòñÿ â îòíîøåíèè êëèìà-
òè÷åñêèõ èçìåíåíèé. Ïðåæäå âñåãî, ìû âñòðå÷àåìñÿ çäåñü
ñ áîëüøîé ïóòàíèöåé âî âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ. Ïðîáëå-
ìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñàì âðåìåííîé ìàñøòàá íå
îïðåäåëåí â îïðåäåëåíèè êëèìàòà. Êëèìàò � ýòî àíñàìáëü
ñîñòîÿíèé, ïðîõîäèìûé êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìîé (àòìîñôå-
ðîé, îêåàíîì, ñóøåé, êðèîñôåðîé, áèîòîé) çà äîñòàòî÷íî
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áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ýíåðãîçíà÷èìûìè âðåìåí-
íûìè ìàñøòàáàìè ÿâëÿþòñÿ ìàñøòàáû îò äåñÿòêîâ ìèíóò
äî òûñÿ÷ ëåò, ò.å. åñëè ìû âûáåðåì ïîäõîäÿùèé ñ òî÷êè
çðåíèÿ æèçíè ÷åëîâå÷åñêîãî ïîêîëåíèÿ â îïðåäåëåíèè
êëèìàòà ìàñøòàá ∼ 30 ëåò (÷òî íà ñàìîì äåëå è ñäåëàíî),
òî ÿñíî, ÷òî êëèìàò (àíñàìáëü êàê ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé
íà íåì ìåðîé) áóäåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì â ñèëó âíóò-
ðåííåé äèíàìèêè ñèñòåìû. Ýòî ôàêò î÷åâèäíûé. Õîðîøî,
êîíå÷íî, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âûáðàòü ýòîò
ìàñøòàá âðåìåíè áåñêîíå÷íûì, òîãäà êëèìàò ïðè ïîñòîÿí-
íûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ íåèçìåíåí è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
òîëüêî ïîä âîçäåéñòâèåì èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ñèë. ßñíî,
÷òî äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ðàìêàõ ÷åëîâå÷åñêîé æèçíè,
ïîæàëóé, ýòî îïðåäåëåíèå íåóäîáíî. Ïîýòîìó â ïðîáëåìå
êëèìàòà âîçíèêàþò äâå ôóíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è � ïðîãíîç
åãî âíóòðåííåé èçìåí÷èâîñòè è ïðîãíîç åãî èçìåíåíèé
ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ (íàïðèìåð, àíòðîïîãåííûõ)
âîçäåéñòâèé.

Òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
àòìîñôåðà è îêåàí � ýòî òîíêèå ïëåíêè, âåðòèêàëüíîå äâè-
æåíèå â íèõ îòâå÷àåò çà ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè è ñìîäå-
ëèðîâàòü èõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïðàêòè÷åñêè íåâîç-
ìîæíî. Â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íåò è äîñòàòî÷íî äëèííûõ
ðÿäîâ äàííûõ íàáëþäåíèé, ÷òîáû ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî
ìîæíî áûëî ñóäèòü î êîëè÷åñòâåííûõ èçìåíåíèÿõ êëèìà-
òè÷åñêîé ñèñòåìû. Âñå äàííûå � ýòî ðàçðîçíåííûå ñâèäå-
òåëüñòâà èçìåíåíèé íåêîòîðûõ êëèìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, è ÷òîáû âîññòà-
íîâèòü ïîëíóþ êàðòèíó, íåîáõîäèìî ðåøàòü îáðàòíûå çàäà-
÷è, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ïðàêòè÷åñêè âñåãäà íåêîððåêò-
íû. ×òî îñòàåòñÿ? Îñòàåòñÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Íóæíî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êî-
òîðàÿ áû óäîâëåòâîðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèëà ñîâðåìåííûé
êëèìàò. Î÷åíü æåëàòåëüíî, ÷òîáû ýòà ìîäåëü âîñïðîèçâî-
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äèëà öèêëû Ìèëàíêîâè÷à, äà è ìíîãîå äðóãîå. Íî êàê óæå
áûëî ñêàçàíî âûøå, ó íàñ íåò äàííûõ, ÷òîáû èäåíòèôè-
öèðîâàòü ñïîñîáíîñòü ìîäåëåé ïðåäñêàçûâàòü áóäóùèå èç-
ìåíåíèÿ êëèìàòà (åñëè îíè â êàêîì-òî ñìûñëå ïðåäñêàçóå-
ìû) è åå ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ìàëûì âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì
ïî îòíîøåíèþ ê ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåàëüíîé êëèìàòè÷åñêîé
ñèñòåìû. Òóò íóæíû êàêàÿ-òî óáåäèòåëüíàÿ òåîðèÿ è ïîä-
õîäÿùèé åé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Ëåò ïÿòíàäöàòü íàçàä ìíå ïîêàçàëîñü, ÷òî òàêèì àï-
ïàðàòîì ìîæåò áûòü òåîðèÿ àòòðàêòîðîâ äèññèïàòèâíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. ×òî òàêîå àòòðàêòîð? Àòòðàê-
òîð � ýòî ïðèòÿãèâàþùåå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñòðîãî
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèíàìèêè ñèñòåìû (ñòðîãîå
îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî â ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàâå). ×òî ýòî
çíà÷èò? Ýòî çíà÷èò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, âûïóùåííàÿ
èç ëþáîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàíî èëè ïîçäíî ïî-
ïàäåò â îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà è îñòàíåòñÿ â íåé íàâñåãäà.
Áîëüøèå íàäåæäû ìû ñâÿçûâàëè ñ òåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü
àòòðàêòîðà ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëîé. Â ìåòåîðîëîãèè îáû÷íî
âñå èññëåäîâàíèÿ íà÷èíàþò ñ äâóìåðíîé áàðîòðîïíîé êâà-
çèãåîñòðîôè÷åñêîé ìîäåëè, çàòåì ïåðåõîäÿò ê äâóñëîéíîé
áàðîêëèííîé ìîäåëè, à çàòåì óæå ê ñëîæíûì ìîäåëÿì
îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû. Äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè
òåîðèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó
ìîæíî áûëî ñðàçó ïðèñòóïàòü ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ðàç-
ìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ (êîíñòðóêòèâíûõ, ïîçâîëÿþùèõ
âû÷èñëèòü ÷èñëî). Ýòî áûëî ñäåëàíî [16, 114, 153, 98],
îäíàêî, çäåñü íàñ æäàëî ðàçî÷àðîâàíèå. Äåëî â òîì, ÷òî
â ìåòåîðîëîãèè èñïîëüçóþòñÿ íå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà,
à óðàâíåíèÿ Ðåéíîëüäñà, � óñðåäíåííûå â îïðåäåëåííûõ
èíòåðâàëàõ âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ
óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà. Ïðè áîëüøèõ ìàñøòàáàõ îñðåä-
íåíèÿ è ïðîñòûõ àëãîðèòìàõ çàìûêàíèÿ ðàçìåðíîñòü
àòòðàêòîðà äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàëàñü íå î÷åíü áîëüøîé,
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îäíàêî îíà ñòðåìèëàñü ê î÷åíü áîëüøèì ÷èñëàì, åñëè ïàðà-
ìåòðû óñðåäíåíèÿ ñòàíîâèëèñü ìàëåíüêèìè. Â òî æå âðåìÿ
ìû ïðè çàäàííûõ âåëè÷èíàõ äèññèïàöèè íàáëþäàëè ñõîäè-
ìîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà êîíå÷íîìåðíûõ ãàë¼ðêèíñêèõ
àïïðîêñèìàöèé ê ïðåäåëó [98]. Åùå áîëüøåå ðàçî÷àðîâàíèå
æäàëî íàñ ïðè èññëåäîâàíèè èíåðöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé,
ãëàäêèõ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðèòÿãèâàþùèõ âñå
òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Äàæå åñëè áû òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè èíåðöèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè
áûëà âåðíà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâîâàëî áû î òîì, ÷òî ìîæíî
áûëî ïîñòðîèòü êîíå÷íîìåðíóþ ìîäåëü ñèñòåìû, ïîëíîñòüþ
ýêâèâàëåíòíóþ ïî äèíàìèêå èñõîäíîé áåñêîíå÷íîìåðíîé
ñèñòåìå, òî îöåíêè ðàçìåðíîñòè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ áûëè
íàñòîëüêî âåëèêè, ÷òî òåðÿëñÿ âñÿêèé ðàçóìíûé ñìûñë
ñòðîèòü òàêèå ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó îáùèõ ðåçóëüòàòîâ èç
òåîðèè àòòðàêòîðîâ, ïîëåçíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
ïðîãíîçà è êëèìàòà ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, íåîáõîäèìî áûëî
ñóçèòü êàê êëàññ èññëåäóåìûõ ñèñòåì òàê è êëàññ çàäà÷.
Äðóãèìè ñëîâàìè, áûëî î÷åâèäíî, ÷òî ïðèêëàäíûå ðå-
çóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü â äâóõ àñèìïòîòèêàõ �
ëèáî ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà î÷åíü ìàëà (òèïà àòòðàêòîðà
Ëîðåíöà), êîãäà çàäà÷ó ìîæíî èññëåäîâàòü äî êîíöà êàê
àíàëèòè÷åñêè, òàê è ÷èñëåííî, ëèáî ðàçìåðíîñòü àòòðàê-
òîðà î÷åíü âåëèêà, òàê ÷òî â êàêîì-òî ñìûñëå ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Òî, ÷òî äèíàìèêà íà àòòðàêòîðàõ, ïîðîæäàåìûõ ìåòåî-
ðîëîãè÷åñêèìè çàäà÷àìè, õàîòè÷íà, áûëî ÿñíî ñ ñàìîãî
íà÷àëà � ýòî ñëåäîâàëî èç ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò ïî òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ
(ñì., íàïðèìåð, [27]).

Ãëàâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà � ýòî çà-
äà÷à îá óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðà êàê ìíîæåñòâà â õàóñäîð-
ôîâîé ìåòðèêå. Âòîðàÿ çàäà÷à � çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè
ìåðû íà àòòðàêòîðå. Óñòîé÷èâîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ êàê
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óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âíåøíèì âîçäåéñòâè-
ÿì.

ßñíî, ÷òî îáå çàäà÷è èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå
ê òåîðèè êëèìàòà.

Ïåðâàÿ èäåÿ, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê îïðåäåëåííîìó ðåçóëü-
òàòó, çàêëþ÷àëàñü â ñëåäóþùåì. Åñëè ñèñòåìà èìååò áîëü-
øîå ÷èñëî ýôôåêòèâíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû [81], òî ïî îïðå-
äåëåíèþ äèñïåðñèÿ åå ýíåðãèè î÷åíü ìàëà. Â ñèëó òîãî æå
áîëüøîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû íà ïîäïðîñòðàíñòâå êðóï-
íîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, õàðàê-
òåðèçóþùèõ ýòè ïðîöåññû, äîëæíû áûòü áëèçêè ê íîðìàëü-
íûì â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèñòåìà äîëæíà áûòü áëèçêà
ê ðåãóëÿðíîé, è ê íåé äîëæíû áûòü ïðèìåíèìû ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå Êðåéêíàíîì [121] äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì.
Ò.å. ìîæíî ïîñòðîèòü îïåðàòîð îòêëèêà ñèñòåìû íà ìàëûå
âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ äëÿ ïåðâîãî ìîìåíòà ñèñòåìû ÷åðåç
ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû � â ÷àñòíîñòè, ÷å-
ðåç êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ñî ñäâèãîì (çäåñü ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ìû óæå èìååì äåëî ñ êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìîé).
Òàêèå îïåðàòîðû îòêëèêà áûëè ïîñòðîåíû [98], è îíè ïîêà-
çàëè, ÷òî äàííûé ïîäõîä �ðàáîòàåò�, îäíàêî, ñëàáàÿ òåîðåòè-
÷åñêàÿ îáîñíîâàííîñòü åãî âûçûâàëà ñèëüíîå íåóäîâëåòâî-
ðåíèå. Âñÿ òåõíèêà, ïðåäëîæåííàÿ Êðåéêíàíîì, áûëà îñíî-
âàíà íà ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû âîêðóã êàæäîé òðàåêòîðèè
è ïîñëåäóþùåì îñðåäíåíèè ïî àíñàìáëþ íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ. Áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, ïðèìåíåííûé ê äèññèïàòèâ-
íûì ñèñòåìàì, áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [39], îäíàêî èñïîëüçî-
âàëàñü òà æå òåõíèêà ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî êàæäîé
îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Ê ñ÷àñòüþ â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå óæå áûëè îïóá-
ëèêîâàíû ðàáîòû [92], êîãäà àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë
ïîëó÷åí ëèíåàðèçàöèåé îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîé ìå-
ðû, íî çäåñü îñòàâàëàñü ìàññà ïðîáëåì � íóæíî áûëî
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äîêàçûâàòü åäèíñòâåííîñòü ýòîé ìåðû è åå íåïðåðûâíóþ
çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â ÿñíîì âèäå ýòà ïðî-
áëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Çååìàíîì [154] ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóðû, êîòîðóþ îí íàçâàë ε-ðåãóëÿðèçàöèåé: ââåäåíè-
åì â ïðàâóþ ÷àñòü äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ìàëîãî δ-êîððåëèðîâàííîãî ïî âðåìåíè ãàóññîâîãî øó-
ìà. Ïðè ýòîì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé
óæå ÿâëÿåòñÿ íå êîíå÷íîìåðíûé àòòðàêòîð, à âñå ôàçî-
âîå ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî Çååìàíà äëÿ
êîìïàêòíûõ íîñèòåëåé íîñÿò, êîíå÷íî, âåñüìà îãðàíè÷åí-
íûé õàðàêòåð. Ïîëíàÿ çàìêíóòàÿ òåîðèÿ ýòîãî ïîäõîäà
ïî âñåé âèäèìîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, ñëåäóÿ ïîñëåä-
íèì ðàáîòàì, ïî ε-ðåãóëÿðèçàöèè äâóìåðíûõ óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìèêè [144]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâóìåðíóþ
íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü, äîáàâèòü δ-êîððåëèðîâàííûé ïî
âðåìåíè ãàóññîâ øóì, òî ðàâíîâåñíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìå-
ðà áóäåò ýðãîäè÷íà è óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì
âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè÷åì ñàìà ìåðà áóäåò
ýêñïîíåíöèàëüíî-ïðèòÿãèâàþùèì àòòðàêòîðîì [144]. Èç
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ òàêæå ñëåäóåò óñòîé÷è-
âîñòü ðàâíîâåñíîé ìåðû (ñì. [46]). Âîîáùå ãîâîðÿ, â ýòîé
öåïè íåò îäíîãî äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî òàêîå æå óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò è äëÿ ãàë¼ðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé äâóìåðíûõ
óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îäíàêî ïðàêòè÷åñêè
î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå ïîëó÷åííîãî
â [144] äîêàçàòåëüñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäóò ñïðà-
âåäëèâû óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà-Ïëàíêà: ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå òèïà ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî,
îíî ãëàäêîå, óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùå-
íèé ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé çàäà÷è, è, çíà÷èò, ëèíåàðèçàöèÿ
îòíîñèòåëüíî íåãî ñïðàâåäëèâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà, âïåðâûå ïîëó÷åííàÿ â [92] áåç âñÿêèõ
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ïðåäïîëîæåíèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
è åãî íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëå Êðåéê-
íàíà, íàì íóæíî òîëüêî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áëèçêà ê íîðìàëüíîé. Äîêàçàòü ýòî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ñèñòåì íåâîçìîæíî, îäíàêî äëÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, èìåÿ â âèäó, ÷òî êðóïíîìàñøòàá-
íûå ïðîöåññû â åñòåñòâåííîì áàçèñå ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåé-
íûì îòêëèêîì íà ñóììó áîëüøîãî ÷èñëà íåêîððåëèðîâàí-
íûõ ïðîöåññîâ, ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîì êàæåòñÿ âåñü-
ìà îáîñíîâàííûì. Ýòîò æå ðåçóëüòàò äàþò è ïðÿìûå âû÷èñ-
ëåíèÿ (ñì. [152]). Èòàê, ìû â ïðèíöèïå èìååì âîçìîæíîñòü
âû÷èñëèòü îïåðàòîð îòêëèêà (äëÿ ïåðâîãî ìîìåíòà) êðóï-
íîìàñøòàáíîé äèíàìèêè íà ìàëûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ:

δu = M · δf,

÷òî ïîçâîëÿåò íàì ðåøàòü êàê ïðÿìûå, òàê è îáðàòíûå çà-
äà÷è [108].

Èòàê, ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ îòïðàâíûìè òî÷-
êàìè èññëåäóåìîé ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ äâå: òðàåêòîðèÿ êëè-
ìàòè÷åñêîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó (ïî îòíîøå-
íèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ) è ê ïîñòîÿí-
íî äåéñòâóþùèì âîçìóùåíèÿì. Âî-âòîðûõ, êëèìàò, åñëè åãî
ïîíèìàòü êàê àíñàìáëü ñîñòîÿíèé, ïðîõîäèìûé ñèñòåìîé çà
áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ
ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ.

Âîïðîñ, êîòîðûé ïîñòîÿííî âîçíèêàåò: êàêîâà íîðìà îïå-
ðàòîðà, ñâÿçûâàþùåãî âîçìóùåíèÿ è îòêëèê, ò.å. íàñêîëüêî
ìàëûìè äîëæíû áûòü âîçìóùåíèÿ, ÷òîáû îòêëèê äåéñòâè-
òåëüíî áûë ìàë? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íàõîäèòñÿ â ðàì-
êàõ òîé òåîðèè, êîíòóðû êîòîðîé áûëè èçëîæåíû âûøå, ïî-
ñêîëüêó îíà â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïåðàòîð îò-
êëèêà íåïîñðåäñòâåííî ïî ðåàëüíûì äàííûì.
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Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ñîäåðæàíèè êíèãè. Îñ-
íîâíîé çàìûñåë êíèãè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíå õîòå-
ëîñü îïèñàòü ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè âñå ñòî-
ðîíû ïðîáëåìû ïðåäñêàçóåìîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìî-
ñôåðíûõ ïîòîêîâ � ôèçè÷åñêèå îñíîâû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé
êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé, òåîðèþ óñòîé-
÷èâîñòè òðàåêòîðèé, ïîðîæäàåìûõ óðàâíåíèÿìè ýòèõ ìî-
äåëåé, ïðèðîäó íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè êðóïíîìàñ-
øòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ, ôóíäàìåíòàëüíûå îñíî-
âû òåîðèè å¼ ïðåäñêàçóåìîñòè, íåêîòîðûå ïðèíöèïèàëüíûå
âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ïðåäñêà-
çóåìîñòè.

Ñëåäóÿ ýòîé îñíîâíîé êîíöåïöèè, ñîäåðæàíèå êíèãè ïî-
ñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âî ââåäåíèè äà¼òñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðàçâè-
òèÿ ìåòîäîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðîãíîçà ïîãîäû è èçìåíå-
íèé êëèìàòà ñ óïîðîì íà ïðèíöèïèàëüíûå ìîìåíòû ïîíè-
ìàíèÿ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèè êëèìàòè÷åñêîé
ñèñòåìû.

Â ïåðâîé ãëàâå êíèãè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå óðàâ-
íåíèÿ ãèäðîòåðìîäèíàìèêè àòìîñôåðû, ôóíäàìåíòàëüíûå
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ýôôåêòû âðàùåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå
ôîðìóëèðîâàíèÿ óïðîùåííûõ óðàâíåíèé, � ïðîöåäóðû
îñîáåííî âàæíîé ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè óñòîé-
÷èâîñòè àòìîñôåðíûõ ïîòîêîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ïðîáëåìå ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí. Èçëîæåííûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè
ÿâèëèñü ôóíäàìåíòàëüíîé îñíîâîé ïîíèìàíèÿ êâàçèñòà-
öèîíàðíîãî îòêëèêà àòìîñôåðû íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ,
â ÷àñòíîñòè, íà àíîìàëèè ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû
îêåàíà. Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñî ñðåäíèì ïîòîêîì
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì çâåíîì â ïðîáëåìàõ ôîðìèðîâàíèÿ êâà-
çèäâóõëåòíèõ êîëåáàíèé çîíàëüíîãî âåòðà â ýêâàòîðèàëü-
íîé ñòðàòîñôåðå è ïîääåðæàíèè àðêòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé
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� ïðîöåññîâ, íåñîìíåííî èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â ïîíè-
ìàíèè ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ
àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ [109, 148].

Äâå ñëåäóþùèå ãëàâû ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè â èçëî-
æåíèè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåð-
íûõ ïðîöåññîâ.

Èçëîæåíèå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé äâóìåðíîé áà-
ðîòðîïíîé àòìîñôåðû ìû íà÷èíàåì ñ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëü-
òàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ äèíàìèêîé äâóìåðíîé èäåàëüíîé æèä-
êîñòè. Òàêîå íà÷àëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåîáõîäè-
ìûì, îñîáåííî åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íåîáõîäèìîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé èñõîäíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Öåíòðàëü-
íîå íàïðàâëåíèå, èçáðàííîå â êíèãå, ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì
ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ êàê
êëàññ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, òàê è êëàññ ðåøåíèé óðàâíå-
íèé â âàðèàöèÿõ. Âàæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðå-
íèå ñèììåòðèé ãëîáàëüíûõ è ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà, ïîñêîëüêó ñàìè ïîêàçàòåëè â äèññèïàòèâíûõ ñè-
ñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè
ðàçìåðíîñòü ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ è õàðàêòåð äèíàìè-
êè íà íèõ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíà ñâÿçü ïî-
êàçàòåëåé ñ �ïîíÿòíûìè� èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
òðàåêòîðèé òèïà ýíñòðîôèè è ýíåðãèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ìàòåðèàë, èçëîæåííûé â êíèãå, ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü,
÷òî äëÿ áàðîòðîïíîé âÿçêîé àòìîñôåðû ïðîáëåìó èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ìîæíî ñ÷èòàòü â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå çàâåðøåííîé: äîêà-
çàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ýòèõ ðåøå-
íèé, ïðèìåíèìîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî ìåòîäîâ Ëÿïóíîâà äëÿ
èññëåäîâàíèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè, ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå àëãî-
ðèòìû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, äî-
êàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ áàðîêëèííîé
íåóñòîé÷èâîñòè àòìîñôåðû � îñíîâíîãî ìåõàíèçìà, îò-
âåòñòâåííîãî çà ôîðìèðîâàíèå ñèíîïòè÷åñêèõ âèõðåé
â àòìîñôåðå. Â îòëè÷èå îò îáùåé ïîñòàíîâêè äëÿ áàðî-
òðîïíîé àòìîñôåðû (êîòîðàÿ, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
óïðîùåíèåì äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíîé àòìîñôåðû), áàðî-
êëèííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èññëåäóåòñÿ íà ïðèìåðå íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ çàäà÷, ñòàâøèõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè êëàññè-
÷åñêèìè (çàäà÷à Èäè, Ôèëëèïñà). Íà ïðèìåðå ýòèõ æå
çàäà÷ èññëåäóåòñÿ è ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàç-
íîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ïðîáëåì. Ýòà
÷àñòü êíèãè â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïîâòîðÿåò ðåçóëüòàòû,
èçëîæåííûå àâòîðîì â ìîíîãðàôèè [27].

×òî êàñàåòñÿ àòòðàêòîðîâ áàðîêëèííûõ çàäà÷, òî ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè â îòñóòñòâèå ãëîáàëüíûõ òåîðåì ðàç-
ðåøèìîñòè äëÿ òð¼õìåðíûõ ïîñòàíîâîê, ðå÷ü ìîæåò èäòè
òîëüêî î ñèñòåìàõ óðàâíåíèé òèïà äâóñëîéíûõ êâàçèãåîñò-
ðîôè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïåðåõîäíûì ïàðàãðàôîì ê ãëàâàì, â êîòîðûõ èññëåäó-
åòñÿ ïðåäñêàçóåìîñòü êðóïíîìàñøòàáíûõ äâèæåíèé, ÿâëÿ-
åòñÿ ïàðàãðàô, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèðîäà íèçêî-
÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ. Ðàçäåëÿÿ
ýòó èçìåí÷èâîñòü íà âíóòðåííþþ àòìîñôåðíóþ è èçìåí÷è-
âîñòü, âûçûâàåìóþ âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê àòìîñôåðå
ôàêòîðàìè, ìû òåì ñàìûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì
ê ïîíÿòèÿì ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ðîäà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå êíèãè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèíöèïèàëü-
íûå àñïåêòû ýòèõ ïîíÿòèé, ìåòîä ε- ðåãóëÿðèçàöèè, ïîçâî-
ëÿþùèé ïðîáëåìó ïðåäñêàçóåìîñòè ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ïðåäñêàçóåìîñòü íà
ïîäïðîñòðàíñòâàõ (çäåñü â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ òàêæå è ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà), ïðåäñêà-
çóåìîñòü èçìåíåíèé êëèìàòà.
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Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ êíèãè íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì, êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè è ïðåäñêàçóåìîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìî-
ñôåðíûõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿòñÿ âî ââåäåíèè.

Êîíå÷íî, ÿ îòäàþ ñåáå îò÷¼ò â òîì, ÷òî èçëîæèòü òàêîé
ðàçíîðîäíûé ìàòåðèàë íà îäíîì óðîâíå ïîëíîòû è ñòðîãî-
ñòè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî � íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ äî-
êàçûâàþòñÿ íà òàê íàçûâàåìîì �ôèçè÷åñêîì� óðîâíå ñòðî-
ãîñòè (áåç ôîðìóëèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è
ò.ï.), íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ
� ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî èçëèøíèé ôîðìàëèçì â äàííîì
ñëó÷àå íå ïîìîæåò ïîíèìàíèþ ñóòè ïðîáëåìû. Ìîæíî îò-
ìåòèòü è ìíîãèå äðóãèå íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñ ïîëíîòîé
îïèñàíèÿ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ
è óðîâíÿ èõ ñîâðåìåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíàêî, äóìà-
åòñÿ, ÷òî êíèãà áóäåò ïîëåçíà øèðîêîìó êðóãó ÷èòàòåëåé,
ïîñêîëüêó (ÿ îïÿòü íàäåþñü íà ýòî) ïîçâîëÿåò íå òîëüêî
îçíàêîìèòüñÿ ñ ñîâðåìåííûìè èäåÿìè è ìåòîäàìè èññëåäî-
âàíèÿ ïðîáëåì óñòîé÷èâîñòè è ïðåäñêàçóåìîñòè êðóïíîìàñ-
øòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ, íî è âûñòðîèòü èåðàðõèþ
íåðåø¼ííûõ çàäà÷, ïðèíöèïèàëüíî âàæíûõ äëÿ å¼ ïîíèìà-
íèÿ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ë.È.Æóðèíîé
è Ñ.Â.Êîñòðûêèíó çà ïîäãîòîâêó êîìïüþòåðíîãî ìàêåòà
êíèãè, À.Ñ.Ãðèöóíó çà ïðåäîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ (ðèñ. 10,11,12-15).



Ââåäåíèå 1. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé
îáçîð

Ïûòàÿñü ïîíÿòü èñòîðèþ ðàçâèòèÿ ïðîáëåìû, îáúÿâëåí-
íîé â çàãëàâèè êíèãè, ìû äîëæíû êîñíóòüñÿ â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé:
1) ôîðìóëèðîâàíèÿ ïðîáëåìû ïðîãíîçà ïîãîäû êàê çàäà÷è
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
2) ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè,
3) ôîðìóëèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæå-
íèÿ è ïðèìåíåíèÿ å¼ ê ãèäðîäèíàìèêå (â ÷àñòíîñòè, ê ãåî-
ôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå),
4) ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, êàê ñðåäñòâà ðåàëè-
çàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ,
5) ïðèíöèïèàëüíûõ îñíîâ ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ëåæàùèõ â îñíîâå
ñîâðåìåííûõ ñõåì ïðîãíîçà ïîãîäû è ìîäåëèðîâàíèÿ êëè-
ìàòà è åãî èçìåðåíèé.

Âïåðâûå çàäà÷ó ïðîãíîçà ïîãîäû êàê çàäà÷ó ãèäðîòåð-
ìîäèíàìèêè ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñôîðìó-
ëèðîâàë Âèëüãåëüì Áüåðêíåñ â 1904 ãîäó ñíà÷àëà â äîêëà-
äå íà êîíôåðåíöèè â Áåðëèíå, à çàòåì è â çíàìåíèòîé ñòà-
òüå [75].

Ïîïûòêó ðåøèòü òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ
ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ îñóùåñòâèë âî âðåìÿ Ïåðâîé Ìèðî-
âîé âîéíû Ëüþèñ Ðè÷àðäñîí. Îí ñ ãðóïïîé ñîòðóäíèêîâ àí-
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ãëèéñêîé ìåòåîñëóæáû ïîïûòàëñÿ äàòü ïðîãíîç äëÿ ðàéî-
íà Íþðåíáåðã-Àóãñáóðã íà îäíè ñóòêè. Îäíàêî ýòà ïîïûò-
êà îêàçàëàñü íåóäà÷íîé � îøèáêà â ïðèçåìíîì ïîëå äàâëå-
íèÿ ÷åðåç 6 ÷àñîâ ñîñòàâèëà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ñîòåí ìèëëè-
áàð. Ðè÷àðäñîí èñïîëüçîâàë íåóñòîé÷èâóþ ðàçíîñòíóþ ñõå-
ìó (â òî âðåìÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì íå
ñóùåñòâîâàëî), îäíàêî, íå ýòî áûëî ãëàâíîé ïðè÷èíîé åãî
íåóäà÷è. Â ñâîèõ ðàñ÷åòàõ Ðè÷àðäñîí èñïîëüçîâàë íåôèëü-
òðîâàííûå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, êîòîðûå òðåáîâàëè
íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ïîëÿ âåòðà. Ýòè ïîëÿ îí ïîëó÷àë
èç äàííûõ íàáëþäåíèé çà âåòðîì, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ãèãàíò-
ñêóþ îøèáêó â ïîëå äèâåðãåíöèè, îòâåòñòâåííîé çà ïðåîá-
ðàçîâàíèå ýíåðãèè. Òåì íå ìåíåå, ñâîþ íåóäà÷íóþ ïîïûò-
êó Ðè÷àðäñîí îïóáëèêîâàë â 1922 ãîäó â ìîíîãðàôèè [138].
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî Ëüþèñ Ðè÷àðäñîí, âûäàþùèéñÿ ó÷å-
íûé â îáëàñòè àòìîñôåðû (âñïîìíèì õîòÿ áû ÷èñëî Ðè÷àðä-
ñîíà), îñíîâíûå ñâîè òðóäû ñîçäàâàë â îáëàñòè òåîðèè âî-
åííûõ äåéñòâèé.

Íå îñòàíàâëèâàÿñü ñîáñòâåííî íà ðàçâèòèè äèíàìè÷å-
ñêîé ìåòåîðîëîãèè êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé íàóêè â äîâîåííûå
ãîäû, ìû íå ìîæåì íå óïîìÿíóòü äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðàáîò Êàðëà Ãóñòàâà Ðîññáè [140] è Èëüè Àôàíàñüåâè÷à Êè-
áåëÿ [44], îêàçàâøèõ ðåøàþùåå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ ïðîãíîçà ïîãîäû. Â ýòèõ ðàáîòàõ â óðàâíåíèÿõ
ïðîãíîçà ïîãîäû áûë âûäåëåí ìàëûé ïàðàìåòð, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ìîæíî áûëî ïðîâîäèòü îáîñíîâàííûå óïðîùåíèÿ
èñõîäíûõ óðàâíåíèé (à È.À.Êèáåëü è ñäåëàë ýòî).

Â êîíöå äâàäöàòûõ ãîäîâ âûøëà òàêæå è ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ðàáîòà Êóðàíòà, Ôðèäðèõñà è Ëåâè, óñòàíîâèâøàÿ îãðà-
íè÷åíèÿ íà âûáîð ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ øàãîâ
ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè [89].

Â 1946 ãîäó Äæîí ôîí Íîéìàí ñîáðàë â Ïðèíñòîíå íå-
áîëüøóþ ãðóïïó ìîëîäûõ ó÷åíûõ (âåäóùèì â ýòîé ãðóï-
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ïå áûë Äæ.×àðíè), ïåðåä êîòîðîé áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à
÷èñëåííîãî ïðîãíîçà ïîãîäû. Îäíîâðåìåííî Íîéìàí ðàçðà-
áîòàë è ïðîåêò ñîçäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âû÷èñëèòåëüíîé
ìàøèíû. Ïåðâûé ÷èñëåííûé ïðîãíîç, êîòîðûé íåñîìíåííî
áûë óñïåøíûì, áûë ñäåëàí ýòîé ãðóïïîé ñ èñïîëüçîâàíèåì
áàðîòðîïíîé ìîäåëè â 1950 ãîäó [84].

×òîáû ïåðåéòè ê áîëåå ñëîæíûì áàðîêëèííûì ìîäåëÿì
ïîòðåáîâàëñÿ ïðèíöèïèàëüíûé øàã, ñâÿçàííûé ñ ôîðìóëè-
ðîâàíèåì êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûé
áûë ñäåëàí ïî÷òè îäíîâðåìåííî Äæ.×àðíè [83] è Àëåêñàí-
äðîì Ìèõàéëîâè÷åì Îáóõîâûì [55].

Â ýòè æå ãîäû ïîÿâèëèñü ïåðâûå (ñòàâøèå êëàññè÷åñêè-
ìè) ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ àòìîñôåðíûõ ïîòîêîâ:
×àðíè [82] è Èäè [99]. Ýòè ðàáîòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàçóì-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðíûå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ
íåóñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì
íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ýðèê Èäè áûë ïåðâûì ìåòåîðîëîãîì, êòî îñîçíàë ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñòîðîíó ñâîåãî îòêðûòèÿ [100]. Â ýòîé ðàáî-
òå îí íàïèñàë: �Ìû íèêîãäà íå çíàåì, êàêèå ìàëûå âîç-
ìóùåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íèæå îïðåäåëåííûõ ãðàíèö
îøèáêè. Òàê êàê âîçìóùåíèÿ ìîãóò ðàñòè ñ ýêñïîíåíöè-
àëüíîé ñêîðîñòüþ, ãðàíèöû îøèáêè â ïðîãíîñòè÷åñêîì (êî-
íå÷íîì) ñîñòîÿíèè áóäóò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì
âðåìåíè ïðîãíîçà è ýòà îøèáêà íåèçáåæíà íåçàâèñèìî îò
ìåòîäà ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Åñëè ìû õîòèì ñîáðàòü âñþ èí-
ôîðìàöèþ î ðàçâèòèè ïðîöåññà âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà, ìû
äîëæíû ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà èëè àíñàìáëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé (àíàëîãè÷íî àíñàìáëþ Ãèááñà â ñòà-
òèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå). Òàêèì îáðàçîì, äîëãîñðî÷íîå ïðî-
ãíîçèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó ÷àñòüþ ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå: êàê âîïðîñ, òàê è îòâåò
äîëæíû áûòü â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé�.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê ðàçâèòèþ òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ (óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì
óðàâíåíèé), ïîñêîëüêó ýòà èñòîðèÿ â ñâîåì ðîäå óíèêàëüíà.
Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì ïðàêòè÷åñêè îò
íà÷àëà äî êîíöà òåîðèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà îäíèì ó÷åíûì
� Àëåêñàíäðîì Ìèõàéëîâè÷åì Ëÿïóíîâûì. Â 1892 ãîäó
îí îïóáëèêîâàë ñâîé çíàìåíèòûé òðóä "Îáùàÿ çàäà÷à
îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ". Êîíå÷íî, âêëàä äðóãèõ ó÷å-
íûõ â ðàçâèòèå òåîðèè âåëèê, íî ñîâåðøåííî íå ñðàâíèì
ñ âêëàäîì Ëÿïóíîâà. Áîëüøèíñòâî òåðìèíîâ â òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíî ñ èìåíåì Ëÿïóíîâà � ïåðâûé è âòî-
ðîé ìåòîäû Ëÿïóíîâà, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà è ò.ä. è ò.ï.

Ðàííèå èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
äâèæåíèé ñâÿçàíû ñ èìåíàìè Ðýëåÿ, Îððà è Çîììåðôåëüäà
(ñì. [48]). Îäíàêî âñå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò ïîëó÷åíû íà
òàê íàçûâàåìîì ôèçè÷åñêîì óðîâíå.

Èòàê, ïîñëå ôîðìóëèðîâàíèÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî
ïðèáëèæåíèÿ âñòàëà çàäà÷à ðåàëèçàöèè åãî â âèäå ÷èñ-
ëåííîé ñõåìû ïðîãíîçà ïîãîäû. Òàêèå ðåàëèçàöèè áûëè
ïîñòðîåíû â 1952 ãîäó Í.È.Áóëååâûì è Ã.È.Ìàð÷óêîì
(ðàáîòà ïåðåèçäàíà â 1958 ãîäó â Òðóäàõ èíñòèòóòà ôèçèêè
àòìîñôåðû, âûï. 2, ñòð. 66-105). Ìåòîä áûë îñíîâàí íà
ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ òåíäåíöèè ãåîïîòåíöèàëà
è áûë ðåàëèçîâàí Ñ.Ë.Áåëîóñîâûì â âèäå îïåðàòèâíîé
ñõåìû ïðîãíîçà ïîãîäû â Ãèäðîìåòöåíòðå ÑÑÑÐ.

Óæå â ýòè ãîäû ïðèøëî îñîçíàíèå òîãî, ÷òî íåóñòîé÷è-
âîñòü àòìîñôåðíûõ ïîòîêîâ ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì íà-
÷àëüíûõ äàííûõ ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ âðåìåíè ïîëåçíî-
ãî ïðîãíîçà (ñì. [147]). ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ
ñëåäîâàëî îæèäàòü è îò îøèáîê, ñîäåðæàùèõñÿ â óïðîùåí-
íûõ óðàâíåíèÿõ, ïîýòîìó â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ áûëà ñôîð-
ìóëèðîâàíà ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ïðîãíîçà
ïîãîäû íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè
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àòìîñôåðû ñ ó÷åòîì âñåõ çíà÷èìûõ íåàäèàáàòè÷åñêèõ ôàê-
òîðîâ.

Íà ïåðâûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû öåíòðàëüíîé
çàäà÷åé áûëà ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Óìåñòíî
íàïîìíèòü, ÷òî â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ âû÷èñëèòåëüíûå ìàøè-
íû îáëàäàëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ â íåñêîëüêî òûñÿ÷ îïå-
ðàöèé â ñåêóíäó ñ îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ â íåñêîëüêî òû-
ñÿ÷ ñëîâ (ëàìïîâàÿ ÝÂÌ Ì-20, îäíà èç ëó÷øèõ â òå ãîäû,
èìåëà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü 20000 îïåðàöèé â ñåêóíäó ñ îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòüþ â 4096 ñëîâ). Çäåñü ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî
ìåòåîðîëîãàìè-âû÷èñëèòåëÿìè â ýòè ãîäû áûë ïîëó÷åí öå-
ëûé ðÿä âûäàþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ, ñòàâøèõ äîñòîÿíèåì ìè-
ðîâîé âû÷èñëèòåëüíîé îáùåñòâåííîñòè ëèøü ñïóñòÿ äåñÿò-
êè ëåò. Ýòî êàñàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Íàïðèìåð, â 1959 ãîäó Íîðìàí Ôèëëèïñ îòêðûë ÿâ-
ëåíèå íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè-ëîæíîãî êàñêàäà ýíåðãèè
îò êîðîòêèõ âîëí â äëèííûå [135].

Â 1966 ãîäó âûøëà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà À.Àðàêàâû,
â êîòîðîé îí ïðåäëîæèë ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû äëÿ óðàâíåíèé äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îáëà-
äàþùåé äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè èíâàðèàíòàìè [70]. Ñîãëàñíî
òåîðèè Êðåéêíàíà î ñïåêòðàõ ýíåðãèè è ýíñòðîôèè â äâó-
ìåðíîé æèäêîñòè, â òàêîé êîíñòðóêöèè ëîæíîãî êàñêàäà
ýíåðãèè â ñòîðîíó êðîòêèõ âîëí áûòü íå ìîæåò.

Êèðê Áðàéåí â 1966 ãîäó ïðåäëîæèë ìåòîä êîíå÷íûõ
îáúåìîâ (â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè) [80]. Â ñåðåäèíå
60-õ ãîäîâ Ãóðèé Èâàíîâè÷ Ìàð÷óê ïðåäëîæèë äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè àòìîñôåðû àáñîëþòíî
óñòîé÷èâûå íåÿâíûå ñõåìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ðàñùåï-
ëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ãåîìåòðè÷åñêèì ïåðåìåí-
íûì [50]. Ýòîò ìåòîä áûë ïîëîæåí â îñíîâó ðàçðàáîòàííîé
â ÂÖ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ ÷èñëåííîé ñõåìû ïðîãíîçà ïîãîäû
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ïî ïîëíûì óðàâíåíèÿì, âíåäðåííîé çàòåì â îïåðàòèâíóþ
ïðàêòèêó Çàïàäíî-Ñèáèðñêîãî ÓÃÌÑ. Çäåñü ñëåäóåò îñòà-
íîâèòüñÿ íà ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
ðåøåíèå êîòîðûõ îáëàäàåò áîëüøèìè ïðîñòðàíñòâåííûìè
ãðàäèåíòàìè. Ïðîáëåìà â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíà ñ ïå-
ðåíîñîì âëàæíîñòè è îáëà÷íîñòè � ïîëåé, îòâåòñòâåííûõ
çà ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, çà èñòî÷íèêè
íàãðåâàíèÿ â àòìîñôåðå. Èñòîðè÷åñêè ýòà ïðîáëåìà óñè-
ëåííî èçó÷àëàñü â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè ïðè îïèñàíèè
óäàðíûõ âîëí. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñòàëà
ðàáîòà Ñ.Ê.Ãîäóíîâà, ïîêàçàâøåãî, ÷òî â êëàññå ëèíåé-
íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íåâîçìîæíî
ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè
âûøå ïåðâîãî [14]. Â ýòîé ñâÿçè ìíå õî÷åòñÿ îòìåòèòü ðà-
áîòó Îáóõîâà À.Ì. [56], ïî-âèäèìîìó, íåçàìå÷åííîé â ñðåäå
ìàòåìàòèêîâ-âû÷èñëèòåëåé. Â ýòîé ðàáîòå ôàêòè÷åñêè (íî
íå íà òåîðåìíîì óðîâíå!) áûë ïîëó÷åí òîò æå ðåçóëüòàò.

Â äàëüíåéøåì áûëà ðàçðàáîòàíà öåëàÿ íàóêà ñîçäàíèÿ
íåëèíåéíûõ ìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ëèíåéíûõ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ âûñîêèì ïîðÿäêîì
òî÷íîñòè, è öåëûé êëàññ ñõåì, áëèçêèõ ê ìîíîòîííûì.

Â íà÷àëå 60-õ ïðîèçîøëî åùå äâà ðåâîëþöèîííûõ ñîáû-
òèÿ, ïî ñóùåñòâó îïðåäåëèâøèõ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Ïåðâîå � ýòî ðåâîëþ-
öèÿ â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå, ïåðåõîä íà ïîëóïðîâîäíèêî-
âóþ ñõåìîòåõíèêó. Âòîðîå � ýòî îòêðûòèå Ýäâàðäîì Ëîðåí-
öîì ñòðàííîãî àòòðàêòîðà [126]. Íà îòêðûòèè Ëîðåíöà ìû
îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå ïîçæå, ñåé÷àñ æå òîëüêî îòìåòèì,
÷òî îíî ñèëüíî ñòèìóëèðîâàëî èçó÷åíèå ñêîðîñòè ðîñòà íà-
÷àëüíûõ âîçìóùåíèé â ìîäåëÿõ ïðîãíîçà ïîãîäû è îáùåé
öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû. Êñòàòè, â èñòîðèè ýòîãî îòêðûòèÿ
òàêæå ïðîñëåæèâàåòñÿ òîò æå ñèíäðîì � äîëãîå âðåìÿ îíî
áûëî äîñòîÿíèåì òîëüêî ìåòåîðîëîãè÷åñêîé íàó÷íîé ñðåäû.
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Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äèíàìèêè àòìîñôåðû, îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàå-
ìîìó ñïåêòðàëüíîìó ìåòîäó � ìåòîäó Ãàëåðêèíà, â êîòîðîì
â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå
ãàðìîíèêè. Â 60-õ ãîäàõ îí áûë íåêîíêóðåíòíîñïîñîáíûì
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè èç-çà áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è èñïîëüçîâàëñÿ
òîëüêî â ìîäåëÿõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, îäíàêî, ïîñëå îò-
êðûòèÿ Îðçàãîì ñïåêòðàëüíî-ñåòî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îí çàíÿë âåäóùåå ìåñòî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ìîäåëåé
ïðîãíîçà ïîãîäû è îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû [130].

Â êîíöå 60-õ íà÷àëå 70-õ ãîäîâ â ðåçóëüòàòå áîëüøîé ñå-
ðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî âûðàáîòàíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå, ÷òî ïðåäåë �äåòåðìèíèðîâàííîé� ïðåäñêàçóåìîñòè ñî-
ñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà äâóõ íåäåëü (íåêîòîðûå îöåíêè
äàâàëè òðè íåäåëè) è íà ïîâåñòêó äíÿ âûøëà çàäà÷à ñî-
çäàíèÿ ìîäåëè ñðåäíåñðî÷íîãî ïðîãíîçà ïîãîäû (1-7 äíåé).
Áàçîé ñîçäàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé äîëæíû áûëè ñòàòü áûñòðî
ðàçâèâàþùàÿñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, ðàçâèòèå íàáëþ-
äàòåëüíîé ñåòè � áîëüøèå íàäåæäû âîçëàãàëèñü íà ñïóòíè-
êîâûå íàáëþäåíèÿ è, åñòåñòâåííî, íàó÷íûå ðàçðàáîòêè ïà-
ðàìåòðèçàöèé ïðîöåññîâ ïîäñåòî÷íûõ ìàñøòàáîâ, îáúåêòèâ-
íîãî àíàëèçà äàííûõ íàáëþäåíèé è äð. Ýòà ïðîãðàììà íàè-
áîëåå ÿðêî áûëà îñóùåñòâëåíà â ñîçäàííîì â 1975 ãîäó Åâ-
ðîïåéñêîì öåíòðå ñðåäíåñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ ïîãîäû. Îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû, âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Ëåííàðòà Áåíãòñîíà, áûëà ðàçðàáîòêà âûñîêîé òåõ-
íîëîãèè � ñèñòåìû ÷åòûðåõìåðíîãî óñâîåíèÿ äàííûõ, ïîç-
âîëèâøåé âûâåñòè ïðîãíîñòè÷åñêóþ ñèñòåìó Åâðîïåéñêîãî
Öåíòðà íà ïåðâîå ìåñòî â ìèðå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøå-
íèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî âîçìîæíî òîëüêî íà îñíîâå ðåçóëü-
òàòîâ Ïåðâîãî ãëîáàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûå ïîçâîëè-
ëè îïðåäåëÿòü êà÷åñòâî ìîäåëè � åå ñïîñîáíîñòü ýôôåêòèâ-
íî óñâàèâàòü àñèíõðîííûå äàííûå.
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Ïàðàëëåëüíî ñ ýòîé öåíòðàëüíîé çàäà÷åé áîëüøèå óñè-
ëèÿ òðàòèëèñü íà ïðîáëåìó ìîäåëèðîâàíèÿ îáùåé öèðêóëÿ-
öèè àòìîñôåðû è êëèìàòà, ïðîáëåìó äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíî-
çà (÷òî ïðåäñêàçóåìî çà ïðåäåëîì ïðåäñêàçóåìîñòè?) è ïðî-
áëåìó ïðåäñêàçóåìîñòè èçìåíåíèé êëèìàòà. Âñå ýòè ïðîáëå-
ìû, åñòåñòâåííî, èìåëè è èìåþò øèðîêîå ïîëå ïåðåñå÷åíèé.

Ïåðâóþ ÷èñëåííóþ ìîäåëü îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôå-
ðû íà îñíîâå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ óðàâíåíèé (äâóñëîéíàÿ
ìîäåëü) ïîñòðîèë Íîðìàí Ôèëëèïñ [134]. Â íà÷àëå 60-õ ãî-
äîâ Äæîçåô Ñìàãîðèíñêèé, âîçãëàâèâ âíîâü îáðàçîâàííóþ
â Ïðèíñòîíå Ëàáîðàòîðèþ ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè,
ñôîðìóëèðîâàë ïðîãðàììó ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ðî-
ëè ðàçëè÷íûõ íåàäèàáàòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ â ôîðìèðîâàíèè
îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìîäå-
ëåé, îñíîâàííûõ íà ïîëíûõ óðàâíåíèÿõ ãèäðîòåðìîäèíàìè-
êè [146].

Îäíîâðåìåííî íà÷àëàñü ðàçðàáîòêà ìîäåëåé îáùåé öèð-
êóëÿöèè îêåàíà, è íà îñíîâå ýòèõ ìîäåëåé ñîâìåñòíîé ìîäå-
ëè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è îêåàíà, êîòîðàÿ äîëæ-
íà áûëà ñòàòü îñíîâîé ãëîáàëüíîé êëèìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå òàêàÿ ïðîãðàììà áûëà ñôîðìóëèðîâà-
íà â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ â Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå ÑÎ ÀÍ
ÑÑÑÐ (Ã.È.Ìàð÷óê) è óñïåøíî ðåàëèçîâûâàëàñü â òå÷åíèå
ïîñëåäíèõ 20 ëåò ñíà÷àëà â ÂÖ, à çàòåì â Èíñòèòóòå âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ. Îñîáî ñëåäóåò îñòàíîâèòü-
ñÿ íà ïðîáëåìå ïðîãíîçà èçìåíåíèé êëèìàòà ïîä âëèÿíè-
åì àíòðîïîãåííîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, â ÷àñòíîñòè, ïîä
âëèÿíèåì óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè óãëåêèñëîãî ãàçà â àò-
ìîñôåðå. Ãëàâíûì èíèöèàòîðîì èçó÷åíèÿ ýòîé ïðîáëåìû
áûë Ìèõàèë Èâàíîâè÷ Áóäûêî, êîòîðûé íà îñíîâå ïðîñòûõ
áàëàíñíûõ ìîäåëåé ðàäèàöèîííûõ ïîòîêîâ äàë îöåíêó óâå-
ëè÷åíèÿ ãëîáàëüíîîñðåäíåííîé ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû
ïðè óäâîåíèè êîíöåíòðàöèè óãëåêèñëîãî ãàçà â àòìîñôåðå
(+3.5◦C) [4].
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Îñíîâîïîëàãàþùèé âêëàä â èçó÷åíèå ýòîé ïðîáëåìû
âíåñëà ãðóïïà ñîòðóäíèêîâ óæå óïîìÿíóòîé íàìè Ëà-
áîðàòîðèè ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, ðóêîâîäèìàÿ
Ñóêè Ìàíàáå. Çäåñü óìåñòíî ñäåëàòü îäíî îòñòóïëåíèå.
Ì.È.Áóäûêî, íå ÿâëÿÿñü ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè ÷èñëåííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è îêåàíà,
âåðèë, ÷òî âñå ãëîáàëüíûå êëèìàòè÷åñêèå òðåõìåðíûå
ìîäåëè äîëæíû äàòü ïðèìåðíî îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò ïî
÷óâñòâèòåëüíîñòè íà óäâîåíèå êîíöåíòðàöèè óãëåêèñëîãî
ãàçà. Îí áûë ñèëüíî ðàçî÷àðîâàí, êîãäà ýòî îêàçàëîñü íå
òàê, è åãî âåðà â ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðåçêî ïîøàò-
íóëîñü. Îäíàêî, ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòîò ðåçóëüòàò
âûñâåòèë ôóíäàìåíòàëüíóþ ïðîáëåìó â òåîðèè êëèìàòà
� ïðîáëåìó ÷óâñòâèòåëüíîñòè êëèìàòà ê ìàëûì âíåøíèì
âîçäåéñòâèÿì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìó èäåíòèôèêàöèè
êëèìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïî ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Äðóãèìè
ñëîâàìè ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ÷òî è ñ êàêîé òî÷íîñòüþ äîëæíà âîñïðîèçâîäèòü
êëèìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÷òîáû åå ÷óâñòâèòåëüíîñòü áûëà
áëèçêà ê ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåàëüíîé êëèìàòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû? Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî
áûëî ôîðìàëèçîâàòü ýòó ïðîáëåìó íà îñíîâå òåîðèè äèñ-
ñèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêàÿ ïîïûòêà áûëà
îñóùåñòâëåíà â 90-å ãîäû â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè ÐÀÍ Â.Ï.Äûìíèêîâûì ñ ñîòðóäíèêàìè [32,
95, 37, 98, 96]. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ñòàëî ôîðìóëèðîâàíèå
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ îòêëèêà êëèìàòè÷åñêîé ñè-
ñòåìû íà ìàëûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì
ýòîãî ïîäõîäà áûëî èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû àòòðàêòîðîâ
êëèìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èõ óñòîé÷èâîñòè.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìå äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçà
ïîãîäû. Ýòà ïðîáëåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ïðèíöèïèàëü-
íûå çàäà÷è � ïðîáëåìó ïðåäñêàçóåìîñòè ïåðâîãî ðîäà, êî-
òîðàÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, áûëà ôîðìàëèçîâàíà ëèøü â ïîñëåä-
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íèå ãîäû, è ïðîáëåìó ïðåäñêàçóåìîñòè âòîðîãî ðîäà, êîòî-
ðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûÿñíÿåòñÿ ðîëü êðàåâûõ (ïî
îòíîøåíèþ ê àòìîñôåðå) óñëîâèé â âûäåëåíèè ïðåäñêàçó-
åìîãî ñèãíàëà. Íàèáîëåå êîíñòðóêòèâíûìè â ýòîì ñìûñëå
áûëè äâà ïðåäëîæåíèÿ, ñäåëàííûå â ñåðåäèíå 70-õ è íà÷àëå
80-õ ãîäîâ. Îáà ïðåäëîæåíèÿ êàñàëèñü ðîëè îêåàíà â ôîð-
ìèðîâàíèè êîðîòêîïåðèîäíûõ êîëåáàíèé êëèìàòà (íà âíóò-
ðèñåçîííûõ è ìåæãîäîâûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ). Ïåðâîå
ïðåäëîæåíèå áûëî âûäâèíóòî Ã.È.Ìàð÷óêîì [53, 128]. Åãî
èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî çà êîðîòêîïåðèîäíûå êîëåáà-
íèÿ êëèìàòà îòâåòñòâåííû îïðåäåëåííûå çîíû îêåàíà ñðåä-
íèõ øèðîò, íàçâàííûå èì ýíåðãîàêòèâíûìè çîíàìè Ìèðîâî-
ãî îêåàíà. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîé ãèïîòåçû áûëà îðãàíèçîâàíà
â ÑÑÑÐ ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàììà �Ðàçðåçû�. Âòîðîå ïðåäëî-
æåíèå áûëî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì ðîëè òðîïèêîâ Òèõî-
ãî îêåàíà â ôîðìèðîâàíèè ìåæãîäîâûõ êîëåáàíèé êëèìà-
òà, áîëåå óçêî � ñâÿçè ôåíîìåíà Ýëü-Íèíüî ñ êîëåáàíèÿìè
êëèìàòà â ñðåäíèõ øèðîòàõ. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî ôåíîìåíà
áûëà ñôîðìèðîâàíà â 1985 ãîäó ìåæäóíàðîäíàÿ ïðîãðàì-
ìà ÒÎÃÀ, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ñõåì
ïðîãíîçà ýòîãî ÿâëåíèÿ è ðàçðàáîòêå ñîâìåñòíûõ ìîäåëåé
àòìîñôåðû è òðîïè÷åñêîãî îêåàíà. Îòìåòèì, ÷òî ïðèíöè-
ïèàëüíîå çíà÷åíèå â ïîíèìàíèè ýòîé ïðîáëåìû ñûãðàëà ðà-
áîòà Õîñêèíñà è Êàðîëè [112].

Ñëåäóåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàçâèòèå ìîäåëåé ïðî-
ãíîçà ïîãîäû è êëèìàòà íàïðÿìóþ ñòèìóëèðîâàëîñü ðàçâè-
òèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Òðè ðåâîëþöèè â âû÷èñëè-
òåëüíîé òåõíèêå, ïðîèñøåäøèå â ïîñëåäíèå 30 ëåò � ïåðå-
õîä íà èíòåãðàëüíûå ñõåìû, ñîçäàíèå ìàøèí ñ êîíâåéåðíû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè è ñîçäàíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñèñòåì ñ áûñòðîé êîììóíèêàöèåé ïðèâåëè ê ðàçðàáîò-
êå âûñîêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-
ãèé â ïðîáëåìå ïðîãíîçà ïîãîäû. Â îñíîâå ýòèõ òåõíîëîãèé
ëåæàò ìåòîäû ðåøåíèÿ òðåõ çàäà÷ � íåïîñðåäñòâåííî çàäà-
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÷è ïðîãíîçà ïîãîäû, çàäà÷è èíèöèàëèçàöèè íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ (ëèêâèäàöèÿ øîêà ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè) è çàäà÷è ÷åòûðåõìåðíîãî óñâîåíèÿ äàí-
íûõ. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ïðåäñêàçóåìîñòè èùåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ èñïîëüçîâàíèÿ â íà÷àëüíûõ ìîìåíò âðåìåíè íåêîòîðî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê íà÷àëüíûõ äàííûõ, ò.å. ðåøåíèÿ
íå îäíîé ïðîãíîñòè÷åñêîé çàäà÷è, à ñåðèè ïðîãíîñòè÷åñêèõ
çàäà÷. Ñàìà èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ
ðåøåíèÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ýï-
øòåéíà [101]. Ýòîò ìåòîä èäåàëüíî ëîæèòñÿ íà ñòðóêòóðó
ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Åñëè ãîâîðèòü î êî-
íå÷íîé íàó÷íîé è òåõíîëîãè÷åñêîé öåëè, òî îíà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñîçäàíèè ïðîãíîñòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñïîñîáíîé óñâàèâàòü
âñþ äîñòóïíóþ àñèíõðîííóþ èíôîðìàöèþ, äàâàÿ ñèíõðîí-
íûå ñðåçû ñîñòîÿíèÿ êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû è ïðîãíîç åå
ñîñòîÿíèÿ íà áóäóùåå.



Ââåäåíèå 2. Íåêîòîðûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è
îïðåäåëåíèÿ

Êëþ÷åâûìè ïðîáëåìàìè äèíàìè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè
(êàê ÷àñòè ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè) ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ãíîç ïîãîäû è ïðîãíîç èçìåíåíèé êëèìàòà. ßñíî, ÷òî
ñêîëüêî-íèáóäü ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ïðîáëåì ïðîãíîçà
ïîãîäû è êëèìàòà ìîæåò áûòü òîëüêî â ðàìêàõ ñòðîãèõ
îïðåäåëåíèé ýòèõ ïîíÿòèé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ òàêèìè ïîíÿòèÿìè êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
òðàåêòîðèÿ, àòòðàêòîð, ìåðà è íåêîòîðûìè äðóãèìè. Ïî-
ýòîìó ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê íåïîñðåäñòâåííîìó èçëîæåíèþ
ñîäåðæàíèÿ êíèãè ìû îïðåäåëèì ýòè ïîíÿòèÿ.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêàÿ èäåàëü-
íàÿ ìîäåëü äèíàìèêè àòìîñôåðû, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

du

dt
= F (u), u|t=0 = u0, u ∈ U (1)

Ïðîñòðàíñòâî U , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå ýòîé ñè-
ñòåìû u(t), íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìû áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) àâòî-
íîìíà, òàê ÷òî â ðàçðåøåííîì âèäå îíà èìååò âèä

u(t) = Stu0
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ãäå St � îáëàäàåò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì [1]:

St+τ = St · Sτ .

Ñàìî ðåøåíèå u(t) ìû áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé ñèñòåìû
(1) â ïðîñòðàíñòâå U .

Áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâî U íîðìèðîâàííûì ñ íîðìîé
‖ · ‖ è ìåòðèêîé ρ(x, y) = ‖x− y‖.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.
Ðåøåíèå u(t) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿ-

ïóíîâó, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî èç ‖u0 − u10‖ < δ
ñëåäóåò ‖u(t) − u1(t)‖ < ε ∀t > 0, ãäå u1 åñòü ðåøåíèå ñè-
ñòåìû:

du1

dt
= F (u1), u1|t=0 = u10.

(Îòìåòèì, ÷òî âûáèðàåìûå íàìè íîðìû îáóñëîâëåíû òåî-
ðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ u(t)).

Âñå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ óñòîé÷è-
âîñòè ïî Ëÿïóíîâó, ìîæíî íàéòè â êíèãå [2].

Îïðåäåëåíèå 2.
Ðåøåíèå u(t) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îò-

íîøåíèþ ê ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèì âîçìóùåíèÿì δF , åñ-
ëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî èç ‖δF‖ < δ, ñëåäóåò, ÷òî
‖u1(t) − u(t)‖ < ε ∀t > 0, ãäå u1(t) åñòü ðåøåíèå âîçìóùåí-
íîãî óðàâíåíèÿ:

dui
dt

= F (u1) + δF (u1), u1|t=0 = u0.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå U çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A.
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Îïðåäåëåíèå 3.
Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëî
ρ(x,A) = inf

a∈A
ρ(x, a).

Îïðåäåëåíèå 4.
ε � îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Qε(A) = {x : ρ(x,A) < ε}.

Îïðåäåëåíèå 5.
Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B áóäåì íàçûâàòü

÷èñëî
dist(A,B) = sup

a∈A
ρ(a,B) = sup

a∈A
inf
b∈B

ρ(a, b).

Îïåðàöèÿ dist îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. dist(A,B) 6= dist(B,A).
2. dist(A,B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊆ B.
3. åñëè dist(A,B) < ε, òî A ⊂ Oε(B).

Îïðåäåëåíèå 6.
Õàóñäîðôîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

distH(A,B) = max{dist(A,B), dist(B,A)}.

Õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ìåòðè-
êè, ò.å. ñèììåòðè÷íî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëü-
íèêà è îáðàùàåòñÿ â íîëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B.

Îïðåäåëåíèå 7.
Ìíîæåñòâî Bα ⊂ U íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì, åñëè äëÿ

ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ U íàéäåòñÿ T (B) òà-
êîå, ÷òî

StB ⊂ Bα ∀t ≥ T (B).
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà U ðàíî èëè ïîçäíî ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà
St âòÿíåòñÿ â ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî è îñòàíåòñÿ â íåì
íàâñåãäà.

Îïðåäåëåíèå 8.
Ñèñòåìó (1) áóäåì íàçûâàòü äèññèïàòèâíîé, åñëè îíà

èìååò ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 9.
Ìíîæåñòâî A ⊂ U íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì

ïîëóãðóïïû St, t ≥ 0, åñëè:
1) A � êîìïàêòíî,
2) A � ñòðîãî èíâàðèàíòíî, òî åñòü StA = A,
3) A ïðèòÿãèâàåò êàæäîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B ⊂ U .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ε > 0, ∃T (ε, B) òàêîå, ÷òî StB⊂Oε(A),
∀t ≥ T (ε,B).

Òàêèì îáðàçîì, ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð îáëàäàåò äâóìÿ
õàðàêòåðèñòèêàìè: ïðèòÿæåíèåì è èíâàðèàíòíîñòüþ. Åñëè
â îïðåäåëåíèè àòòðàêòîðà óïîð äåëàòü íà ñâîéñòâî ïðèòÿ-
æåíèÿ, òî ñðåäè ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ àòòðàêòîð áó-
äåò ìèíèìàëüíûì ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì. Åñëè æå
óïîð äåëàòü íà èíâàðèàíòíîñòü àòòðàêòîðà, òî ñðåäè âñåõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð áóäåò ìàê-
ñèìàëüíûì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ìîæåò âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ ëîêàëüíûå àòòðàêòîðû, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ êî-
òîðûõ åñòü òîëüêî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èç ïðîñòðàíñòâà
U . Äèíàìèêó ñèñòåìû ìû ìîæåì òàêæå ðàçáèòü íà äâà êëàñ-
ñà � ïðèòÿæåíèå ê àòòðàêòîðó è äèíàìèêó íà àòòðàêòîðå.
Ïðè ýòîì âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó èãðàåò ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ðîëü, îïðåäåëÿþùóþ êîððåêòíîñòü ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è. Íà ýòîé ïðîáëåìå ìû îñòàíîâèìñÿ íèæå.



36 Ââåäåíèå 2

Ôàêòè÷åñêè àòòðàêòîð äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëå:

A =
⋂
t>0

St(Bα),

ãäå Bα � ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî.
Åñëè Bα êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, çàìêíóòîå

îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå),
òî A âñåãäà íåïóñòî. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äèññèïàòèâíûõ
êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîì ïî÷òè òðèâèàëüíûì. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî åñëè
ïðîñòðàíñòâî U , â êîòîðîì äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå St, ñâÿç-
íî, òî A � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè àòòðàêòî-
ðà. Ïîñêîëüêó àòòðàêòîð � ìíîæåñòâî, êàê ïðàâèëî, íåãëàä-
êîå è ÷àñòî ôðàêòàëüíîå, òî ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè íå ÿâëÿ-
åòñÿ òðèâèàëüíûì.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå õàóñäîðôîâîé è ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâ.

Ïóñòü U � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Ïîêðîåì ýòî ìíîæåñòâî øàðàìè Brj(xj) ðàäè-
óñà rj < ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xj ∈ U . Ïîëó÷åííîå ïîêðûòèå
îáîçíà÷èì ÷åðåç v(ε). Î÷åâèäíî,

U ⊆ v(ε) =

M(ε,v)⋃
j=1

Brj(xj).

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå

µX(U, ε, v) =

M(ε,v)∑
j=1

rdj ,

ãäå d áîëüøå èëè ðàâíî íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà.
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Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò �îáúåì� ìíîæåñòâà v, ñîñòî-
ÿùåãî èç øàðîâ ðàäèóñà rj ≤ ε ðàçìåðíîñòè d, ïîêðûâàþ-
ùèõ U . Òåïåðü èç âñåõ ïîêðûòèé ìíîæåñòâà U d-ìåðíûìè
øàðàìè ðàäèóñà rj ≤ ε âûáåðåì ïîêðûòèå, ñîäåðæàùåå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî óêàçàííûõ øàðîâ.

Ïóñòü

µX(U, d, ε) = inf
v
µX(U, ε, v) = inf

v

M∑
j=1

rdj =
Nε∑
j=1

rdj .

Õàóñäîðôîâîé ìåðîé ðàçìåðíîñòè d ìíîæåñòâà U íàçûâàåò-
ñÿ ÷èñëî

µX(U, d) ≡ lim
ε→0

µX(U, d, ε) = lim
ε→0

Nε∑
j=1

rdj .

Íàèìåíüøåå d, ïðè êîòîðîì ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ (ïðè ïðî-
÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ) íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíî-
ñòüþ ìíîæåñòâà U .

dH ≡ µX(U) = {d : inf
d
µX(U, d) <∞}.

Åñëè ri = ε äëÿ âñåõ øàðîâ, òî ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü

µX(U, d) = lim
ε→0

Nε · εd.

Èìååì
lnµX(U, d) = lim

ε→0
(lnNε + d ln ε),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó µX(U) � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà

dF = lim
ε→0

sup
lnNε

ln 1/ε
.

Èç ñàìîãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

dH ≤ dF .
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Ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà êîíå÷íîìåðíîé äèññèïàòèâíîé
ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøåé õà-
ðàêòåðèñòèêîé ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèè
u(t) ïî Ëÿïóíîâó. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ íàðÿäó ñ ñèñòåìîé
(1) ðàññìîòðèì ñèñòåìó â âàðèàöèÿõ. (Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.)

du′

dt
=
∂F

∂u
· u′, u′|t=0 = u′0. (2)

∂F
∂u
≡ A åñòü ìàòðèöà ßêîáè.
Ñèñòåìó (2) ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ðàçðåøàþùåãî

îïåðàòîðà L(t):
u′ = L(t)u′0.

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýðãîäè÷íîñòè (íà îïðåäåëåíèè
ýðãîäè÷íîñòè ìû îñòàíîâèìñÿ ïîçæå) ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà
ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè Îñåëåäå-
öà [57] ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µk = lim
t→∞

1

2t
lnλk(L

∗(t)L(t), (3)

ãäå λk � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû L∗L.
Ñìûñë òàêîãî îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäåí: ïîêàçàòåëè Ëÿïó-

íîâà µk îïðåäåëÿþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò (èëè çàòóõàíèå)
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ u′ ïðè áåñêîíå÷-
íîìàëûõ âàðèàöèÿõ u′0. (Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ñìûñëà ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ìîæíî íàéòè â [64].)

Íà àòòðàêòîðå îáú¼ì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà �ðàñòÿãè-
âàåòñÿ� âäîëü íàïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëü-
íûì ïîêàçàòåëÿì, è �ñæèìàåòñÿ� âäîëü íàïðàâëåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëÿì.

Âñå �ïîëîæèòåëüíûå� íàïðàâëåíèÿ äîëæíû ïðèíàäëå-
æàòü àòòðàêòîðó, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà
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äîëæíà áûòü áîëüøå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà. Ïîñêîëüêó â ñðåäíåì ôàçîâûé îáú¼ì íà
àòòðàêòîðå äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ, òî îöåíêó ðàçìåðíîñòè
ñâåðõó ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Êàïëàíà-Éîðêå:

dj = j + |µj+1|−1

j∑

k=1

µk,

ãäå ÷èñëî j îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

µ1 + µ2 + · · ·+ µj ≥ 0,

µ1 + µ2 + · · ·+ µj + µj+1 < 0

(âñå ïîêàçàòåëè µj óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ).
Êàê óæå óêàçûâàëîñü â ïðåäèñëîâèè, öåëüþ äàííîé êíè-

ãè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è ïðåäñêàçóåìîñòè
íå òîëüêî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) (ïðîãíîç ïîãîäû), íî
è óñòîé÷èâîñòè è ïðåäñêàçóåìîñòè êëèìàòà.

Íàïîìíèì, ÷òî îáùåïðèíÿòûì îïðåäåëåíèåì êëèìàòà
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

Îïðåäåëåíèå 10.
Êëèìàò åñòü àíñàìáëü ñîñòîÿíèé, ïðîõîäèìûé êëèìàòè-

÷åñêîé ñèñòåìîé çà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè.

Ïîñêîëüêó àíñàìáëü ñîñòîÿíèé � ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-
íèé ñ çàäàííîé íà íåì ìåðîé, òî êàæåòñÿ ñîâåðøåííî íåîá-
õîäèìûì îñòàíîâèòüñÿ íà îïðåäåëåíèè ìåðû.

Òåîðèÿ ìåðû ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òàêèõ
ïîíÿòèé êàê ïëîùàäü è îáú¼ì íà ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî
ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Òàê æå êàê ãåîìåòðè÷åñêîìó îáúåêòó
ïðèïèñûâàåòñÿ ÷èñëî, íàçûâàåìîå åãî ïëîùàäüþ èëè îáú¼-
ìîì, òàê è îïðåäåë¼ííîìó ìíîæåñòâó ìîæíî ïðèïèñàòü ÷èñ-
ëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìåðîé. Åñëè ìíîæåñòâî åñòü íåêîòî-
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ðàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, òî å¼ ïëîùàäü èëè îáú¼ì è ìå-
ðà åñòü îäíî è òî æå. Ìíîæåñòâà, êîòîðûì ïî íåêîòîðîìó
ïðàâèëó ìîæíî ïðèïèñàòü ìåðó, íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûìè.
Ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò ñèñòåìó ìíî-
æåñòâ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ σ- àëãåáðîé, à ñàìà ìåðà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ýòîé ñèñòåìå ìíî-
æåñòâ è ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ìíîæåñòâó èç
ýòîé ñèñòåìû ÷èñëî � ìåðó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå σ-àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 11.
Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìà ïîä-

ìíîæåñòâ Σ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) X ∈ Σ
2) Åñëè A ∈ Σ, òî X − A ∈ Σ

3) Åñëè Aj ∈ Σ, j = 1, 2, . . . , òî
∞⋃
j=1

Aj ∈ Σ.

Îïðåäåëåíèå 12.
Ôóíêöèÿ µ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ ñèñòåìû Σ,

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé ìåðîé, åñëè:
1. µ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ íà ìíîæåñòâàõ ñèñòåìû Σ, ò.å.

µ(ω) ≥ 0, ∀ω ∈ Σ.

2. Ôóíêöèÿ µ ñ÷åòíî-àääèòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ωj èç Σ
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

µ

( ∞⋃
j=1

ωj

)
=

∞∑
j=1

µ(ωj), ωj ∈ Σ, j = 1, 2, . . .

ωi
⋂

ωj = Ø, i 6= j.
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3. µ(X) <∞.
×èñëî µ(ω) íàçûâàåòñÿ ìåðîé ìíîæåñòâà ω. Åñëè

µ(X) = 1, òî ìåðà µ íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé èëè âåðî-
ÿòíîñòíîé.

Îïðåäåëåíèå 13.
Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ St, åñëè

µ(A) = µ(StA) ∀A ∈ σ.

Ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
âàæíûì, ïîñêîëüêó îíî ïðèíöèïèàëüíî â îïðåäåëåíèè
ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1).

Â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèè ïðåäñêàçóåìîñòè ìû áó-
äåì èññëåäîâàòü â îñíîâíîì ìîäåëè êðóïíîìàñøòàáíûõ
ïðîöåññîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äèññèïàòèâíûìè è îáëàäà-
þò êîíå÷íîìåðíûì àòòðàêòîðîì. Ìû áóäåì òàêæå âñåãäà
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû íàõîäèòñÿ íà å¼
àòòðàêòîðå. Ïîñêîëüêó àòòðàêòîð � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
ïî îïðåäåëåíèþ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Áîãîëþáîâà-Êðûëîâà
[68] íà í¼ì èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà. Åñëè ýòà ìåðà ýðãîäè÷åñêàÿ (à ýòî óñëîâèå òàêæå
÷àñòî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ), òî îíà
åäèíñòâåííà.

Îïðåäåëåíèå 14.
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà (X, σ, µ, St) (X ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî èëè êàê àòòðàêòîð äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû St).

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé ïî îò-
íîøåíèþ ê ìåðå µ, åñëè X íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû, ò.å. íåâîçìîæíî ðàâåíñòâî X = A

⋃
B, A

⋂
B = Ø,

µ(A) > 0, µ(B) > 0, A = StA, B = StB.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîä êëèìàòîì ìîäåëè (1) ìû áóäåì ïî-
íèìàòü å¼ àòòðàêòîð êàê ìíîæåñòâî è èíâàðèàíòíóþ ìåðó,
çàäàííóþ íà í¼ì.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äèíàìèêà íà àòòðàêòîðå ýðãîäè÷íà,
òî òèïè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ âñþäó ïëîòíà íà í¼ì, à ìåðà âñÿ-
êîãî ïîäìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùåãî àòòðàêòîðó, áóäåò ñîâ-
ïàäàòü ñî âðåìåíåì, êîòîðîå ïðîâîäèò òðàåêòîðèÿ íà ýòîì
ïîäìíîæåñòâå [69]. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå
ïî òèïè÷íîé òðàåêòîðèè äëÿ ýðãîäè÷åñêîé ñèñòåìû ñîâïà-
äàåò ñî ñðåäíèì ïî ìåðå, ÷òî ÷àñòî â ôèçèêå ïðèíèìàþò çà
îïðåäåëåíèå ýðãîäè÷íîñòè.

Îñòàíîâèìñÿ åù¼ íà îäíîé âàæíîé òåîðåìå, äàþùåé
îñíîâàíèÿ èññëåäîâàòü õàðàêòåðèñòèêè íåóñòîé÷èâîñòè
àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ ïî ðåàëüíûì äàííûì.

Òåîðåìà î âîçâðàùàåìîñòè (Ïóàíêàðå)
Ïóñòü (X, σ, µ, St) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ èíâàðè-

àíòíîé íîðìèðîâàííîé ìåðîé µ. Ïóñòü A ∈ σ è µ(A) > 0
(µ(X) = 1). Òîãäà âñåãäà íàéä¼òñÿ òàêîå t = t∗, ÷òî

µ(A
⋂

St∗A) > 0.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè µ(A) ìàëîå ÷èñëî, òî t∗ êàê ïðà-
âèëî íàñòîëüêî áîëüøîå, ÷òî ýòà òåîðåìà èìååò ñêîðåå ôè-
ëîñîôñêîå çíà÷åíèå, ÷åì ïðàêòè÷åñêîå.



Ãëàâà 1

Êðóïíîìàñøòàáíàÿ äèíàìèêà
àòìîñôåðû

� 1. Îïðåäåëåíèå ïîãîäû è êëèìàòà. Îñíîâíûå
óðàâíåíèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Îïèñàíèå êðóïíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè àòìîñôåðû íà÷íåì
ñ îïðåäåëåíèé ïîãîäû è êëèìàòà. Ïîä ïîãîäîé ìû áóäåì
ïîíèìàòü ñîñòîÿíèå àòìîñôåðû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò
âðåìåíè.

Êëèìàòîì áóäåì íàçûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ñî-
ñòîÿíèé, ïðîõîäèìûé àòìîñôåðîé çà äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè T .

Âûáîð ýòîãî ïåðèîäà âåñüìà ïðîáëåìàòè÷åí, ïðèíÿòûì
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïåðèîäîì ÿâëÿåòñÿ T ∼ 30 ëåò.

Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà èñòî÷íèêàõ ýíåðãèè, îòâåò-
ñòâåííûõ çà ôîðìèðîâàíèå êðóïíîìàñøòàáíîé öèðêóëÿöèè.

Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ, íåñîìíåííî,
ïîòîê ñîëíå÷íîé ýíåðãèè. Íà âåðõíþþ ãðàíèöó àòìîñôåðû
ïðèõîäèò ïîòîê I0 ' 1368÷ 1377Âò

ì2 .
Íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè â ñðåäíåì ïðèõîäèòñÿ

I0
πa2

4πa2
=

1

4
I0 ' 350

Âò
ì2

.
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Îòìåòèì, ÷òî ãåîòåðìè÷åñêèé ïîòîê ñîñòàâëÿåò âåëè÷è-
íó ∼ 0.05Âò

ì2 .
Ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ àòìî-

ñôåðíûõ äâèæåíèé ïåðåõîäèò òîëüêî 3.5Âò
ì2 , ò.å. àòìîñôåðó

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåïëîâóþ ìàøèíó ñ ÊÏÄ ïîðÿä-
êà 1%.

Íóëåâîé óðîâåíü îïèñàíèÿ àòìîñôåðû êàê òåðìîäèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî ãëîáàëüíûé áàëàíñ óõîäÿùåé è ïðè-
õîäÿùåé ðàäèàöèè íà âåðõíåé ãðàíèöå àòìîñôåðû:

I0
4

(1− α) = δσT 4. (1)

δ � êîýôôèöèåíò ñåðîñòè (δ ∼ 0.95),
σ = 5.67 · 10−8 Âò

ì2K4 (ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà),
α � àëüáåäî ñèñòåìû, α ∼= 0.33.

Ðàññ÷èòàííàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà
255K(−18◦C).

Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè îêåàíà
∼ 288K(+15◦C) ∆T = 33K � ýòî ñëåäñòâèå �ïàðíèêîâîãî�
ýôôåêòà àòìîñôåðû.

Òàê êàê àëüáåäî ñèñòåìû α ∼ 0.3, òî â àòìîñôåðó ïî-
ñòóïàåò ∼ 245Âò

ì2 . Èç ýòîé âåëè÷èíû äî ïîâåðõíîñòè Çåìëè
(è ïîãëîùàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ) äîõîäèò ïðèìåðíî 2/3, ò.å.
163Âò

ì2 (äàííûå Áóäûêî [4]).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåðíî 82Âò

ì2 ïîãëîùàåòñÿ â àòìîñôå-
ðå. Èç ýòèõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò âûâîä, ÷òî àòìîñôåðà ãðååò-
ñÿ â îñíîâíîì ñíèçó, â îòëè÷èå îò îêåàíà, êîòîðûé ãðååòñÿ
ñâåðõó. Â ýòîì ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå ýòèõ äâóõ ñðåä.

Äâèæóùåé ñèëîé àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé ÿâëÿåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîå íàãðåâàíèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Òàêèì îáðà-
çîì, çàäà÷à îïèñàíèÿ ïðèðîäû àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê äèôôåðåíöèàëüíîå íà-
ãðåâàíèå íà âðàùàþùåéñÿ Çåìëå ïðèâîäèò ê íàáëþäàåìîé
öèðêóëÿöèè. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïðèðîäó ýòîé öèðêóëÿ-
öèè íà îñíîâå óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè àòìîñôåðû.
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Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:
d~u

dt
+ 2~Ω× ~u = −1

ρ
∇p+ ~g + ~F ,

∂ρ

∂t
+ div(ρ~u) = 0

(2)

cp
dT

dt
− 1

ρ

dp

dt
= Q,

p = ρRT

Â ñèñòåìå (2) ~u � âåêòîð ñêîðîñòè, ~u = (u, v, w)T , ~Ω � âåê-
òîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè, ρ � ïëîòíîñòü àòìî-
ñôåðû, p � äàâëåíèå, ~F � ïîâåðõíîñòíûå ñèëû (ñèëû òðå-
íèÿ), R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, ~g � ìàññîâûå ñèëû, â íàøåì
ñëó÷àå ýòî ñèëà òÿæåñòè: ~g = ~g0 + Ω2 ~R1, ãäå ~g0 � ãðàâèòà-
öèîííàÿ ñèëà, Ω2 ~R1 � öåíòðîáåæíàÿ ñèëà, ~R1 � ïðîåêöèÿ
~r íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè âðàùåíèÿ. Â íèæ-
íèõ 25 êì ìàêñèìàëüíûé óãîë ìåæäó ~g è ~R ñîñòàâëÿåò 0.2◦,
à âåëè÷èíà ~g ìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1%. Ïîýòîìó â áîëü-
øèíñòâå çàäà÷ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Çåìëÿ � ýòî ñôåðîèä,
è ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà ê öåíòðó ñôåðû ïî ðàäèóñó.

Ïóñòü
u =

dx

dt
, v =

dy

dt
, w =

dz

dt

(x, y, z � ëîêàëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò).
Âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò: λ � äîëãîòà, ϕ � øèðîòà, r � ðàäèóñ. Ìåòðè÷åñêèå
ñîîòíîøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä:

dx = r cosϕdλ, dy = rdϕ, dz = dr.

Îòñþäà

u = r cosϕ
dλ

dt
, v = r

dϕ

dt
, w =

dr

dt
=
dz

dt
.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ u, v, w áóäóò èìåòü âèä:

du

dt
=
uv

r
tgϕ− uw

r
+2Ω sinϕv−2Ω cosϕw− 1

ρr cosϕ

∂p

∂λ
+

1

ρ
Fλ,

dv

dt
= −u

2

r
tgϕ− vw

r
− 2Ω sinϕu− 1

ρr

∂p

∂ϕ
+

1

ρ
Fϕ,

dw

dt
=

1

r
u2 +

1

r
v2 + 2Ω cosϕu− g − 1

ρ

∂p

∂z
+

1

ρ
Fz,

∂ρ

∂t
+∇ · ρ~u = 0, (3)

cp
dT

dt
− 1

ρ

dp

dt
= Q, p = ρRT,

∇ · ρ~u =
1

r2 cosϕ

(
∂

∂λ
ρur +

∂

∂ϕ
ρvr cosϕ+

∂

∂z
ρwr2 cosϕ

)
.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà.

Ïîëíûé ìîìåíò çîíàëüíîãî êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ èìååò âèä:

M ≡ ru cosϕ+ Ωr2 cos2 ϕ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

dM

dt
= −1

ρ

∂p

∂λ
+ r cosϕ

Fλ
ρ

(4)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (4) íà ρ è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàç-
ðûâíîñòè, ïîëó÷àåì:

∂ρM

∂t
+∇ · ~uρM = −∂p

∂λ
+ r cosφFλ. (5)
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Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (5) ïî îáú¼ìó, çàíÿòîìó àòìî-
ñôåðîé:

∂

∂t

∫∫∫

v

ρMdv +

∫∫∫

v

∇ · ~uρMdv =

=

∫∫∫

v

r cosϕFλdv −
∫∫∫

v

∂p

∂λ
dv.

Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ïî λ âûáèðàåòñÿ óñëîâèå ïå-
ðèîäè÷íîñòè âñåõ ôóíêöèé è ïðîèçâîäíûõ îò íèõ, óñëîâèå
ïî ϕ: η cosϕ→ 0 ïðè ϕ→ ±π

2
. ×òîáû íå óñëîæíÿòü ïðîáëå-

ìó óñëîâèåì ïðè r →∞, ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü àòìîñôåðû êîíå÷íà,
è îíà ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà Çåìëè, òàê ÷òî ìíîæèòåëü r2

ìîæíî âåçäå çàìåíèòü íà a2, ãäå a � ðàäèóñ Çåìëè.
Íà âåðõíåé ãðàíèöå àòìîñôåðû ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî

ýíåðãèÿ àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé ñòðåìèòñÿ ê 0:

ρ(u2 + v2 + w2) → 0 ïðè r → H

(H � âåðõíÿÿ ãðàíèöà àòìîñôåðû).
Íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñòàâèì óñëîâèå íåïðîòå-

êàíèÿ w = 0 ïðè r = a. Èñïîëüçóÿ ýòè óñëîâèÿ, ïîëó÷èì:

∂

∂t

∫∫∫
ρMdv =

∫∫∫
a cosϕFλdv. (6)

Ðàâåíñòâî (6) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñîîòíîøåíèåì
äëÿ îáúÿñíåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïàññàòîâ â òðîïè÷åñêîé
îáëàñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Fλ = −∂τλ
∂z

(z = r − a),

è ìû ñ÷èòàåì ðàäèóñ Çåìëè ïîñòîÿííûì.
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Ïóñòü
τλ = −k∂u

∂z
.

Èñïîëüçóÿ àýðîäèíàìè÷åñêóþ ôîðìóëó, çàïèøåì ïðè r = a
τλ â ñëåäóþùåì âèäå:

τλ = −cd|u|u.

Òîãäà óðàâíåíèå (6) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (ïðè óñëî-
âèè, ÷òî k = 0 ïðè r = H):

∂

∂t

∫∫∫
ρMdv = −

∫∫

S

cd|u|ua2 cosφdλdϕ. (7)

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àòìîñôåðå íåò ïîñòîÿííîãî
íàêîïëåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, òî

1

T

T∫

0

dt
∂

∂t

∫∫∫
ρMdv =

1

T

∫∫∫
ρMdv

∣∣∣
T

0
→ 0, ïðè T →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

1

T

T∫

0

dt

∫∫

S

cd|u|ua2 cosφdλdϕ ≈ 0

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü u â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

àòìîñôåðû Çåìëè äîëæíà áûòü çíàêîïåðåìåííîé.

2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè

Îïðåäåëèì ñîñòàâëÿþùèå ïîëíîé ýíåðãèè íà åäèíèöó
ìàññû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
K = 1

2
(u2 + v2 + w2) � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ,
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Φ = gz � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, I = cvT � âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ (cv � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúå-
ìå).

Óðàâíåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååò âèä:

dK

dt
= −1

ρ
~u · ∇p+ ~u ·

~F

ρ
− gw,

Óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

dΦ

dt
= gw.

Óðàâíåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè:

dI

dt
= −p

ρ
∇ · ~u+Q.

Ñêëàäûâàÿ ýòè òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

d

dt
(K + Φ + I) = −p

ρ
∇ · ~u+

~u · ~F
ρ

+Q. (8)

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà ρ è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàç-
ðûâíîñòè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå áàëàíñà ïîëíîé
ýíåðãèè àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé.

� 2. Óðàâíåíèå ãèäðîñòàòèêè è ïðèìèòèâíûå óðàâ-
íåíèÿ. p-ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ïîä êðóïíîìàñøòàáíûìè ïðîöåññàìè ìû áóäåì ïîíèìàòü
ïðîöåññû ñ õàðàêòåðíûì ãîðèçîíòàëüíûì ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ìàñøòàáîì L ∼ 106 ì, âåðòèêàëüíûì ìàñøòàáîì
H ∼ 10 êì è âðåìåííûì ìàñøòàáîì T ∼ 1 ñóòîê. Îòñþäà
ū ∼ L

T
∼ 10 ì

ñåê , w̄ ∼ H
T
∼ 10−1 ì

ñåê (íà ñàìîì äåëå õàðàêòåð-
íûé ìàñøòàá âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè íà ïîðÿäîê ìåíüøå).
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Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â òðåòüåì óðàâíåíèè ñè-
ñòåìû (3)§1 âñå ÷ëåíû êðîìå 1

ρ
∂p
∂z

ìíîãî ìåíüøå g. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêèé áàëàíñ:

∂p

∂z
= −gρ. (1)

Ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ôèëüòðóåò âåðòèêàëüíîå
ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí è èñêëþ÷àåò íåîáõîäè-
ìîñòü çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ w.

Â ðåçóëüòàòå ãîðèçîíòàëüíûõ äâèæåíèé âîçäóõà ïîëå
äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ïåðåñòðàèâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òî ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü íàðóøåíî.
Ýòî íàðóøåíèå äîëæíî ìãíîâåííî �èñïðàâëÿòüñÿ� ïîëåì
âåðòèêàëüíûõ äâèæåíèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ w äîëæíî ñóùåñòâîâàòü äèàãíîñòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïî âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèè, ïîëó÷èì:

dp

dt
= RT

dρ

dt
+Rρ

dT

dt
.

Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè èìååì:

dρ

dt
= −ρ∇ · ~u,

èç óðàâíåíèÿ ïðèòîêà òåïëà:

cp
dT

dt
=

1

ρ

dp

dt
+Q.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ:

dp

dt
= − p

1− γ
∇ · ~u+

γ

1− γ
ρQ,
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ãäå γ = R
cp
. Äàëåå, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ãèäðîñòàòèêè ïî z

îò ∞ äî z, ïîëó÷èì:

p = −
z∫

∞

ρgdz (p = 0 ïðè z = ∞).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî t. Ïîëó÷èì

∂p

∂t
= −

z∫

∞

∂ρ

∂t
gdz =

z∫

∞

g∇ · ρ~u dz.

Èñêëþ÷àÿ ∂p
∂t

èç óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ, ïîëó÷èì èñêîìîå
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå w ñ îñòàëüíûìè ïåðåìåííûìè, êî-
òîðîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî w äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëî ãèäðîñòàòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.

Îäíàêî, ïðè ãèäðîñòàòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè íàðóøàþòñÿ
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. ×òîáû îíè ñíîâà âûïîëíÿëèñü, íåîáõî-
äèìî ñäåëàòü ñëåäóþùåå:

1. Âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (3)§1 âûáðîñèòü ÷ëåíû
ñ w ( d

dt
è îïåðàòîð ∇, åñòåñòâåííî, îïðåäåëÿþòñÿ â òðåõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå).
2. Â îïðåäåëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîëîæèòü

K =
u2 + v2

2
.

3. Âìåñòî r ïîñòàâèòü a � ðàäèóñ Çåìëè.
Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîé ñèñòåìå ïðèìè-

òèâíûõ óðàâíåíèé:

du

dt
=
uv tgϕ

a
+ 2Ω sinϕv − 1

ρa cosϕ

∂p

∂λ
+

1

ρ
Fλ,

dv

dt
= −u

2 tgϕ

a
− 2Ω sinϕu− 1

ρa

∂p

∂ϕ
+

1

ρ
Fϕ,
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∂p

∂z
= −gρ, p = RρT (2)

cp
dT

dt
− 1

ρ

dp

dt
= Q,

dρ

dt
+ ρ∇ · ~u = 0.

(Çäåñü ∇ · ~u = 1
a cosϕ

(
∂u
∂λ

+ ∂v cosϕ
∂ϕ

)
+ ∂w

∂z
).

p-ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè òàê íà-
çûâàåìóþ p-ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïîñêîëüêó ρ > 0, òî p åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ z, è ìû
âìåñòî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû z ìîæåì èñïîëüçîâàòü
äàâëåíèå p.

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé â êà÷åñòâå èñõîäíîé èñ-
ïîëüçîâàòü äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y, z). Íàøà çà-
äà÷à � ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ (x, y, p).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
(
∂ϕ

∂x

)

z

=

(
∂ϕ

∂x

)

p

+
∂ϕ

∂p

(
∂p

∂x

)

z

(
∂ϕ

∂y

)

z

=

(
∂ϕ

∂y

)

p

+
∂ϕ

∂p

(
∂p

∂y

)

z

(3)

∂ϕ

∂z
=
∂ϕ

∂p
· ∂p
∂z
.

Êàêèå ïðåèìóùåñòâà ìû ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ p-ñèñòåìó
êîîðäèíàò?

Ðàññìîòðèì ÷ëåí 1
ρ
∇p â ñèñòåìå (2)§1. Ïîñêîëüêó èç (3)

ñëåäóåò, ÷òî (∇p)z = −∂p
∂z

(∇z)p, òî 1
ρ
(∇p)z = (∇gz)p.
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Ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ Φ = gz (ãåîïîòåíöèàë), ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî

1

ρ
(∇p)z = ∇Φ. (4)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí 1
ρ
∇p ïðåâðàùàåòñÿ â ëè-

íåéíûé � ∇Φ.
Óðàâíåíèå ãèäðîñòàòèêè:

∂p

∂z
= −gρ

äîëæíî áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
∂z

∂p
= − 1

gρ
, èëè

∂Φ

∂p
= −RT

p
(5)

Íî íàèáîëåå ÿðêîå ïðåèìóùåñòâî p-ñèñòåìû ìîæíî óâèäåòü
èç ôîðìû çàïèñè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.

Â z-ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè èìååò
âèä:

∂ρ

∂t
+∇z · ρ~u = 0 (6)

Ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèÿ ãèäðîñòàòèêè ñëåäóåò, ÷òî

ρ = −1

g

∂p

∂z
,

à
∇z · ~u = ∇h

z · ~u+
∂w

∂z
,

ãäå ∇h
z � îïåðàòîð ãðàäèåíòà ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåí-

íûì, ~u � âåêòîð (u, v), òî óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

−1

g

∂

∂z

(
∂p

∂t
+ w

∂p

∂z

)
+ ρ∇h

z · ~u+ ~u · ∇h
zρ = 0. (7)
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Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

∇h
z · ~u = ∇h

p · ~u+
∂~u

∂p
· ∇h

zp.

Äàëåå,

~u · ∇h
zρ = −1

g
~u · ∇h

z

∂p

∂z
= −1

g

∂

∂z
(~u · ∇h

zp) +
1

g

∂~u

∂z
· ∇h

zp.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (7) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

−1

g

∂

∂z

(
∂p

∂t
+ ~u · ∇h

zp+ w
∂p

∂z

)
+ρ∇h

p ·~u+ρ
∂~u

∂p
∇h
zp−ρ

∂~u

∂p
∇h
zp=0,

èëè
∂

∂p

dp

dt
+∇h

p · ~u = 0. (8)

Â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò àíàëîãîì âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè
ÿâëÿåòñÿ τ ≡ dp

dt
. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

â p-ñèñòåìå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

∇p · ~u = 0, (9)

ò.å. àòìîñôåðà â p-ñèñòåìå ôîðìàëüíî ñòàíîâèòñÿ íåñæèìà-
åìîé æèäêîñòüþ.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ñæèìàåìîñòü äîëæíà ãäå-òî
ïðîÿâèòüñÿ, è îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Êàê
óæå îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, íà íèæíåé
ãðàíèöå àòìîñôåðû íóæíî ñòàâèòü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ.
Íà íèæíåé ãðàíèöå äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäè-
íàò è âðåìåíè, ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ åùå îäíî ýâîëþöè-
îííîå óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî äàâëåíèÿ, ïðè âûâî-
äå êîòîðîãî íàäî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ. ×òî-
áû èçáåæàòü ýòîãî íåäîñòàòêà, ìîæíî ïåðåéòè ê σ-ñèñòåìå,
σ = p

p∗
, ãäå p∗ � ïîâåðõíîñòíîå äàâëåíèå, íî â ýòîì ñëó÷àå

óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ñíîâà ñòàíîâèòñÿ ýâîëþöèîííûì.
Äåòàëè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð â [54].
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� 3. Ýôôåêòû âðàùåíèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ êâàçèãåî-
ñòðîôè÷åñêîãî âèõðÿ

Ðàññìîòðèì ïðèìèòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â p-ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

d~u

dt
= −l~k × ~u−∇Φ + ~F , l = 2Ω sinϕ,

∂Φ

∂p
= −RT

p
.

∇ · ~u = 0, p = ρRT,

çäåñü ~k � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, l � ïàðàìåòð Êîðèîëèñà, Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ Çåìëè.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ ñ ìàñøòàáîì L. Ïóñòü ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü ÷àñòèöû åñòü u. Òîãäà âðåìÿ, çà êîòîðîå ÷àñòèöà
ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå L, áóäåò t = L/u; ìû ìîæåì óòâåð-
æäàòü, ÷òî ýôôåêòû âðàùåíèÿ áóäóò íåçíà÷èòåëüíûìè, åñ-
ëè t¿ 1

2Ω
, èëè L

u
¿ 1

2Ω
. Ýôôåêò âðàùåíèÿ áóäåò ñóùåñòâåí-

íûì, åñëè L
u
À 1

2Ω
èëè u

2ΩL
¿ 1. Ñëåâà ñòîèò áåçðàçìåðíîå

÷èñëî, íàçûâàåìîå ÷èñëîì Ðîññáè: ε = u
2ΩL

.
Åñëè îïðåäåëèòü ñðåäíþþ ñêîðîñòü èç óñëîâèÿ K = mū2

2
,

ãäå K � ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àòìîñôåðíîé öèðêó-
ëÿöèè, òî ū ∼ 15 ì

ñåê .
Ïóñòü

L ≈ 106ì, 2Ω ≈ 10−4 1

ñåê
è äëÿ ñðåäíèõ øèðîò ïîëó÷èì

ε =
15

106 · 10−4
≈ 0.15.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ òàêèõ ìàñøòàáîâ, êîòîðûå ìû îïðå-
äåëèëè êàê êðóïíîìàñøòàáíûå, âðàùåíèå î÷åíü ñóùåñòâåí-
íî. Ñäåëàííûé âûâîä íå îçíà÷àåò, ÷òî íà Çåìëå äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ âëèÿíèÿ âðàùåíèÿ íóæíû áîëüøèå ìàñøòàáû. Íàïðè-
ìåð, â Ãîëüôñòðèìå L ≈ 102 êì, íî ū ∼ 0.1 ì/ñåê, è ÷èñëî
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Ðîññáè áóäåò ðàâíî

ε =
10−1

10−4 · 105
= 10−2.

Ôàêòè÷åñêè, ìàëîñòü ÷èñëà Ðîññáè îçíà÷àåò, ÷òî ñèëû èíåð-
öèè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ êîðèîëèñîâûìè ñèëàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðè îáåçðàçìå-
ðèâàíèè íà ìàñøòàáû L, ū èìååì (â îòñóòñòâèå ñèë âÿçêî-
ñòè):

ε
dū

dt
= −l~k × ū−∇Φ,

ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ε ìû èìååì òàê íàçûâàåìûå ãåîñòðîôè-
÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

l~k × ~u = −∇Φ â p− ñèñòåìå

l~k × ~u = −1

ρ
∇p â z − ñèñòåìå.

Îòñþäà èìååì

u = −1

l

∂Φ

∂y
, v =

1

l

∂Φ

∂x
, (1)

èëè
u = − 1

ρl

∂p

∂y
, v =

1

ρl

∂p

∂x
.

Ñîîòíîøåíèÿ â (1) îçíà÷àþò, ÷òî âåòåð â ñðåäíèõ øèðî-
òàõ äóåò âäîëü èçîáàð, îñòàâëÿÿ ïîâûøåííîå äàâëåíèå ñïðà-
âà â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè (l > 0) è ñëåâà â þæíîì ïîëóøà-
ðèè (l < 0).

Èç ãåîñòðîôè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé áóäåò ñëåäîâàòü óðàâ-
íåíèå òåðìè÷åñêîãî âåòðà, åñëè ìû ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ãåîñòðîôè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïî p:

l~k × ∂~u

∂p
= −∇∂Φ

∂p
=
R

p
∇T,
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(åñëè âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ãèäðîñòàòèêè) èëè
∂u

∂p
=
R

pl

∂T

∂y
,

∂v

∂p
= −R

pl

∂T

∂x
.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåòåð â îáîèõ ïîëó-
øàðèÿõ äîëæåí ðàñòè ñ âûñîòîé.

Îäíàêî, ñëåäóåò ñðàçó çàìåòèòü, ÷òî ãåîñòðîôè÷åñêèå
ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèìè è íå ìîãóò ñëó-
æèòü îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ èçìåíåíèé (äèíàìèêè) ïðî-
öåññà. Äèíàìèêà ïðîöåññà èäåò ÷åðåç ìàëûå àãåîñòðîôè÷å-
ñêèå êîìïîíåíòû. Ïîäõîäÿùåå óðàâíåíèå äëÿ ýòîãî ìîæíî
ïîëó÷èòü, áåðÿ îïåðàöèþ âèõðÿ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî âèõðÿ â p-
êîîðäèíàòàõ. Â êà÷åñòâå ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò âûáå-
ðåì äëÿ ïðîñòîòû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Âûáåðåì ïðè-
áëèæåíèå β-ïëîñêîñòè. (Ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ôèêñèðóåòñÿ
β ≡ ∂l

∂y
= const è l0 = const.) Èìååì:

du

dt
− lv = −∂Φ

∂x
,

dv

dt
+ lu = −∂Φ

∂y
,

∂Φ

∂p
= −RT

p
,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂τ

∂p
= 0,

dT

dt
− RTτ

cpp
= 0. (2)

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:
∂T

∂t
+ ~u · ∇T + τ

∂T

∂p
− RTτ

cpp
= 0.

Ïóñòü T = T̄ (p) + T ′(x, y, t, p),Φ = Φ̄(p) + Φ′(x, y, t, p), òàê
÷òî

∂Φ̄

∂p
= −RT̄

p
,

∂T̄

∂p
=
∂T̄

∂z

∂z

∂p
= −∂T̄

∂z

RT̄

pg
≡ γ̄

RT̄

pg
.

Òîãäà áóäåì èìåòü:
∂T ′

∂t
+ ~u · ∇T ′ + τ

∂T ′

∂p
+

(
γ̄
RT̄

pg
− RT

cpp

)
τ = 0
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èëè, ïîëàãàÿ T ′ ¿ T̄ , ïîëó÷èì
∂T ′

∂t
+ ~u · ∇T ′ + τ

∂T ′

∂p
− RT̄

pg
(γa − γ̄)τ = 0,

ò.ê. γa = g
cp

� àäèàáàòè÷åñêèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû.
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ òàêæå çàïèøåì â ñëåäóþùåé ôîð-

ìå:
∂u

∂t
+ ~u · ∇u+ τ

∂u

∂p
− lv = −∂Φ′

∂x

∂v

∂t
+ ~u · ∇v + τ

∂v

∂p
+ lu = −∂Φ′

∂y
. (3)

Îò ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé áåðåì îïåðàöèþ âèõðÿ, ò.å. ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû âèõðÿ. (Ýòà
êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé â ñèëó íàøåãî ïðåäûäóùåãî
àíàëèçà î ïîðÿäêå âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè (ñì. �1).)

Ïóñòü
ω =

∂v

∂x
− ∂u

∂y
,

òîãäà èìååì
∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
+ τ

∂ω

∂p
+ ω

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

+
∂τ

∂x

∂v

∂p
− ∂τ

∂y

∂u

∂p
+ l

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ v

∂l

∂y
= 0. (4)

Ïîñêîëüêó dp
dt
∼ w ∂p

∂z
= −gpw, ò.å. τ ∼ −gpw, òî â ïîñëåä-

íåì óðàâíåíèè ìû ìîæåì îïóñòèòü ÷ëåíû ñ τ .
Ïîëàãàÿ Ω = ω + l, áóäåì èìåòü:

dΩ

dt
= Ω

∂τ

∂p
.

Â óðàâíåíèè äëÿ T ′ òàêæå îïóñòèì ÷ëåí τ ∂T ′
∂p

. Ò.ê. ∂Φ′
∂p

= RT ′
p
,

òî ïîëó÷èì:
∂

∂t

p

R

∂Φ′

∂p
+ ~u · ∇ p

R

∂Φ′

∂p
+
RT̄

pg
(γa − γ̄)τ = 0. (5)
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Óìíîæèì è ðàçäåëèì ïîñëåäíèé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ
íà l0 è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

m2 ≡ p2gl0
R2T̄ (γa − γ̄)

.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (5) ïî p. Ïîëó÷èì:

∂

∂t

∂

∂p

(
m2∂Φ′

∂p

)
+ ~u · ∇ ∂

∂p

(
m2∂Φ′

∂p

)
+

+m2

(
∂u

∂p

∂T ′

∂x
+
∂v

∂p

∂T ′

∂y

)
= −l0∂τ

∂p
. (6)

Åñëè ïðèíÿòü óñëîâèå ãåîñòðîôè÷íîñòè äëÿ u è v, òî ïî-
ñëåäíèé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îáðàòèòñÿ â 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìû èìååì:

∂

∂t

∂

∂p

(
m2∂Φ′

∂p

)
+ ~u · ∇ ∂

∂p

(
m2∂Φ′

∂p

)
= −l0∂τ

∂p
. (7)

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû âèõðÿ

dΩ

dt
= Ω

∂τ

∂p
.

Ïîñêîëüêó
Ω = l +

∂v

∂x
− ∂u

∂y
,

ãäå
l ≈ 10−4,

∂u

∂y
− ∂v

∂x
∼ 2

∂u

∂y
∼ 2

ū

L
∼ 2 · 10−5,

òî âìåñòî Ω â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïîëîæèòü l0. Ñêëàäûâàÿ
ýòè äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

∂q

∂t
+ ~u · ∇q = 0 q = Ω +

∂

∂p

(
m2∂Φ′

∂p

)
.
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Åñëè â óðàâíåíèè äëÿ q ïîëîæèòü

u = − 1

l0

∂Φ′

∂y
, v =

1

l0

∂Φ′

∂x
,

òî ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ òîêà ψ = Φ′/l0. Òîãäà

q = ∆ψ + l +
∂

∂p

(
m̃2∂ψ

∂p

)
, m̃2 ≡ m2l0 =

p2gl20
R2T̄ (γa − γ̄)

è óðàâíåíèå äëÿ q èìååò âèä
∂q

∂t
+ J(ψ, q) = 0. (8)

Âîçíèêàåò âîïðîñ î êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïî p. Íàâåðõó
ìîæíî ïîëîæèòü pT ′ → 0, ïðè p → 0, ò.å. p2 ∂ψ

∂p
→ 0 ïðè

p → 0. Âíèçó ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü êèíåìàòè÷åñêîå
óñëîâèå w = 0 â óðàâíåíèè ïðèòîêà òåïëà íà ïîâåðõíîñòè
z = 0. Óðàâíåíèå ïðèòîêà òåïëà íà ýòîé ïîâåðõíîñòè åñòü:

∂

∂t

∂ψ

∂p

∣∣∣
p=p∗

+ J

(
ψ,
∂ψ

∂p

)

p=p∗

+
1

m2

dp

dt
= 0, (9)

ãäå p∗ � ïðèçåìíîå äàâëåíèå.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìû áóäåì èìåòü

∂

∂t

∂ψ

∂p
+ J

(
ψ,
∂ψ

∂p

)
= 0 ïðè p = p∗. (10)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â íåêîòîðîì
ñìûñëå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå ïîòîêè àíàëîãè÷íû äâó-
ìåðíûì ïîòîêàì, ò.å. ïåðåäà÷à ýíåðãèè ïî ñïåêòðó â íèõ
äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî àíàëîãè÷íûì çàêîíàì.

Ââåäåì åùå îäèí î÷åíü âàæíûé ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé
ðàäèóñîì äåôîðìàöèè Ðîññáè.

Ýòî ìàñøòàá äëèíû, íà êîòîðîì ñèëû ïëàâó÷åñòè èãðà-
þò òàêóþ æå ðîëü, êàê è ñèëû Êîðèîëèñà. Ìàñøòàá î÷åíü
âàæåí ïðè èçó÷åíèè áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè.
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Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ÷àñòîòó Áðåíòà-Âÿéñÿëÿ:

N2 = −g
(

1

ρ

∂ρ

∂z
+
g

c2

)
.

c � ñêîðîñòü çâóêà; c2 =
(
∂p
∂ρ

)
S=const

, S � ýíòðîïèÿ.
Òîãäà

m2 = l0

( pg

RT̄N

)2

.

Ðàññìîòðèì èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé: T̄ (p) = T̃ = const.
Çäåñü RT̃

g
= H � âûñîòà îäíîðîäíîé àòìîñôåðû, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ êàê âûñîòà, íà êîòîðîé â èçîòåðìè÷åñêîé àò-
ìîñôåðå ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå (èëè ïëîòíîñòü) ïàäà-
þò â e-ðàç.

p = RT̃ρ;
∂p

∂z
= −gp; ρ =

p

RT̃
;

∂p

∂z
= − gp

RT̃
;

p = p0e
− gz

RT̃ ; RT̃ = gH,=> H =
RT̃

g
.

Äëÿ àòìîñôåðû H ≈ 8êì ïðè T̃ ≈ 255K.
Âåëè÷èíà LR = HN

l0
íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáîì Ðîññáè.

Â àòìîñôåðå
N/l0 ≈ 100, ò.ê.

l0 ∼ 10−4 1

ñåê , N ≈ 10−2 1

ñåê .

Òàêèì îáðàçîì

LR =
HN

l0
= 8 · 103 · 102 = 800êì.

Ìàñøòàá Ðîññáè äàåò îñíîâàíèå ââåñòè ïîíÿòèå êðóï-
íîãî ìàñøòàáà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ
êðóïíîìàñøòàáíûìè, åñëè L > LR.
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ßñíî, ÷òî ïîñêîëüêó ìàñøòàá Ðîññáè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
ðàâíûé âêëàä ñèë ïëàâó÷åñòè è Êîðèîëèñà, òî ïðè L > LR
ñèëà ïëàâó÷åñòè íåñóùåñòâåííà, ò.å. íåñóùåñòâåííà ñòðàòè-
ôèêàöèÿ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîöåññû ïî÷òè áàðîòðîïíû (èëè
êâàçèáàðîòðîïíû). Ñëåäîâàòåëüíî, êðóïíûå ìàñøòàáû êâà-
çèáàðîòðîïíû.

Ôàêòè÷åñêè, ìû äëÿ êàæäîé áàðîêëèííîé ìîäû èìååì
ñâîé ìàñøòàá. Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ

l20
H2N2

∂

∂p
p2

(
T ′

T̃

)
∂ψ

∂p
= λψ,

òî
LiR =

HN

l0λi
.

Äëÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü
â ôîðìå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ,

d

dt

ω + l

H
= 0,

ãäå H � ãëóáèíà âîäû, ìàñøòàá Ðîññáè-Îáóõîâà èìååò âèä:

LR =

√
gH

l0
.

Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (8) îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ

ū = −∂ψ̄
∂y

= const, ψ = ūy + ψ′.

Ïîëó÷èì
∂

∂t

(
∆ψ′ +

∂

∂p
m̂2∂ψ

′

∂p

)
+

+ū
∂

∂x

(
∆ψ′ +

∂

∂p
m̂2∂ψ

′

∂p

)
+ β

∂ψ′

∂x
= 0, (11)

ãäå β = ∂l
∂y
, êîòîðîå ìû ïîëàãàåì ïîñòîÿííûì.
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Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
∂

∂p
m̂2∂ϕi

∂p
= −λiϕi, ∂ϕi

∂p
|p=p1,p2 = 0.

Ïóñòü
ψ′ =

∑
ψi(x, y, t)ϕi(p).

Òîãäà äëÿ ψ′i èìååì:
∂

∂t

(
∆ψ′i −

1

(LiR)2
ψ′i

)
+ ū

∂∆ψ′i
∂x

+

(
β − ū

(LiR)2

)
∂ψ′i
∂x

= 0,

Ôàêòè÷åñêè 1
(Li

R)2
âõîäèò êàê ýôôåêò ñæèìàåìîñòè, ò.ê.

äëÿ äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé àòìîñôåðû ìû èìååì óðàâíå-
íèå ñ LiR = ∞.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ýòîò ñëó÷àé. Ïóñòü
ψi = ei(kx+ly−σt)

� áåãóùèå âîëíû. Òîãäà äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå áóäåò
èìåòü âèä:

σ = k

(
ū− β

k2 + l2

)
,

à äëÿ ñæèìàåìîé àòìîñôåðû:

σ = k

(
ū−

β − ū
(Li

R)2

k2 + l2

)
+

1

(LiR)2
.

Ýòî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå âîëí Ðîññáè. Èõ ñâîéñòâî
� äâèæåíèå íà çàïàä ïî îòíîøåíèþ ê ïîòîêó. Ôàçîâûå ñêî-
ðîñòè âîëí Ðîññáè ïðè LiR = ∞ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cΦ =
σ

k
= ū− β

k2 + l2
,

ãðóïïîâûå ñêîðîñòè �

cgx =
∂σ

∂k
= ū− β

k2 + l2
+

2βk2

(k2 + l2)2
cgy =

2βkl

(k2 + l2)2
.
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� 4. Ñòàöèîíàðíûå âîëíû Ðîññáè. Ãîðèçîíòàëüíîå
è âåðòèêàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñòàöèîíàðíûõ
âîëí Ðîññáè

Ðàññìîòðèì êëàññ ñòàöèîíàðíûõ âîëí:
σ = 0, ū− β/(k2 + l2) = 0.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî êëàññà:
1. Ñòàöèîíàðíûå âîëíû ìîãóò áûòü òîëüêî â çàïàäíîì

ïîòîêå (ū = 0 � êðèòè÷åñêàÿ øèðîòà).
2. Ãðóïïîâûå ñêîðîñòè:

cgx =
2βk2

(k2 + l2)2
,

cgy =
2kl

(k2 + l2)2
.

Åñëè k > 0, l > 0, òî ýíåðãèÿ âîëí ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ñåâåðî-âîñòîê.

3. Äëÿ êàæäîãî ū ñóùåñòâóåò ïîëíîå âîëíîâîå ÷èñëî, ïðè
êîòîðîì âîëíû ìîãóò áûòü ñòàöèîíàðíû.

K2
S = k2 + l2 = ū/β.

×òî ïðîèñõîäèò, åñëè ýòî ðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ? Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå, ãäå ū = ū(y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ y.

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:
∂q′

∂t
+ ū

∂q′

∂x
+
∂ψ

∂x

∂q̄

∂y
= 0.

∂q̄

∂y
= β +

∂ω̄

∂y
= β − ∂2ū

∂y2
≡ β̄.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé âîëíû q′ = q′(y)eikx,σ = 0 è ïîñêîëüêó
ìû èçó÷àåì óñòîé÷èâûå âîëíû, òî óðàâíåíèå äëÿ ψ′ áóäåò
èìåòü âèä

ū

(
∂2ψ′

∂y2
− k2ψ′

)
+ β̄ψ′ = 0



� 4. Ñòàöèîíàðíûå âîëíû Ðîññáè 65

èëè
∂2ψ′

∂y2
=

(
k2 − β̄

ū

)
ψ′.

Ïóñòü èñòî÷íèê âîëí ðàñïîëîæåí íà êàêîé-òî øèðîòå.
Îáîçíà÷àÿ β

ū
÷åðåç K2

S, óðàâíåíèå äëÿ ψ′ ïåðåïèøåì â âèäå:

∂2ψ′

∂y2
− (k2 −K2

S)ψ
′ = 0. (1)

Åñëè k2 < K2
S, óðàâíåíèå (1) èìååò âîëíîâîå ðåøåíèå.

Åñëè k2 > K2
S, òî ìû èìååì ðåøåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì

çàòóõàíèåì ïî y (âîëíû çàõâàòûâàþòñÿ), ū = 0 åñòü êðè-
òè÷åñêàÿ øèðîòà, ïðè ū < 0 � âîëíîâûõ ðåøåíèé íåò, íåò
è ñòàöèîíàðíûõ âîëí.

Êàê æå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû îò èñòî÷íèêà? Ïî-
ñêîëüêó äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âîëí k2 + l2 = K2

S = β̄/ū,
òî

l2 = K2
S − k2, l = ±

√
K2
S − k2.

Îáðàçóþòñÿ äâà ëó÷à íà ñåâåð è íà þã, ñ ëîêàëüíîé ãðóïïî-
âîé ñêîðîñòüþ

cgy = ± 2kl

(k2 + l2)2
.

Ðàññìîòðèì âîëíû Ðîññáè â ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ñðå-
äå íà ñôåðå [112]. Çäåñü óäîáíî ðàññìîòðåòü ìåðêàòîðñêóþ
ïðîåêöèþ:

x = αλ, y = α ln((1 + sinϕ)/ cosϕ)

1

α cosϕ

∂

∂λ
=

1

cosϕ

∂

∂x
,

1

α

∂

∂ϕ
=

1

cosϕ

∂

∂y
,

∇2 =
1

cos2 ϕ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

cosϕ = sech(y/α), sinϕ = tanh(y/α).
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Åñëè ó íàñ åñòü çîíàëüíàÿ ñêîðîñòü

ū =
a

cosϕ

dλ

dt
, òî ūM =

dx

dt
=

ū

cosϕ
,

òî åñòü ýòà ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà óãëîâîé ñêîðîñòè. Ëè-
íåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (11) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò èìååò âèä:
∂∆ψ

∂t
+

1

cosϕ

{
ū
∂∆ψ

∂λ
+
∂ψ

∂λ

∂

∂ϕ

(
2Ωsinϕ+

1

cosϕ

∂

∂ϕ
cosϕ

∂ψ̄

∂ϕ

)}
=0.

Â ìåðêàòîðñêîé ïðîåêöèè
(
∂

∂t
+ ūM

∂

∂x

)(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)
+ βM

∂ψ

∂x
= 0,

ãäå
βM =

2Ω

a
cos2 ϕ− d

dy

1

cos2 ϕ

d

dy
(cos2 ϕūM).

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîñêèõ âîëí ïðè ïîñòîÿí-
íûõ βM ,ūM

σ = ūMk − βMk

k2 + l2
.

Êîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêîðîñòè

Ug =
∂σ

∂k
=
σ

k
+

2βMk
2

(k2 + l2)2
Vg =

∂σ

∂l
=

2βMkl

(k2 + l2)2
.

Òàê êàê σ íå çàâèñèò îò x è t, òî σ = const âäîëü ëó÷à
è k = const âäîëü ëó÷à.

Ïóñòü σ = 0. Òîãäà ëó÷ äàåòñÿ óðàâíåíèåì
dy

dx
=
Vg
Ug

=
l

k
.

Òàê êàê σ = 0, òî k2 + l2 = K2
S = βM

ūM
. Ìîäóëü ãðóïïîâîé

ñêîðîñòè áóäåò ðàâåí

|Cg| =
√
U2
g + V 2

g =
2βMk

(k2 + l2)2

√
k2 + l2 =

2ūMk

KS

,
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ò.å. ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ïðèìåðíî óäâîåííîé ñêîðîñòè
ïîòîêà âäîëü ëó÷à.

Äåéñòâèòåëüíî,

tgϕ =
l

k
, 2ū cosϕ = 2ū

k

KS

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå òùàòåëüíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âîëí. Èìååì:

∆ϕ+K2
Sϕ = 0 ϕ = P (y)eikx,

∂2P

∂y2
+ (K2

S − k2)P = 0 èëè ∂2P

∂y2
+ l2(y)P = 0,

ò.ê.
K2
S = l2 + k2,

βM
ū

= K2
S(y).

Ïóñòü P (y) = C exp(if(y)). Ñëåäóÿ WKB ïðèáëèæåíèþ, ïî-
ëó÷àåì:

f(y) =

y∫

0

l(y)dy +
1

2
i ln l(y).

Îòñþäà

P (y) = Cl−1/2 exp


i

y∫

0

l(y)dy


 , ϕ = Cl−1/2 exp(ikx),

ò.å. àìïëèòóäà ðàñòåò êàê (
√
l)−1, åñëè ū íàðàñòàåò ñ y.

Ýòî âåðíî, åñëè
∣∣∣∣
dl−1

dy

∣∣∣∣ < 1 <=>

∣∣∣∣
1

l2
dl

dy

∣∣∣∣ < 1.

Òî÷êà l = 0 åñòü òî÷êà ïîâîðîòà ëó÷à. WKB-ïðèáëèæåíèå
çäåñü íåâåðíî. Çäåñü ðåøåíèåì áóäåò Ýéðè-ôóíêöèÿ. Ïðè
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ū = 0 ëó÷ ñòàíîâèòñÿ ìåðèäèîíàëüíûì è ãðóïïîâàÿ ñêî-
ðîñòü ðàâíà 0, ò.ê. cg = 2ūk/KS. WKB-ïðèáëèæåíèå îïÿòü
íåâåðíî, íî åñëè ââåñòè ìàëóþ âÿçêîñòü, òî ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ëèíåéíîì äèññèïàòèâíîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ëó÷à
àáñîðáèðóåòñÿ íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå ū = 0.

Ïðîñòîé ïðèìåð: ñóïåðâðàùåíèå.
Ïóñòü

ūM = aω̄.

Òîãäà
βM =

2 cos2 ϕ

a
(Ω + ω̄)

K2
S =

βM
ūM

=
2 cos2 ϕ(Ω̄ + ω̄)

a2ω̄
= (εa)−2 cos2 ϕ.

KS =
cosϕ

εa
, ε2 =

ω̄

2(Ω̄ + ω̄)
.

Èìååì

dy

dx
=
l

k
=

√
K2
S − k2

k
=

√
K2
S

k2
− 1 =

√
cos2 ϕ

k2ε2a2
− 1.

Òàê êàê
∂

∂λ
=

∂

∂x
,

∂

∂ϕ
=

1

cosϕ

∂

∂y
,

òî
dϕ

dλ
= cosϕ

dy

dx
.

Èòàê, èìååì

dϕ

dλ
= cosϕ

√
cos2 ϕ

k2ε2a2
− 1.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

tgϕ = tgα sin(λ− λ0), cosα = εak



� 4. Ñòàöèîíàðíûå âîëíû Ðîññáè 69

ýòî åñòü óðàâíåíèå áîëüøîãî êðóãà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
λ = λ0 è ϕ = 0 è äîñòèãàþùåãî øèðîòû α, ãäå KS = k.
Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ïðè ýòîì âäîëü ëó÷à

(
dy
dx

)
åñòü

cg =
2ūMk

KS

.

Ýòà òåîðèÿ áûëà ðåøàþùèì ôàêòîðîì â îáúÿñíåíèè
êàðò îäíîòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèé íà ñôåðå è ïîñòðîåíèè òåî-
ðèè îòêëèêà â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè íà ñîáûòèå Ýëü-Íèíüî.

Ïîñêîëüêó
dϕ

dλ
= cosϕ

dy

dx
,

à cg âäîëü dy
dx

ðàâíà 2ūMk
KS

, òî cg âäîëü ëó÷à íà ñôåðå áóäåò

ĉg = 2aωkεa,

òî åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýíåðãèè âäîëü ëó÷à íà
ñôåðå ïîñòîÿííà.

Âåðòèêàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñòàöèîíàðíûõ
âîëí

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëüíîãî âèõðÿ íà β ïëîñêîñòè:

q = ∆ψ + l +
∂

∂p

p2

m2

∂ψ

∂p
, (1)

ëèíåàðèçîâàííîå îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííîãî ïî x, y, p ïîòîêà
ū, ïðè óñëîâèè, ÷òî m2 = const. Èìååì

∂q

∂t
+ ū

∂q

∂x
+
∂ψ

∂x
β = 0, (v̄ = 0),

ïðè÷åì q̄ íå çàâèñèò îò x, y. Ïóñòü

ψ = ψ(p)ei(kx+ly−ωt)
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Òîãäà

(ūk − ω)

(
−(k2 + l2)ψ +

∂

∂p

p2

m2

∂ψ

∂p

)
+ kβψ = 0.

Îòñþäà ïîëó÷èì

∂

∂p

p2

m2

∂ψ

∂p
+

[
βk

ūk − ω
− (k2 + l2)

]
ψ = 0.

Îáîçíà÷èì
m2

[
βk

ūk − ω
− (k2 + l2)

]
= n2

1

òàê, ÷òî
∂

∂p
p2∂ψ

∂p
+ n2

1ψ = 0. (2)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

ξ = − ln
p

p0

(ξ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî ∞, êîãäà p ìåíÿåòñÿ îò p0 äî 0).
Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå (2) èìååò âèä:

∂2ψ

∂ξ2
− ∂ψ

∂ξ
+ n2

1ψ = 0.

Òåïåðü ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ψ = eξ/2ψ1

è äëÿ ôóíêöèè ψ1 áóäåì èìåòü

∂2ψ1

∂ξ2
+ (u2

1 − 1/4)ψ1 = 0.

Åñëè n2
1 − 1

4
= n2, òî

∂2ψ1

∂ξ2
+ n2ψ1 = 0.
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Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò âîëíîâîå ðåøåíèå, êîãäà n2 > 0.
Åñëè âîëíû ñòàöèîíàðíû (σ = 0, òî ìû èìååì ñîîòíîøåíèå:

(
β

ū
− k2 − l2

)
m2 − 1

4
> 0.

Îòñþäà ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå íà ū, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí:

0 < ū <
β

k2 + l2 + 1
4m2

.

Âåëè÷èíà
uc =

β

k2 + l2 + 1
4m2

íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ Ðîññáè.
Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî åñëè ïðåäïî-

ëîæèòü, ÷òî âîëíû â ñòðàòîñôåðó èç òðîïîñôåðû ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ãäå åñòü èñòî÷íèêè
ñòàöèîíàðíûõ âîëí (îðîãðàôèÿ è ãðàäèåíòû òåìïåðàòóðû
ìàòåðèê�ñóøà), òî ëåòîì âîëíû ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå ìîãóò
(ū < 0), çèìîé � òîæå (ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí � ïîçäíåé
îñåíüþ.

� 5. Âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé ñî ñðåäíèì ïîòîêîì.
Òåîðåìû �íåóñêîðåíèÿ�

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì î÷åíü âàæíóþ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè çàäà÷ó
âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí è âèõðåé ñî ñðåäíèì çîíàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íûì ïîòîêîì. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ çàïèøåì â p-ñèñòåìå
êîîðäèíàò:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂Φ

∂x
+ lv,
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∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂Φ

∂y
− lu,

∂Θ

∂t
+ u

∂Θ

∂x
+ v

∂Θ

∂y
+ τ

∂Θ

∂p
= 0 (1)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂τ

∂p
= 0

∂Φ

∂p
= −RT

p
, Θ = T

(
p0

p

)R/cp

= − p

R

(
p0

p

)R/cp ∂Φ

∂p
.

Ïåðåïèøåì ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå â òåðìèíàõ ∂Φ
∂p

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
∂Φ

∂p
+ στ = 0,

ãäå σ = −R
p

(
p
p0

)R/cp
∂Θ
∂p

= − 1
ρΘ

∂Θ
∂p
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ = const. Ëèíåàðèçóåì (1) îòíîñè-
òåëüíî çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîòîêà è ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âîëí:

ū
∂u′

∂x
+ v′

∂ū

∂y
= −∂Φ′

∂x
+ lv′,

ū
∂v′

∂x
= −∂Φ′

∂y
− lu′,

ū
∂2Φ′

∂x∂p
+ v′

∂2Φ̄

∂y∂p
+ στ ′ = 0, (2)

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂τ ′

∂p
= 0

v̄ = 0 τ̄ = 0 ū = −1

l

∂Φ̄

∂y
,

∂Φ̄

∂p
= −RT̄

p
.

Óðàâíåíèå äëÿ Φ′ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ū
∂2Φ′

∂x∂p
− v′l

∂ū

∂p
+ στ ′ = 0.



� 5. Âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé ñî ñðåäíèì ïîòîêîì 73

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (2) íà u′, âòîðîå � íà v′, òðåòüå
íà ∂Φ′

∂p
, ÷åòâåðòîå � íà Φ′ è ñëîæèì.

Ïîëàãàÿ E ′ = u′2+v′2
2

, áóäåì èìåòü

ū
∂E ′

∂x
+ u′v′

∂ū

∂y
= −∂Φ′u′

∂x
− ∂Φ′v′

∂y
+ Φ′

(
∂u′

∂x
+
∂v′

∂y

)

ū
∂

∂x

[
1

2σ

(
∂Φ′

∂p

)2
]
− v′l

σ

∂Φ′

∂p

∂ū

∂p
+ τ

∂Φ′

∂p
= 0

Φ′
(
∂u′

∂x
+
∂v′

∂y

)
+ Φ′∂τ

′

∂p
= 0.

Ïóñòü 3′= E ′ + 1
2σ

(
∂Φ′
∂p

)2

. Òîãäà

∂

∂x
(ū 3′ +u′Φ′) +

∂

∂y
(Φ′v′) +

∂

∂p
(Φ′τ ′) =

= −v′u′∂ū
∂y

+
v′l
σ

∂Φ′

∂p

∂ū

∂p
. (3)

Óðàâíåíèå (3) ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëåâà
ñòîèò äèâåðãåíöèÿ ïîòîêà âîëíîâîé ýíåðãèè

div~u 3′ +div~u′Φ′ = B.

Íàïîìíèì, ÷òî v̄, τ̄ = 0. Ñïðàâà ñòîÿò èñòî÷íèêè âîëíîâîé
ýíåðãèè: áàðîòðîïíûå è áàðîêëèííûå

(
∂ū
∂p
∼ ∂T̄

∂y

)
.

Îñðåäíèì óðàâíåíèå (3) ïî x. Ïîëó÷èì

∂

∂y
Φ′v′ +

∂

∂p
Φ′τ ′ = −v′u′∂ū

∂y
+ v′

∂Φ′

∂p

l

σ

∂ū

∂p
(4)

Âû÷èñëèì ïîòîêè âîëíîâîé ýíåðãèè Φ′v′ è Φ′τ ′. Ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû (2) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå (ôîð-
ìà Ãðîìåêè):

∂

∂x
(u′ū+ Φ′) =

(
l − ∂ū

∂y

)
v′.
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Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà u′ū + Φ′ è îñðåäíèì ïî x.
Ïîëó÷èì (

l − ∂ū

∂y

)
v′(u′ū+ Φ′) = 0

èëè
v′u′ū = −Φ′v′,

ò.å. ïðè ū > 0 ïîòîê èìïóëüñà ïðîòèâîïîëîæåí ïîòîêó
âîëíîâîé ýíåðãèè (ïîòåíöèàëüíîé). Äàëåå, óìíîæèì òðåòüå
óðàâíåíèå (2) íà Φ′ è ïîäåëèì íà σ. Ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî x
ïîëó÷èì:

τ ′Φ′ =
Φ′v′

σ
l
∂ū

∂p
− ū

σ

(
∂

∂x

∂Φ′

∂p

)
Φ′.

Ðàññìîòðèì ãåîñòðîôè÷åñêèé ïîòîê: v′ = 1
l
∂Φ′
∂x

, òîãäà
ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îáðàòèòñÿ â íóëü, à âòîðîé ïðè-
ìåò ñëåäóþùèé âèä:

τ ′Φ′ =
ūl

σ
v′
∂Φ′

∂p

ò.ê. ∂Φ′
∂p
∼ −T ′, òî çíàê âåðòèêàëüíîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè è ìå-

ðèäèîíàëüíîãî ïîòîêà òåïëà òàêæå ïðîòèâîïîëîæíû.
Äàëåå îáîçíà÷èì:

−u′v′ = Y
l

σ
v′
∂Φ′

∂p
= Z

Òîãäà
Φ′v′ = ūY

Φ′τ ′ = ūZ.

è óðàâíåíèå (4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

∂Y

∂y
+
∂Z

∂p
= 0 (5)
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Âåêòîð ~F ñ êîìïîíåíòàìè (Y, Z) åñòü ïîòîê Ýëèàññåíà-
Ïàëüìà è (5) åñòü ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû: äëÿ íåâÿçêîãî
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïîòîêà è ñòàöèîíàðíûõ âîëí äèâåð-
ãåíöèÿ ïîòîêà Ýëèàññåíà-Ïàëüìà ðàâíà íóëþ [67].

Ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ áàðîòðîïíûõ ïîòîêîâ ìû ïîëó÷èëè
ðàíåå: ∂u′v′

∂y
= 0.

Ïîñêîëüêó äèâåðãåíöèÿ (5) ðàâíà íóëþ, òî ìîæíî ââåñòè
ôóíêöèþ òîêà

Y =
∂ψ

∂p
, Z = −∂ψ

∂y
,

òàê ÷òî èçîëèíèè ôóíêöèè ψ äàäóò ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïîòîêà ýíåðãèè (Ðèñ.1):

Ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòîêà ýíåðãèè

Òîãäà ïîòîê ýíåðãèè áóäåò èäòè â òðóáêàõ, îãðàíè÷åííûõ
èçîëèíèÿìè ψ, óâåëè÷èâàÿñü ñ óâåëè÷åíèåì ū. Åñëè ýíåðãèÿ
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òå÷åò â ñòîðîíó âîçðàñòàþùåãî ū, òî ïîòîê ýíåðãèè äèâåð-
ãåíòåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ ïîïîëíÿåòñÿ çà
ñ÷åò ū, åñëè, íàîáîðîò, ïîòîê òå÷åò â ñòîðîíó ìåíüøèõ ū, òî
âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â ýíåðãèþ çîíàëüíîãî ïîòî-
êà. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ū = 0 åñòü êðèòè÷åñêàÿ ëèíèÿ,
çà êîòîðóþ ïîòîê ýíåðãèè ïðîíèêíóòü íå ìîæåò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé ñî ñðåäíèì
ïîòîêîì äëÿ íåëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, è ïîêàæåì, ÷òî è â ýòîì
ñëó÷àå ïîòîê Ýëèàññåíà-Ïàëüìà èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ðîëü.

Ïóñòü àòìîñôåðíûé ïîòîê îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ, ò.å.

∂q

∂t
+ u

∂q

∂x
+ v

∂q

∂y
= 0.

Ïóñòü q = q̄ + q′, v̄ = 0 â ñèëó ãåîñòðîôè÷åñêîé ôóíêöèè
òîêà.

Óðàâíåíèå äëÿ çîíàëüíî-îñðåäíåííîãî ïîòîêà áóäåò
èìåòü âèä:

∂q̄

∂t
+
∂v′q′

∂y
= 0.

Ò.ê.
q′ =

∂v′

∂x
− ∂u′

∂y
+

∂

∂p

lΘ′

∂Θ̄
∂p

,

òî
q′v′ = v′

∂v′

∂x
− v

∂u′

∂y
+ v′

∂

∂p

lΘ′

∂Θ̄
∂p

=

1

2

∂v′2

∂x
− ∂u′v′

∂y
+ u′

∂v′

∂y
+

∂

∂p

l
∂Θ̄
∂p

v′Θ′ − l
∂Θ̄
∂p

Θ′∂v
′

∂p
.

Íî ∂v′
∂p
∼ ∂Θ′

∂x
, ñëåäîâàòåëüíî, îñðåäíÿÿ ïðåäûäóùåå ðàâåí-

ñòâî ïî x, ïîëó÷èì

q′v′ = − ∂

∂y
u′v′ +

∂

∂p

l
∂Θ̄
∂p

v′Θ′.
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Òàê êàê

Θ′ = T ′
(
p0

p

)R/cp

,
∂Θ̄

∂p
< 0, T ′ = − p

R

∂Φ′

∂p
,

òî
q′v′ = div~F ,

ãäå ~F � âåêòîð ïîòîêà Ýëèàññåíà-Ïàëüìà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

∂q̄

∂t
= − ∂

∂y
div~F . (6)

Åñëè div~F ≡ 0, òî ∂q̄
∂t

= 0.

Åñëè ∂q̄
∂t

= 0, òî ∂
∂y
div~F = 0, div~F = const, íî div~F = v′q′,

è åñëè íà ãðàíèöå v′q′ = 0, òî const ≡ 0.
Ýòî åñòü äîêàçàòåëüñòâî çíàìåíèòîé òåîðåìû ×àðíè-

Äðàçèíà î íåóñêîðåíèè çîíàëüíîãî ïîòîêà (îá îòñóòñòâèè
âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðåé ñ çîíàëüíûì ïîòîêîì) [85]:

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó âçàèìîäåéñòâèÿ îñðåäíåííûõ
ïî âðåìåíè ïîëåé ñ âèõðÿìè.

Ýòà ïðîáëåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî èñêóññòâåííà,
ïîñêîëüêó íå äàåò, â îòëè÷èå îò çîíàëüíîãî îñðåäíåíèÿ, ðàç-
äåëåíèÿ ìàñøòàáîâ ïðîñòðàíñòâåííûõ, îäíàêî, îíà èìååò
ñìûñë äëÿ âðåìåííîãî ðàçäåëåíèÿ ìàñøòàáîâ. Èòàê, äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áàðîòðîïíîå óðàâíåíèå âèõ-
ðÿ:

∂q

∂t
+ u

∂q

∂x
+ v

∂q

∂y
= 0

q = ∆ψ + l, u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
.

Îñðåäíèì ýòî óðàâíåíèå ïî íåêîòîðîìó âðåìåííîìó èí-
òåðâàëó

∂q̄

∂t
+ ū

∂q̄

∂x
+ v̄

∂q̄

∂y
+
∂q′u′

∂x
+
∂q′v′

∂y
= 0



78 Ãëàâà 1. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ äèíàìèêà àòìîñôåðû

Çäåñü

q̄ =
1

T

t+T∫

t

qdt, q = q̄ + q′, q̄′ = 0, ū′ = 0, v̄′ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì
dq̄

dt
= − ∂

∂y
q′v′ − ∂

∂x
q′u′.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè:
∂

∂y
q′v′=

∂

∂y

[(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
v′
]
=
∂

∂y

∂

∂x

v′2

2
− ∂

∂y

∂u′v′

∂y
+
∂

∂y
u′
∂v′

∂y
=

=
∂

∂y

[
∂

∂x

(
v′2

2
− u′2

2

)
− ∂

∂y
u′v′

]

∂

∂x
q′u′=

∂

∂x

(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
u′=

∂

∂x

(
∂v′u′

∂x
− v′

∂u′

∂x

)
− ∂

∂x

∂

∂y

u′2

2
=

∂2

∂x2
u′v′ +

∂

∂x

∂

∂y

v′2

2
− ∂

∂x

∂

∂y

u′2

2
=

∂2

∂x2
u′v′ +

∂

∂y

[
∂

∂x

(
v′2

2
− u′2

2

)]
.

Ñóììèðóÿ ∂
∂y
q′v′ è ∂

∂x
q′u′, ïîëó÷èì

∂

∂y
q′v′ +

∂

∂x
q′u′ =

∂2

∂x2
u′v′ +

∂

∂y

[
∂

∂x
(v′2 − u′2)− ∂

∂y
u′v′

]
.

Ñëåäóÿ [113], ââåäåì âåêòîð ~E ñ êîìïîíåíòàìè v′2 − u′2,
−u′v′. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ îñðåäíåííûõ âåëè÷èí áóäåò
èìåòü âèä:

dq̄

dt
= − ∂2

∂x2
u′v′ − ∂

∂y
∇ ~E (7)

Ýòî óðàâíåíèå, õîòÿ è èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïî
ñðàâíåíèþ ñ (6), âåñüìà ïîëåçíî äëÿ äèàãíîçà ôèçè÷åñêèõ
ìåõàíèçìîâ ôîðìèðîâàíèÿ íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè
àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ.



Ãëàâà 2

Óñòîé÷èâîñòü ïîòîêîâ äâóìåðíîé
íåñæèìàåìîé àòìîñôåðû

� 1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äâóìåðíîé èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Èíòåãðàëüíûå èíâà-
ðèàíòû

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâî-
ñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïîòîêîâ ìû íà÷íåì
ñ ïðîñòåéøåé çàäà÷è äâóìåðíîé áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû.
Ýòî ñîâåðøåííî îïðàâäàíî, òàê êàê êðóïíîìàñøòàáíûå ïðî-
öåññû êâàçèäâóìåðíû. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
â ÷èñòîì âèäå ýôôåêòû è ðîëü áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè
â ôîðìèðîâàíèè íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè àòìîñôåð-
íûõ äâèæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷è-
âîñòüþ ìû ïîíèìàåì ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ
âîçìóùåíèé, êîãäà èñòî÷íèêîì èõ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà. Äëÿ äåìîíñòðàöèè êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (êîòîðûå, âïðî÷åì, áåç îñîáîãî òðó-
äà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé àòìîñôåðû)
â ïåðâûõ ïàðàãðàôàõ äàííîé ãëàâû áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà-
÷à èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé äâóìåðíîé èäåàëü-
íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íåêîòîðûõ èäåàëèçèðîâàííûõ
îáëàñòÿõ.
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Â êà÷åñòâå îñíîâíîé çàäà÷è â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè. Äëÿ ïðîñòîòû äèíàìèêó äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè (â äàííîì ïàðàãðàôå � èäåàëüíîé) ðàññìîòðèì â ïå-
ðèîäè÷åñêîì êàíàëå ñ óñëîâèåì íåïðîòåêàíèÿ íà ãðàíèöàõ
êàíàëà. Â èíâàðèàíòíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé èäå-
àëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èìåþò âèä

d~u

dt
= − 1

ρ0

∇p, ~u =

(
u
v

)
,

∇ · ~u = 0.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèñòåìà óðàâíåíèé áó-
äåò èìåòü âèä

du

dt
= − 1

ρ0

∂p

∂x
,

dv

dt
= − 1

ρ0

∂p

∂y
,

(1)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

Çäåñü u, v � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, d
dt

= ∂
∂t

+ u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

�
èíäèâèäóàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ρ0 = const � ïîñòîÿííàÿ ïëîò-
íîñòü, p � äàâëåíèå.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u, v, p(x, y, t) = u, v, p(x+ Lx, y, t)

(óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî x), v = 0 ïðè y = y1, y2.
Òàê êàê æèäêîñòü áàðîòðîïíà, òî íà çàìêíóòûõ ãðàíè-

öàõ ìîæíî âûïèñàòü óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè
∫

L1

udx = C1,

∫

L2

udx = C2. (2)
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Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1)) ïîç-
âîëÿåò ââåñòè ôóíêöèþ òîêà:

u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
, (3)

ïðè ýòîì â ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè u è v óðàâíåíèå íåñæè-
ìàåìîñòè áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî.

Ïîñêîëüêó æèäêîñòü äâóìåðíà, òî ìû èìååì òîëüêî îäíó
(âåðòèêàëüíóþ) êîìïîíåíòó çàâèõðåííîñòè

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Èñïîëüçóÿ (3), ïîëó÷èì

ω = ∆ψ. (4)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ω áóäåò èìåòü âèä
∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0, (5)

èëè
dω

dt
= 0.

Óðàâíåíèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî ω åñòü ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò.
Ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì áóäåò è ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
îò ω → F (ω)

dF (ω)

dt
= 0,

èëè
∂F (ω)

∂t
+ u

∂F (ω)

∂x
+ v

∂F (ω)

∂y
= 0. (6)

Â ñèëó óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîòîêà óðàâíåíèå (6) ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â òàê íàçûâàåìîé äèâåðãåíòíîé ôîðìå:

∂F (ω)

∂t
+
∂F (ω)u

∂x
+
∂F (ω)v

∂y
= 0. (7)



82 Ãëàâà 2. Óñòîé÷èâîñòü äâóìåðíîé àòìîñôåðû

Èíòåãðèðóÿ (7) ïî âñåé îáëàñòè (êàíàëó) D è èñïîëüçóÿ ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

∂

∂t

∫

D

F (ω)dD = 0. (8)

Ñîîòíîøåíèå (8) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (6) ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà u, âòîðîå íà
v è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∂E

∂t
= 0, ãäå E =

∫

D

u2 + v2

2
dD. (9)

Ïóñòü ψ, u, v, ω ∈ Φ, ãäå Φ � íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(η, ψ) =

∫

D

ηψdD.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3), óðàâíåíèå äëÿ ω ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ) = 0,

ãäå
J(ψ, η) =

∂ψ

∂x

∂η

∂y
− ∂ψ

∂y

∂η

∂x
,

à èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (8) è (9) â âèäå

(F (∆ψ), 1) = C3, −(∆ψ, ψ) = C4.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
, u2 =

(
∂ψ

∂y

)2

, v2 =

(
∂ψ

∂x

)2

,
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òî
∫∫

∆ψψdD =

∫∫
∂2ψ

∂x2
ψdxdy +

∫∫
∂2ψ

∂y2
ψdxdy =

= −
∫∫

∂ψ

∂x

∂ψ

∂x
dxdy +

∫∫
∂

∂y

(
ψ
∂ψ

∂y

)
dxdy−

−
∫∫

∂ψ

∂y

∂ψ

∂y
dxdy = −

∫∫
(u2 + v2)dxdy +

∫

x

(
ψ
∂ψ

∂y

)∣∣∣∣∣∣

y=y2

y=y1

dx.

Â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé: ψ íà ãðàíèöå åñòü êîíñòàíòà,∫
x

∂ψ
∂y
|y=y1,y2dx åñòü òàêæå êîíñòàíòà � ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå

çàâèñèò îò âðåìåíè è, òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäñòàâëåíèå
ýíåðãèè âåðíî.

Ïîëó÷èì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ÿêîáèàíà, âûïîëíÿþùèõñÿ
ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

1. J(ψ, ψ) = 0, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî;

2. J(ψ, η) = −J(η, ψ) � ñâîéñòâî êîñîñèììåòðè÷íîñòè;

3.
∫∫
J(ψ, ω)ψdD = 0 � ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè;

4.
∫∫
J(ψ, ω)ωdD = 0 � ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè

Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Òðåòüå ñîîòíîøåíèå ñëå-
äóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ÷åòâåðòîå � èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ êâàäðàòà âèõðÿ (ýíñòðîôèè). Äåéñòâèòåëüíî,

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0.

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà ω, ïîëó÷èì
∂

∂t

(ω, ω)

2
+ (J(ψ, ω), ω) = 0.

Ìîæíî âûïèñàòü åùå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â òåðìè-
íàõ ω. Íàïðèìåð:

∂

∂t
(ω, y) = 0.
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Äåéñòâèòåëüíî,

∂

∂t
(ω, y) =

∂

∂t

∫∫ (
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
ydD =

=
∂

∂t

∫∫
(−∂u

∂y
y)dD =

∂

∂t




∫∫
(−u)dD +

∫

x

uy
∣∣∣
y=y2

y=y1
dx


 = 0.

Èòàê, ìû èìååì áåñêîíå÷íûé íàáîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,
êîòîðûå äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ îïðåäåë¼ííûìè ñèììåò-
ðèÿìè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Âîçíèêàåò ôóíäàìåí-
òàëüíûé âîïðîñ: â êàêîé ñòåïåíè ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, è â ÷àñòíî-
ñòè åãî óñòîé÷èâîñòü? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû äîëæ-
íû ñíà÷àëà ïîíÿòü, ñ êàêèìè âèäàìè ñèììåòðèè ñâÿçàí íàø
íàáîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ìû çíàåì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿåò-
ñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè, èì-
ïóëüñà � îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, ìîìåíòà èìïóëüñà �
èçîòðîïíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ïîíèìàíèå, ÷òî áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòîâ â áàðîòðîïíîé æèäêîñòè ñâÿçàíî
ñ �âìîðîæåííîñòüþ� âèõðÿ â ÷àñòèöó, òî åñòü ñ âèõðåì êàê
ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì, êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, îäíàêî ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíà.
Íåäàâíî ñòàëî ïîíÿòíûì, ÷òî ýòè èíâàðèàíòû ñâÿçàíû ñ èí-
âàðèàíòíîñòüþ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ëàãðàí-
æåâûõ ÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü ýòè èí-
âàðèàíòû íå íåñóò â ñåáå êàêîé-òî ôèçè÷åñêîé �íàãðóçêè�.

Òåì íå ìåíåå ñàìî ñâîéñòâî �âìîðîæåííîñòè� âèõðÿ â ÷à-
ñòèöó äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå æèäêîñòè â êàíàëå, è â ÷àñòíîñòè, ïîëó-
÷èòü êîíêðåòíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ïîòîêîâ.
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà êâàäðàòè÷åñêèõ èí-
âàðèàíòà: ýíåðãèþ è ýíñòðîôèþ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
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1/2):
E = −(ψ,∆ψ), Ω = (∆ψ,∆ψ).

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðîáëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∆ψi = −λiψi (10)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè ïî x è óñëîâèÿìè ψi = 0
ïðè y = y1, y2. Ðåøåíèå íàøåé èñõîäíîé çàäà÷è óäîâëåòâî-
ðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

ψ|y=y1 = C1, ψ|y=y2 = C2.

C1 ìû ìîæåì ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, íå ñíèæàÿ îáùíî-
ñòè, òàê êàê ôóíêöèÿ ψ îïðåäåëåíà â çàäà÷å ñ òî÷íîñòüþ äî
êîíñòàíòû. Êîíñòàíòà C2 îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíûé ðàñõîä

∫∫
udxdy = −

∫∫
∂ψ

∂y
dxdy =

∫

x

ψ|y=y2dx = −C2Lx.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîòîêè ñ èíòåãðàëüíûì
ðàñõîäîì, ðàâíûì íóëþ, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàññìàò-
ðèâàòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (10) êàê ïîðîæäàþùóþ ïîë-
íóþ ñèñòåìó {ψi} äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ψ â âèäå ðÿäà

ψ =
∑

αiψi.

(Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû äîëæíû â êà÷åñòâå âòîðîãî êðàå-
âîãî óñëîâèÿ ïðèíÿòü ∂ψ

∂x
|y=y2 = 0.)

Ïîñêîëüêó âñå λi â íàøåì ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíû, à ψi
îðòîãîíàëüíû, òî ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå

E =
∑

λiα
2
i , Ω =

∑
λ2
iα

2
i .

Òàê êàê E è Ω � èíâàðèàíòû, òî èíâàðèàíòîì áóäåò è âåëè-
÷èíà

λ̄ =
Ω

E
=

∑
λ2
iα

2
i∑

λiα2
i

.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei âåëè÷èíó λiα2
i . Î÷åâèäíî, ÷òî Ei åñòü

ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà
ψi. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ̄ =

∑
λiEi∑
Ei

åñòü âçâåøåííîå ïî ýíåðãèè ñðåäíåå âîëíîâîå ÷èñëî (êâàä-
ðàò äåéñòâèòåëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà, åñëè ó÷åñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå λi ÷åðåç âîëíîâîå ÷èñëî ki), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òàê-
æå èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåð-
ãèÿ â ñèñòåìå íå ìîæåò ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî âîëíîâûì
÷èñëàì ïðîèçâîëüíî � åñëè îíà èä¼ò îò äâèæåíèé ñ ìàëû-
ìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè ê äâèæåíèÿì ñ áîëüøèìè âîëíîâû-
ìè ÷èñëàìè, òî äîëæíî íàáëþäàòüñÿ è îáðàòíîå äâèæåíèå
ýíåðãèè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ñ ìàëîé âåëè÷èíîé äèññèïà-
öèè (íàïðèìåð, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå åñòü ìîëåêó-
ëÿðíàÿ ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ äèññèïàöèÿ, òàê ÷òî ìû äîëæíû
ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà)

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = ε∆ω.

Óðàâíåíèå äëÿ Ω áóäåò èìåòü âèä

∂Ω

∂t
= 2ε(∆ω, ω) = −2ε(∇ω,∇ω).

Óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè èìååò âèä

∂E

∂t
= −2ε(∆ω, ψ) = −2ε(ω, ω) = −2εΩ.

Åñëè ìû âûáåðåì ε î÷åíü ìàëûì, òî â ñèëó îãðàíè÷åí-
íîñòè Ω äèññèïàöèþ ýíåðãèè ìîæíî ñ÷èòàòü î÷åíü ìàëîé,
òî åñòü ýíåðãèÿ áóäåò ïî÷òè ñîõðàíÿòüñÿ î÷åíü äîëãîå âðå-
ìÿ, â òî âðåìÿ êàê äèññèïàöèÿ ýíñòðîôèè ìîæåò áûòü íå
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ìàëîé â ñèëó áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ çàâèõðåííîñòè. Åñëè äèñ-
ñèïàöèÿ ïðîèñõîäèò íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ (ñîîòâåòñòâóþùèõ
áîëüøèì âîëíîâûì ÷èñëàì), à ïðèòîê ýíåðãèè èä¼ò íà ñðåä-
íèõ ìàñøòàáàõ, òî ìû áóäåì íàáëþäàòü êàñêàä çàâèõðåííî-
ñòè îò ñðåäíèõ âîëíîâûõ ÷èñåë ê áîëüøèì (êàñêàä ýíåðãèè
ïðè ýòîì áóäåò ìàë).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñïåêòðó
â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå � òàì, ãäå íåò âíåøíåãî ïðèòîêà
ýíåðãèè è íåò ñóùåñòâåííîé äèññèïàöèè ýíñòðîôèè, áóäåò
îïðåäåëÿòüñÿ íå ïîòîêîì ýíåðãèè, à ïîòîêîì çàâèõðåííî-
ñòè. Ýòà ïðàâäîïîäîáíàÿ ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðÿìû-
ìè ÷èñëåííûìè ðàñ÷¼òàìè. Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî íàêëîí êðèâîé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò âîëíî-
âîãî ÷èñëà â ýòîì äèàïàçîíå äîëæåí èìåòü âèä ∼ k−3 (à íå
k−5/3, êàê â îáû÷íîé òð¼õìåðíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè Êîëìîãîðîâà).

� 2. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Èíâà-
ðèàíòû óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ

Òðàäèöèîííî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðå-
øåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëè-
íåàðèçàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä äà¼ò
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó ìîæíî âñå-
ãäà âûáðàòü òàêîå ìàëîå âîçìóùåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ,
÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå äàñò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå íà êà-
êîì óãîäíî áîëüøîì íàïåð¼ä çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìå-
íè. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷àåìûå â òà-
êîé ôîðìå, åñòü òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, íî íå äîñòà-
òî÷íûå.

Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé ìû äàëåå èññëåäóåì, çàêëþ÷à-
åòñÿ â èññëåäîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ, ñóùåñòâóþùèõ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â èíâàðè-
àíòû, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîöåäóðå ëèíåàðèçàöèè. Èññëåäó-
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åì ýòó ïðîáëåìó â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

∂u

∂t
+K(u) = 0, u|t=0 = u0, (1)

èìåþùåé ìíîæåñòâî èíâàðèàíòîâ

Ii(u) = Ci(u0),
∂Ii
∂t

= 0.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé
(1) âèäà uε = u + εv. Ïóñòü íåëèíåéíûé îïåðàòîð K(u)
äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ

d

dε
K(u+ εv)

∣∣∣∣
ε=0

= A(u) · v.

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ), ñëå-
äîâàòåëüíî, áóäåò èìåòü âèä, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïî ε (ïîëàãàÿ uε = u+ εv):

∂v

∂t
+ A(u) · v = 0. (2)

ßñíî, ÷òî èíòåãðàëû Ii(u + εv) = Ci(ε, u0, v0) íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè.

Ïóñòü Ii äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî, òî åñòü ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî îò Ii ïî ε:

dIi
dε

∣∣∣∣
ε=0

= (Gi(u), v), (3)

(ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ïî
v, òî îí ïðåäñòàâèì â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3)).
Gi(u) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà Ii. Ïîñêîëüêó
Ii íå çàâèñèò îò t, òî (Gi(u), v) òàêæå íå çàâèñèò îò t, òî
åñòü (Gi(u), v) åñòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò. Òàêèì îáðà-
çîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå
Ï.Ëàêñó [123]:
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Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü u(t) åñòü ðåøåíèå (1), v(t) åñòü
ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (2) (óðàâíåíèÿ â âà-
ðèàöèÿõ) è ïóñòü I(u) � èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1), à G(u) �
ãðàäèåíò I. Òîãäà ôîðìà (G(u), v) åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ
(íå çàâèñèò îò t).

Èòàê, óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ èìååò òàêîå æå êîëè÷åñòâî
èíâàðèàíòîâ, ÷òî è èñõîäíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå äâóìåðíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0. (4)

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ) áóäåò
â ýòîì ñëó÷àå èìåòü âèä

∂δω

∂t
+ J(δψ, ω) + J(ψ, δω) = 0, (5)

ãäå δψ = ∆−1δω, ψ = ∆−1ω. Ðàññìîòðèì ñíîâà äâà èíòå-
ãðàëà ñèñòåìû (4)

(ω, ω)

2
= Ω, −(∆−1ω, ω)

2
= E

(ýíñòðîôèÿ è ýíåðãèÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàäèåíò Ω åñòü ω.
Äåéñòâèòåëüíî,

1

2

d

dε
(ω + εδω, ω + εδω)

∣∣∣∣
ε=0

= (ω, δω).

Òàêèì îáðàçîì, (ω, δω) åñòü èíâàðèàíò (íå çàâèñèò îò
âðåìåíè). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè δω â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè îðòîãîíàëüíî ω, òî δω îñòà¼òñÿ îðòîãîíàëüíî ω(t)
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ‖ω(t)‖ îãðà-
íè÷åíî, òî åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè δω(t) ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñò¼ò èëè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, òî ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòóùàÿ (óáûâàþùàÿ) êîìïîíåíòà äîëæíà ïðèíàä-
ëåæàòü ïîäïðîñòðàíñòâó, îðòîãîíàëüíîìó ω(t).



90 Ãëàâà 2. Óñòîé÷èâîñòü äâóìåðíîé àòìîñôåðû

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë ýíåðãèè
1

2
(∆−1(ω + εδω), ω + εδω) =

1

2
{(∆−1ω, ω)+

+ε(∆−1δω, ω) + ε(∆−1ω, δω) + ε2(∆−1δω, δω)}.
Åñëè îïåðàòîð ∆−1 ñèììåòðè÷íûé (ìû ðàññìàòðèâàåì

ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ), òî ãðàäèåíò ôóíêöè-
îíàëà ýíåðãèè åñòü (∆−1ω, δω). Ïîñêîëüêó ψ = ∆−1ω, òî
(ψ, δω) åñòü èíâàðèàíò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ,
âûñêàçàííûå âûøå îòíîñèòåëüíî ω, ñïðàâåäëèâû è îòíîñè-
òåëüíî ψ = ∆−1ω.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4), çàâè-
ñÿùèõ òîëüêî îò y. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿêîáèàíà ñëåäóåò, ÷òî
ω̄ = ω̄(y) åñòü ðåøåíèå (4). Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ óäîáíî
çàïèñàòü â âèäå

∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂

∂x
∆ψ′ +

∂ψ′

∂x

∂ω̄

∂y
= 0, (6)

ãäå ū = −∂ψ̄
∂y
. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ∆ψ′ ÷åðåç

ω′. Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) íà v′ = ∂ψ′
∂x

. Ïîëó÷èì

∂ω′v′

∂t
− ω′

∂v′

∂t
+ ū

∂ω′v′

∂x
− ūω′

∂v′

∂x
= −v′2∂ω̄

∂y
,

èëè
∂ω′v′

∂t
− ω′

(
∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x

)
+ ū

∂ω′v′

∂x
= −v′2∂ω̄

∂y
. (7)

Çàìåòèì, ÷òî ∂v′
∂t

+ ū∂v
′

∂x
' dv′

dt
= a′ � âîçìóùåíèå óñêîðå-

íèÿ ÷àñòèöû. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (7) ïî îáëàñòè D.
Áóäåì èìåòü

∂

∂t

∫

D

ω′v′dD −
∫

D

ω′a′dD = −
∫

D

v′2
∂ω̄

∂y
dD.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
∫
D

ω′v′dD = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

∫

D

(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
v′dD =

∫

D

1

2

∂v′2

∂x
dD−

−
∫

D

(
∂u′v′

∂y
− u′

∂v′

∂y

)
dD = −

∫

D

u′
∂u′

∂x
dD = −

∫

D

1

2

∂u′2

∂x
dD = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñîîòíîøåíèå
∫

D

ω′a′dD =

∫

D

v′2
∂ω̄

∂y
dD. (8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ íà δy. Íà óðî-
âíå y+δy çàâèõðåííîñòü ÷àñòèöû åñòü çàâèõðåííîñòü îñíîâ-
íîãî ïîòîêà ω̄(y+δy) è âîçìóùåíèÿ çàâèõðåííîñòè ω′. Â ñèëó
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âèõðÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

ω̄(y + δy) + ω′ = ω̄(y).

Òàê êàê
ω̄(y + δy) ' ω̄(y) +

∂ω̄

∂y
δy,

òî ω′ = −∂ω̄
∂y
δy. Ïîñêîëüêó δy = v′δt, òî

ω′ = −∂ω̄
∂y
v′δt. (9)

Ïóñòü ∂ω̄
∂y

> 0. Òîãäà ïðè v′ > 0, ω′ < 0 è èç ñîîòíîøå-
íèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî a′ < 0 è ÷àñòèöà íà÷í¼ò çàìåäëÿòüñÿ
(óñêîðåíèå íàïðàâëåíî â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ñêîðî-
ñòè). Òàêîé æå ðåçóëüòàò áóäåò, åñëè v′ < 0. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå ∂ω̄

∂y
> 0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè äâè-

æåíèÿ. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìû äîêàæåì
ïîçæå.
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Ïîñêîëüêó ìû ïîêàçàëè, ÷òî
∫
D

ω′v′dD = 0, òî èç (9) ñëå-

äóåò, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ∂ω̄
∂y
> 0 èìååò ìåñòî

∫

D

ω′2
∂ω̄
∂y

dD = const.

Îáðàùåíèå ∂ω̄
∂y

â íîëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå åñòü óñëîâèå,
íåîáõîäèìîå äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â ñè-
ñòåìå âîçìîæíû ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, íå âûçûâàþùèå âîç-
âðàùàþùåé ñèëû. Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå Ðýëåþ. Áóäåì èñêàòü ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (6) â âèäå

ψ′ = ϕ(y)eik(x−ct).

Óñëîâèå êîìïëåêñíîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè (c) � åñòü óñëî-
âèå íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó êðàå-
âûõ óñëîâèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â �1, ýòî ðåøåíèå àâòîìà-
òè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò ïîëó÷åííûì íàìè èíâàðèàíòàì ïðè
k 6= 0. Ïîñêîëüêó

∂ψ′

∂x
= ikψ′,

∂ψ′

∂t
= −ikcψ′,

∆ψ′ =
(
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

)
eik(x−ct),

òî èç (6) áóäåì èìåòü

ik(ū− c)

[
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

]
eik(x−ct) + ikϕeik(x−ct)

∂ω̄

∂y
= 0

èëè äëÿ k 6= 0

(ū− c)

[
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

]
= −ϕ∂ω̄

∂y
. (10)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c 6= ū (ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû íå
ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ îñíîâíîãî ïîòîêà). Òîãäà ìîæíî çà-
ïèñàòü

∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ = −

ϕ∂ω̄
∂y

ū− c
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî y îò y1 äî y2, óìíîæèâ
ïðåäâàðèòåëüíî íà ϕ∗. Èç óñëîâèÿ ∂ψ′

∂x
= 0 ïðè y1, y2 ñëåäóåò,

÷òî ïðè k 6= 0 ϕ = 0 ïðè y1, y2. (Ñëåäîâàòåëüíî, è ϕ∗ = 0
ïðè y1, y2.) Ïîëó÷èì

y2∫

y1

(
∂2ϕ

∂y2
ϕ∗ − k2|ϕ|2

)
dy = −

y2∫

y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

ū− c
dy,

èëè

−
y2∫

y1

(
|∂ϕ
∂y
|2 + k2|ϕ|2

)
dy = −

y2∫

y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

ū− c
dy. (11)

Óìíîæèì òåïåðü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîäûíòåã-
ðàëüíîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (11) íà ū− c∗.
Áóäåì èìåòü

y2∫

y1

(
|∂ϕ
∂y
|2 + k2|ϕ|2

)
dy =

y2∫

y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

(ū− c∗)

|ū− c|2 dy. (12)

Ïóñòü c∗ = cr − ici. Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè â ñîîò-
íîøåíèè (12), ïîëó÷èì

ici

y2∫

y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

|ū− c|2dy = 0. (13)

Åñëè ci 6= 0, òî ∂ω̄
∂y

îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â íóëü íà èíòåðâàëå
(y1, y2). Ýòî è åñòü çíàìåíèòîå óòâåðæäåíèå Ðýëåÿ.
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Íåðàâåíñòâî íóëþ ci îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì ýêñïîíåí-
öèàëüíî ðàñòóùóþ è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùóþ ìîäû.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ū − c 6= 0,
âåðíî.

Íàéä¼ì èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðåàëüíîé ÷àñòè
ôàçîâîé ñêîðîñòè c. Ýòî âàæíî, ïîñêîëüêó åñëè cr ëåæèò
âíå èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ū ∈ [ūmin, ūmax], òî îïåðàöèÿ äåëå-
íèÿ, êîòîðóþ ìû ïðîèçâîäèëè âûøå, âñåãäà çàêîííà. Åñëè
ci 6= 0, òî ôóíêöèÿ η = ϕ

ū−c áóäåò ðåãóëÿðíîé. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ = η(ū− c),

∂ϕ

∂y
= (ū− c)

∂η

∂y
+
∂ū

∂y
η, (14)

∂2ϕ

∂y2
= (ū− c)

∂2η

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂η

∂y
+
∂2ū

∂y2
η.

Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (10) è èìåÿ â âèäó, ÷òî ∂ω̄
∂y

= −∂2ū
∂y2

,
ïîëó÷èì

(ū− c)
∂2η

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂η

∂y
+
∂2ū

∂y2
η − k2(ū− c)η =

∂2ū

∂y2
η,

èëè
(ū− c)

∂2η

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂η

∂y
− k2(ū− c)

∂2ū

∂y2
η = 0. (15)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (15) íà (ū− c) è ïðèâåä¼ì åãî ê âèäó
∂

∂y
(ū− c)2∂η

∂y
− k2(ū− c)2η = 0. (16)

Óìíîæèâ (16) íà η∗ è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî y îò y1 äî y2,
ïîëó÷èì

−
y2∫

y1

(ū− c)2|∂η
∂y
|2dy −

y2∫

y1

(ū− c)2k2|η|2dy = 0.



� 3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàö. ïîòîêîâ 95

Ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

ci

y2∫

y1

(ū− cr)

(
|∂η
∂y
|2 + k2|η|2

)
dy = 0

èëè ïðè ci 6= 0

cr =

y2∫
y1

ū
(
|∂η
∂y
|2 + k2|η|2

)
dy

y2∫
y1

(
|∂η
∂y
|2 + k2|η|2

)
dy

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ūmin ≤ cr ≤ ūmax, òî åñòü cr ïðèíàäëå-
æèò èíòåðâàëó [ūmin, ūmax].

� 3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-
íûõ ïîòîêîâ

Ðàññìîòðèì ñíîâà óðàâíåíèå äëÿ ω â ôîðìå
∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0. (1)

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, äà-
þò îñíîâàíèå íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1)
ω̄ = ω̄(y) (ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò y) è ω̄ � ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ y (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∂ω̄
∂y

> 0), òî òàêîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ïðè-
âåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå
Ò.Øåôåðäó [143].

Ïîñêîëüêó ω̄(y) åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ y, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ, åé îáðàòíóþ � Y (ω̄), ìîíîòîííî çàâè-
ñÿùóþ îò ω̄. Ïóñòü

A(ω̄, ω′) = −
ω′∫

0

{Y (ω̄ + ω′′)− Y (ω̄)} dω′′. (2)
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ A(ω̄, ω′) çíàêîïîñòîÿííàÿ â ñèëó
ìîíîòîííîñòè Y (ω). Äàëåå, åñëè ω′ ìàëî, òî

A(ω̄, ω′) = −∂Y
∂ω̄

ω′2

2
= −1

2

ω′2
∂ω̄
∂y

.

Èìåííî â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè íàìè áûëà èññëåäîâàíà
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ω̄(y) íà îñíîâå ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå äëÿ A(ω̄, ω′) áóäåò èìåòü âèä

d

dt
A(ω̄, ω′) =

∂A

∂ω̄

dω̄

dt
+
∂A

∂ω′
dω′

dt
. (3)

Èìååì
dω̄

dt
=
∂ω̄

∂t
+ u

∂ω̄

∂x
+ v

∂ω̄

∂y
=
∂ψ

∂x

∂ω̄

∂y
=
∂ψ′

∂x

∂ω̄

∂y
.

Çäåñü ìû, êàê îáû÷íî, ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (1) ïðè
âîçìóùåííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîëàãàÿ

ω = ω̄ + ω′, ψ = ψ̄ + ψ′, ω′ = ∆ψ′.

Äàëåå
∂A

∂ω̄
= −Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄) + ω′

∂Y

∂ω̄
,

(4)

∂A

∂ω′
= −Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄).

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (4) î÷åâèäíà. Ïåðâîå
óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

∂A

∂ω̄
= − ∂

∂ω̄

ω′∫

0

Y (ω̄ + ω′′)dω′′ +
∂Y

∂ω̄
ω′ =
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= − ∂

∂ω̄

ω̄+ω′∫

ω̄

Y (η)dη +
∂Y

∂ω̄
ω′ = −Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄) +

∂Y

∂ω̄
ω′.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d

dt
A(ω̄, ω′) = (−Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄) +

∂Y

∂ω̄
ω′)

dω̄

dt
+

+(−Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄))
dω′

dt
=

= (−Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄))

[
dω′

dt
+
∂ω̄

∂y

∂ψ′

∂x

]
+ ω′

∂ψ′

∂x

∂Y

∂ω̄

∂ω̄

∂y
.

Íî
∂Y

∂ω̄

∂ω̄

∂y
= 1,

dω′

dt
+
∂ω̄

∂y

∂ψ′

∂x
=
dω

dt
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d

dt
A(ω̄, ω′) =

∂ψ′

∂x
ω′ ≡ v′ω′.

Äàëåå
dA

dt
=
∂A

∂t
+ u

∂A

∂x
+ v

∂A

∂y
=
∂A

∂t
+
∂Au

∂x
+
∂Av

∂y
.

Ìû òàêæå ïîêàçàëè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, ÷òî
∫∫

ω′v′dxdy = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
d

dt

∫∫
A(ω̄, ω′)dxdy = 0,

òî åñòü
∫∫
A(ω̄, ω′)dxdy - èíâàðèàíò äâèæåíèÿ. Èç ñóùåñòâî-

âàíèÿ ýòîãî èíâàðèàíòà óæå íåòðóäíî óñòàíîâèòü îöåíêè
äëÿ ω′ â íîðìå

‖ω′‖ = (ω′, ω′)1/2.
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Èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè Y (ω) ñëåäóåò, ÷òî

Y (ω̄ + ω′′)− Y (ω̄) =
∂Y

∂ω̄
(Θ)ω′′,

ãäå
Θ ∈ [ω̄, ω̄ + ω′′].

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
(
∂Y

∂ω

)

min

∫∫
ω′2

2
dxdy ≤

∣∣∣∣
∫∫

A(ω̄, ω′)dxdy

∣∣∣∣ ≤

≤
(
∂Y

∂ω̄

)

max

∫∫
ω′2

2
dxdy.

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè
∫∫
A(ω̄, ω′)dxdy èìååì

(
∂Y

∂ω̄

)

min

∫∫
ω′2

2
dxdy ≤

∣∣∣∣
∫∫

A(ω̄, ω′)dxdy

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫∫

A(ω̄, ω′)dxdy

∣∣∣∣
t=0

≤
(
∂Y

∂ω̄

)

max

∫∫
ω′2

2
dxdy

∣∣∣∣
t=0

.

Îòñþäà
∫∫

ω′2

2
dxdy ≡ 1

2
‖ω′‖2 ≤ 1

2

(
∂Y
∂ω̄

)
max(

∂Y
∂ω̄

)
min

‖ω′‖2
t=0. (5)

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ω̄ = ω̄(y)
ïðè ∂ω̄

∂y
> 0.

� 4. Ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè è óñòîé÷èâîñòü. Îöåí-
êè ýíåðãèè íàñûùåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó äâóìåðíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, â ôîðìå ëàãðàíæåâîãî çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ âèõðÿ

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0. (1)
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Ïóñòü ω̄, ū, v̄ � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ,
óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî ìû èññëåäóåì, è ïóñòü

ω = ω̄ + ω′, u = ū+ u′, v = v̄ + v′.

Óðàâíåíèå äëÿ ω′ áóäåò èìåòü âèä
∂ω′

∂t
+ ū

∂ω′

∂x
+ v̄

∂ω′

∂y
+ u′

∂ω̄

∂x
+ v′

∂ω̄

∂y
+ u′

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω′

∂y
= 0. (2)

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî

ū = ū(y), v̄ = 0, ω̄ = −∂ū
∂y
,

òàê ÷òî óðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä
∂ω′

∂t
+ ū

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω̄

∂y
+ u′

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω′

∂y
= 0.

Ïîñêîëüêó ω′ = ∆ψ′, u′ = −∂ψ′
∂y
, v′ = ∂ψ′

∂x
, òî ýòî óðàâíåíèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂∆ψ′

∂x
+
∂ψ

∂x

∂ω̄

∂y
+ J(ψ′,∆ψ′) = 0. (3)

Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýíåðãèÿ âîç-
ìóùåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ

E ′ = −(∆ψ′, ψ′)/2.

Ïîñêîëüêó (J(ψ′,∆ψ′), ψ′) = 0 (ñì. �1), òî ìû ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè âîçìóùåíèé

∂E ′

∂t
=

∫∫
ū
∂∆ψ′

∂x
ψ′dxdy +

∫∫
ψ′
∂ψ′

∂x

∂ω̄

∂y
dxdy. (4)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â óðàâíåíèè (4) ðàâåí íóëþ â ñèëó
óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïî x. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öå-
ïî÷êà ðàâåíñòâ:

∫∫
ū
∂∆ψ′

∂x
ψ′dxdy = −

∫∫
ū
∂2ψ′

∂2y

∂ψ′

∂x
dxdy =
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=

∫∫
ū
∂u′

∂y
v′dxdy =

∫∫
ū
∂

∂y
(u′v′)dxdy−

−
∫∫

ūu′
∂v′

∂y
dxdy =

∫∫
ū
∂

∂y
(u′v′)dxdy. (5)

Èíòåãðàë
∫∫
ūu′ ∂v

′
∂y
dxdy = 0, ïîñêîëüêó ∂v′

∂y
= −∂u′

∂x
. Èòàê,

îêîí÷àòåëüíî ñîîòíîøåíèå (5) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå

∂E ′

∂t
=

∫

y

ū
∂

∂y
u′v′dy, (6)

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò çíàê óñðåäíåíèÿ ïî x.
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà u′v′ = −τ̄ åñòü �íàïðÿæåíèå òðå-

íèÿ�, òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè âîçìóùåíèé ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂E ′

∂t
= −

∫

y

ū
∂τ̄

∂y
dy =

∫

y

τ
∂ū

∂y
dy.

Ýòè ðàâåíñòâà åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ñðåäíèì ïîòîêîì è âîçìóùåíèÿìè. Åñëè ýíåðãèÿ ïåðåäà¼òñÿ
îò ñðåäíåãî ïîòîêà âîçìóùåíèåì, òî ∂E′

∂t
> 0, è íàîáîðîò.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷åì îãðàíè÷åíà ýíåðãèÿ âîçìóùåíèé?
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ýòîãî âîïðîñà, ïî-

êàæåì, ÷òî â ñèñòåìå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ �ïðèíöèï Ëå Øà-
òåëüå�: âîçìóùåíèÿ, íàðàñòàÿ, äîëæíû ñíèìàòü èñòî÷íèê èõ
ðîñòà. Äåéñòâèòåëüíî, â ëåêöèè 2 ìû ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå

ω′ ≡ q′ = −∂ω̄
∂y
v′δt.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà v′ è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïî x. Ïîëó÷èì

q′v′ = −∂ω̄
∂y
v′2δt. (7)
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Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðàäèåíò çàâèõðåííî-
ñòè îñíîâíîãî ïîòîêà åñòü èñòî÷íèê âîçìóùåíèé, òî ïîòîê
çàâèõðåííîñòè íàïðàâëåí âñåãäà òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü ýòîò
ãðàäèåíò.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîãî âûøå âîïðî-
ñà. Î÷åâèäíî, ÷òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè ñëåäóåò,
÷òî

‖ω̄ + ω′‖t = ‖ω̄ + ω′‖t=0.

(áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω̄ åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî y). Ðàçîáüåì ω′

íà äâå êîìïîíåíòû: çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ [ω′] è âîëíî-
âóþ ω′′. Çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ êîìïîíåíòà åñòü ôóíêöèÿ
òîëüêî y, à äëÿ âîëíîâîé êîìïîíåíòû ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

[ω′′] = 0,

ãäå [·] åñòü çíàê îñðåäíåíèÿ âäîëü x.
Èòàê, â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè èìååì

‖ω̄ + [ω′] + ω′′‖2 = ‖ω̄ + ω′‖2
t=0.

Ïîñêîëüêó
(ω̄ + [ω′], ω′′) = 0,

òî

‖ω̄ + [ω′]‖2 + ‖ω′′‖2 = ‖ω̄‖2 + ‖ω′‖2
t=0 + 2(ω̄, ω′)t=0. (8)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ω̄, ω′) = 0
è ‖ω′‖2

t=0 ìàëî, òî ìû ïîëó÷àåì òðèâèàëüíóþ îöåíêó:

‖ω′′‖2 ≤ ‖ω̄‖2.

Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.
Èç (8) èìååì

‖ω′′‖2 = ‖ω̄‖2 − ‖ω̄ + [ω′]‖2.
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Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó. Ìû ðàñïî-
ëàãàåì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè è çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà. Î÷åâèäíî, ÷òî

‖ω′′‖2 ≤ ‖ω̄‖2 −min ‖ω̄ + [ω′]‖2. (9)

Áóäåì èñêàòü ìèíèìóì çîíàëüíî-îñðåäí¼ííîé âåëè÷èíû
ω ïðè óñëîâèè, ÷òî

∫∫
ωydxdy åñòü èíâàðèàíò. Â äâîéíîì èí-

òåãðàëå ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî èíòåãðàë ïî y îò çîíàëüíî-
îñðåäí¼ííîé âåëè÷èíû, òàê êàê èíòåãðàë ïî x îò �âîëíî-
âîé� êîìïîíåíòû (ω′′) åñòü íóëü. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Èìååì
F ≡ (ω̃, ω̃) + λ{(ω̃, y)− C}, (10)

ãäå ïîä ω̃ ïîíèìàåòñÿ çîíàëüíî-îñðåäí¼ííàÿ êîìïîíåíòà ω,
(·, ·) åñòü èíòåãðàë ïî y, λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, C � êîí-
ñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ minF ïðîâàðüèðóåì (10). Ïîëó÷èì
(δω̃, ω̃) + (ω̃, δω̃) + λ(δω, y) = 0,

èëè
(2ω̃ + λy, δω̃) = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δω̃ áóäåì èìåòü

ω̃ = −λy
2
.

Îòñþäà (ω̃, y) = −λ
2
(y, y), (ω̃, y)2 = λ2

4
(y, y)2, (ω̃, ω̃) = λ2

4
(y, y)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(ω̃, ω̃) =
(ω̃, y)2

(y, y)
≡ C2

(y, y)
. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ
ýíñòðîôèÿ åñòü C2/(y, y), è ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

‖ω′′‖2 ≤ ‖ω̄‖2 − C2

(y, y)
. (12)
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� 5. Ñâÿçêè èíòåãðàëîâ â èññëåäîâàíèè óñòîé÷è-
âîñòè

Ïðè èññëåäîâàíèè äàííîé çàäà÷è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äè-
íàìèêà äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò íà
äâóìåðíîì òîðå (ïåðèîäè÷íîñòü ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì).
Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû ∆ (Ëàïëà-
ñà) è ∇ (ãðàäèåíòà) ñòàíîâÿòñÿ ñèììåòðè÷íûì è êîñîñèì-
ìåòðè÷íûì ñîîòâåòñòâåííî è êîììóòàòèâíûìè, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî îáëåã÷àåò âûêëàäêè. Èòàê, ðàññìîòðèì ñíîâà óðàâ-
íåíèå ïåðåíîñà âèõðÿ

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0. (1)

Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èíâàðèàí-
òîâ òèïà ∫

D

F (ω)dD = const,

ãäå F (ω) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è èíòåãðàë ýíåðãèè

E = −(ψ,∆ψ)/2,

êîòîðûé â ñèëó ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

E = (∇ψ · ∇ψ)/2.

Â ýòîì âûðàæåíèè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( · ) âû÷èñëÿåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé.

Îáðàçóåì �ñâÿçêó� èíòåãðàëîâ, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, òàêæå
áóäåò èíâàðèàíòîì

I = E +

∫∫
F (ω)dD. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ω̄ çàäà÷è (1) îñ-
íîâûâàåòñÿ òîì, ÷òî íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíê-
öèîíàë I, ÿâëÿþùèéñÿ èíâàðèàíòîì, èìååò ìèíèìóì. Ýòîò
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ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Àðíîëüäîì [1]. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó-
÷àå äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ
ôóíêöèîíàëà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü, à âòîðàÿ âàðèà-
öèÿ äîëæíà áûòü áîëüøå íóëÿ. Îäíàêî äëÿ áåñêîíå÷íîìåð-
íîãî ñëó÷àÿ ýòî íå òàê. Òåì íå ìåíåå, ìû ñåé÷àñ ïîëó÷èì
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà I îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü, à âòîðàÿ áóäåò áîëüøå íóëÿ. Äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó äâóìåðíîé æèäêîñòè íà
âðàùàþùåéñÿ ñôåðå, ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íûìè äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ ω̄
(ñì. [64]).

Èòàê, íàéä¼ì ïåðâóþ âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà I (â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ψ = ψ̄ + δψ, ãäå ψ̄ � èññëåäóåìîå ðåøåíèå)

δI =

∫

D

∇ψ̄ · ∇δψdD +

∫

D

∂F

∂ω̄
δωdD. (3)

Ïîñêîëüêó
∫

D

∇ψ̄ · ∇δψdD = −
∫

D

ψ̄∆δψdD,

à
∆δψ = δω,

òî
δI =

∫

D

(
∂F

∂ω̄
− ψ̄

)
δωdD.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðâàÿ âàðèàöèÿ îáðàùàëàñü â íóëü, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

ψ̄ =
∂F

∂ω̄
.

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà åñòü

δ2I =

∫

D

∇δψ · ∇δψ
2

dD +

∫

D

∂2F

∂ω̄2

δω2

2
dD. (4)
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×òîáû ýòà âàðèàöèÿ áûëà ïîëîæèòåëüíîé, äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

∂2F

∂ω̄2
> 0.

Ïîñêîëüêó
∂2F

∂ω̄2
=
∂ψ̄

∂ω̄
=

1
∂ω̄
∂ψ̄

,

òî ýòî óñëîâèå ïåðåõîäèò â óñëîâèå
∂ω̄

∂ψ̄
> 0. (5)

Óðàâíåíèå ∂ω
∂t

+ J(ψ, ω) = 0, î÷åâèäíî, äîïóñêàåò ðåøåíèå
ω̄ = G(ψ̄), ãäå G(ψ̄) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ìû èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

ω̄ = G(ψ̄)

è äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∂G(ψ̄)

∂ψ̄
> 0,

òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà I îáðàùàåòñÿ â íóëü,
à âòîðàÿ � áîëüøå íóëÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå
ôóíêöèè F ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî ôóíêöèîíàëà.

Ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé âàðèàöèè ìîæåò áûòü è ïðè
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ∂2F

∂ω̄2 . Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî óäî-
âëåòâîðèòü óñëîâèþ

∫

D

∇δψ · ∇δψ
2

dD +

∫

D

∂2F

∂ω̄2

δω2

2
dD > 0.

Ïîñêîëüêó
∫

D

∇δψ · ∇δψdD = −
∫

D

∆δψδψdD (6)
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è îïåðàòîð ∆ íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì êîíñòàíòå
(òàì, ãäå ìû èùåì ðåøåíèå) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, à

∂2F

∂ω̄2
=
∂ψ̄

∂ω̄
,

òî íàì íóæíî, ÷òîáû ìèíèìóì âûðàæåíèÿ (6) áûë áîëüøå,
÷åì ∂ψ̄

∂ω̄
.

Ìèíèìóì (6) äîñòèãàåòñÿ íà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîìó ïî ìîäó-
ëþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λmin. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïîëî-
æèòåëüíîñòè âòîðîé âàðèàöèè ïðèìåò âèä

|λmin| >
∣∣∣∣
∂ψ̄

∂ω̄

∣∣∣∣ .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà òîðå âîîáùå íåâîçìîæíî ïîñòðî-
èòü ðåøåíèå ω̄ = F (ψ̄), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî

∂F

∂ψ̄
> 0.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ýíñòðîôèè Ω ≡ (ω̄, ω̄). Ïîñêîëü-
êó ω̄ = F (ψ̄),ω̄ = ∆ψ̄, òî (∆ψ̄, F (ψ̄)) = (ω̄, ω̄) > 0. Â ñèëó
òîãî ÷òî ∆ = ∇2, à íà òîðå ∇ � êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðà-
òîð, áóäåì èìåòü

(∆ψ̄, F (ψ̄)) = −(∇ψ̄ · ∇F (ψ̄)) = −
(
∇ψ̄ · ∂F

∂ψ̄
∇ψ̄

)
> 0,

èëè
−

∫

D

∂F

∂ψ̄
|∇ψ̄|2dD > 0. (7)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ∂F
∂ψ̄

íå ìîæåò áûòü âåëè÷èíîé ïîëî-
æèòåëüíîé.
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� 6. Äèíàìèêà äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå

Óðàâíåíèå äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè
â èíâàðèàíòíîé ôîðìå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëàãðàíæåâ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âèõðÿ:

d~Ω

dt
= 0. (1)

Íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå âèõðü ÷àñòèö áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ
èç îòíîñèòåëüíîãî âèõðÿ (âèõðÿ îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò) è âèõðÿ ñàìîãî âðàùàþùåãîñÿ òåëà ~Ω0,
êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ðàâåí óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè
òâ¼ðäîãî òåëà

~Ω0 = 2~Ωb

(~Ωb � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà).
Ïîñêîëüêó äëÿ äâóìåðíîé æèäêîñòè íåíóëåâîé êîìïî-

íåíòîé áóäåò òîëüêî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âèõðÿ, òî

Ω = ω + l,

ãäå ω � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà îòíîñèòåëüíîé çàâèõðåí-
íîñòè, à l � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà óäâîåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñôåðà ðàäèóñà a = 1)

ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, λ ∈ [0, 2π],

ãäå ϕ � øèðîòà, λ � äîëãîòà, ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì:

dx = cosϕdλ, dy = dϕ

è ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü âèä
d

dt
=

∂

∂t
+

u

cosϕ

∂

∂λ
+ v

∂

∂ϕ
,
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u =
dx

dt
, v =

dy

dt
.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

cosϕ

[
∂u

∂λ
+

∂

∂ϕ
(v cosϕ)

]
= 0. (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2) u è v ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèþ
òîêà:

u = −∂ψ
∂ϕ

, v =
1

cosϕ

∂ψ

∂λ
.

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà çàâèõðåííîñòè ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

ω =
1

cos2 ϕ

∂2ψ

∂λ2
+

1

cosϕ

∂

∂ϕ
(cosϕ

∂ψ

∂ϕ
) ≡ ∆ψ. (3)

Ôîðìóëà (3) åñòü ôîðìóëà äëÿ �äâóìåðíîãî� ëàïëàñèàíà íà
ñôåðå. Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü, ÷òî

l = 2Ωb sinϕ,

åñëè îñü âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîõîäèò ÷åðåç ïî-
ëþñû ñ ϕ = ±π

2
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äëÿ àáñîëþòíîé çàâèõðåííî-
ñòè Ω = ω + l â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

∂ω

∂t
+

u

cosϕ

∂ω

∂λ
+ v

∂ω

∂ϕ
+ v

∂l

∂ϕ
= 0. (4)

Ïîñêîëüêó ω = ∆ψ, u = −∂ψ
∂ϕ
, v = 1

cosϕ
∂ψ
∂λ
, ∂l
∂ϕ

= 2Ωb cosϕ, òî
óðàâíåíèå (4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ) + 2Ωb

∂ψ

∂λ
= 0, (5)
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ãäå ÿêîáèàí J îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

J(ψ, η) =
1

cosϕ

(
∂ψ

∂λ

∂η

∂ϕ
− ∂ψ

∂ϕ

∂η

∂λ

)
. (6)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) íà ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïåðèîäè÷-
íîñòè ïî λ è óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè íà ïîëþñàõ

η cosϕ→ 0 ïðè ϕ→ ±π/2.
Åñëè ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ψ, η) =

∫∫
ψη cosϕdλdϕ,

òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿêîáèàí J(ψ,∆ψ) áóäåò óäîâëå-
òâîðÿòü ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì: (J, ψ) = 0, (J,∆ψ) = 0.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî J(η, η) = 0.

ßñíî, ÷òî J(ψ,∆ψ) áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òàêæå äëÿ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

∆ψ = F (ψ),

ãäå F åñòü íåêîòîðîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ F ìîæåò áûòü ëèíåéíîé, è ìû ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

∆ψ = −λψ. (7)

Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (7) è ñôîðìóëèðîâàííûì
âûøå �ãðàíè÷íûì� óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè
ãàðìîíèêàìè. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà èõ ñâîéñòâàõ,
ïîñêîëüêó ýòî íàì ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.

Èòàê, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

1

cos2 ϕ

∂2Yn
∂λ2

+
1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂Yn
∂ϕ

)
= −λnYn. (8)
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Èçâåñòíî, ÷òî â óðàâíåíèè (8)

λn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, . . .

(Y0 = const).
Åñëè èñêàòü Yn â âèäå

Yn = P̃ (ϕ)eimλ,

òî óðàâíåíèå äëÿ P̃ (ϕ) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂P̃ (ϕ)

∂ϕ

)
− m2

cos2 ϕ
P̃ (ϕ)+n(n+1)P̃ (ϕ) = 0. (9)

Ìîæíî ñäåëàòü äâå çàìåíû ïåðåìåííûõ:

Θ = ϕ+
π

2
, cos Θ = z.

Òîãäà â òåðìèíàõ êîîðäèíàòû z óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä

(1− z2)∂
2P
∂z2 − 2z∂P

∂z
+

{
n(n+ 1)− m2

1− z2

}
P = 0,

z ∈ [−1, 1].
(10)

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (10) áóäóò ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíî-
ìû Ëåæàíäðà Pm

n (z) (n � ñòåïåíü, m � ïîðÿäîê ôóíêöèè).
Ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì m îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà îòðåçêå
[−1, 1]:

1∫
−1

P
|m|
n (µ)P

|m|
k (µ)dµ =

{
0, åñëè k 6= n,

2
2n+1

(n+|m|)!
(n−|m|)! , åñëè k = n.

Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëü-
íóþ ñèñòåìó ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
íà ñôåðå (ïåðèîäè÷íîñòü ïî λ è îãðàíè÷åííîñòü íà ïîëþ-
ñàõ).
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Åñëè m � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, òî äëÿ êàæäîãî n
ñóùåñòâóåò 2n+ 1 íåçàâèñèìûõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñòå-
ïåíè n. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ñôåðå èíäó-
öèðóåò ðàçáèåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà íà èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà Hn ðàçìåðíîñòè 2n+ 1.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (5). Áóäåì èñ-
êàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

ψ = Yne
iσt.

Ïîñêîëüêó
∆Yn = −(n+ 1)nYn,

òî áóäåì èìåòü

−(n+ 1)niσYn + 2ΩbimYn = 0, èëè

σ =
2Ωbm

n(n+ 1)
. (11)

Òàê êàê
Yn = Pm

n (ϕ)eimλ,

òî ðåøåíèå ψ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ψ = Pm
n (ϕ)e

im
“
λ+

2Ωb
n(n+1)

t
”

= Yn

(
ϕ, λ+

2Ωb

n(n+ 1)
t

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå âèõðÿ íà ñôåðå äîïóñ-
êàåò òî÷íûå ðåøåíèÿ â âèäå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, áåãó-
ùèõ ñ ïîñòîÿííîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ c = 2Ωb

n(n+1)
íà �çàïàä�,

åñëè Ωb > 0.
Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò óíèêàëüíûé òèï âîëí áûë îòêðûò

â àòìîñôåðå Ðîññáè è Áëèíîâîé è íîñèò èõ èìåíà (âîëíû
Ðîññáè-Áëèíîâîé).
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� 7. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó äâóìåðíîé àòìî-
ñôåðû

Äëÿ óðàâíåíèÿ âèõðÿ íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = 0 (1)

ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ

J(ψ, ω + l) = 0.

ßêîáèàí áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü, åñëè àáñîëþòíûé âèõðü
åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè òîêà:

ω + l = F (ψ). (2)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2) ñêàëÿðíî íà ω. Ïîëó÷èì

(F (ψ), ω) = (ω, ω) + (l, ω).

Ïîñêîëüêó ω = ∇ · ∇ψ, òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

(F (ψ), ω) = (F (ψ),∇ · ∇ψ) = −(∇F (ψ),∇ψ) =

= −
(
∂F

∂ψ
∇ψ,∇ψ

)
≡ −

∫∫
∂F

∂ψ
|∇ψ|2 cosϕdϕdλ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî âñÿ ýòà öåïî÷êà ðàâåíñòâ ñïðàâåäëè-
âà òîëüêî òîãäà, êîãäà ω, ψ,∇ψ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
ðåãóëÿðíûõ (îãðàíè÷åííûõ íà ñôåðå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðî-
èçâîäíûìè) ôóíêöèé. Äàëåå,

(l, ω) =

∫∫
∆ψ2Ωb sinϕ cosϕdϕdλ =

=

∫∫
1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ

∂ϕ

)
2Ωb sinϕ cosϕdϕdλ =
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= −
∫∫

cosϕ
∂ψ

∂ϕ
2Ωb cosϕdϕdλ =

∫∫
2Ωb(u cosϕ) cosϕdϕdλ.

(3)
Ïîñêîëüêó u cosϕ ≡ M åñòü ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, òî îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

−
∫∫

∂F

∂ψ
|∇ψ|2 cosϕdϕdλ =

∫∫
ω2 cosϕdϕdλ+

+

∫∫
2ΩbM cosϕdϕdλ. (4)

Èç (4) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
(2), ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà
ñôåðå è óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïîëîæèòåëüíîñòè ∂F

∂ψ

è ïîëîæèòåëüíîñòè óãëîâîãî ìîìåíòà. (Ìû âñåãäà ñ÷èòàåì,
÷òî Ωb > 0.)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèòóàöèþ, êîãäà F (ψ) �
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Èìååì

∆ψ + 2Ωb sinϕ = λψ.

Åñëè ψ åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî ϕ, òî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü
âèä

1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ

∂ϕ

)
+ 2Ωb sinϕ = λψ. (5)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì (5) áóäåò ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà
Y 0
n ñ n = 1,m = 0, òî åñòü

ψ = Y 0
1 = A sinϕ. (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5), ïîëó÷èì

−2A sinϕ+ 2Ωb sinϕ = Aλ sinϕ,



114 Ãëàâà 2. Óñòîé÷èâîñòü äâóìåðíîé àòìîñôåðû

èëè
λ = −2 +

2Ωb

A
.

Ïðè A > 0 äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ óãëîâîé ìîìåíò áóäåò îòðè-
öàòåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî,

u = −∂ψ
∂ϕ

= −A cosϕ < 0 ïðè ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

õîòÿ ïðè ýòîì λ ìîæåò áûòü è ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Ωb äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå.

Ïóñòü A < 0, λ < 0. Ðåøåíèå ψ = A sinϕ, u = −A cosϕ
áóäåò îïèñûâàòü òâ¼ðäîå âðàùåíèå. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü
ýòîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü ω = ω̄ + ω′, ψ = ψ̄ + ψ′. Òîãäà óðàâ-
íåíèå äëÿ âîçìóùåíèé áóäåò èìåòü âèä

∂ω′

∂t
+ J(ψ̄, ω′) + J(ψ′, ω̄) + 2Ωb

∂ψ′

∂λ
+ J(ψ′, ω′) = 0. (7)

Óìíîæèì (7) ñêàëÿðíî íà ω′. Ïîëó÷èì

1

2

∂(ω′, ω′)
∂t

+ (J(ψ′, ω̄), ω′) + 2Ωb(
∂ψ′

∂λ
, ω′) = 0. (8)

Ïîêàæåì, ÷òî

(
∂ψ′

∂λ
, ω′) =

∫∫
∆ψ′

∂ψ′

∂λ
cosϕdϕdλ = 0,

èëè
∫∫ [

1

cos2 ϕ

∂2ψ′

∂λ2
+

1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ′

∂ϕ

)]
∂ψ′

∂λ
cosϕdϕdλ = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ â ñèëó óñëîâèé ïå-
ðèîäè÷íîñòè. Èìååì
∫∫

∂ψ′

∂λ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ′

∂ϕ

)
dϕdλ = −

∫∫
cosϕ

∂ψ′

∂ϕ

∂

∂λ

∂ψ′

∂ϕ
dϕdλ =
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= −1

2

∫∫
∂

∂λ

(
∂ψ′

∂ϕ

)2

cosϕdϕdλ = 0.

Ïîñêîëüêó ∆ψ̄ = ω̄ = −2ψ̄ (n = 1,m = 0), òî

(J(ψ′, ω̄), ω′)=(J(ω′, ψ′), ω̄)=(J(ω̄, ω′), ψ′)=−2(J(ψ̄, ω′), ψ′),

è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂t

‖ω′‖2

4
− (J(ψ̄, ω′), ψ′) = 0.

Òåïåðü óìíîæèì ñêàëÿðíî (7) íà ψ′. Áóäåì èìåòü

1

2

∂

∂t
(ω′, ψ′) + (J(ψ̄, ω′), ψ′) = 0. (9)

Ïðè ýòîì ÷ëåíû
(
∂ψ′
∂λ
, ψ′

)
= 0 â ñèëó óñëîâèé ïåðèîäè÷íî-

ñòè.
Ñêëàäûâàÿ åãî ñ óðàâíåíèåì (8), ïîëó÷èì

∂

∂t

(‖ω′‖2 + 2(ω′, ψ′)
2

)
= 0.

Ïîñêîëüêó (ω′, ψ′) = −(∇ψ′,∇ψ′), òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

‖ω′‖2 − 2(∇ψ′,∇ψ′)
åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî îí âñåãäà
îäíîãî çíàêà, òî åãî ìîæíî ïðèíÿòü çà íîðìó, è óñòîé÷è-
âîñòü òâ¼ðäîãî âðàùåíèÿ äîêàçàíà.

Ïóñòü ψ′ =
∑
αiYi, òî åñòü ψ′ ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ñôå-

ðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì. Òîãäà

‖ω′‖2 = (ω′, ω′) =
∑

λ2
iα

2
i (Yi, Yi),

(ψ′, ω′) =
∑

λiα
2
i (Yi, Yi) = −

∑
|λi|Ei = −

∑
Ẽi,
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òàê êàê λi � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà âèäà −n(n+ 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå Ẽi > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖ω′‖2

−(ω′, ψ′)
≥ min |λi| = 2,

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè Yi ∈ H1, ãäå H1 � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå n = 1. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü
2n + 1 = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû èññëåäîâàòü ïîâå-
äåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ψ′ òîëüêî íà ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå.

Ïîñêîëüêó íà ïîäïðîñòðàíñòâå H1: ω̄ = −2ψ̄, ω′ = −2ψ′,
òî óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé áóäåò

−2
∂ψ′

∂t
− 2J(ψ̄, ψ′)− 2J(ψ′, ψ̄) + 2Ωb

∂ψ′

∂λ
− 2J(ψ′, ψ′) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ′ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂ψ′

∂t
− Ωb

∂ψ′

∂λ
= 0,

òî åñòü ψ′ áóäåò áåãóùåé âîëíîé Ðîññáè-Áëèíîâîé ñ ïîñòîÿí-
íîé àìïëèòóäîé, ÷òî äîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó
òâ¼ðäîãî âðàùåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè òâ¼ðäîãî
âðàùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ïóò¼ì, íàïðèìåð èç âà-
ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, èñïîëüçóÿ ñâÿçêó èíòåãðàëîâ ýíåð-
ãèè è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Ïîñòàâèì òàêóþ çàäà÷ó: ïðè çàäàííîì ìîìåíòå êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ íàéòè äâèæåíèå, îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé
ýíåðãèåé. Èìååì

E = −(ψ,∆ψ) ≡ −
∫∫

∆ψψ cosϕdϕdλ,

M = −
∫∫

∂ψ

∂ϕ
cosϕ cosϕdϕdλ.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà. Ïóñòü

I = E + λ̃(M − C),

ãäå C = const, à λ̃ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.
Ïðîâàðüèðóåì ôóíêöèîíàë I ïî ψ è ïðèðàâíÿåì ïåðâóþ âà-
ðèàöèþ ê íóëþ. Ïîëó÷èì

δI = δE + λ̃δM =

= −
∫∫

∆δψψ cosϕdϕdλ−
∫∫

∆ψδψ cosϕdϕdλ−

−λ̃
∫∫

∂

∂ϕ
δψ cos2 ϕdϕdλ = 0.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ñôåðå áóäåì
èìåòü

δE = −2

∫∫
∆ψδψ cosϕdϕdλ,

δM =

∫∫
δψ

∂

∂ϕ
cos2 ϕdϕdλ = −2

∫∫
δψ sinϕ cosϕdϕdλ.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δψ ïîëó÷èì
∆ψ + λ̃ sinϕ = 0,

èëè
ψ = −2 sinϕ, λ̃ = 2.

Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûå âîçìóùåíèÿ ïðèíàäëåæàò
ïîäïðîñòðàíñòâó, îðòîãîíàëüíîìó ψ̄, òî ýòè âîçìóùåíèÿ
ψ íå ìîãóò èçìåíèòü óãëîâîé ìîìåíò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýíåðãèÿ âîçìóùåíèé íå ìîæåò ðàñòè çà ñ÷¼ò ýíåðãèè îñ-
íîâíîãî äâèæåíèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî áû
îçíà÷àëî, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå äâèæåíèå, îáëàäàþùåå
ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé è èìåþùåå òîò æå óãëîâîé ìîìåíò
(ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ åñòü èíâàðèàíò). Â ýòîì äîêàçàòåëü-
ñòâå, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóëåâàÿ ïåðâàÿ âàðèàöèÿ
è ïîëîæèòåëüíàÿ âòîðàÿ âàðèàöèÿ îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà.
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� 8. Ãàë�eðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ. Èíâàðèàíòû

Ñòðóêòóðà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ãåíåðèðóåìûõ
îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà ñôåðå (ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ
íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè), óñòðîåíà òàê,
÷òî â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (m,n) ìíîæåñòâî ñôåðè÷å-
ñêèõ ãàðìîíèê ñ èíäåêñîì m,n áóäåò îãðàíè÷åíî ïðÿìûìè
|m| = n, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.

n

m

M

1-1 2 3 4-2-3-4 0

1

2

3

4

Ðèñ. 2. Îáëàñòü M â ïðîñòðàíñòâå èíäåêñîâ (m,n)

Îáîçíà÷èì âñå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (m,n)
÷åðåç M∞. Íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ⊂M∞, ñîõðà-
íÿþùåå ñâîéñòâî ñèììåòðèè, íàçîâ¼ì óñå÷åíèåì. Åñëè ìû
èñïîëüçóåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèõðÿ íà ñôåðå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ωb

∂ψ

∂λ
= 0,

ω = ∆ψ,

ìåòîä Ãàë¼ðêèíà, â êîòîðîì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé
èñïîëüçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, òî åñòåñòâåííûì óñå-
÷åíèåì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíèå âñåõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, äëÿ êîòîðûõ n ≤ N , ãäå N � çàäàííîå ÷èñëî. Òàêîå óñå-
÷åíèå íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíûì. Âîçìîæíû, êîíå÷íî, è äðó-
ãèå óñå÷åíèÿ. Çàäà÷åé äàííîé ëåêöèè áóäåò äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì óñå÷åíèè óñå÷åííàÿ ñèñòåìà (ñèñòåìà
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ãàë¼ðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé) áóäåò îáëàäàòü äâóìÿ êâàäðà-
òè÷íûìè èíâàðèàíòàìè � àíàëîãàìè ýíåðãèè è ýíñòðîôèè.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âîëíîâîé âåêòîð ~α = (mα, nα)
T

è åãî ñîïðÿæåííûé ~α∗ = (−mα, nα)
T . Êîýôôèöèåíòû Ôó-

ðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì fnm
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fα. Ïóñòü

ψ =
∑
α

ψαYα, (1)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó α. Òîãäà

~V =

(
u
v

)
=

(
−∂ψ
∂ϕ

1
cosϕ

∂ψ
∂λ

)
=

∑
α

ψα

( −∂Yα

∂ϕ
1

cosϕ
∂Yα

∂λ

)
≡

∑
α

ψα~Vα,

(2)

ãäå âåêòîðû ~Vα � òàê íàçûâàåìûå �òîðîèäàëüíûå� âåêòîðû,
ïî êîòîðûì ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî ïðîèçâîëüíîå ñîëåíîè-
äàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ÿêîáèàíà ïî ñôåðè÷åñêèì ãàð-
ìîíèêàì. Ïóñòü

J(ψ, ω) =
∑
γ

Jγ(ψ, ω)Yγ.

Òîãäà

Jγ(ψ, ω) =
1

4π

∫

S

J(ψ, ω)ȲγdS =
1

4π

∫

S

~V (ψ) · ∇ωȲγdS (3)

(dS = cosϕdϕdλ).

Â ôîðìóëå (3) Ȳγ � ôóíêöèè, ñîïðÿæåííûå Yγ. Ïóñòü

ω =
∑

β

ωβYβ.
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Òîãäà

Jγ =
∑

β

ωβ
1

4π

∫

S

Ȳγ ~V · ∇YβdS ≡
∑

β

ωβMβγ,

ãäå
Mβγ =

1

4π

∫

S

Ȳγ ~V · ∇YβdS. (4)

Ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Mβγ =
1

4π

∫

S

Ȳγ ~V · ∇YβdS =
1

4π

∫

S

Yγ∇ · (~V Yβ)dS =

= − 1

4π

∫

S

Yβ ~V · ∇ȲγdS = −M∗
γβ. (5)

Ôîðìóëà (5) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ Mβγ, êîñîýðìèòîâà. Ïîäñòàâëÿÿ â (5) âûðàæåíèå
äëÿ ~V

~V =
∑
α

ψα~Vα,

ïîëó÷èì

Mβγ =
∑
α

ψα
1

4π

∫

S

Ȳγ ~Vα · ∇YβdS =

=
∑
α

ψα
1

4π

∫

S

Ȳγ[∇Yα] · ∇YβdS, (6)

ãäå ñèìâîë [·] îáîçíà÷àåò ïîâîðîò âåêòîð-àðãóìåíòà íà 90◦

ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî åñòü [~V ] =

(
u
−v

)
. Ââåä¼ì îáîçíà-

÷åíèå
Lβγα =

1

4π

∫

S

Ȳγ[∇Yα] · ∇YβdS. (7)
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Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ Jγ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Jγ(ψ, ω) =
∑

β

∑
α

ωβψαLβγα.

Ýòî åñòü èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòà Ôóðüå
íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïåðåíîñà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
âèõðÿ ω è ôóíêöèè òîêà ψ. Âûðàæåíèå (8) åñòü áèëèíåéíàÿ
ôîðìà äëÿ êàæäîãî γ, Lβγα � å¼ êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå
íàçîâ¼ì êîýôôèöèåíòàìè âçàèìíîñòè. Ïóñòü

Ω2 = (ω, ω)N ≡
∑
γ

|ωγ|2.

Ω2 åñòü àíàëîã ýíñòðîôèè ïðè íåêîòîðîì ñèììåòðè÷íîì óñå-
÷åíèè. Ïî îïðåäåëåíèþ ωγ èìååì

d

dt
|ω|2 = ωγ

dω∗γ
dt

+ ω∗γ
dωγ
dt

,

à èç óðàâíåíèÿ âèõðÿ ñëåäóåò, ÷òî

dωγ
dt

+ Jγ + 2Ωbimγψγ = 0.

Òàê êàê ω = ∆ψ, òî ωγ = −cγψγ è, ñëåäîâàòåëüíî,

dωγ
dt

+ Jγ − 2mγiΩb

cγ
ωγ = 0,

(8)

dω∗γ
dt

+ J∗γ +
2mγiΩb

cγ
ω∗γ = 0.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (8) íà ω∗γ, âòîðîå � íà ωγ è ñêëà-
äûâàÿ, ïîëó÷èì

d

dt
|ωγ|2 + ω∗γJγ + ωγJ

∗
γ = 0.
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Äàëåå
Jγ =

∑

β

ωβMβγ, J∗γ =
∑

β

ω∗βM
∗
βγ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
|ωγ|2 +

∑

β

(ω∗γωβMβγ + ω∗βωγM
∗
βγ) = 0. (9)

Ñóììèðóÿ ïî γ, ïîëó÷èì

d

dt

∑
γ

|ωγ|2 +
∑
γ

∑

β

(ω∗γωβMβγ + ω∗βωγM
∗
βγ) = 0. (10)

Íî ìû ïîêàçàëè, ÷òî

Mβγ = −M∗
γβ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑
γ

∑

β

(ω∗γωβMβγ+ω
∗
βωγM

∗
βγ)=

∑
γ

∑

β

(ω∗γωβMβγ−ω∗βωγMγβ)=

=
∑
γ

∑

β

ω∗γωβMβγ −
∑
γ

∑

β

ω∗βωγMγβ.

Ìåíÿÿ âî âòîðîé ñóììå γ íà β, ïîëó÷àåì, ÷òî îáå ñóììû
òîæäåñòâåííû, è ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt

∑
γ

|ωγ|2 = 0. (11)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ýíåðãèè
òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó

E = −(ψ, ω) ≡ − 1

4π

∫

S

ψωdS
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è
ω =

∑
γ

ωγYγ, ωγ = −cγψγ,

òî
E =

∑
γ

1

cγ
|ωγ|2.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (9) íà 1

cγ
è ïðîñóììèðóåì. Ïîëó÷èì

∑
γ

d

dt

1

cγ
|ωγ|2 +

∑
γ

∑

β

c−1
γ (ω∗γωβMβγ − ω∗βωγMγβ) = 0.

Òàê êàê

Mβγ =
∑
α

ψαLβγα = −
∑
α

c−1
α ωαLβγα,

Mγβ =
∑
α

ψαLαγβ = −
∑
α

c−1
α ωαLαγβ,

òî
∑
γ

d

dt

1

cγ
|ωγ|2 =

∑
γ

∑

β

∑
α

c−1
γ c−1

α (ω∗γωβωαLβγα−ω∗βωγωαLγβα).

Ðàññìîòðèì ñóììó
∑
γ

∑

β

∑
α

c−1
γ c−1

α ω∗βωγωαLγβα ≡ A.

Åñëè ìû ïîìåíÿåì (ïåðåîáîçíà÷èì) γ íà α â ýòîé ñóììå, òî
î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà íå ïîìåíÿåòñÿ, òî åñòü

A =
∑
α

∑

β

∑
γ

c−1
γ c−1

α ω∗βωγωαLαβγ.

Íî
Lγβα =

1

4π

∫

S

Ȳβ[∇Yα] · ∇YγdS,
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ïðè÷åì
[∇Yα] · ∇Yγ ≡ J(Yγ, Yα).

Ïîñêîëüêó ÿêîáèàí � ôóíêöèÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ, òî
J(Yγ, Yα) = −J(Yα, Yγ), è ñëåäîâàòåëüíî,

Lαβγ = −Lγβα.

Èòàê, ìû èìååì A=−A, òî åñòü A=0. Òàê êàê A=0, òî
è A∗ = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ñèììåò-
ðè÷íîì óñå÷åíèè ýíåðãèÿ åñòü òàêæå èíâàðèàíò.

� 9. Ñèììåòðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

Ïóñòü ìû èìååì íåêîòîðóþ êîíå÷íîìåðíóþ (ãàë¼ðêèíñêóþ)
àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ âèõðÿ íà ñôåðå, êîòîðóþ çàïè-
øåì â âèäå

dωi
dt

= Qi(ω), (1)

ωi|t=0 = ωi0, i = 1, . . . , N.

Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ω(t). Ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó çàïèøåì â âèäå

dω′

dt
= A(ω)ω′, ω′|t=0 = ω′0 (2)

(ω′ � âåêòîð â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ââîäÿ ïîíÿòèå ðàç-
ðåøàþùåãî îïåðàòîðà L(t), ñèñòåìó (2) ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ω′(t) = L(t)ω′0. (3)

Ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðåìå Îñåëå-
äåöà [57] ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µk = lim
t→∞

1

2t
lnλk(L

∗(t)L(t)). (4)



� 9. Ñèììåòðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà 125

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà L(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dL(t)

dt
= A(ω)L(t), L(0) = E,

E � òîæäåñòâåííàÿ ìàòðèöà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ñèñòåìà (1) èìååò ãàìèëüòîíî-

âó ñòðóêòóðó (ïðè ýòîì, êîíå÷íî, N � ÷¼òíî). Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå [2]:

L∗(t)JL(t) = J, (5)

ãäå J � òàê íàçûâàåìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ åäèíèöà:

J =

{
O E
−E O

}
.

Çàìåòèì, ÷òî J � îðòîãîíàëüíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà, òàê ÷òî

J = −JT = −J−1.

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

L∗(t) = JL−1(t)J−1

(J � ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ), è

L(t) = J−1(L∗(t))−1J.

Ñëåäîâàòåëüíî,

L∗(t)L(t) = JL−1(t)J−1J−1(L∗(t))−1J =

= JL−1(t)(−E)(L∗(t))−1(−J−1) = J(L∗(t)L(t))−1J−1. (6)

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðû L∗L è (L∗L)−1 ñîâïàäàþò,
è ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (L∗L)−1 è ìàòðèöû
L∗L ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

λ(L∗L)−1 =
1

λ(L∗L)
,
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òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòðû ìàòðèö L∗L è (L∗L)−1 äîëæíû
ñîñòîÿòü èç ïàð (λi,

1
λi

).
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) áóäóò

ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Ïîñêîëüêó
ñâîéñòâî ñèììåòðèè íå çàâèñèò îò t, òî áóäóò ñèììåòðè÷íî
ðàñïîëîæåíû è òàê íàçûâàåìûå ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (4) ïðè ôèêñèðîâàííîì t.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàøà ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
íåâûðîæäåííîãî (â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîãî) ïðåîáðàçî-
âàíèÿ

ω = F (η)

ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ßêîáè
{
∂F

∂η

}
≡ Y.

Ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷ äëÿ ω è η äîëæíû áûòü
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ω′ = Y (η)η′.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-
âàííûõ ñèñòåì áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ω′i = Y η′i, èëè η′i = Y −1ω′i.

Ìû çíàåì, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç
íîðìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ïðèâåä¼ííîé ñèñòå-
ìû áóäåì èìåòü

λi(η) = lim
t→∞

1

t
ln
‖η′i‖
‖η′i0‖

.

Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû:

σi(ω) = lim
t→∞

1

t
ln
‖ω′i‖
‖ω′i0‖

= lim
t→∞

1

t
ln
‖Y η′i‖
‖Y η′i0‖

≤ lim
t→∞

1

t
ln
‖Y ‖‖η′i‖
‖Y η′i0‖

.
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Åñëè íîðìà ‖Y ‖ îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, òî

σi(ω) ≤ λi(η).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

λi(η) = lim
t→∞

1

t
ln
‖Y −1ω′i‖
‖η′i0‖

≤ lim
t→∞

1

t
ln
‖Y −1‖‖ω′i‖
‖Y −1ω′i0‖

≤ σi(ω),

åñëè îãðàíè÷åíà íîðìà ‖Y −1‖. Ñëåäîâàòåëüíî, σi = λi.
Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ãîâîðèòü òîëüêî î ñèììåòðèè

ãëîáàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé. Ýòî çàêëþ÷åíèå áóäåò íåâåðíûì îòíîñèòåëüíî ëî-
êàëüíûõ ïîêàçàòåëåé.

Ðàññìîòðèì äàëåå êîíå÷íîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâ-
íåíèÿ âèõðÿ íà ñôåðå ñ äèññèïàöèåé (â ôîðìå ðýëååâñêîãî
òðåíèÿ) è âíåøíèì ôîðñèíãîì, íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè:

dωi
dt

= Qi(ω)− αωi + fi, (7)

ωi|t=0 = ωi0, i = 1, . . . , N, α = const.

Â ðàáîòå [93] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè Qi(ω) åñòü êàíîíè÷å-
ñêàÿ ãàìèëüòîíîâà ôîðìà, òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, óïîðÿ-
äî÷åííûå ïî óáûâàíèþ, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ñèì-
ìåòðèè:

σi + σN+1−i = −2α. (8)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè Q(ω)
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê êàíîíè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ôîð-
ìå ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ [36].
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� 10. Óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè. Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèî-
íàðíûõ ðåøåíèé

Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
èìåþò âèä

d~u

dt
= − 1

ρ0

∇p+ µ∆~u,

(1)

∇ · ~u = 0.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (êàê è â ñëó÷àå íåâÿçêîé æèäêîñòè)
ìû ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ òîêà, îïðåäåëèâ ÷åðåç íå¼ êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó çà-
âèõðåííîñòè. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåì èìåòü

u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
,

ω = ∆ψ =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà óðàâíåíèå (1) áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ) = µ∆2ψ. (2)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (2) â ïåðèîäè÷åñêîì êà-
íàëå, òî ïî êîîðäèíàòå x, êàê è ðàíüøå, â êà÷åñòâå êðà-
åâûõ óñëîâèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèè ψ è âñåõ å¼ ïðîèçâîäíûõ, à íà âåðòèêàëüíûõ ãðà-
íèöàõ êàíàëà ìû óæå äîëæíû ñòàâèòü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ
u, v = 0 ïðè y = y1, y2. Â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà ýòè óñëî-
âèÿ áóäóò èìåòü âèä

∂ψ

∂x
= 0,

∂ψ

∂y
= 0 ïðè y = y1, y2.
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Èñòîðè÷åñêè â ãèäðîäèíàìèêå äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) èñïîëüçîâàëîñü
ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (2) èìååò
ðåøåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òå÷åíèåì Ïóàçåéëÿ, êîòîðîå
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû y. (Íàïîìíèì, ÷òî â íåâÿç-
êîì ñëó÷àå ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
êîîðäèíàòû y, åñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíà-
ìèêè äâóìåðíîé æèäêîñòè.) Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ
u = u(y) â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ áóäóò èìåòü âèä

−∂p
∂x

+ µ
∂2u

∂y2
= 0,

∂p

∂y
= 0. (3)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) ñëåäóåò, ÷òî p = p(x).
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) â ñèëó íåçàâèñèìîñòè u îò
x è p îò y ïîëó÷èì

∂2u

∂y2
=

1

µ

∂p

∂x
= const.

Îòñþäà
∂u

∂y
= λy + a, u =

λy2

2
+ ay + b.

Åñëè øèðèíà êàíàëà åñòü h è u = 0 ïðè y = 0 è y = h, òî

u =
λ

2
(y − h)y,

èëè u =
1

2µ

∂p

∂x
(y − h)y.

×òîáû u áûëî áîëüøå íóëÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∂p
∂x

< 0.
Ïóñòü

ψ = ψ̄(y)

è u = −∂ψ̄
∂y

= ū(y).
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (2) â âèäå ψ = ψ̄ + ψ′.
Ëèíåàðèçîâàííîå îòíîñèòåëüíî ψ̄ óðàâíåíèå (2) áóäåò

èìåòü âèä
∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂∆ψ′

∂x
+
∂ψ′

∂x

∂∆ψ̄

∂y
= µ∆2ψ′. (4)

Ðåøåíèå (4) áóäåì èñêàòü â âèäå
ψ′ = ϕ(y)eik(x−ct).

Óðàâíåíèå äëÿ ϕ(y) áóäåò èìåòü âèä

µ

(
∂4ϕ

∂y4
−2k2∂

2ϕ

∂y2
+k4ϕ

)
= ik

[
(ū−c)

(
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

)
−ϕ∂

2ū

∂y2

]
. (5)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Îððà-Çîììåðôåëüäà. Ìû
íå áóäåì çàíèìàòüñÿ èññëåäîâàíèåì ìåòîäîâ åãî ðåøåíèÿ,
ïîñêîëüêó íàøåé ãëàâíîé çàäà÷åé áóäåò èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíà-
ìèêó âÿçêîé æèäêîñòè íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå. Ïðèíöèïè-
àëüíîå îòëè÷èå çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñôåðà åñòü
ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ. Ðàññìàòðèâàÿ íà ñôåðå âÿçêóþ æèä-
êîñòü, ìû â ïðèíöèïå ìîæåì èìåòü òàê íàçûâàåìûé íåâÿç-
êèé ïðåäåë, óñòðåìëÿÿ µ ê íóëþ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òâ¼ð-
äûõ ãðàíèö (ñòåíîê) ìû ýòîãî ñäåëàòü íå ìîæåì, òàê êàê
äëÿ âÿçêîãî ñëó÷àÿ èç-çà óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöàõ
ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ è ïðè µ → 0
ãðàäèåíò ñêîðîñòè ó ãðàíèö äîëæåí íàðàñòàòü. Â ýòîì ñëó-
÷àå âÿçêîñòü ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû äîëæíû ðåøèòü, � ýòî çàäà-
÷à î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ
â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
è íåóñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà.

Èòàê, ñèñòåìà óðàâíåíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé àòìîñôå-
ðû, êîòîðóþ ìû áóäåì èññëåäîâàòü, èìååò âèä

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ + l)− µ∆2ψ = f, (6)
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ãäå ôóíêöèÿ f îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ñòàöèîíàðíîå ðåøå-
íèå ψ̄ óäîâëåòâîðÿåò, î÷åâèäíî, óðàâíåíèþ

J(ψ̄,∆ψ̄ + l)− µ∆2ψ̄ = f. (7)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆ψ̄ ∈ C1(S), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèå (2) â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

∂∆ψ′

∂t
+J(ψ̄,∆ψ′)+J(ψ′,∆ψ̄+l)+J(ψ′,∆ψ′)−µ∆2ψ′ = 0. (8)

Åñëè ∆ψ′ = ω′, ψ′ = ∆−1ω′, òî (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

∂ω′

∂t
+ A(ω̄)ω′ = B(ω′), (9)

ãäå A(ω) � ëèíåéíûé îïåðàòîð

A(ω̄)ω′ = J(∆−1ω̄, ω′) + J(∆−1ω′, ω̄ + l)− µ∆ω′,

à B(ω′) � îïåðàòîð íåëèíåéíûé

B(ω′) = −J(∆−1ω′, ω′).

Íàì íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (9) óñòîé÷èâî èëè íåóñòîé÷èâî.
Îñîáåííîñòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî
íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ìû äîëæ-
íû ôîðìóëèðîâàòü òå èëè èíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîäåðæèòñÿ
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè

Reλ(A) > λ0 > 0.

Òîãäà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ω̄ = 0 ñèñòåìû (6) àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî â W k

p (S), p > 1, k ≥ 1. Åñëè èìåþòñÿ òî÷êè
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ñïåêòðà îïåðàòîðà A, ðàñïîëîæåííûå â ëåâîé ïîëóïëîñêî-
ñòè, òî ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû
ââèäó ãðîìîçäêîñòè (ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè
â [27]), îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ äðóãèõ òèïîâ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W k

p (S), p > 1, k ≥ 1, ìîæíî òàêæå
ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A � ñåêòîðèàëüíûé è åãî ñïåêòð
ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè

Reλ ≥ 2µ− β0,

Imλ ≤ α0

√
Reλ+ β0

µ
+ β0 + Ωb,

ãäå
β0 =

1√
2

max
S
|∇(∆ψ̄)|,

α0 = max
S
|∇ψ̄|.

Ñëåäñòâèåì ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè 1√
2
max |∇(∆ψ̄)| ≤ C < 2µ, òî

ðåøåíèå ψ̄ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

� 11. Òåîðåìû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïî ëèíåéíî-
ìó ïðèáëèæåíèþ. Ñõîäèìîñòü ãàë�eðêèíñêèõ
ïðèáëèæåíèé äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ïîêà-
çàòåëåé Ëÿïóíîâà

Â �10 áûëî ñôîðìóëèðîâàíî óòâåðæäåíèå î ïðèìåíèìîñòè
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äè-
íàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé äâóìåðíîé æèäêîñòè. Â íàñòî-
ÿùåì ïàðàãðàôå, ñëåäóÿ ðàáîòàì [25, 26, 60], ìû èçëîæèì
íåêîòîðûå òåîðåìû î ñïåêòðå ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà
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è êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ýòîãî ñïåêòðà ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè èñõîäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ãàë¼ðêèíà. (Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Þ.Í.Ñêèáîé.)

Èòàê, ðàññìîòðèì ñíîâà ñèñòåìó óðàâíåíèé äèíàìèêè
äâóìåðíîé æèäêîñòè íà ñôåðå S:

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l)− µ∆ω = f, (1)

ãäå ω = ∆ψ. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ψ̄ ñèñòåìû (1) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

J(ψ̄, ω̄ + l)− µ∆ω̄ = f. (2)

Ïóñòü ψ′ = ψ − ψ̄, ω′ = ω − ω̄.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â òåðìèíàõ ψ′ è ω′:

∂ω′

∂t
+ J(ψ̄, ω′) + J(ψ′, ω̄ + l) + J(ψ′, ω′)− µ∆ω′ = 0 (3)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

J(ψ̄, ω′) + J(∆1ω′, ω̄ + l)− µ∆ω′ ≡ A(ω̄)ω′.

Òîãäà ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3) çàïèøåòñÿ â âè-
äå

∂ω′

∂t
+ A(ω̄)ω′ = 0 (4)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü îñíîâíîå ðåøåíèå ψ̄, ω̄ òàêîå,
÷òî |∇ψ̄| è |∇ω̄| åñòü îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè íà ñôåðå. Òîãäà
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A : L2(S) → L2(S) ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D(A) = H2

0 èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó è,
ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíûé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé
â áåñêîíå÷íîñòè.



134 Ãëàâà 2. Óñòîé÷èâîñòü äâóìåðíîé àòìîñôåðû

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ îòðèöà-
òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, îòâåòñòâåííûõ çà íåóñòîé÷è-
âîñòü ðåøåíèÿ ψ̄ ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íûì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå îêðåñòíî-
ñòè ψ̄ ìîæåò èìåòü òîëüêî êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.

Àïïðîêñèìàöèÿ ýòîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé è ýòîãî íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîé ðàç-
ìåðíîñòè åñòü ãëàâíàÿ çàäà÷à ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðî-
áëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ýòà çàäà÷à îïòèìàëüíûì îáðàçîì ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà, ãäå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëü-
çóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè {Yα}.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé èç L2(S) èñïîëüçóåòñÿ òðå-
óãîëüíîå óñå÷åíèå ðÿäîâ Ôóðüå. Ïóñòü

ψ̄ =
N∑

β=1

ψ̄βYβ, ω̄ =
N∑

β=1

ω̄βYβ.

Ýëåìåíòû êîíå÷íîìåðíîé ìàòðèöû AN , àïïðîêñèìèðó-
þùåé èñõîäíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A, áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(AN)αβ = (AYα, Yβ).

Ïîëàãàÿ Ω1
N =

N∑
α=1

ωαYα, ïðèõîäèì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å

ANψ
(i)
N = −λiψ(i)

N (5)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ñòàöèîíàðíûé ïîòîê ψ̄ � äîñòà-
òî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

∇(∆ψ̄ + l) ∈ Lip(α), 0 < α < 2.
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Òîãäà ñ ðîñòîì íîìåðà N óñå÷åíèÿ ðÿäîâ êàæäîå èçîëèðî-
âàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A êðàòíîñòè S àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λS (ñðåäè
êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå) îïåðàòîðà AN , òàê ÷òî äëÿ
N > N0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

max
1≤i≤S

|λ− λNi | ≤ CN−α.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà
A àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îáîáùåííûõ ñîáñòâåí-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λN1 , . . . , λ

N
S îïå-

ðàòîðà AN .
Áîëåå îáùèå àïïðîêñèìàöèîííûå òåîðåìû ìîæíî íàéòè

â ðàáîòå [60].
Ïîñêîëüêó ðåàëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëÿ-

þò ãëîáàëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé, òî âûøåïðèâåäåííûå òåîðåìû àâòîìàòè÷åñêè ïå-
ðåíîñÿòñÿ â äàííîì ñëó÷àå è íà ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà. Äëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé òàêèå òåîðåìû àâòîðó íåèçâåñòíû,
ïîýòîìó íèæå ìû ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ãëîáàëü-
íûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ áàðîòðîïíîãî âèõðÿ [96].

Óðàâíåíèå (1) áûëî çàïèñàíî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà ýêâàòîðå ψ = 0 è ω = 0
è ðåøåíèå èñêàëîñü íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, àíòèñèììåòðè÷-
íûõ îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà.

Åñëè â êà÷åñòâå åäèíèöû âðåìåíè âçÿòü 1/Ω, à åäèíèöû
äëèíû R, ãäå Ω è R � ýòî óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ðàäèóñ Çåìëè,
òî ïàðàìåòð µ â ìîäåëè áûë ðàâåí 2 · 10−4, ÷òî â ðàçìåðíîì
âèäå ñîñòàâëÿåò µ = 5.6 ·105ì2/ñåê. Â ìîäåëü ââîäèëîñü òàê-
æå ðýëååâñêîå òðåíèå α∆ψ ñ α = 1.1·10−2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
õàðàêòåðíîìó âðåìåíè äèññèïàöèè 14 äíåé.

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå.
f = J(ψc,∆ψc + l + h) + α∆ψc − µ∆2ψc,
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Òàáëèöà 1
ðàçìåðíîñòü 28 36 55 78 120 178 210
óñå÷åíèå T7 T8 T10 T12 T15 T18 T20
ðàçìåðíîñòü 276 325 378 465 528 630
óñå÷åíèå T23 T25 T27 T30 T32 T35

ãäå ψc è h ïðîåêöèè ñðåäíåìåñÿ÷íîé ÿíâàðñêîé ôóíêöèè òî-
êà íà 200 ìá ïîâåðõíîñòè è òîïîãðàôèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî,
íàòÿíóòîå íà ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ñ òðåóãîëüíûì óñå÷å-
íèåì n ≤ 7.

Â êà÷åñòâå ñõåìû ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà Ìà-
öóíî. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âû÷èñëÿëèñü ñîãëàñíî àëãîðèò-
ìó, ïðèâåäåííîìó â Ïðèëîæåíèè, à ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà
ìîäåëè ïî ôîðìóëå Êàïëàíà-Éîðêå [117].

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðè
êîòîðûõ âû÷èñëÿëîñü ðåøåíèå çàäà÷è.

Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ðàçìåðíîñòè àòòðàê-
òîðà ìîäåëè è ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíî-
âà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
â êîòîðîì ðàññ÷èòûâàëîñü ðåøåíèå ìîäåëè, à íà ðèñ.3á �
ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà êàê ôóíêöèÿ ðàçìåð-
íîñòè.

Èç ýòèõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
ê âåëè÷èíàì 20, 9 è 0,045 ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ìû ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà äèôôåðåíöè-
àëüíîé ìîäåëè ñîãëàñíî îöåíêå Êàïëàíà-Éîðêå ïîðÿäêà 20,
à ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (Êîëìîãî-
ðîâñêàÿ ýíòðîïèÿ) ðàâíà 9.

Îòìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íå ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîòîííîé, ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðè ìàëûõ ðàçðåøåíèÿõ â ìîäåëè äèññèïàöèÿ ïðîèñõîäèò
â îñíîâíîì â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
ýíåðãèè èç îñíîâíîãî ïîòîêà â âîçìóùåíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì
ðàçðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè óâåëè÷èâàåòñÿ, äîñòè-
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Ðèñ. 3. (à) Ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà (êðèâàÿ 1) è ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (êðèâàÿ 2) êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, (á) Ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà êàê ôóíêöèÿ
ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

ãàÿ ìàêñèìóìà ïðè T = 12 [96]. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ðàç-
ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ëèøü ê ñòîêó ýíåðãèè â ìàëûå ìàñøòàáû
è åå äèññèïàöèè.

� 12. Àòòðàêòîðû óðàâíåíèé äâóìåðíîé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà âðàùàþùåéñÿ
ñôåðå

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâíå-
íèåì (6) �10:

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω + f (1)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ω|t=0 = ω0

íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü f íå çàâèñèò
îò âðåìåíè, l = 2Ω sinϕ, òàê ÷òî óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ω

∂ψ

∂λ
= µ∆ω + f. (2)

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî
∫∫

S

∆ψ
∂ψ

∂λ
dS = 0.

Óìíîæàÿ (2) ñêàëÿðíî íà ω, ïîëó÷èì
1

2

∂(ω, ω)

∂t
= µ(∆ω, ω) + (f, ω),

èëè
1

2

∂(ω, ω)

∂t
= −µ(∇ω,∇ω) + (f, ω). (3)

ßñíî, ÷òî åñëè f ≡ 0, òî ‖ω‖2 ≡ (ω, ω) áóäåò ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ ïðè t → ∞, òî åñòü íóëü áóäåò ïðåäåëüíûì ìíî-
æåñòâîì óðàâíåíèÿ (1), åñëè f ≡ 0. (Êàê ìû äîãîâîðèëèñü
ðàíåå, ìû ðàññìàòðèâàåì äèíàìèêó íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îð-
òîãîíàëüíîì êîíñòàíòå.) Ïîñêîëüêó ‖ω‖ åñòü ôóíêöèÿ Ëÿ-
ïóíîâà â ýòîì ñëó÷àå, òî íóëü áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïðè f ≡ 0. Çàäà÷à çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêèå ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà
âîçíèêàþò ïðè f 6= 0 è êàê ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ èõ
óñòîé÷èâîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) äèññèïàòèâíà. Â êà÷åñòâå ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1) ñêàëÿðíî íà ω, ïîëó-
÷èì

1

2

∂‖ω‖2

∂t
= µ(∆ω, ω) + (f, ω). (4)
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Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî

(f, ω) ≤ ‖f‖‖ω‖ ≤ 1

2

(‖f‖2

ε
+ ε‖ω‖2

)
,

(∆ω, ω) ≤ λmax(∆)(ω, ω) = −2‖ω‖2,

òî áóäåì èìåòü

1

2

∂

∂t
‖ω‖2 ≤ −2µ‖ω‖2 +

1

2

‖f‖2

ε
+
ε

2
‖ω‖2,

èëè
1

2

∂

∂t
‖ω‖2 ≤ −2

(
µ− ε

4

)
‖ω‖2 +

1

2

‖f‖2

ε
. (5)

Ïîëîæèì ε = 2µ. Íåðàâåíñòâî (5) ïðèìåò âèä

∂

∂t
‖ω‖2 ≤ −2µ‖ω‖2 +

‖f‖2

2µ
. (6)

Îòñþäà

‖ω‖2 ≤ ‖ω0‖2e−2µt +
‖f‖2

4µ2
(1− e−2µt). (7)

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂t
‖ω‖2e2µt ≤ ‖f‖2

2µ
e2µt.

Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå îò íóëÿ äî t, ïîëó÷èì íåðàâåí-
ñòâî (7).

Âûáåðåì T (δ) òàêèì, ÷òîáû

e−2µT (δ) < δ.

Òîãäà
‖ω‖2 ≤ ‖ω0‖2δ +

‖f‖2

4µ2
.
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Åñëè ‖ω0‖ < R, òî ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ íåðàâåíñòâîì

‖ω‖2 ≤ R2δ +
‖f‖2

4µ2
.

Ïîëàãàÿ R2δ < ‖f‖2
4µ2 , áóäåì èìåòü

δ <
‖f‖2

4R2µ2
,

èëè
T (δ) >

1

2µ
ln

4R2µ2

‖f‖2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî R ìû îïðåäåëèëè âðåìÿ
T , ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ïîïàä¼ò â ïîãëîùàþùåå ìíîæå-
ñòâî, îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâîì

‖ω‖2 ≤ ‖f‖2

2µ2
, (8)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçàëè, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïè-
ñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (1), äèññèïàòèâíà.

Åñëè çàïèñàòü ñèñòåìó (1) ñ ïîìîùüþ ðàçðåøàþùåãî
îïåðàòîðà St â âèäå

ω(t) = Stω0,

ãäå St åñòü ïîëóãðóïïà ïðè óñëîâèè, ÷òî f íå çàâèñèò îò
âðåìåíè, òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå, äîêàçàí-
íîå â [1].

Óòâåðæäåíèå 1. Ïîëóãðóïïà St (1) îáëàäàåò ãëîáàëü-
íûì àòòðàêòîðîì A â ïðîñòðàíñòâå H2

0 . Àòòðàêòîð A ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïàêòíûì ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â H2

0 .
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Çäåñü ïîä ïðîñòðàíñòâîì H2
0 ïîíèìàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñ íîðìîé

‖f‖H2
0

=


∑

n=1

∑

|m|≤n
λ2
nf

2
mn




1/2

,

ãäå λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ñôåðå,
à fmn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä
ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì.

Ïåðâûé âîïðîñ, íà êîòîðûé íóæíî îòâåòèòü, � êàêîâà
ðàçìåðíîñòü ýòîãî àòòðàêòîðà?

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îöåíêè ðàçëè÷-
íûõ ðàçìåðíîñòåé àòòðàêòîðà A ñèñòåìû (1). Âñå îíè èìåþò
âèä

d(A) ≤ C1G
2/3(C2 + lnG)1/3, (9)

ãäå C1 > 0 è C2 > 0 � êîíñòàíòû (äëÿ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëå-
íèé ðàçìåðíîñòåé îíè ðàçëè÷íû), à G � îáîáùåííîå ÷èñëî
Ãðàññãîôà

G =
‖f‖
2µ2

.

Èç ôîðìóëû (9) ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî èíòåðåñíîå ñëåä-
ñòâèå � îïðåäåëèòü ÷èñëî Ãðàññãîôà, ïðè êîòîðîì àòòðàê-
òîðîì áóäåò òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî, î÷å-
âèäíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ðàâåíñòâî

C2 + lnG = 0.

Îòñþäà
G = e−C2 ,

è ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè
‖f‖
2µ2

≤ e−C2 ,
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òî óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì.

Åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî
ôàêòà, ÷òî âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ãëîáàëü-
íîìó àòòðàêòîðó. Ïîñêîëüêó àòòðàêòîð ñâÿçíîå ìíîæåñòâî,
òî åñëè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íåñêîëüêî, îíè äîëæíû áûòü
ñîåäèíåíû ÷åðåç ñâîè óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ, òî åñòü ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà äîëæíà áûòü áîëüøå
íóëÿ.

� 13. Óñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ óðàâíåíèé äâóìåð-
íîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà âðàùà-
þùåéñÿ ñôåðå

Ïîñêîëüêó àòòðàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî, òî ïîä óñòîé÷èâîñòüþ àòòðàêòîðà ìû äîëæ-
íû ïîíèìàòü óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà. Ïîñëåäíÿÿ ïîäðàçó-
ìåâàåò óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ïàðà-
ìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùåé ýòîò àòòðàê-
òîð. Âî ââåäåíèè 2 ìû òàêæå îïðåäåëèëè ïîíÿòèå ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè è ïîêàçàëè, ÷òî õàóñäîðôîâî ðàñ-
ñòîÿíèå èìååò ðåàëüíûå ñâîéñòâà ìåòðèêè. Òàêèì îáðàçîì,
íàøåé çàäà÷åé áóäåò ôîðìèðîâàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ
àòòðàêòîðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áëèçêè â õàóñäîðôîâîé
ìåòðèêå, åñëè ìû ñëåãêà âîçìóòèì ïàðàìåòðû ýòèõ ñèñòåì.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ ðàçíîãî ðîäà áèôóðêà-
öèè òèïà áèôóðêàöèè Õîïôà � îáðàçîâàíèå öèêëà èç òî÷åê
è òîìó ïîäîáíîå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè èçó÷åíèè óñòîé-
÷èâîñòè àòòðàêòîðà êàê ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòü äèíàìèêè
íà àòòðàêòîðå íå èçó÷àåòñÿ. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû îáðàòèìñÿ
íèæå.

Èòàê, ïóñòü ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð íàøåé ñèñòåìû
St(λ) çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ ∈ Λ. Ïðè ýòîì
St ≡St(λ0) è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [46]:
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1. Λ � íåêîòîðûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò ñ ìåòðèêîé ρ è λ0

ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé Λ.
2. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèññèïàòèâíàÿ

ñèñòåìà èìååò ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî Bλ è íåïóñòîé àò-
òðàêòîð Aλ.

3. Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî
Bα, ñîäåðæàùåå âñå Bλ.

4. Ïóñòü ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ St(λ) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ñëàáî ñõîäÿùèìñÿ: ∀ε > 0 è ∀T > 0, ∃δ > 0 òàêîå,
÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå T̃ > T èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖ST̃ (λ, h)− ST̃ (λ0, h)‖ ≤ ε,

(1)

∀λ ∈ Oδε(λ0),∀h ∈ Bα.

Åñëè St(λ) îáëàäàåò íåïóñòûì àòòðàêòîðîì, òî ëþáàÿ
çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Oε(Aλ) ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì
ìíîæåñòâîì (ïî îïðåäåëåíèþ), òî åñòü ∀ε > 0 è h ∈ B, B �
îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ∃T = T (λ, ε, B) (T �
âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ â Oε(Aλ)) òàêîå, ÷òî ST (λ, h) ∈ Oε(Aλ)
ïðè t ≥ T , ∀h ∈ B. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà âîçðàñòàþ-
ùàÿ ïðè ε → 0 ôóíêöèÿ Θ(λ, ε, Bα), çíà÷åíèÿ êîòîðîé åñòü
âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ìíîæåñòâà Bα â ε-îêðåñòíîñòü Aλ.

Òåîðåìà [46]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I. Òîãäà àòòðàê-
òîð A(λ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ (íåïðåðûâíî â õàóñäîðôî-
âîé ìåòðèêå) â òî÷êå λ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
Θ(λ, ε, Bα) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî λ äëÿ êàæäîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ε > 0:

∀ε > 0,∃δε > 0,

sup Θ(λ, ε, Bα) ≤ Tε <∞,

λ ∈ Oδε(λ0).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïî óñ-
ëîâèþ òåîðåìû íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Oδ1(λ0), ÷òî
Θ

(
λ1,

ε
2
, Bα

) ≤ Tε/2 äëÿ ∀λ1 ∈ Oδ1(λ0). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

dist(St(λ1, Bα), Aλ1) ≤ ε/2 ∀t ≥ Tε/2.

Èç óñëîâèÿ ñëàáîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò,
÷òî

∃δ2 < δ1 òàêîå, ÷òî ∀λ1, λ2 ∈ Oδ2(λ0),

â íåêîòîðîé òî÷êå T̃ε/2 ≥ Tε/2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ST̃ (λ1, h)− ST̃ (λ2, h)‖ ≤ ε

2
, ∀h ∈ Bα.

Îòñþäà
dist(ST̃ (λ2, h), Aλ1) ≤ ε, ∀t ≥ Bα.

Ïîñêîëüêó
Aλ2 ∈ ST̃ (λ2, Bα),

òî dist(Aλ2 , Aλ1) ≤ ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ1 è λ2 èìååì

dist(Aλ0 , Aλ) ≤ ε,

dist(Aλ, Aλ0) ≤ ε,

÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

distH(Aλ0 , Aλ) ≤ ε, ∀λ ∈ Oδ2(λ0).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü àòòðàêòîð Aλ íåïðåðûâíî çàâè-
ñèò îò ïàðàìåòðà λ â òî÷êå λ0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå Tε/3 = Θ(λ0, ε/3, Bα). Ïî îïðåäå-
ëåíèþ èìååì

St(λ0, Bα) ⊂ Oε/3(Aλ0), ∀t ≥ Tε/3. (2)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè àòòðàêòîðà â òî÷êå λ0 ∃δ > 0 òàêîå,
÷òî

distH(Aλ0 , Aλ) ≤
ε

3
, ∀λ ∈ Oδ(λ0).
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Òàê êàê âåðíî (2), òî

St(λ0, Bα) ⊂ O2ε/3(Aλ), ∀t ≥ Tε/3, ∀λ ∈ Oδ(λ0).

Èç óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñëàáîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðîâ
ñëåäóåò, ÷òî ∃δ1 ≤ δ òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì
T̃ε/3 ≥ Tε/3 èìååì

‖ST̃ε/3
(λ1, h)− ST̃ε/3

(λ0, h)‖ ≤ ε/3, ∀h ∈ Bα, λ ∈ Oδ1(λ0).

Îòñþäà èìååì âêëþ÷åíèå

ST̃ε/3
(λ,Bα) ⊂ Oε(Aλ).

Ñ ó÷åòîì âëîæåíèÿ

ST̃ε/3+τ (λ,Bα) ⊂ ST̃ε/3
(λ,Bα)

ïðè âñåõ τ > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
λ∈Oδ1(λ0) âåðíà îöåíêà Θ(λ0, ε, Bα) ≤ T̃ε/3 <∞.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðà ñèñòåìû ìîæíî ïðè-
íÿòü çà îïðåäåëåíèå êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè èñõîäíîé çà-
äà÷è. Ïîÿñíèì ýòî óòâåðæäåíèå.

Äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû, è â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîå
íàìè óðàâíåíèå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω + f, (3)

ïîäðàçóìåâàþò ñòîê ýíåðãèè, êîòîðûé â äàííîì óðàâíåíèè
îïèñûâàåòñÿ ÷ëåíîì µ∆ω, è âíåøíèé èñòî÷íèê ýíåðãèè f ,
êîòîðûé íå çàâèñèò îò ω è âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ïîñòàíîâêå çàäà÷è (3) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �îáðàòíîå âîç-
äåéñòâèå� ω íà f î÷åíü ìàëî è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìû
òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ f
íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, íà êîòîðûõ
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ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (3), èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò T∗ òà-
êîå, ÷òî âñå èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîáëåìû äîëæíû ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ íà âðåìåíàõ t < T∗. Â ýòîì ñìûñëå âðåìÿ ïðèòÿæå-
íèÿ ê àòòðàêòîðó ïðè âñåõ ôèçè÷åñêè ìûñëèìûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è äîëæíî áûòü òàêæå ìåíüøå T∗, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå òàêàÿ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà, åñëè
íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà, ñâÿçàííàÿ ñ àòòðàêòîðîì.

Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ çàäà-
÷è (3) âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíî, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå óäàëîñü. Îäíàêî â ñëó-
÷àå ìàëûõ ÷èñåë Ãðàññãîôà, ïðè êîòîðûõ, êàê ìû ïîêàçàëè
â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, óðàâíåíèå (3) èìååò â êà÷åñòâå ãëî-
áàëüíîãî àòòðàêòîðà îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó, ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðèòÿæåíèå ê àò-
òðàêòîðó, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè ïðèòÿæåíèÿ â ε-îêðåñòíîñòü àòòðàê-
òîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðà ê ìàëûì
âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Èòàê, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèõðÿ íà ñôåðå
∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ω

∂ψ

∂λ
= µ∆ω + f (4)

ñ òàêèìè óñëîâèÿìè íà f , ÷òî àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (4) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

J(ψ̄, ω̄) + 2Ω
∂ψ̄

∂λ
= µ∆ω̄ + f. (5)

Ïóñòü ω = ω̄ + ω′. Óðàâíåíèå äëÿ ω′ áóäåò èìåòü âèä
∂ω′

∂t
+ J(ψ′, ω̄) + J(ψ̄, ω′) + 2Ω

∂ψ′

∂λ
= µ∆ω′. (6)

Óìíîæèì (6) ñêàëÿðíî íà ω′. Ïîëó÷èì
1

2

∂

∂t
‖ω′‖2 + (J(ψ′, ω̄), ω′) = µ(∆ω′, ω′). (7)
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Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû äîëæ-
íû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà ω̄ òàêèå, ÷òî

−(J(ψ′, ω̄), ω′) + µ(∆ω′, ω′) ≤ −γ‖ω′‖2,

γ > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∂‖ω′‖2

∂t
≤ −2γ‖ω′‖2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖ω′‖2 ≤ e−2γt‖ω′0‖2. (8)

Èç (8) óæå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âðåìå-
íè ïðèòÿæåíèÿ â îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà èç ëþáîãî ìíî-
æåñòâà ‖ω′‖2 ≤ R2 è, êàê ñëåäñòâèå, óñòîé÷èâîñòü ñòàöèî-
íàðíîé òî÷êè êàê ïî Ëÿïóíîâó, òàê è ê ìàëûì ïîñòîÿííî
äåéñòâóþùèì âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (4).

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

µ(∆ω′, ω′) ≤ −2µ‖ω′‖2,

|(J(ψ′, ω̄), ω′)| ≤ ‖ω′‖‖ω̄‖‖ω′‖
(ñì.[64]). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

1

2

∂

∂t
‖ω′‖2 ≤ −2µ‖ω′‖2 + ‖ω̄‖‖ω′‖2 = −2µ

(
1− ‖ω̄‖

2µ

)
‖ω′‖2.

Óìíîæàÿ (5) ñêàëÿðíî íà ω̄, áóäåì èìåòü

µ(∆ω̄, ω̄) = −(f, ω̄).

Îòñþäà
2µ‖ω̄‖2 ≤ µ|(∆ω̄, ω̄)| ≤ ‖f‖‖ω̄‖,
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èëè
‖ω̄‖ ≤ ‖f‖

2µ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ áó-
äåò èìåòü âèä

‖f‖
4µ2

< 1.



Ãëàâà 3

Áàðîêëèííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
àòìîñôåðû

� 1. Ôèçè÷åñêèå ìåõàíèçìû áàðîêëèííîé íåóñòîé-
÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåðìîãèäðîäèíàìèêè àòìîñôåðû
â x, y, p-ñèñòåìå êîîðäèíàò:

du

dt
− lv = −∂Φ

∂x
,

dv

dt
+ lu = −∂Φ

∂y
,

dT

dt
=
RT

cpp
τ,

∂Φ

∂p
= −RT

p
,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂τ

∂p
= 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ τ

∂

∂p
. (1)

Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ïðèìåì ñëåäóþùåå:
ïî êîîðäèíàòå p : τ = 0 ïðè p = 0, p0,
ïî êîîðäèíàòå y : v = 0 ïðè y = y1, y2,
ïî êîîðäèíàòå x : óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè âñåõ èñêîìûõ
ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ðåøåíèÿ) çà-
äà÷è (1) ū, v̄, T̄ , τ̄ , Φ̄, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

ū = ū(y, p), v̄ = 0, τ̄ = 0,
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lū = −∂Φ̄

∂y
, l

∂ū

∂p
=
R

p

∂T̄

∂y
. (2)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2) åñòü ðåøåíèå
ñèñòåìû (1), Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ (1) îòíîñèòåëüíî (2).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂u′

∂t
+ ū

∂u′

∂x
+ τ ′

∂ū

∂p
− lv′ = −∂Φ′

∂x
− v′

∂ū

∂y
,

∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x
+ lu′ = −∂Φ′

∂y
, (3)

∂T ′

∂t
+ ū

∂T ′

∂x
+ v′

∂T̄

∂y
+ τ ′

(
∂T̄

∂p
− RT̄

pcp

)
= 0,

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂τ ′

∂p
= 0,

∂Φ′

∂p
= −RT

′

p
.

Âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìó-
ùåíèé.

Ïóñòü

E ′ =
∫

x

∫

y

∫

p

u′2 + v′2

2
dD.

Òîãäà äëÿ E ′ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂E ′

∂t
= −

∫∫∫ (
u′v′

∂ū

∂y
+ τ ′u′

∂ū

∂p
− R

p
τ ′T ′

)
dD. (4)

Ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò óæå èçâåñòíûå áàðîòðîïíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ýíåðãèè, âòîðîé � èìååò ïîäîáíóþ æå ñòðóêòóðó,
òðåòèé � îïèñûâàåò îñíîâíîé �áàðîêëèííûé� ïåðåõîä ýíåð-
ãèè � ïðåîáðàçîâàíèå âèõðåâîé äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âîçìóùåíèé. Äåéñòâèòåëü-
íî, óìíîæèâ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà T ′ è ðàçäåëèâ íà
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σ = p
R

(
RT̄
pcp
− ∂T̄

∂p

)
(ïîëàãàåì σ > 0), óðàâíåíèå äëÿ âèõðåâîé

äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂A′

∂t
= −

∫∫∫
R

p
τ ′T ′dD +

∫∫∫
T ′v′

σ

∂T̄

∂y
dD,

A′ =
1

2

∫∫∫
T ′2

σ
dD. (5)

Âòîðîé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå äî-
ñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îñíîâíîãî ïîòîêà â äîñòóï-
íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âîçìóùåíèé, à ïåðâûé � ïðå-
îáðàçîâàíèå äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé
â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âîçìóùåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ðàññìîòðåòü ÷èñòî áàðîêëèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåð-
ãèè, íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îñíîâíîãî ïîòîêà
îò êîîðäèíàòû y, ò.å. ïîëîæèòü ū = ū(p).

Ðèñ. 4. Ñõåìà ïåðåìåùåíèÿ æèäêîé ÷àñòèöû ïðè áàðîêëèííîé íåóñòîé-
÷èâîñòè
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Îñíîâíîé ìåõàíèçì áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè îïè-
øåì, ñëåäóÿ ñîîáðàæåíèÿì, èçëîæåííûì â ðàáîòå [27].
Ïóñòü æèäêàÿ ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ èç òî÷êè A â òî÷êó
B (ðèñ. 4). Ïóñòü ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëüíîé
òåìïåðàòóðû íàêëîíåíû ê ïîâåðõíîñòè z = 0 ïîä óãëîì
α. Òàêîé íàêëîí âîçìîæåí âî âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè,
â êîòîðîé ìåðèäèîíàëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû óðàâíî-
âåøèâàåòñÿ ñèëîé Êîðèîëèñà. Áóäåì ñ÷èòàòü ïåðåìåùåíèå
÷àñòèöû àäèàáàòè÷åñêèì; ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïåðåìåùå-
íèè ÷àñòèöû å¼ ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñîõðàíÿåòñÿ.
Ïîñêîëüêó

ΘA = T

(
p0

p

)κ

=
p1−κpκ0
ρR

= const,

òî
ρ =

p1−κpκ0
ΘAR

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèöû áóäåò
îïèñûâàòüñÿ âûðàæåíèåì

∆ρ =
pκ0(1− κ)

ΘARpκ

(
∂p

∂z
∆z +

∂p

∂y
∆y

)
(6)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ÷à-
ñòèöû â òî÷êå B:

ρA(B) = ρA + ∆ρ.

Ïëîòíîñòü ñðåäû â òî÷êå B ìîæíî âû÷èñëèòü îáû÷íûì îá-
ðàçîì:

ρB = ρA +
∂ρ

∂z
∆z +

∂ρ

∂y
∆y. (7)

Ðàçíîñòü ìåæäó ïëîòíîñòüþ ÷àñòèöû è ïëîòíîñòüþ ñðåäû
â òî÷êå B áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëîé

ρA(B)− ρB =

(
pκ0(1− κ)

ΘARpκ

(
∂p

∂z

)

A

−
(
∂ρ

∂z

)

A

)
∆z+
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+

(
pκ0(1− κ)

ΘARpκA

(
∂p

∂y

)

A

−
(
∂ρ

∂y

)

A

)
∆y = ρA

(
1− κ

pA

(
∂p

∂z

)

A

−

− 1

ρA

(
∂ρ

∂z

)

A

)
∆z + ρA

(
1− κ

pA

(
∂p

∂y

)

A

− 1

ρA

(
∂ρ

∂y

)

A

)
∆y =

=
ρA
ΘA

((
∂Θ

∂z

)

A

∆z +

(
∂Θ

∂y

)

z

∆y

)
. (8)

Ñîîòíîøåíèå (8) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρA(B)− ρB =
ρA
ΘA

(
∂Θ

∂z

)

A

∆y

[
∆z

∆y
−

(
∂z

∂y

)

Θ=const

]
.

Ïðîåêöèÿ ñèëû íà åäèíèöó ìàññû, äåéñòâóþùåé âäîëü
ëèíèè ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû, áóäåò ðàâíà

F = −(ρA(B)− ρB)g sinϕ

ρA
=

= −g sinϕ
(∂Θ/∂z)A

ΘA

∆y

[
∆z

∆y
−

(
∂z

∂y

)

Θ=const

]
.

×ëåí ∆z/∆y ðàâåí òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ïîâåðõíîñòè ïî-
ñòîÿííîãî ãåîïîòåíöèàëà (tgϕ), à

(
∂z
∂y

)
Θ=const

� òàíãåíñó óã-
ëà íàêëîíà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëüíîé òåìïå-
ðàòóðû (tgα). Òàêèì îáðàçîì, åñëè tgα > tgϕ, òî F áóäåò
áîëüøå íóëÿ, è ÷àñòèöà, ïåðåìåùàÿñü èç òî÷êè A â òî÷êó B,
áóäåò îòêëîíÿòüñÿ äàëüøå. (Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîëæíî,
êðîìå òîãî, âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå sinϕ > 0.) Ïîñêîëü-
êó ýòè ÷àñòèöû, ïåðåìåùàÿñü, îêàçûâàþòñÿ ëåã÷å îêðóæà-
þùåé ñðåäû, òî îíè âñïëûâàþò. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî áà-
ðîêëèííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü åñòü ðàçíîâèäíîñòü òåðìè÷åñêîé
êîíâåêöèè.

Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ìåõàíèçìå âîçáóæäå-
íèÿ áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ñâÿçàííîì ñî ñâåðõîòðà-
æåíèåì âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îò ïîâåðõíîñòíîãî èñ-
òî÷íèêà ê êðèòè÷åñêîìó óðîâíþ (ïîäðîáíî ýòîò ìåõàíèçì
èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [79, 125]).
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� 2. Çàäà÷à Èäè

Âûïèøåì ñíîâà ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ àòìî-
ñôåðó â àäèàáàòè÷åñêîì è êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè,
â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ τ

∂u

∂p
− lv = −∂Φ

∂x
,

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ τ

∂v

∂p
+ lu = −∂Φ

∂y
,

∂Φ

∂p
= −RT

p
, (1)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂τ

∂p
= 0,

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ τ

∂T

∂p
− γa

RT

gp
τ = 0,

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, àíàëîãè÷íûìè �1. Êàê óæå áûëî
óêàçàíî âûøå, â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðå-
øåíèå:

ū = −1

l

∂Φ̄

∂y
,

∂Φ̄

∂p
= −RT̄

p
, v̄ = 0, τ̄ = 0, (2)

ãäå T̄ = T̄ (p, y). Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò çîíàëüíûé ïîòîê
(èëè öèðêóìïîëÿðíûé âèõðü) ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè
çîíàëüíî îñðåäí¼ííîé òåìïåðàòóðû. Óñòîé÷èâîñòü èìåííî
ýòîãî ðåøåíèÿ ìû áóäåì â äàëüíåéøåì èçó÷àòü.

Äëÿ òîãî ÷òîáû â ÷èñòîì âèäå âûäåëèòü òîëüêî áà-
ðîêëèííûé ìåõàíèçì ðîñòà íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé,
ìû äîëæíû èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ çàâèñèìîñòü ñêî-
ðîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà îò êîîðäèíàòû y (ò.å. ïîëîæèòü
áàðîòðîïíóþ êîìïîíåíòó âèõðÿ â îñíîâíîì äâèæåíèè
ðàâíîé íóëþ). Ïîñêîëüêó íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èçó-
÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ ñèíîïòè÷åñêîãî ìàñøòàáà
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(õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ïîðÿäêà 1000 êì), ìû çà îñíîâó
ïðèìåì çàäà÷ó Èäè [99] (β-ýôôåêòîì â óðàâíåíèÿõ áóäåì
ïðåíåáðåãàòü). Â ïîëüçó òàêîãî âûáîðà ñâèäåòåëüñòâóåò òîò
ôàêò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå (ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óïðîùåíèÿõ, î êîòîðûõ áóäåò ãîâîðèòüñÿ íèæå) çàäà÷ó
ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè. Ýòî äàåò íåîñïîðèìûå ïðå-
èìóùåñòâà, òàê êàê â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êðèòåðèåâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
è íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûõ äëèí âîëí ðåøàþùèì îáðàçîì çà-
âèñÿò îò âûáðàííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ çàäà÷è
[21, 129]. Ïîñêîëüêó îñíîâíîé íàøåé çàäà÷åé áóäåò èçó÷å-
íèå êðèòåðèåâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ñêîðîñòåé íàðàñòàíèÿ
íåóñòîé÷èâûõ âîëí, ìû áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðå-
øåíèÿ (2) ïî îòíîøåíèþ ê áåñêîíå÷íî ìàëûì âîçìóùåíèÿì
� äðóãèìè ñëîâàìè, èçó÷àòü çàäà÷ó (1), ëèíåàðèçîâàííóþ
îòíîñèòåëüíî (2).

Ïóñòü ϕ = ϕ̄ + ϕ′, ãäå ϕ̄ õàðàêòåðèçóåò îñíîâíîå ñîñòî-
ÿíèå, à ϕ′ � âîçìóùåíèÿ. Òîãäà ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé áóäåò èìåòü âèä

∂u′

∂t
+ ū

∂u′

∂x
+ τ ′

∂ū

∂p
− lv′ = −∂Φ′

∂x
,

∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x
+ lu′ = −∂Φ′

∂y
,

∂Φ′

∂p
= −RT

′

p
, (3)

∂T ′

∂t
+ ū

∂T ′

∂x
+ v′

∂T̄

∂y
− σ̄τ ′ = 0,

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂τ ′

∂p
= 0.

Ïîñêîëüêó ìû ðåøèëè ïðåíåáðå÷ü β-ýôôåêòîì è èçó-
÷èòü òîëüêî ÷èñòî áàðîêëèííóþ çàäà÷ó, òî êîýôôèöèåíòû
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â íàøåé ñèñòåìå íå çàâèñÿò îò y (l = const, ū = ū(p), σ̄ =
σ̄(p)). ×òîáû èçó÷àòü òîëüêî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòå-
ìû (3), ïîñòàâèì â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ïî p óñëîâèÿ
τ ′ = 0 ïðè p = 0, p0. Ïî êîîðäèíàòå x â êà÷åñòâå êðàåâûõ
óñëîâèé ïðèìåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ. Åñëè â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû (3) ïðèíÿòü ôóíê-
öèè, íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàòû y, òî â ñèëó íåçàâèñèìîñòè
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû îò y ðåøåíèå òàêæå áóäåò íå çàâè-
ñÿùèì îò y, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó (3) ìîæíî óïðîñòèòü:

∂u′

∂t
+ ū

∂u′

∂x
+ τ ′

∂ū

∂p
− lv′ = −∂Φ′

∂x
,

∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x
+ lu′ = 0

∂Φ′

∂p
= −RT

′

p
, (4)

∂u′

∂x
+
∂τ ′

∂p
= 0,

∂T ′

∂t
+ ū

∂T ′

∂x
+ v′

∂T̄

∂y
− σ̄τ ′ = 0,

τ ′ = 0 ïðè p = 0, p0.

Ïóñòü ū = r(p0 − p), òàê ÷òî ∂ū/∂p = −r, ãäå r = const > 0.
Èç (2) ïîëó÷èì

∂T̄

∂y
=
pl

R

∂ū

∂p
= −pl

R
r. (5)

Ïóñòü

ϕ =




u
v
T
Φ
τ
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(Çäåñü è â äàëüíåéøåì øòðèõè ïðè èñêîìûõ ôóíêöèÿõ äëÿ
ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îïóñêàåì.)

Ñèñòåìà (4) äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ïî x è t.
Ýòà ïðîöåäóðà ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó ðåøåíèÿ (4) â âèäå ïðî-
ñòûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí

ϕ = ϕ0(p)e
ik(x−ct). (6)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6) âèäíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ
(6) âîçíèêàåò, êîãäà ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c èìååò îòðèöàòåëü-
íóþ ìíèìóþ ÷àñòü. Ïîäñòàâëÿÿ (6) â ñèñòåìó (4), ïîëó-
÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòîâ ϕ0. Åñ-
ëè îïÿòü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îïóñòèòü èíäåêñ 0, òî ýòà
ñèñòåìà ïðèìåò âèä

ik(ū− c)ru− lv + τ
∂ū

∂p
= −ikΦ,

ik(ū− c)v + lu = 0,

ik(ū− c)T + v
pl

R

∂ū

∂p
− σ̄τ = 0, (7)

iku+
∂τ

∂p
= 0,

T = − p

R

∂Φ

∂p
.

Ðàçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî τ , ïîëó÷èì çàäà÷ó íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

(ū− c)

[
1− k2

l2
(ū− c)(ū− c)r

]
∂2τ

∂p2
−

−2
∂ū

∂p

∂τ

∂p
− Rσ̄k2

pl2
(ū− c)τ = 0, (8)

τ = 0 ïðè p = 0, p0.
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Ê ñîæàëåíèþ, ðåøèòü óðàâíåíèå (8) ìîæíî òîëüêî ïðè-
áëèæåííî. ×òîáû ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñäåëà-
åì äâà ïðåäïîëîæåíèÿ: ïîëîæèì â ñèñòåìå (7) (ū− c)r ðàâ-
íûì 0, ÷òî îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî
ïðèáëèæåíèÿ, è σ̄/p = σ = const. Â äàëüíåéøåì ìû ýòè
îãðàíè÷åíèÿ ñíèìåì. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâ-
íåíèå (8) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(ū− c)
∂2τ

∂p2
+ 2r

∂τ

∂p
− (ū− c)

Rσ̄k2

pl2
τ = 0 (9)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò
âèä

τ1 = (ū− c)1.5J1.5(i
√
β(ū− c)),

τ2 = (ū− c)1.5Y1.5(i
√
β(ū− c)). (10)

ãäå β = σRk2/l2r2, J1.5, Y1.5 � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî
è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòü ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé
â óðàâíåíèè (9) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî êàæóùåéñÿ. Äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâè-
ÿõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëî-
âèÿ: ∣∣∣∣

τ1(p = p0) τ1(p = 0)
τ2(p = p0) τ2(p = 0)

∣∣∣∣ = 0. (11)

Èç óðàâíåíèÿ (11) ïîäñòàíîâêîé ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé
Áåññåëÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé:

−βc2 + βrp0c+ 1−
√
βrp0D = 0,

D = cth(α) =
eα + e−α

eα − e−α
, α =

√
Rσkp0

l
. (12)

Ðàçðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (12), íàõîäèì:

c1,2 =
rp0

2

(
1±

√
1− 4

α2
(αD − 1)

)
. (13)
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Äâà äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþò äâóì
âåðòèêàëüíûì ìîäàì.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü èç ñîîòíîøåíèÿ (13), óñëîâèå
íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò èìåòü âèä

4

α2
(αD − 1) > 1. (14)

Ñîîòíîøåíèå (14) áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî â [9]. Ðàçðå-
øàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå
(14) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

α < 2,3999. (15)

Èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ àìïëèòóäû â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâà-
åòñÿ ôîðìóëîé

γ = rl/2(σR)1/2|
√
α2 − 4(αD − 1)|.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
â íàøåì ñëó÷àå êîíå÷íî, ìû íå ìîæåì ãîâîðèòü îá óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì âîçìóùåíèÿì
ïðîèçâîëüíîãî âèäà.

Ïîêàæåì, ÷òî, êðîìå äâóõ äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë, çàäà÷à (9) èìååò åùå íåïðåðûâíûé ñïåêòð c, ïðèíàä-
ëåæàùèé èíòåðâàëó (0, ū(p)). Ïîñêîëüêó ýòîò ñïåêòð âåùå-
ñòâåííûé, îí íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (9) îò 0 äî p0. Èñïîëüçóÿ êðà-
åâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì:

p0∫

0

(ū− c)
∂2τ

∂p2
dp =

p0∫

0

(ū− c)
α2

p2
0

τdp.

Èíòåãðèðóÿ äàëåå ëåâóþ ÷àñòü, íàõîäèì:

(ū− c)
∂τ

∂p

∣∣∣∣
p0

0

=

p0∫

0

(ū− c)
α2

p2
0

τdp. (16)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) áóäåò èìåòü âèä τ = δ(p−pi), ãäå
0 < pi < p0, à δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå

∂τ

∂p

∣∣∣∣
p0

0

=
δ(p− pi)

p− pi

∣∣∣∣
p0

0

.

è, ñëåäîâàòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (16) ïîëó÷àåì
c = ū(pi).

Ñîîòíîøåíèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k <
2,399l√
σRp0

. (17)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
ïàðàìåòðå ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âñÿ îáëàñòü âîëíî-
âûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè: �óñòîé÷èâóþ�
è �íåóñòîé÷èâóþ�, ïðè÷åì ÷åì äëèííåå âîëíà, òåì áîëåå
îíà íåóñòîé÷èâà. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èò, ïî êðàéíåé
ìåðå, ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ãëîáàëü-
íûìè ìîäåëÿìè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû, êîòîðûå
ïîêàçûâàþò, ÷òî ñàìûå äëèííûå âîëíû áàðîêëèííî ïðàê-
òè÷åñêè óñòîé÷èâû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå
(17) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèáëèæåíèÿ l-ïëîñêîñòè. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû â ðàìêàõ ïðîñòûõ ìîäåëåé ïîëó÷èòü
êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò è äëÿ äëèííûõ âîëí,
íåîáõîäèìî îáÿçàòåëüíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå β-ýôôåêò.

� 3. Ìîäåëü Ôèëëèïñà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ ó÷¼òîì β-
ýôôåêòà Ôèëëèïñîì áûëà èñïîëüçîâàíà ìîäåëü äëÿ êâàçè-
ãåîñòðîôè÷åñêîãî âèõðÿ â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò (�2, ãëàâà 1).
Ñ ýòîé öåëüþ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4)-(5) ýòîé ãëàâû ëèíåà-
ðèçîâûâàëàñü îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

ū = ū(p), v̄ = 0, τ̄ = 0, T̄ = −R
p

∂Φ̄

∂p
.
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Åñëè ââåñòè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ:

z′ =
Φ′

g
, σ =

R2τ̄

p2g
(γa − γ̄),

òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà ïðèìåò
âèä [61]:

∂

∂t

∂2z′

∂x2
+ ū

∂3z′

∂x3
+ β

∂z′

∂x
− l2

g

∂τ ′

∂p
= 0,

(1)

∂

∂t

∂z′

∂p
+ ū

∂

∂x

∂z′

∂p
− dū

dp

∂z′

∂x
− στ ′ = 0.

Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ ïåðè-
îäè÷íîñòè ïî x è τ ′ = 0 ïðè p = 0, 1000 ìá.

Ðàñïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) äëÿ èçîáàðè÷å-
ñêèõ ïîâåðõíîñòåé 750 ìá è 250 ìá, à âòîðîå äëÿ ïîâåðõíîñòè
500 ìá, èñïîëüçóÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ïî p è îáîçíà÷èâ óðîâåíü 750 ìá ÷åðåç 3/2, à óðîâåíü 250 ìá
÷åðåç 1/2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂3

∂t∂x2
z′3/2 + ū3/2

∂3

∂x3
z′3/2 + β

∂z′3/2
∂x

+
l2τ ′1
g∆p

= 0,

∂3

∂t∂x2
z′1/2 + ū1/2

∂3

∂x3
z′1/2 + β

∂z′1/2
∂x

− l2τ ′1
g∆p

= 0,

∂

∂t
(z′3/2 − z′1/2) +

1

2
(ū3/2 + ū1/2)

∂

∂x
(z′3/2 − z′1/2)−

−1

2
(ū3/2 − ū1/2)

∂

∂x
(z′3/2 + z′1/2)− στ ′1∆p = 0. (2)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

z̄ =
1

2
(z′3/2 + z′1/2),
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z∗ =
1

2
(z′3/2 − z′1/2),

ũ =
1

2
(ū3/2 + ū1/2),

u∗ =
1

2
(ū3/2 − ū1/2).

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü îòíîñèòåëüíî
z̄ è z∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂t

∂2z̄

∂x2
+ ũ

∂3z̄

∂x3
+ u∗

∂3z∗

∂x3
+ β

∂z̄

∂x
= 0,

∂

∂t

∂2z∗

∂x2
+ ũ

∂3z∗

∂x3
+ u∗

∂3z̄

∂x3
+ β

∂z∗

∂x
−

−µ2

(
∂z∗

∂t
+ ũ

∂z∗

∂x
− u∗

∂z̄

∂x

)
= 0, (3)

ãäå
µ2 =

2l2

σg(∆p)2
.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
(

z̄
z∗

)
=

{
Ā
A∗

}
eik(x−ct). (4)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4) â óðàâíåíèÿ (3), ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ c:

[k2(c− ũ) + β]
∂z̄

∂x
− k2u∗

∂z∗

∂x
= 0,

[(k2 + µ2)(c− ũ) + β]
∂z∗

∂x
+ u∗(µ2 − k2)

∂z̄

∂x
= 0. (5)

Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

∣∣∣∣
(c− ũ)(k2 + µ2) + β u∗(µ2 − k2)

−k2u∗ (c− ũ)k2 + β

∣∣∣∣ = 0.
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Ðàñêðûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü, íàõîäèì:

c = ũ− β(2k2 + µ2)

2k2(k2 + µ2)
±
√
δ,

δ =
β2µ4

4k4(k2 + µ2)2
− u∗2

µ2 − k2

µ2 + k2
. (6)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò èìåòü âèä

δ < 0.

Ïîëàãàÿ δ = 0, ïîëó÷àåì:

2k4

µ4
= 1±

√
1− β2

µ4u∗2
. (7)

Ðèñ. 5. Íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ äâóñëîéíîé ìîäåëè Ôèëëèïñà



164 Ãëàâà 3. Áàðîêëèííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü àòìîñôåðû

Óðàâíåíèå (7) åñòü óðàâíåíèå íåéòðàëüíîé êðèâîé, îò-
äåëÿþùåé îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îò îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè
(Ðèñ. 5). Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî âîëíû ñ áîëüøèìè k è ñ ìà-
ëûìè k óñòîé÷èâû. Äàëåå, íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíà òîëüêî
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ñäâèãà âåòðà. Åñëè ðàññ÷è-
òàòü äëèíó âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìèíèìàëüíîìó çíà÷å-
íèþ ñäâèãà ïðè ðåàëüíûõ ñòðàòèôèêàöèÿõ àòìîñôåðû, òî
ïîëó÷èì çíà÷åíèå ïîðÿäêà 4000 êì. Ýòî çíà÷åíèå áëèçêî
ê ðåàëüíî íàáëþäàåìûì â àòìîñôåðå áàðîêëèííûì �öèêëî-
íè÷åñêèì� âîëíàì. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äâóñëîéíàÿ
ìîäåëü ïðèíöèïèàëüíî îïèñûâàåò çàðîæäåíèå öèêëîãåíåçà,
ïðîèñõîäÿùåãî âî âñåé òîëùå òðîïîñôåðû, ÷òî ïðàêòè÷å-
ñêè íåâîçìîæíî. Íàèáîëåå ÷àñòî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðî-
èñõîäèò â íèæíåé òðîïîñôåðå. Êîíå÷íî, ñîâïàäåíèå íàèáî-
ëåå íåóñòîé÷èâîé ðàññ÷èòàííîé ïî äâóñëîéíîé ìîäåëè äëèíå
âîëíû ñ ðåàëüíî íàáëþäàåìûìè âîëíàìè íå ìîæåò áûòü ÷è-
ñòî ñëó÷àéíûì, îäíàêî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìíîãî-
óðîâíåâûìè ìîäåëÿìè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ïîêà-
çàëè, ÷òî ìàêñèìóì ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä
ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó âûñîêèõ âîëíîâûõ ÷èñåë ñ k = 14, 15.
Ïîñêîëüêó âåðòèêàëüíûé ïðîôèëü ýòèõ ìîä èìååò ìàêñè-
ìóì â íèæíåé òðîïîñôåðå, ïðè ðàñ÷åòå èõ ñêîðîñòè íàðàñ-
òàíèÿ î÷åíü âàæíî ó÷åñòü äèññèïàöèþ ýíåðãèè â ïîãðàíè÷-
íîì ñëîå è òóðáóëåíòíóþ äèññèïàöèþ çà ñ÷åò ãîðèçîíòàëü-
íîãî ñäâèãà âåòðà, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, ïðîïîðöèîíàëüíà
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè êâàäðàòó ãîðèçîíòàëüíîãî âîëíîâî-
ãî ÷èñëà. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàêñèìóì ðåçóëü-
òèðóþùåé ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ ïðè äèññèïàöèè ïåðåìåùà-
åòñÿ ñíîâà â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè
k = 6 . . . 8.
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� 4. Ñâÿçêè èíòåãðàëîâ â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâî-
ñòè áàðîêëèííûõ ïîòîêîâ

Â ãëàâå 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåâÿçêèé êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêèé áàðîêëèííûé ïîòîê îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ïñåâ-
äîïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ:

∂q

∂t
+ J(ψ, q) = 0,

q = ∆ψ + l +
∂

∂p
m2∂ψ

∂p
, ψ =

Φ

l0
,

m2 =
l20g

R2T̄ (γa − γ)
. (1)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) íà ñôå-
ðå â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò íàä îðîãðàôè÷åñêè íåîäíîðîäíîé
ïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ìîæíî ïðèíÿòü
óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ äëÿ p = p2 è óñëîâèå τ ≡ dp/dt = 0
äëÿ óðîâíÿ òðîïîïàóçû p = p1. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ïðèòî-
êà òåïëà íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ïîëó÷èì

∂ηi
∂t

+ J(ψ, ηi) = 0, (2)

ãäå
ηi =

∂ψ

∂p
+ αiψ + γiH,

α2 =
p2

m2RT̄0

, α1 = 0,

γ2 =
l0
g
α2,

γ1 = 0.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé çà-
äà÷è (1)�(2) âîñïîëüçóåìñÿ, êàê è â ñëó÷àå áàðîòðîïíîé çà-
äà÷è, ìåòîäîì Àðíîëüäà [1]. Òàêîå èññëåäîâàíèå äëÿ ñëó÷àÿ
q̄ = q̄(y) áûëî ïðîâåäåíî â [18].
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Â îáùåì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2)
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

J(ψ̄, q̄) = 0, J(ψ̄1, η̄1) = 0, J(ψ̄2, η̄2) = 0. (3)

Èç óðàâíåíèé (3) ñëåäóåò, ÷òî

ψ̄ = F (q̄),

ψ̄1 = f1(η̄1), ψ̄2 = f2(η̄2), (4)

ãäå F, f1, f2 � íåêîòîðûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè. Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî q ñîõðàíÿåòñÿ
âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè íà p-ïîâåðõíîñòè; çíà÷èò, âäîëü
ýòîé òðàåêòîðèè áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ Φ(q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîé p-ïîâåðõíîñòè
èíòåãðàë ïî λ, ϕ îò ôóíêöèè Φ(q) áóäåò èíâàðèàíòîì:

∫

λ

∫

ϕ

Φ(q) cosϕdλdϕ = ϕ1(p). (5)

Èíòåãðèðóÿ (5) ïî p, ïîëó÷àåì:
∫

p

∫

λ

∫

ϕ

Φ(q) cosϕdλdϕdp = const. (6)

Óìíîæèâ óðàâíåíèå (1) ñêàëÿðíî íà ψ, íàõîäèì:
∫∫∫

ψ
∂q

∂t
cosϕdλdϕdp = 0,

èëè
∫∫∫ (

ψ∆
∂ψ

∂t
+ ψ

∂

∂p
m2 ∂

∂p

∂ψ

∂t

)
cosϕdpdλdϕ =

= − ∂

∂t

∫∫∫ |∇ψ|2
2

cosϕdλdϕdp−
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−1

2

∂

∂t

∫∫∫
m2

(
∂ψ

∂p

)2

cosϕdϕdλdp+

+

∫∫

S

(
ψm2 ∂

∂t

∂ψ

∂p

)

p2

cosϕdλdϕ−
∫∫

S

(
ψm2 ∂

∂t

∂ψ

∂p

)

p1

cosϕdλdϕ.

Èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî
∂

∂t

∂ψ

∂p
= −J(ψ, η)− α

∂ψ

∂t
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂t

{∫∫∫
1

2

(
|∇ψ|2 +m2

∣∣∣∣
∂ψ

∂p

∣∣∣∣
2
)

cosϕdλdϕdp+

+
1

2

∫∫

S

α2m
2|ψ2|2 cosϕdλdϕ



 = 0. (7)

Ñîîòíîøåíèå (7) îïèñûâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Òà-
êèì îáðàçîì, â çàäà÷å (1)�(2) ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà I1:

I1 =

∫∫∫ {
1

2

(
|∇ψ|2+m2

∣∣∣∣
∂ψ

∂p

∣∣∣∣
2
)

+Φ(q)

}
cosϕdλdϕdp+

+
1

2

∫∫

S

α2m
2|ψ2|2 cosϕdλdϕ. (8)

Êðîìå òîãî, íà íèæíåé ãðàíèöå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ èíòåãðàëà îò ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè η:

I2 ≡
∫∫

S

Γ(η) cosϕdλdϕ = const.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà

I = I1 + I2. (9)
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Ïóñòü ψ̄ � ñòàöèîíàðíàÿ ôóíêöèÿ òîêà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óðàâíåíèÿì (4). Òîãäà âåëè÷èíà ∆I = I(ψ) − I(ψ̄) áó-
äåò òàêæå èíâàðèàíòíà. Ïðåäñòàâèì åå â âèäå ðàçëîæåíèÿ
ïî âàðèàöèÿì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ, ïðåäïîëàãàÿ âå-
ëè÷èíó δψ äîñòàòî÷íî ìàëîé:

∆I = δI + δ2I + . . . (10)

Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà áóäåò èìåòü âèä

δI=

∫∫∫
(∇ψ̄,∇δψ) cosϕdλdϕdp+

+

∫∫∫
∂ψ̄

∂p
m2∂δψ

∂p
cosϕdλdϕdp+

+

∫∫∫
Φ′
q̄δq cosϕdλdϕdp+

∫∫

S

(
m2α2ψ̄2δψ2+

+Γ′η

(
∂δψ2

∂p
+ α2δψ2

))
cosϕdλdϕ =

=

∫∫∫ (
−ψ̄∆δψ − ψ̄

∂

∂p
m2 ∂

∂p
δψ + Φ′

q̄δq

)
cosϕdλdϕdp+

+

∫∫

S

(
m2ψ̄2

∂δψ2

∂p
+m2α2ψ̄2δψ2 + Γ′η

(
∂δψ2

∂p
+ α2δψ2

))
dλdϕ =

=

∫∫∫
(Φ′

q̄ − ψ̄)δq cosϕdλdϕdp+

+

∫∫

S

(
∂δψ2

∂p
+ α2δψ2

)
(Γ′η+ψ̄2)dλdϕ. (11)

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (11) ìû ïðåäïîëàãàëè,
÷òî δψ1 = 0. Äëÿ îáðàùåíèÿ ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèî-
íàëà I â íóëü íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

Φ′
q̄ = ψ̄, Γ′η = −ψ̄2.
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Ïîñêîëüêó ψ̄ = F (q̄), ψ̄2 = f2(η̄2), òî

Φ′
q̄ = F (q̄), Γ′η = −f2(η̄2). (12)

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà I áóäåò ðàâíà:

δ2I =

∫∫∫ (
|∇δψ|2

2
+
m2

2

∣∣∣∣
∂

∂p
δψ

∣∣∣∣
2

+Φ′′
q̄

(δq)2

2

)
cosϕdλdϕdp+

+

∫∫ (
m2α2

|δψ|2
2

+ Γ′′η
(δη)2

2

)
cosϕdλdϕ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà áûëà ïî-
ëîæèòåëüíà (äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà),
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

Φ′′
q̄ > 0, Γ′′η̄ > 0.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (12), ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðàÿ âàðè-
àöèÿ ôóíêöèîíàëà áóäåò ïîëîæèòåëüíà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

F ′(q̄) > 0, f ′2(η̄) < 0. (13)

Äàëåå ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå
ìû ïðîâîäèëè ïðè èçó÷åíèè áàðîòðîïíîé óñòîé÷èâîñòè, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå íåâÿçêèå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå
ïîòîêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (13), áóäóò ôîð-
ìàëüíî óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì, íî êîíå÷íûì
âîçìóùåíèÿì.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, íå çàâè-
ñÿùèå îò λ (çîíàëüíî îñðåäíåííûå ïîòîêè), ïðè îòñóòñòâèè
îðîãðàôèè, òî óñëîâèÿ (13) îïèñûâàþò îäíîâðåìåííîå ìî-
íîòîííîå íàðàñòàíèå (èëè óáûâàíèå) ïñåâäîïîòåíöèàëüíîãî
âèõðÿ è ïðèïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû îò ýêâàòîðà ê ïî-
ëþñó [18]. ßñíî, ÷òî â ðåàëüíîé àòìîñôåðå ýòè äâå êîìïî-
íåíòû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó � ìû
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èìååì íàðàñòàíèå âèõðÿ ê ïîëþñó è óáûâàíèå òåìïåðàòóðû.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïðèïîâåðõíîñòíîé òåì-
ïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùèì ôàêòîðîì. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå (äëÿ çàäà÷è Èäè) ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç àíàëèçà íîðìàëüíûõ ìîä.

Ïðèñóòñòâèå â íèæíåì êðàåâîì óñëîâèè îðîãðàôè÷åñêèõ
íåîäíîðîäíîñòåé ïîâåðõíîñòè Çåìëè òàêæå äåñòàáèëèçèðóåò
çîíàëüíî îñðåäíåííûé ïîòîê. Ýòîò ôåíîìåí íàçûâàþò �îðî-
ãðàôè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ�. Âîîáùå, òàêàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà èñêóññòâåííîé. Äåéñòâèòåëü-
íî, ìû ôîðìàëüíî ìîæåì óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèþ (1), ïî-
ëàãàÿ q̄ = q̄(ϕ), è êðàåâîìó óñëîâèþ (2), âûïîëíèâ òðåòüå
ñîîòíîøåíèå (4). Îäíàêî ðåøåíèå ψ̄, óäîâëåòâîðÿþùåå îáî-
èì ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, ïî-âèäèìîìó, ñóùåñòâîâàòü íå áó-
äåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêîé ïîñòàíîâêå ìû äîëæíû ïðåä-
ïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé ïðàâîé ÷àñòè â óðàâ-
íåíèè (1).

Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè çîíàëüíîãî ïîòîêà â ïðè-
ñóòñòâèè îðîãðàôè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé ïîâåðõíîñòè
Çåìëè [87] ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé (äîñòàòî÷íî
áîëüøîé) âûñîòå ãîð âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâàÿ ñòàöèîíàð-
íàÿ ìîäà, ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá êîòîðîé áëèçîê
ê ðåçîíàíñíîìó, òàê ÷òî â ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-
÷òè ðåçîíàíñíûé ðåæèì. Îäíàêî îñíîâíûì èñòî÷íèêîì
ýíåðãèè ðîñòà íåóñòîé÷èâîé ìîäû ÿâëÿåòñÿ äîñòóïíàÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, òàê ÷òî îðîãðàôèÿ èãðàåò ðîëü
êàòàëèçàòîðà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðè-
âåäåííûõ â ðàáîòå [12] äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé çîíàëüíîé
äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ðàçëè÷íûõ àìïëèòóä
îðîãðàôè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé, ïîêàçàëè, ÷òî ðåæè-
ìû íåóñòîé÷èâîñòè ÷èñòî áàðîêëèííîé (áåãóùèå âîëíû)
è ÷èñòî îðîãðàôè÷åñêîé (ðåçîíàíñíûå ñòàöèîíàðíûå âîë-
íû) ÷åðåäóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ñóùåñòâóåò òàêæå îáëàñòü
çíà÷åíèé çîíàëüíîé äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
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è àìïëèòóä îðîãðàôè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé, ãäå îáà
ðåæèìà ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è â ðàáîòå [65],
â êîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåîäíîðîäíîñòü áûëà âêëþ÷åíà
â ïàðàìåòð ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè àòìîñôåðû.

� 5. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-
íûõ ïîòîêîâ â äâóñëîéíîé êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêîé àòìîñôåðå

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû èçëîæèì ìåòîä Ø¼ôåðäà èññëåäî-
âàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðèìåíèòåëüíî
ê äâóñëîéíîé áàðîêëèííîé àòìîñôåðå [143].

Ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó äâóñëîé-
íîé àòìîñôåðû, ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ íà êàæ-
äîì ñëîå:

diPi
dt

= 0, i = 1, 2, (1)

ãäå
diPi
dt

≡ ∂Pi
∂t

+ J(Φi, Pi),

Pi ≡ ∆Φi + βy + (−1)iF (Φ1 − Φ2),

Φi � ãåîñòðîôè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òîêà, β = ∂l
∂y

= const, l � ïà-
ðàìåòð Êîðèîëèñà, F � ÷èñëî Ôðóäà (ìåðà ñòàòèñòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû).

Ñèñòåìà (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â êàíàëå íà β-ïëîñêîñòè,
áåñêîíå÷íîé ïî x, è êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïî y:

∂Φi

∂x
= 0,

∂2Φ̄i

∂y∂t
= 0 ïðè y = 0, 1,

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò îñðåäíåíèå ïî x:

f̄ = lim
x→∞

1

2x

x∫

−x

f(x̃)dx̃.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) ñ òàêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè îáëàäàåò çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè:

E =
1

2
{|∇Φ1|2 + |∇Φ2|2 + F (Φ1 − Φ2)

2}. (2)

Ïóñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî ìû
èçó÷àåì, åñòü P̄ , Φ̄ è ýòî ðåøåíèå åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî îò
y. Ïîñêîëüêó ūi = −∂Φ̄i

∂y
, òî

∂P̄i
∂y

= −d
2ūi
∂y2

+ β + (−1)iF (ū1 − ū2).

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè P̄i �
ìîíîòîííûå ôóíêöèè y ñ îäèíàêîâûì çíàêîì ãðàäèåíòà, òî
ðåøåíèå (P̄ , Φ̄) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ
òî÷íî ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â �3 ãëàâû 2 ïðè èññëåäî-
âàíèè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïîòîêîâ áàðîòðîïíîé
äâóìåðíîé àòìîñôåðû.

Ïîñêîëüêó P̄ (y) åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ y, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ åé îáðàòíóþ - Y (P̄ ), ìîíîòîííî çàâè-
ñÿùóþ îò P̄ . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Y

∂P̄
> 0.

Ïóñòü

Φi = Φ̄i + ψi, Pi = P̄i + qi ≡ P̄i + ∆ψi

Ai(P̄i, qi) = −
qi∫

0

{Yi(P̄i + q′)− Yi(P̄i)}dq′.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Ai çíàêîïîñòîÿííûå â ñèëó ìîíîòîí-
íîñòè Yi(P̄i).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ:

diqi
dt

= −J(ψi, P̄i) = −∂ψi
∂x

∂P̄i
∂y

= −diP̄i
dt

(3)
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∂Ai
∂P̄i

= −Yi(P̄i + qi) + Yi(P̄i) + qi
∂Yi(P̄i)

∂P̄i

∂Ai
∂qi

= −Yi(P̄i + qi) + Yi(P̄i).

Ñëåäîâàòåëüíî,

diAi(P̄i, qi)

dt
=
∂Ai
∂P̄i

diP̄i
dt

+
∂Ai
∂qi

diqi
dt

=qi
∂Yi(P̄i)

∂P̄i

∂ψi
∂x

∂P̄i
∂y

=

= qi
∂ψi
∂x

=
1

2

∂

∂x

{(
∂ψi
∂x

)2

−
(
∂ψi
∂y

)2

− Fψ2
i

}
+

+
∂

∂y

(
∂ψi
∂x

∂ψi
∂y

)
+ Fψj

∂ψi
∂x

(4)

(ïðè óñëîâèè, ÷òî åñëè i = 1, òî j = 2 è íàîáîðîò).
Èíòåãðèðóÿ (4) ïî x è y ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè

óñëîâèÿìè è ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì:

∂

∂t

∫∫
(A1(P̄1, q1) + A2(P̄2, q2))dxdy = 0, (5)

ò.å.
∫∫

(A1 + A2)dxdy åñòü èíâàðèàíò äâèæåíèÿ.
Èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè Y (P̄ ) ñëåäóåò, ÷òî

Y (P̄ + q)− Y (P̄ ) =
∂Y

∂P̄
(Θ) · q,

ãäå Θ ∈ [P̄ , P̄+q]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
(
∂Yi
∂P̄i

)

min

∫∫
q2
i

2
dxdy ≤ −

∫∫
Ai(P̄i, qi)dxdy ≤

≤
(
∂Yi
∂P̄i

)

max

∫∫
q2
i

2
dxdy. (6)



174 Ãëàâà 3. Áàðîêëèííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü àòìîñôåðû

Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (6) äëÿ i = 1, 2 è ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå èíâàðèàíòíîñòü

∫∫
(A1 +A2)dxdy, îêîí÷àòåëüíî ïîëó-

÷èì:

min
i

{(
∂Yi
∂P̄i

)

min

}
1

2
‖q‖2 ≤

∣∣∣∣
∫∫

(A1 + A2)dxdy

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫∫

(A1 + A2)dxdy

∣∣∣∣
t=0

≤ max
i

{(
∂Yi
∂P̄i

)

max

}
1

2
‖q‖2

t=0 (7)

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ P̄ (y) ïî
Ëÿïóíîâó ïðè ìîíîòîííîé ôóíêöèè ∂P̄i(y)

∂y
.

� 6. Àïïðîêñèìàöèÿ ñïåêòðà â çàäà÷å Èäè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì ïðîáëåìó ñõîäèìî-
ñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë êîíå÷íîìåðíûõ àíàëîãîâ ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è (9) �2 ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì äèôôåðåíöèàëüíîé
çàäà÷è (9). Ñåìåéñòâî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ çàäà-
÷è (9) çàâèñèò, åñòåñòâåííî, îò ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x è p. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ çàäà÷è (4) �2, ïî-
ëó÷åííîå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñè-
ìàöèè ñòðîÿòñÿ òîëüêî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî x. Ïîñêîëüêó
ìåòîäîëîãè÷åñêè ìû áóäåì ñâîäèòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àï-
ïðîêñèìàöèþ çàäà÷è (4) ê ïðîáëåìå íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ, àíàëîãè÷íîé çàäà÷å (9), òî â ïåðâîì óðàâíåíèè (4) ìû
ñðàçó èñïîëüçóåì óñëîâèå ãåîñòðîôè÷íîñòè.

Èòàê, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

−lv = −∂Φ

∂x
,

∂v

∂t
+ ū

∂v

∂x
+ lu = 0,

∂Φ

∂p
= −RT

p
,

∂T

∂t
+ ū

∂T

∂x
+ v

∂T̄

∂y
− στ = 0,
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∂u

∂x
+
∂τ

∂p
= 0. (1)

Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ïî p ïðèíèìàåòñÿ τ = 0 ïðè
p = 0, p0; ïî x êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ ïåðèîäè÷íîñòè âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-
íûõ. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå çàäà÷à (1) ñâîäèëàñü ê ïðîáëå-
ìå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ â âèäå
ϕ = ϕ(p)eik(x−ct). Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû â ñèñòåìå (1)
îò x íå çàâèñÿò, òî êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ (ïî x) ñèñòåìà áó-
äåò äîïóñêàòü ðåøåíèå âèäà ϕn = ϕ(p)eik(n∆x−c∆t), ãäå ∆x
� øàã ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè (ñåòêà ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâ-
íîìåðíîé), n � íîìåð óçëà ñåòêè, c∆ � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü
ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è.

Èç âèäà ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ÿñíî, ÷òî âçÿòèå êîíå÷íîé
ðàçíîñòè ïî x îò ϕn ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ϕn íà íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð αi, ÿâëÿþùèéñÿ ôóíêöèåé âîëíîâîãî ÷èñëà
k,∆x è ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
ðàçíîñòíîé ñõåìû è âèä ñåòêè.

Ðàññìîòðèì êëàññ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ ñåòîê,
â êîòîðûõ ôóíêöèè Φ, T è τ îïðåäåëÿþòñÿ â îäíèõ è òåõ æå
òî÷êàõ (ïî x). Öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî âûáîðà äèêòóåòñÿ
ñàìîé ñèñòåìîé (1).

Â ñàìîì îáùåì âèäå äëÿ ðåøåíèÿ (1) ñèñòåìà ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé áóäåò èìåòü âèä

−lv = −α1ikΦ,

ikα0(ū− c1)v + lα2u = 0,

ikα0(ū− c1)T − στ +
pl

R

∂ū

∂p
α3v = 0, (2)

ikα4 +
∂τ

∂p
= 0,

∂Φ

∂p
= −RT

p
,
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ãäå c1 = c∆/α0.
Ïðîâîäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (êàê è â ñëó÷àå

äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è), ñèñòåìó (2) ñâîäèì ê óðàâíå-
íèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî p:

(ū−c1)∂
2τ

∂p2
−

(
1 +

α3α1

α0

)
∂ū

∂p

∂τ

∂p
−(ū−c1)Rσ0k

2

l2
α1α4

α2

τ=0, (3)

τ = 0 ïðè p = 0, p0.

Ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, íàèáîëåå
øèðîêî óïîòðåáëÿåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

1. Âñå èñêîìûå ôóíêöèè ðàñïîëîæåíû â îäíèõ è òåõ æå
òî÷êàõ (ðèñ.6).

Ðèñ. 6. Ðàñïîëîæåíèå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé íà ñåòêå A

Ïðîèçâîäíàÿ ïî x äëÿ âñåõ ôóíêöèé àïïðîêñèìèðóåòñÿ
âûðàæåíèåì ∂ϕ/∂x ∼ (ϕi+1−ϕi−1)/2∆x. Íà ðåøåíèÿõ âèäà

ϕn = ϕ(p)eik(n∆x−c∆t)

ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕi+1 − ϕi−1

2∆x
= ϕiik

sin k∆x

k∆x
(4)

Îòñþäà èìååì α0 = α1 = α4 = sin k∆x/k∆x, α2 = α3 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîé ðàçíîñòíîé ñåòêè óðàâíåíèå (3)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó



� 6. Àïïðîêñèìàöèÿ ñïåêòðà â çàäà÷å Èäè 177

(ū− c1)∂
2τ

∂p2
− 2

∂ū

∂p

∂τ

∂p
− (ū− c1)Rσ0k

2

l2

(
sin k∆x

k∆x

)2

τ = 0, (5)

τ = 0 ïðè p = 0, p0.

Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ïî ñâîåìó âèäó
óðàâíåíèþ (9) §2, ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ c1:

c1 =
rp0

2

[
1±

√
1− 4

α̃2
(α̃D(α̃)− 1)

]
, (6)

α =
(Rσ0)

1/2kp0

l
, α̃ =

sin k∆x

k∆x
α.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî c∆ = α0c1, ïîëó÷àåì:

c∆ =
sin k∆x

k∆x
c1.

Êðèòåðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä

α̃ < 2,3999. (7)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé äëÿ äëèí âîëí, áëèçêèõ
ê 2∆x. Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âîëíû 2∆x ñî-
îòíîøåíèå (7) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê α̃ = 0, îäíàêî
ñêîðîñòü åå ðîñòà òàêæå ðàâíà íóëþ. Ïóñòü L = 2∆x+ ε∆x,
ãäå ε¿ 1. Â ýòîì ñëó÷àå

k = 2π/L ≈ π

∆x

(
1− ε

2

)
, sin k∆x ≈ πε/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
sin k∆x

k∆x
≈ ε/2 è α̃ = αε/2.

Ïîëàãàÿ ïî-ïðåæíåìó, ÷òî ε äîñòàòî÷íî ìàëî, íàõîäèì:

1− (4/α̃2)(α̃D − 1) = −1

3
< 0
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ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ε.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âîëíû, äîñòàòî÷-
íî áëèçêèå ê 2∆x, àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû. Ñêîðîñòü ðîñòà
íåóñòîé÷èâûõ âîëí ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

kIm(c∆) =
rp0 sin k∆x

2∆x

√
−1 +

4

α̃2
(−1 + α̃D(α̃)).

Ïóñòü α = 1.7 (ýòî çíà÷åíèå α ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå
íåóñòîé÷èâîé âîëíå ïðè ôèêñèðîâàííîì σ0). Ñêîðîñòü
íàðàñòàíèÿ òàêîé âîëíû áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëîé
kIm(c) ≈ 0,35πrp0

Λ
. Åñëè ε = 2/(N − 1) (N � ÷èñëî òî-

÷åê ïî x), âîëíà ñ L = 2∆x + ε∆x,Λ = N∆x èìååò
kIm(c∆) = 0,29rp0

π
Λ
, ò.å. ñêîðîñòü åå íàðàñòàíèÿ ìåíü-

øå, ÷åì ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé (äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû) âîëíû.

2. Ðàññìîòðèì ñåòêó, ïðèâåäåííóþ íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. Ðàñïîëîæåíèå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé íà ñåòêå B

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ñäâèíóòû íà ïîëøàãà ïî
îòíîøåíèþ ê äðóãèì ôóíêöèÿì. Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè v
â òî÷êàõ, îáîçíà÷åííûõ êðåñòèêàìè, âû÷èñëÿòü êàê ïîëó-
ñóììó çíà÷åíèé â òî÷êàõ, îáîçíà÷åííûõ êðóæêàìè, òî ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ αi:

α0 =
sin k∆x

k∆x
, α1 = sin

(
k∆x

2

)/(
k∆x

2

)
,

α4 = α1, α2 = 1, α3 = cos
k∆x

2
.
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Îòñþäà

α1α3

α0

= 1,
α1α4

α2

=

[(
sin

k∆x

2

)/(
k∆x

2

)]2

.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå äëÿ τ áóäåò èìåòü òîò æå âèä, ÷òî
è (9) §2, ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé (6) ïðè

α̃ =
sin(k∆x/2)

k∆x/2
α.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âîëíû ñòàíîâÿòñÿ áî-
ëåå íåóñòîé÷èâûìè, ÷åì ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîé
çàäà÷è (â ñìûñëå êðèòåðèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè), îäíàêî
äàæå äëÿ âîëí äëèíîé ∼ 2∆x êðèòåðèé èçìåíÿåòñÿ íå î÷åíü
ñóùåñòâåííî. Ñêîðîñòü æå íàðàñòàíèÿ âîëí äëèíîé 2∆x ïî-
ïðåæíåìó ðàâíà íóëþ.

Ðèñ. 8. Ðàñïîëîæåíèå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé íà ñåòêå C

3. Äëÿ ñåòêè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ.8, ïîëó÷àåì

α0 =
sin k∆x

k∆x
, α1 =

sin k∆x
2

k∆x
2

,

α2 = cos
k∆x

2
, α3 = α2, α4 = α0.

Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé αi èìååì

α1α3

α0

= 1,
α1α4

α2

=

(
sin

k∆x

2

/
k∆x

2

)2

.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è äëÿ ñåòêè
íà ðèñ.6. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â íà-
øåì ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ∆x äàåò ñõî-
äèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàçíîñòíîé çàäà÷è ê ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì äèôôåðåíöèàëüíîé òàêæå ñî âòîðûì ïîðÿäêîì
ïî ∆x:

|c∆ − cg| ≤ O(∆x2).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñåòîê ìû èìååì

α̃ = (1 + Cik
2∆x2)α.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå α̃ â âûðàæåíèå äëÿ c∆, ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

c∆ = (1 + Cik
2∆x2)

rp0

2
(1±√q), (8)

ãäå q = 1 − 4
α2 (αD(α) − 1) + C̃ik

2∆x2. Èç ñîîòíîøåíèÿ (8)
ñëåäóåò, ÷òî |c∆ − cg| ≤ O(∆x2).

Êàê ìû îòìåòèëè â �2 çàäà÷à (9) èìååò íåïðåðûâíûé
ñïåêòð, ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà åå
ðåøåíèÿ ìû äîëæíû òðåáîâàòü ñõîäèìîñòü òîëüêî äëÿ
òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ïîñêîëüêó äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî
àíàëîãà îïåðàòîðà â çàäà÷å �2(9) âåñü ñïåêòð áóäåò äèñêðåò-
íûì. Â ñëó÷àå �ïîäõîäÿùåé� àïïðîêñèìàöèè ìû äîëæíû
îæèäàòü, ÷òî äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà áóäóò ñòðåìèòüñÿ
ê c1,2 ïðè ∆p → 0; îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áóäóò
ïðèíàäëåæàòü íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó çàäà÷è �2(9).

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ñ σ0 = const â îïðåäåëåííîì ñìûñ-
ëå ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé, ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâîñòü ðåøå-
íèÿ â íåé â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïñåâäîïîòåíöèàëü-
íûé âèõðü îñíîâíîãî ïîòîêà

Ω̄ ≡ ∆ψ̄ +
∂

∂p
m2∂ψ

∂p
=

∂

∂p
m2∂ψ

∂p



� 6. Àïïðîêñèìàöèÿ ñïåêòðà â çàäà÷å Èäè 181

áóäåò ïîñòîÿííûì ïî øèðîòå, òàê êàê

∂Ω̄

∂y
=

∂

∂p
m2 ∂

∂p

∂ψ̄

∂y
= − ∂

∂p
m2∂ū

∂p
= 0,

ïîñêîëüêó m2 = const, ∂ū/∂p = const. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè â ñâîáîäíîé àòìîñôåðå
íå âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè m2 åñòü ôóíêöèÿ âûñîòû, òî â îáùåì
ñëó÷àå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ñâî-
áîäíîé àòìîñôåðû ñ ∂ū/∂p = const.

Â ñëó÷àå ïåðåìåííîãî ïî âåðòèêàëè σ0 óæå ñëîæíî ââå-
ñòè áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð òèïà α, ïîýòîìó ìû áóäåì èñ-
ñëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ âîëíîâûõ
÷èñåë k ïðè γ̄, ñîîòâåòñòâóþùåì ñðåäíåìó ãðàäèåíòó â òðî-
ïîñôåðå, è ïðè γa − γ̄, ìåíÿþùåìñÿ ñêà÷êîì íà ðàçëè÷íûõ
óðîâíÿõ, èìèòèðóÿ íàëè÷èå ïðîöåññà êîíäåíñàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè σ0 = const ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (ðå-
øåíèå çàäà÷è (9)), ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî ïàðàìåò-
ðà α, íå çàâèñÿò ÿâíî îò âîëíîâîãî ÷èñëà è èìåþò ìàê-
ñèìóì íà ñðåäíåì óðîâíå, à â ñëó÷àå σ0 = σ0(p) êàðòèíà
ïðèíöèïèàëüíî äðóãàÿ. Ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ
γa − γ̄ = const ïîêàçàë, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà
ìàêñèìóì ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó íèæ-
íåãî óðîâíÿ (ïîâåðõíîñòè Çåìëè), Äëÿ äëèíû L, ðàâíîé 1000
êì, ïðàêòè÷åñêè âñÿ ýíåðãèÿ ñîñðåäîòî÷åíî â íèæíåì 200
ãÏà ñëîå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà âîçáóæäåíèå ýòîé âîë-
íû áóäåò âëèÿòü ãëàâíûì îáðàçîì ñòðàòèôèêàöèÿ èìåííî
â ýòîì ñëîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññû êîíäåíñàöèè (åñëè
îíè ïðîòåêàþò â îãðàíè÷åííîì ïî âåðòèêàëè ñëîå àòìîñôå-
ðû) áóäóò ïî-ðàçíîìó âîçäåéñòâîâàòü íà ðàçâèòèå âîëí ðàç-
ëè÷íûõ ìàñøòàáîâ. Èçëîæåííàÿ ãèïîòåçà áûëà ïðîâåðåíà
ïðÿìûì ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì.

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíà ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ íåóñòîé÷è-
âûõ ìîä ïðè ñêà÷êîîáðàçíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñòàòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè σ0 â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ äëÿ
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ðàçíûõ äëèí âîëí. Ðàçìåð ñêà÷êà ñîñòàâëÿåò σ0/2. Àíàëî-
ãè÷íûå çàâèñèìîñòè äëÿ ðàçìåðà ñêà÷êà � 19/20σ0 ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáë.3.

Èç òàáë. 2,3 íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èçìåíåíèå ñòðàòèôè-
êàöèè â íèæíåì ñëîå (925-855 ãÏà), ðåøàþùèì îáðàçîì ñêà-
çûâàåòñÿ íà èçìåíåíèè ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ òîëüêî âîëíû
äëèíîé 1000 êì; ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ ýíåðãèè îñòàëüíûõ
âîëí îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûìè (íåêîòîðîå óâå-
ëè÷åíèå ñêîðîñòè íàáëþäàåòñÿ äëÿ âîëíû L=2000 êì). Èç-
ìåíåíèå ñòðàòèôèêàöèè â ñàìûõ âåðõíèõ ñëîÿõ, åñòåñòâåí-
íî, ñëàáî âëèÿåò íà âñå âîëíû. Èçìåíåíèå ñòðàòèôèêàöèè
â ñðåäíåé òðîïîñôåðå ñèëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ðîñòå âîëí
ñ L=2000, 3000 êì è óæå íå ñêàçûâàåòñÿ íà ðîñòå ñàìîé êî-
ðîòêîé âîëíû. Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî, ñíèæàÿ ïàðàìåòð
ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ (ñêà÷îê �
19/20σ0) â íèæíåé òðîïîñôåðå, ìîæíî ïîëó÷èòü (äëÿ äàí-
íîé çàäà÷è) ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå ñêîðîñòè ðîñòà ýíåð-
ãèè äëÿ âñåé ãðóïïû âîëí. Ê ñîæàëåíèþ, äàííàÿ çàäà÷à íå
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü êîððåêòíî ñêîðîñòè ðîñòà äëèííûõ
è óëüòðàäëèííûõ âîëí (íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íå ó÷è-
òûâàåòñÿ β-ýôôåêò).

Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ äàííîé (ñòàí-
äàðòíîé) ñòðàòèôèêàöèè ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ íåóñòîé÷è-
âûõ ìîä (áåç ñêà÷êîâ â ïàðàìåòðå ñòðàòèôèêàöèè) ïàäàåò
ñ ðîñòîì âîëíîâîãî ÷èñëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâî-
ëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ íåóñòîé÷è-
âûõ êîðîòêèõ âîëí íåîáõîäèìî õîðîøåå ðàçðåøåíèå â íèæ-
íåé òðîïîñôåðå; ýòî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïèñàòü âåðòè-
êàëüíóþ ñòðóêòóðó íåóñòîé÷èâîé ìîäû. Áîëåå òîãî, ñïåöè-
àëüíûå òðåáîâàíèÿ âîçíèêàþò è ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, îòâåòñòâåííûõ çà ôîðìèðîâàíèå ñòðàòèôèêàöèè
òåìïåðàòóðû è ïàðàìåòðà ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, â ÷àñò-
íîñòè ïðîöåññà êîíäåíñàöèè.
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� 7. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
òðåõìåðíûõ áàðîêëèííûõ óðàâíåíèé ãèäðîòåð-
ìîäèíàìèêè àòìîñôåðû

Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå çàäà÷à î ðåøåíèè ïðîáëåìû íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé ãèäðîòåð-
ìîäèíàìèêè àòìîñôåðû, ëèíåàðèçîâàííûõ îòíîñèòåëüíî
êëèìàòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå
[51]. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàëîñü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà âûáèðàòü â êà÷åñòâå ïîäõî-
äÿùåãî áàçèñà äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ ìàëîïàðàìåòðè÷åñêîé
ìîäåëè ïðîãíîçà ïîãîäû. Â äàëüíåéøåì ýòî íàïðàâëåíèå
ðàçâèâàëîñü â ðàáîòàõ [52, 58]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ìåòîäèêà
ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà, ëèíåàðèçîâàííî-
ãî îòíîñèòåëüíî êëèìàòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, îñíîâûâàëàñü
íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ïîëíûõ
óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè àòìîñôåðû. Â ðåçóëüòàòå
ìàòðèöà êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ õîòÿ
è ðàçðåæåííîé, íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, è ðåøåíèå ïîëíîé
ïðîáëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà ÝÂÌ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
çàäà÷åé äîñòàòî÷íî ñëîæíîé.

Â ðåçóëüòàòå àâòîðû ðàáîò [52, 58] ïðåäëîæèëè ïðèáëè-
æåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ëèøü òåõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ïî èõ ìíåíèþ, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ. Èäåÿ ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èùóòñÿ íå ñàìè ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè, à èõ ïðîåêöèè (ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ) íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà êîíå÷íîå ÷èñëî åñòåñòâåííûõ îðòî-
ãîíàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëåé ìåòåîýëåìåíòîâ. Â ðåçóëü-
òàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîëíîé ïðîáëåìå íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðóþ ìîæíî
ýôôåêòèâíî ðåøèòü. Îäíàêî àïðèîðíûõ îöåíîê òî÷íîñòè
ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â äàí-
íûõ ðàáîòàõ íå ïðèâîäèòñÿ, òàê ÷òî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî î òî÷-
íîñòè ðàñ÷åòà ìîæíî ëèøü ïî �ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè�
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ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè äëÿ áàðî-
òðîïíîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíû ìåòîäû ñ àïðèîð-
íûìè îöåíêàìè è ñ ðàñ÷åòàìè, ïðîâåäåííûìè äðóãèìè àâ-
òîðàìè ñ ïîìîùüþ èíûõ ìåòîäîâ.

Åùå îäèí ïîäõîä äëÿ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ÷è-
ñåë áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòå [104]. Â îñíîâó ðàñ÷åòà áûëè
ïîëîæåíû êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ëèíåàðèçîâàí-
íûå îòíîñèòåëüíî òðåõìåðíîãî êëèìàòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ.

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

∂∆ψ

∂t
= −J(ψ,∆ψ + l)− l∆χ+ Fψ,

∂T

∂t
= −J(ψ, T ) + στ + FT ,

∂Φ

∂p
= −RT

p
,

∆Φ = ∇(l∇ψ),

∂τ

∂p
= −∆χ, (1)

ãäå χ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè; Fψ, FT � ôóíêöèè, îïèñûâàþ-
ùèå èñòî÷íèêè è äèññèïàöèþ â óðàâíåíèÿõ äëÿ ôóíêöèè
òîêà è ïåðåíîñà òåïëà.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ñèñòåìà (1) ëèíåàðèçîâà-
ëàñü îòíîñèòåëüíî òðåõìåðíîãî êëèìàòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè �âåðòèêàëüíûõ� îïåðàòîðîâ èñïîëü-
çîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (÷èñëî ñëîåâ ïî âåðòè-
êàëè ìåíÿëîñü îò 2 äî 5). Äàëåå, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà, ãäå
â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áðàëèñü ñôåðè÷åñêèå ãàðìî-
íèêè.

Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ, ïðèâå-
äåííûõ â ðàáîòå [104] äëÿ äâóñëîéíîé ìîäåëè.
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Âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óñëîâíî ìîæíî ðàçáèòü íà
íåñêîëüêî êëàññîâ. Ê ïåðâîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ôóíê-
öèè, ìàêñèìóìû ìîäóëåé êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû âäîëü
øòîðìîâûõ òðåêîâ, èíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ âåëèêè è âåð-
òèêàëüíûå ïðîôèëè ñâèäåòåëüñòâóþò îá èõ áàðîêëèííîé
ñòðóêòóðå. Ýòè ôóíêöèè èìåþò ìîíîïîëüíóþ ñòðóêòóðó ïî
ãîðèçîíòàëè.

Êî âòîðîìó êëàññó îòíåñåíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè,
èìåþùèå äèïîëüíóþ ñòðóêòóðó ñ ìàêñèìàëüíûìè àìïëè-
òóäàìè ââåðõ ïî òå÷åíèþ îò îáëàñòåé, â êîòîðûõ íàèáîëåå
÷àñòî íàáëþäàþòñÿ áëîêèðóþùèå ñèòóàöèè. Â ðàáîòå [104]
ýòèì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïðèïèñûâàåòñÿ �îòâåòñòâåí-
íîñòü� çà íà÷àëî ðàçâèòèÿ áëîêèðóþùèõ ñèòóàöèé; äðóãèìè
ñëîâàìè, íà÷àëî ðàçâèòèÿ áëîêèíãà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âîç-
áóæäåíèåì ýòèõ íîðìàëüíûõ ìîä.

Ê òðåòüåìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ñòàöèîíàðíûå íåóñòîé÷è-
âûå ìîäû, ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íàïîìèíàþùèå òèõîîêåàíñêèå
� ñåâåðî-àìåðèêàíñêèå êîëåáàíèÿ [151]. Ýòè ìîäû ïî ñóùå-
ñòâó ýêâèâàëåíòíî-áàðîòðîïíû.

Ê ÷åòâåðòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ íèçêî÷àñòîòíûå ìîäû
(ñ ïåðèîäàìè ïîðÿäêà òðèäöàòè�ñîðîêà äíåé), áëèçêèå
ê äðóãèì ñòðóêòóðàì, íàáëþäàåìûì íà êàðòàõ îäíîòî-
÷å÷íûõ êîððåëÿöèé [151], íàïðèìåð Ñåâåðî-Àòëàíòè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîäû, ïðèíàäëåæàùèå ê
òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó êëàññàì, áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì, ïîëó÷åííûì äëÿ ëèíåàðèçîâàííî-
ãî îïåðàòîðà áàðîòðîïíîé çàäà÷è, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå
îïðàâäûâàåò èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè êâàçèáàðîòðîïíûõ ðåæèìîâ
àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ
ìîíîïîëüíûõ (ëîêàëüíûõ) ñîáñòâåííûõ ìîä â çîíàëüíî-
íåñèììåòðè÷íîì áàðîêëèííîì ïîòîêå äàíî â ðàáîòå [136].
Ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè èçó÷å-
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íèè óñòîé÷èâîñòè çîíàëüíî-íåñèììåòðè÷íûõ àòìîñôåðíûõ
ïîòîêîâ, êàñàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü õàðàêòåðèñòèê, îïðå-
äåëÿþùèõ ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä. Íàïðè-
ìåð, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè
çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïîòîêîâ ýòè õàðàêòåðèñòèêè èí-
âàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ïî âåðòèêàëè
çîíàëüíîãî ïîòîêà (âåëè÷èíà ýòîãî ïîòîêà âõîäèò òîëüêî
â çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè). Îäíàêî â ñëó÷àå çîíàëüíî-
íåñèììåòðè÷íûõ ïîòîêîâ êàðòèíà ïðèíöèïèàëüíî äðóãàÿ.
Òî, ÷òî â çîíàëüíî-íåñèììåòðè÷íîì ïîòîêå ñðåäíÿÿ ïî
âåðòèêàëè ñêîðîñòü äîëæíà âëèÿòü íà ñêîðîñòü íàðàñòà-
íèÿ íåóñòîé÷èâîé ìîäû, íåòðóäíî ïîíÿòü, ïîñêîëüêó ýòà
ñêîðîñòü îïðåäåëÿåò âðåìÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà
â çîíå ñ ìàêñèìàëüíîé áàðîêëèííîñòüþ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [136], ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ñêîðîñòü ðîñòà ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîé ìîäû îïðåäå-
ëÿåòñÿ àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ ðîñòà ïðè ìàêñèìàëüíîé áà-
ðîêëèííîñòè (à íå óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè);

2) ïèê ëîêàëüíîé ìîäû ïåðåìåùàåòñÿ íà âîñòîê, åñëè
îñðåäíåííàÿ ïî âåðòèêàëè çîíàëüíàÿ ñêîðîñòü (ū > 0) óâå-
ëè÷èâàåòñÿ;

3) ñêîðîñòü ðîñòà ëîêàëüíîé ìîäû óìåíüøàåòñÿ, åñëè ū
óâåëè÷èâàåòñÿ (ū > 0);

4) êîíòðàñò ìåæäó ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì áàðîêëèí-
íîñòè îïðåäåëÿåò ïðîòÿæåííîñòü ëîêàëèçàöèè ëîêàëüíîé
ñîáñòâåííîé ìîäû: ÷åì áîëüøå êîíòðàñò, òåì áîëüøå
ëîêàëèçàöèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîé ñîáñòâåííîé ìîäû
î÷åíü âàæíî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ìàêñèìóìàìè áàðîêëèííîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó âûõîäîì áàðîêëèííîé çîíû âäîëü âîñòî÷íîãî áåðå-
ãà Ñåâåðíîé Àìåðèêè è âõîäîì áàðîêëèííîé çîíû âäîëü
âîñòî÷íîãî áåðåãà Àçèè ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 180◦, à ðàñ-
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ñòîÿíèå ìåæäó âûõîäîì Òèõîîêåàíñêîé áàðîêëèííîé çîíû
è âõîäîì Ñåâåðîàòëàíòè÷åñêîé � îêîëî 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî,
Àòëàíòè÷åñêèé ñåêòîð ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîé ìîäû, ÷åì Òè-
õîîêåàíñêèé. Ýòî çàìå÷àíèå î÷åíü âàæíî, ïîñêîëüêó, êàê
ìû îòìåòèëè âûøå, ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ ëîêàëüíûõ ìîä
îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè áàðîêëèííîñòè.



Ãëàâà 4

Ïðåäñêàçóåìîñòü êðóïíîìàñøòàáíûõ
àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ

� 1. Ïðèðîäà íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè àòìî-
ñôåðíîé öèðêóëÿöèè

Èññëåäîâàíèå ïðèðîäû íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè àòìî-
ñôåðíîé öèðêóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîñòðîå-
íèåì ôèçè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà äëÿ äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçà
ïîãîäà.

Ìû îïðåäåëèì íèçêî÷àñòîòíóþ èçìåí÷èâîñòü àòìî-
ñôåðíûõ ïðîöåññîâ êàê èçìåí÷èâîñòü ñ õàðàêòåðíûìè
âðåìåííûìè ìàñøòàáàìè áîëåå 10 ñóòîê. Ýòà ãðàíèöà êà-
æåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîé, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî
ïðèðîäà âûñîêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè â ñðåäíèõ øèðî-
òàõ õîðîøî ïîíÿòà � ýòî ôîðìèðîâàíèå âèõðåé çà ñ÷¼ò
áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ìåõàíèçìû êîòîðîé áûëè
ðàññìîòðåíû âûøå. Ïîñêîëüêó öèêë æèçíè áàðîêëèííîãî
âèõðÿ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ∼ 7 ñóòîê, òî âûáðàííàÿ ãðà-
íèöà ìåæäó äâóìÿ âèäàìè èçìåí÷èâîñòè êàæåòñÿ âïîëíå
ðàçóìíîé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãåîãðàôè÷åñêè îáëàñòü
ñ ìàêñèìàëüíîé âûñîêî÷àñòîòíîé è íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí-
÷èâîñòüþ ðàçäåëåíû. Îáëàñòü ìàêñèìóìà âûñîêî÷àñòîòíîé
èçìåí÷èâîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ òðàåêòîðè-
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ÿìè öèêëîíîâ, à îáëàñòü ìàêñèìàëüíîé íèçêî÷àñòîòíîé
èçìåí÷èâîñòè ñäâèíóòà íà ñåâåðî-âîñòîê è ñîâïàäàþò
ñ îáëàñòÿìè ôîðìèðîâàíèÿ áëîêèðóþùèõ îáðàçîâàíèé,
îáëàñòåé, ãäå öèêëîíè÷åñêèå âèõðè óæå ñòàíîâÿòñÿ êâàçè-
áàðîòðîïíûìè.

Î÷åíü âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ è òîò ôàêò, ÷òî ìàê-
ñèìóì íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè (äëÿ âûñîòû 500 ìá
ïîâåðõíîñòè â çèìíèå ñåçîíû) ïðèìåðíî â äâà ðàçà âûøå,
÷åì ìàêñèìóì âûñîêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí-
÷èâîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàåò áàðîòðîïíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü,
èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî áàðîòðîïíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýíåðãèè ïî ñóùåñòâó êîìïåíñèðóþò äèññèïàöèþ ýíåðãèè
â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.

Êàêîâà æå ïðåäïîëàãàåìàÿ ïðèðîäà íèçêî÷àñòîòíîé
èçìåí÷èâîñòè àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ? Â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ìû äîëæíû îáëàñòè âîçìîæíûõ ìåõàíèçìîâ ôîðìèðî-
âàíèÿ íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè ðàçäåëèòü íà äâå:
âíóòðåííþþ (àòìîñôåðíóþ) è âíåøíþþ ïî îòíîøåíèþ
ê àòìîñôåðå.

×òîáû îòäåëèòü ðîëü âíåøíåé êîìïîíåíòû, ìû äîëæíû
ïîíÿòü, êàêèå âíóòðåííèå âðåìåííûå ìàñøòàáû ñóùåñòâó-
þò â àòìîñôåðå çà ñ÷¼ò ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé. Êàê ìû óæå óïîìÿíóëè âûøå, ïðèðîäà ïðîöåññîâ
ñ ìàñøòàáàìè ïîðÿäêà íåäåëè â ñðåäíèõ øèðîòàõ ñâÿçàíà ñ
ôîðìèðîâàíèåì è ðàçðóøåíèåì áàðîêëèííûõ âèõðåé. Ìîæ-
íî âûäåëèòü âðåìåííîé ìàñøòàá (òàê íàçûâàåìûé èíäåêñ
öèêëà), ñâÿçàííûé ñ íåëèíåéíûì ìåõàíèçìîì ôîðìèðîâà-
íèÿ òåìïåðàòóðíîãî ãðàäèåíòà â ñðåäíèõ øèðîòàõ è ïåðå-
íîñà òåïëà ê ïîëþñó áàðîêëèííûìè âèõðÿìè. Ñóùåñòâó-
åò ãèïîòåçà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ àòìîñôåðíîé öèðêó-
ëÿöèè, ñâÿçàííàÿ, ïî-âèäèìîìó, ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè áàðîòðîïíîé
íåóñòîé÷èâîñòè � ýòî ìàñøòàáû âðåìåíè ïîðÿäêà ìåñÿöà.
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Ïåðèîäû 30�60 äíåé ñâÿçàíû ñ òðîïè÷åñêèìè âîëíàìè
Þëèàíà-Ìàääåíà, ïðèðîäà êîòîðûõ îáúÿñíÿåòñÿ âçàèìî-
äåéñòâèåì êó÷åâîé êîíâåêöèè ñ âîëíàìè Êåëüâèíà. Äàëåå
ìû èìååì ãîäîâîé õîä è êâàçèäâóõëåòíþþ öèêëè÷íîñòü.
Ñëåäóåò ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî êâàçèäâóõëåòíèå êîëåáàíèÿ
çîíàëüíîé ñêîðîñòè â ýêâàòîðèàëüíîé ñòðàòîñôåðå íå ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäñòâèåì ãîäîâîãî õîäà � ñîâïàäåíèå êâàçèïåðèîäà
ýòîãî ÿâëåíèÿ ñ óäâîåííûì ïåðèîäîì ãîäîâîãî õîäà ÿâëÿåòñÿ
÷èñòî ñëó÷àéíûì. Êâàçèäâóõëåòíÿÿ öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
âîëí è çîíàëüíîãî ïîòîêà â àòìîñôåðå [111].

Ïðèíèìàÿ âñ¼ ýòî âî âíèìàíèå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà àòìîñôåðó ìîãóò áûòü îòäåëå-
íû òîëüêî íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ â 10 ëåò è áîëåå. Ýòî
âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíèå ïðîöåññû ïî îòíîøåíèþ ê àò-
ìîñôåðå íå âàæíû íà ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ (íàïðèìåð, ïðî-
öåññû â îêåàíå), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ïðîöåññû ñëåäóåò âñå-
ãäà ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïåðâàÿ ãèïîòåçà, êîòîðóþ íåîáõîäèìî îáñóäèòü, ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ òàê íàçûâàåìóþ 0-ãèïîòåçó: íèçêî÷à-
ñòîòíàÿ èçìåí÷èâîñòü îáúÿñíÿåòñÿ îòêëèêîì öèðêóëÿöèè
íà ñòîõàñòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå âûñîêî÷àñòîòíûõ âèõðåé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íèçêî÷àñòîòíàÿ èçìåí÷èâîñòü åñòü ïðî-
ñòî êðàñíûé øóì, è åãî ôîðìèðîâàíèå ìîæíî îïèñàòü
ëèíåéíûì äèíàìèêî-ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

dϕ

dt
+ Aϕ = f, (1)

ãäå f � δ-êîððåëèðîâàííûé ïî âðåìåíè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð d

dt
+ A ïðåâðàùàåò áåëûé øóì â êîð-

ðåëèðîâàííûé êðàñíûé øóì, òî ñèñòåìà (1) èìååò áîëüøîé
ñìûñë ïðè èçó÷åíèè ïðåäñêàçóåìîñòè àòìîñôåðíûõ ïðî-
öåññîâ, íà ÷¼ì ìû îñòàíîâèìñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
Ïîñêîëüêó íèçêî÷àñòîòíàÿ èçìåí÷èâîñòü êâàçèáàðîòðîï-
íà, òî ïîä îïåðàòîðîì A ìîæíî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
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ïîíèìàòü îïåðàòîð, ïîëó÷åííûé ëèíåàðèçàöèåé áàðîòðîï-
íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî çîíàëüíî-íåñèììåòðè÷íîãî
ïîòîêà (çäåñü, ïðàâäà, åñòü ïðèíöèïèàëüíàÿ ïðîáëåìà
îïèñàíèÿ äèññèïàöèè). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñðàâíèòü
åñòåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè, ðåøàÿ ïðîáëåìó íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ àâòîêîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö,
ïîëó÷åííûõ ïî ðåàëüíûì äàííûì è ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ
èç óðàâíåíèÿ (1). Íàïîìíèì, ÷òî åñòåñòâåííûå îðòîãîíàëü-
íûå ôóíêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññèôèêàöèþ
íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè ïî ýíåðãèè � ðàñïðåäåëåíèå
ýíåðãèè ïî ôóíêöèÿì îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë àâòîêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.

Äëÿ ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà (ω, ω+δω) ñèñòåìó (1) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå [29]:

iωϕω + Aϕω = fω, (2)

èëè
(A+ iωE)ϕω = fω,

òàê ÷òî
ϕω = (A+ iωE)−1fω.

Àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ ïðîöåññà ϕω áóäåò èìåòü
âèä:

ϕω · ϕ∗ω = (A+ iωE)−1fωf ∗ω(A+ iωE)−1∗,

ãäå η∗ � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå òðàíñïîíèðîâàííûå ìàò-
ðèöû è âåêòîðû. Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî f åñòü áåëûé øóì ïî
ïðîñòðàíñòâó, òàê ÷òî fω · f ∗ω åñòü ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà (äëÿ
ïðîñòîòû çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü å¼ åäèíè÷íîé), òî

C = ϕω · ϕ∗ω = [(A∗ + iωE)(A+ iωE)]−1 =

= [A∗A+ ω2E + iω(A∗ − A)]−1. (3)
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Èç (3) âèäíî, ÷òî ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ìàòðèöà C áóäåò
áëèçêà ê (A∗A)−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C ñ ìàêñèìàëüíûìè ñîá-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè äîëæíû áûòü áëèçêè ê ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì ìàòðèöû A∗A, ñîîòâåòñòâóþùèì ìèíèìàëüíûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëåííûå ýêñïåðè-
ìåíòû [77] ïîêàçàëè, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî,
îäíàêî, òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî (àíà-
ëèçèðîâàëàñü äèíàìèêà íà 300 ìá ïîâåðõíîñòè). Ïåðâûé,
íàèáîëåå ýíåðãåòè÷åñêè çíà÷èìûé âåêòîð, ìîæíî ïîëó÷èòü
ëèøü ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî âîçáóæäåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó íå
åñòü áåëûé øóì. Ýòîò ôàêò ïîäòâåðæäàåòñÿ è äðóãèìè
ìåòîäàìè àíàëèçà. Ïîñêîëüêó ïåðâûé åñòåñòâåííûé îðòî-
ãîíàëüíûé âåêòîð (â äàííîì ñëó÷àå âåêòîð ñ íàèáîëüøåé
äèñïåðñèåé) áëèçîê â Ñåâåðíîì ïîëóøàðèè ê òàê íàçûâàå-
ìûì àðêòè÷åñêèì îñöèëëÿöèÿì � ÀÎ, ñòðóêòóðû â âûñøåé
ñòåïåíè çîíàëüíî ñèììåòðè÷íîé, êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåòñÿ
è ðàçðóøàåòñÿ âèõðåâûì ïîòîêîì [7], òî òàêîé ðåçóëüòàò
êàæåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì. Âòîðàÿ åñòåñòâåííàÿ îðòî-
ãîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ áëèçêà ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ê ñòðóêòóðå
PNA � Òèõîîêåàíñêèì Ñåâåðî-Àòëàíòè÷åñêèì êîëåáàíè-
ÿì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì îäíîòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèé [151].
Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ýòà ñòðóêòóðà áëèçêà ê ñòðóêòóðå
�íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîãî� ñîáñòâåííîãî âåêòîðà îïåðàòîðà
A, ïîëó÷åííîãî ëèíåàðèçàöèåé áàðîòðîïíîãî óðàâíåíèÿ
âèõðÿ îòíîñèòåëüíî çîíàëüíî-íåñèììåòðè÷íîãî ïîòîêà íà
óðîâíå 300 ìá [145]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå ôîð-
ìèðîâàíèÿ ýòîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò
áàðîòðîïíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, òàê ÷òî ïðèáëèæåíèå áåëîãî
øóìà ïî ïðîñòðàíñòâó â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå
äîïóñòèìûì.

Òàêèì îáðàçîì, âñ¼ âûøåñêàçàííîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî
0-ãèïîòåçà èìååò âñå ïðàâà íà æèçíü, áîëåå òîãî, ìîæíî
ñ óâåðåííîñòüþ ãîâîðèòü, ÷òî áîëüøóþ (åñëè íå îïðåäå-
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ëÿþùóþ) ÷àñòü íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè àòìîñôåð-
íîé öèðêóëÿöèè ìîæíî îáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé
äèíàìèêî-ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè.

Âòîðàÿ ãèïîòåçà ñâÿçàíà ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî àò-
ìîñôåðíàÿ öèðêóëÿöèÿ â ñðåäíèõ øèðîòàõ Ñåâåðíîãî
ïîëóøàðèÿ ìíîãîðåæèìíà. Ñàìà èäåÿ âîñõîäèò ê ðàáîòå
[86], îäíàêî çäåñü ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîìåíòîâ, ñòàâÿ-
ùèõ ïîä ñîìíåíèå ýòî ïðåäïîëîæåíèå. Âî-ïåðâûõ, íèêîìó
åù¼ íå óäàâàëîñü ïîëó÷èòü äëÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè ÿðêî âûðàæåííîå
äâóìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, äâóìîäàëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àëèñü, íî
óðîâåíü äâóìîäàëüíîñòè áûë î÷åíü íèçîê [152]. Äàëåå,
â òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ, ïîäîáíûõ [86], äâóðåæèìíîñòü
ïîëó÷èëàñü â ìîäåëÿõ ëèøü ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû, àòìîñôåðà æå ê ýòîìó êëàññó ñèñòåì, î÷åâèäíî,
íå îòíîñèòñÿ (ñì. îöåíêè ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ äëÿ
áàðîòðîïíûõ ìîäåëåé, ãëàâà 2).

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ìåõàíèçìàõ ôîðìèðî-
âàíèÿ ðåæèìîâ öèðêóëÿöèè ãåîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðåæäå
âñåãî íóæíî äàòü ôîðìóëèðîâêó, ÷òî æå ìû ïîíèìàåì ïîä
ðåæèìàìè öèðêóëÿöèè. Çäåñü ìû ïîñëåäóåì ïðîñòûì ôîð-
ìóëèðîâêàì, äàííûì â ðàáîòå [127]. Ïóñòü íàì äàíà íåëè-
íåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

du

dt
= B(u), u|t=0 = u0, (4)

êîòîðàÿ îáëàäàåò ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì A. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî íà àòòðàêòîðå A ìîæíî âûäåëèòü äâå îáëàñòè (êî-
íå÷íî, ÷èñëî îáëàñòåé ìîæåò áûòü è áîëüøå), êîòîðûå ñèëü-
íî îòëè÷àþòñÿ ñâîèìè öèðêóëÿöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç C è D. Ýòè îáëàñòè ìîãóò áûòü
ñàìè ëîêàëüíûìè àòòðàêòîðàìè ñî ñâîèìè îáëàñòÿìè ïðè-
òÿæåíèÿ, òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîïàâøàÿ, íàïðèìåð, íà C,
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íàâñåãäà â íåé îñòàíåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåõîäîâ ìåæ-
äó C è D íå ñóùåñòâóåò.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò äâóìÿ ðå-
æèìàìè öèðêóëÿöèè, åñëè
1) äèíàìèêà íà A õàîòè÷íà è ýðãîäè÷íà,
2) ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè òðàåêòîðèé íà C è D ìíîãî áîëü-
øå ÷åì õàðàêòåðíûå âðåìåíà èçìåí÷èâîñòè öèðêóëÿöèîí-
íûõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ íà C è D.

Äðóãèìè ñëîâàìè, öèðêóëÿöèÿ îðãàíèçîâàíà òàê, ÷òî ñè-
ñòåìà ïîäîëãó íàõîäèòñÿ íà C è D è ðåäêî ïåðåõîäèò èç C
â D èëè èç D â C. Åñëè âðåìÿ æèçíè òðàåêòîðèé íà C èëè
D ñðàâíèìî ñ âðåìåíåì èçìåí÷èâîñòè öèðêóëÿöèè íà C èD,
òî ñ÷èòàòü C è D ðåæèìàìè óæå ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëü-
íûì.

Óñëîâèå õàîòè÷íîñòè äèíàìèêè, âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêó-
äà íå ñëåäóåò � îíî ÷èñòî ýêñïåðèìåíòàëüíîå è èíòóèòèâíî
ïîíÿòíîå.

Ïðèìåðîì òàêèõ ðåæèìîâ â àòìîñôåðå ìîãóò ñëóæèòü,
íàïðèìåð, êâàçèäâóõëåòíèå êîëåáàíèÿ çîíàëüíîãî âåòðà
â ýêâàòîðèàëüíîé ñòðàòîñôåðå, êîòîðûå ïîçâîëÿþò â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå âûäåëèòü ðàçëè÷íûå ôîðìû äèíàìèêè
ïëàíåòàðíûõ âîëí â ñòðàòîñôåðå. Êàê áûëî îáñóæäåíî
â [127], äâóìîäàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âàæíûõ õàðàê-
òåðèñòèê öèðêóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
äâóðåæèìíîñòè, íî, ïî-âèäèìîìó, íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì. Ðå÷ü, êîíå÷íî, äîëæíà èäòè èìåííî î âàæíûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ, èáî ñóùåñòâóþò êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû
äâóìîäàëüíîñòè: åñëè âåëè÷èíà u èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäå-
ëåíèå, òî u3 èìååò äâóìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû âñåãäà ìîæåì íàéòè õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ
èìååò äâóìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñåé÷àñ ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [97], â êî-
òîðûõ, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ ðåæè-
ìîâ öèðêóëÿöèè ïðåäñòàâëåí íàèáîëåå ÿñíî.



196 Ãëàâà 4. Ïðåäñêàçóåìîñòü àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåò ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ ìîäåëü
áàðîòðîïíîãî îêåàíà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñ èäåàëèçè-
ðîâàííûì ôîðñèíãîì.

Óðàâíåíèå ìîäåëè èìååò âèä:

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω − σω + f, (5)

ω = ∆ψ.

Óðàâíåíèå (5) ðàññìàòðèâàåòñÿ â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé
L=4000 êì íà β-ïëîñêîñòè: l = l0 + βy. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ðàñïîëàãàåòñÿ â ñåðåäèíå
Àòëàíòè÷åñêîãî îêåàíà.

Êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ èìåþò âèä

ψ|∂Ω = 0, ω|∂Ω = 0.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñëåäóþùèå:

l0 = 9, 3 · 10−5 1

ñåê , β = 2 · 10−11 1

ì · ñåê ,

f = −k 2πτ0
ρHL

sin
2τy

L
, ãäå

τ0 = 1.1
äèí
ñì2

, ρ = 1000
êã
ì3
, H = 500ì,

σ = 5 · 10−8 1

ñåê , µ = 1250
ì2

ñåê .

k � ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî, ìåíÿÿ
íîðìó f .

Íàïîìíèì (ñì. ãëàâó 2), ÷òî åñëè ÷èñëî Ãðàññãîôà, êîòî-
ðîå ìîæíî ìåíÿòü, ìåíÿÿ íîðìó f , ìàëî, òî ñèñòåìà (5) èìå-
åò àòòðàêòîðîì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó. Èññëåäîâàòü ñòðóêòó-
ðó àòòðàêòîðà ñèñòåìû (5) ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ãðàññãîôà
â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó
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â [97] áûëà ïîñòðîåíà êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2) íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûìè ýëåìåíòàìè 2-é ñòåïåíè:

pi(x, y) = aix
2 + bixy + ciy

2 + dix+ liy + fi.

Îáëàñòü òðèàíãóëèðîâàëàñü íà 92 òðåóãîëüíèêà ñ 211 óç-
ëàìè. Ðàçðåøåíèå ïðè ýòîì ìåíÿëîñü îò ∼ 100 êì ó çàïàä-
íîé ãðàíèöû, ãäå ôîðìèðóþòñÿ ñòðóè, äî ∼ 500 êì ó âîñòî÷-
íîé ãðàíèöû.

Àíàëèç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ýòîé ìîäåëüþ ïîêà-
çàë ñëåäóþùåå.

Ïðè ìàëûõ íîðìàõ ïðàâîé ÷àñòè íàáëþäàåòñÿ îäíî ñòà-
öèîíàðíîå ðåøåíèå ñ ôóíêöèåé òîêà, àíòèñèììåòðè÷íîé îò-
íîñèòåëüíî îñè x, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó êâàäðàòà, òàê
÷òî ñòðóÿ îáðàçîâûâàëàñü ñòðîãî âäîëü ýòîé îñè.

Ïðè óâåëè÷åíèè íîðìû f ïðîèñõîäèëà áèôóðêàöèÿ
òèïà �âèëêè�: âìåñòî îäíîãî óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ îá-
ðàçîâûâàëîñü òðè: èñõîäíîå ñòàíîâèëîñü íåóñòîé÷èâûì
è ïîÿâëÿëîñü äâà íîâûõ óñòîé÷èâûõ: â îäíîì ñòðóÿ èìåëà
ñåâåðî-âîñòî÷íîå íàïðàâëåíèå, âî âòîðîì � þãî-âîñòî÷íîå.
Îáå ýòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè áûëè ëîêàëüíûìè àòòðàêòîðà-
ìè ñî ñâîèìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ, ðàçäåëåííûìè ñåïàðà-
òðèñîé. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè íîðìû f íàáëþäàëàñü
áèôóðêàöèÿ Õîïôà � ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ïðåâðàùàëèñü
â óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
íîðìû f ïðèâîäèëî ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ öèêëîâ ñîãëàñíî
ñöåíàðèþ Ôåéãåíáàóìà � ñöåíàðèþ óäâîåíèÿ öèêëà. Ïîñëå
íåñêîëüêèõ óäâîåíèé íàáëþäàëñÿ ïåðåõîä ê õàîñó. Ïðè ðà-
çóìíûõ âåëè÷èíàõ íîðìû f(k ∼ 1) â õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå
íà àòòðàêòîðå ÷åòêî ïðîñëåæèâàëèñü äâà ðåæèìà: ïåðâûé
ñîîòâåòñòâîâàë äèíàìèêå, íàïîìèíàþùåé äèíàìèêó â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè îïèñàííîé âûøå ïåðâîé ñòàöèîíàðíîé
òî÷êå, âòîðîé � â îêðåñòíîñòè âòîðîé. Ïåðåõîä èç îäíîãî
ðåæèìà â äðóãîé íàáëþäàëñÿ ðåäêî ñ âðåìåííûìè ìàñøòà-
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áàìè ïîðÿäêà 100 ëåò. Âî âðåìåííîì ñïåêòðå ýíåðãèè ïðè
ýòîì ÷åòêî ïðîñëåæèâàëèñü ïèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóð-
êàöèîííûì ïåðèîäàì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü
àòòðàêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé äèíàìè÷åñêîé êàðòèíå
áûëà íåáîëüøîé � dA ∼ 4.6÷ 5.

Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ÿðêî âûðàæåííûå ðåæèìû öèð-
êóëÿöèè (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, êîòîðîå áûëî ïðèâåäåíî
âûøå) ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî íà àòòðàêòîðàõ ìàëîé ðàç-
ìåðíîñòè. Èíòóèòèâíî ýòà ãèïîòåçà êàæåòñÿ âïîëíå ïðàâäî-
ïîäîáíîé ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì.

Ñîãëàñíî êàðòèíå ïåðåõîäà äèíàìèêè íà àòòðàêòîðå
ê õàîñó, �ïàìÿòü� àòòðàêòîðà îá ýòîì ïåðåõîäå ÷åòêî ïðî-
ñëåæèâàåòñÿ, åñëè ìû íåäàëåêî óøëè îò íîðìû ïðàâîé
÷àñòè, ïðè êîòîðîé ñóùåñòâîâàëè ëîêàëüíûå àòòðàêòîðû.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èíòóèòèâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-
þùåì: ðåæèì öèðêóëÿöèè � ýòî ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ëîêàëüíûõ àòòðàêòîðîâ ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ âîçáóæäà-
þùåé ñèëû. Åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ èäååé àïïðîêñèìàöèè
àòòðàêòîðà ïåðèîäè÷åñêèìè íåóñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿ-
ìè [120], òî ÷èñëî íåîáõîäèìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà äîëæíî ðàñòè,
÷òî åñòåñòâåííî äîëæíî ñãëàæèâàòü âðåìåííîé ñïåêòð
ìîùíîñòè, èñêëþ÷àÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåæèìîâ � ðàçäåëåíèå õàðàêòåðíûõ âðåìåí äèíàìèêè ïðè
îïðåäåëåííîì ðåæèìå è âðåìåíè ïåðåõîäà èç îäíîãî ðåæè-
ìà â äðóãîé. Îöåíêè ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ äàæå äëÿ
äâóñëîéíûõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ ìîäåëåé àòìîñôåðíîé
äèíàìèêè ïðè ðàçóìíûõ âíåøíèõ âîçáóæäåíèÿõ äàþò òàêèå
áîëüøèå âåëè÷èíû, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÿðêî
âûðàæåííûõ ðåæèìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü ìàëåíüêîé.

Ñóùåñòâóåò îäíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ
àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè (õîòÿ è íå î÷åíü ÿðêî âûðàæåí-
íàÿ), íà êîòîðîé ìû óæå îñòàíàâëèâàëèñü ðàíüøå. Ðå÷ü
èäåò î ðåãèîíàëüíûõ ðåæèìàõ, êîòîðûå âîçìîæíû â îò-
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äåëüíûõ ðåãèîíàõ, äèíàìèêà â êîòîðûõ â îïðåäåëåííîé
ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ �çàõâà÷åííîé�. Â ýòèõ ðåãèîíàõ ìîæíî,
ïî-âèäèìîìó, ââåñòè ïîíÿòèå ðåãèîíàëüíîé (ëîêàëüíîé)
ðàçìåðíîñòè, êîòîðàÿ êîíå÷íî æå îêàæåòñÿ è îêàçûâàåòñÿ
íåáîëüøîé. Ê òàêèì ðåãèîíàì â ïåðâóþ î÷åðåäü ìîæíî
îòíåñòè ýêâàòîðèàëüíóþ äèíàìèêó (êâàçèäâóõëåòíþþ öèê-
ëè÷íîñòü çîíàëüíîãî âåòðà â ýêâàòîðèàëüíîé àòìîñôåðå),
ÿâëåíèå Ýëü-Íèíüî â òðîïèêàõ Òèõîãî îêåàíà, äâóìåðíîñòü
ñèñòåìû Êóðîñèî è íåêîòîðûå äðóãèå ôåíîìåíû â àòìîñôå-
ðå è îêåàíå. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èõ âîçäåéñòâèå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âíåøíåå ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìèêå
àòìîñôåðû ñðåäíèõ øèðîò.

Ñäåëàåì åùå íåñêîëüêî ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé î ñòàöèî-
íàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîê-
ñèìàöèé ñèñòåìû (1).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [115].

Óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü íàì äàíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

duh

dt
= Bh(u

h), uh ∈ RN (6)

è ïóñòü Bh(u
h) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

(Bh(u
h), uh) < 0 äëÿ âñåõ |uh| ≥ r

è Bh(u
h) 6= 0 äëÿ |uh| = r.

Òîãäà ñèñòåìà (6) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå. ×èñëî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, òàêèõ ÷òî ÿêîáèàí∣∣∣∂Bj

∂ui

∣∣∣ 6= 0 íå÷åòíî: M = 2m + 1. Ïðè ýòîì ñðåäè âñåõ M

ðåøåíèé ïî êðàéíåé ìåðå m ðåøåíèé íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿ-
ïóíîâó.
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Â ðàáîòàõ [63, 41] ïîêàçàíî, ÷òî øèðîêî óïîòðåáëÿåìûå
àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ýòîé
òåîðåìû. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî åñëè ìû èìååì àïïðîêñèìà-
öèþ (1) ñ uh ∈ RN , òî ÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
(3) îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé K = 2N . ×èñëî æå ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì äàæå äëÿ êîíå÷íîé âåëè-
÷èíû N .

Ïîñêîëüêó âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ ïðèíàäëåæàò ãëîáàëüíîìó àòòðàêòîðó, òî èç óñëî-
âèÿ, ÷òî äèíàìèêà íà àòòðàêòîðå õàîòè÷íà, ñëåäóåò, ÷òî âñå
ýòè ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó. Ôîðìàëüíî èç óñëî-
âèÿ, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü ìíîãî áîëüøå,
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ àòòðàêòîðà ïåðè-
îäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè êàæåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà ïðèíàäëåæèò êëàññó ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ñèñòåì Àíîñîâà (íåò íóëåâûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà), òî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ âñþäó ïëîòíû íà àòòðàê-
òîðå, è àïïðîêñèìàöèÿ àòòðàêòîðà èìè ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé
îáîñíîâàííîé. Çíàÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ è èõ õàðàêòåðè-
ñòèêè óñòîé÷èâîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü ìåðó íà àòòðàêòîðå
èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîâîäèò â îêðåñòíîñòè
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âðåìÿ, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîå
ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ, è èñïîëüçóÿ ýòó ìå-
ðó âû÷èñëÿòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìîäåëè ê ìàëûì âíåøíèì
âîçäåéñòâèÿì [120].

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïîñëåäíåé èç íàèáîëåå ñóùåñòâåí-
íûõ ãèïîòåç ñâÿçàííîé ñ âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê àòìî-
ñôåðå àíîìàëüíûìè èñòî÷íèêàìè, íàïðèìåð, ñ àíîìàëèÿìè
ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû îêåàíà (ÀÒÏÎ). ×òî êàñàåòñÿ
ñðåäíèõ øèðîò, òî ìíîãî÷èñëåííûìè ÷èñëåííûìè ýêñïåðè-
ìåíòàìè ïî èçó÷åíèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè àòìîñôåðíîé öèð-
êóëÿöèè ê ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ øèðîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ øèðîòàõ (ïî êðàéíåé ìåðå, â çèìíèé ïåðè-
îä) íà âíóòðèñåçîííûõ è ìåæãîäîâûõ ìàñøòàáàõ íå ìîãóò
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áûòü ðåøàþùèì ôàêòîðîì â ôîðìèðîâàíèè àíîìàëèé àò-
ìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè [131, 122, 150, 133, 13, 20].

Áîëåå ñëîæíîé è íåÿñíîé ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ â ïåðå-
õîäíûå ñåçîíû [47]. Íàèáîëåå ÿðêî ðîëü ÀÒÏÎ ïðîñëåæèâà-
åòñÿ â òðîïèêàõ. Ýòîò ïðîöåññ áûë òùàòåëüíî èçó÷åí â ðàì-
êàõ ïðîãðàììû TOGA (Òðîïè÷åñêèé îêåàí è ãëîáàëüíàÿ
àòìîñôåðà), ôóíäàìåíòîì êîòîðîé áûëî èçó÷åíèå ïðîöåñ-
ñà Ýëü-Íèíüî. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî öåíòðàëüíûì ìåõàíèç-
ìîì ôîðìèðîâàíèÿ îòêëèêà íà ÀÒÏÎ â òðîïèêàõ ÿâëÿåòñÿ
ìåõàíèçì âîëíîâîãî îòêëèêà (÷åðåç öóã êâàçèñòàöèîíàðíûõ
âîëí Ðîññáè îò èñòî÷íèêà çàâèõðåííîñòè â òðîïèêàõ, âîç-
íèêàþùåãî èç-çà ñäâèãà èñòî÷íèêîâ íàãðåâàíèÿ). Íà ýòîò
âîëíîâîé îòêëèê íàêëàäûâàåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, è ìåõàíèçì
áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè çîíàëüíî-íåñèììåòðè÷íîãî ïî-
òîêà â ñðåäíèõ øèðîòàõ [145]. Ýòîò ìåõàíèçì îòêëèêà äîñòà-
òî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåí íàìè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ.
Â ñàìîì ôîðìèðîâàíèè ÀÒÏÎ öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí Êåëüâèíà â îêåàíå, êàê âîëíîâîãî îò-
êëèêà íà ñáîé ïðèçåìíîãî âåòðà â çàïàäíîé ÷àñòè òðîïèêîâ
Òèõîãî îêåàíà. Òàê èëè èíà÷å, ïðîáëåìà ïðåäñêàçóåìîñòè
ýòîãî îòêëèêà óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìû èìååì äåëî, êàê îò-
ìå÷àëîñü âûøå, ñ òèïè÷íîé ïðîáëåìîé âçàèìîäåéñòâèÿ àò-
ìîñôåðû è îêåàíà.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ïðîáëåìå îòêëèêà àòìî-
ñôåðíîé öèðêóëÿöèè íà àíîìàëèè ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðà-
òóðû îêåàíà. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äèíàìè÷åñêèé îò-
êëèê àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè íà ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ øèðî-
òàõ è òðîïèêàõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷åí. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî àíîìàëüíûé èñòî÷íèê íàãðåâàíèÿ îò ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ
øèðîòàõ ìåëêèé, îí ëîêàëèçîâàí â ïîãðàíè÷íîì ñëîå àòìî-
ñôåðû è âûçâàí àíîìàëüíûì ïîòîêîì òåïëà. Ýòîò àíîìàëü-
íûé èñòî÷íèê êîìïåíñèðóåòñÿ àíîìàëèåé ìåðèäèîíàëüíîãî
ïîòîêà òåïëà. Àíîìàëüíûé èñòî÷íèê íàãðåâàíèÿ â òðîïè-
êàõ êàê ïðàâèëî ãëóáîêèé êîìïåíñèðóåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì
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îõëàæäåíèåì (íàãðåâàíèåì) çà ñ÷åò âåðòèêàëüíûõ äâèæå-
íèé [112].

Åñëè ìû íàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ T ′, ëèíåàðèçîâàííîå
îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ T̄ = T̄ (y) â ñëåäóþùåì âèäå

∂T ′

∂t
+ ū

∂T ′

∂x
+ v′

∂T̄

∂y
− σw′ = ε′,

òî â ñðåäíèõ øèðîòàõ ãëàâíûìè ÷ëåíàìè áóäóò v′ ∂T̄
∂y

è ε′,
à â òðîïèêàõ � σw′ è ε′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèíàìè÷åñêèé
îòêëèê íà ε′ áóäåò ðàçíûì äëÿ ñðåäíèõ è íèçêèõ øèðîò.

Ìû áóäåì îáñóæäàòü ãëàâíûì îáðàçîì îòêëèê àòìîñôå-
ðû íà ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ øèðîòàõ ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî òåîðèÿ
îòêëèêà ãëîáàëüíîé àòìîñôåðû íà ÀÒÏÎ â òðîïèêàõ áûëà
óæå íàìè èçëîæåíà ðàíåå � ýòî òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
êâàçèñòàöèîíàðíûõ âîëí Ðîññáè. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëå-
ìû îòêëèêà àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè íà ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ
øèðîòàõ âîçíèêàþò íåñêîëüêî ïðèíöèïèàëüíûõ âîïðîñîâ
èìåííî â ñèëó òîãî, ÷òî ýòîò îòêëèê, êàê óæå áûëî ñêà-
çàíî âûøå, íå ÿâëÿåòñÿ ÿðêî âûðàæåííûì èç-çà ìàëîñòè
àíîìàëüíîãî èñòî÷íèêà íàãðåâàíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì ýòè
âîïðîñû:

1. Êàêîâû ñòðóêòóðû îòêëèêà (áàðîòðîïíàÿ èëè áàðî-
êëèííàÿ) íà òèïè÷íûå ÀÒÏÎ? Ðàçëè÷íà ëè ýòà ñòðóêòóðà
íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ?

2. Â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ àòìîñôåðû è îêåàíà ÿâëÿ-
åòñÿ ëè àòìîñôåðà �âåäóùåé�?

Â ýòîé ñâÿçè âàæíîé ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìà îáðàòíîé ñâÿ-
çè: ôîðìèðóåòñÿ ëè îòêëèê òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîìïåíñè-
ðóåò àíîìàëüíóþ àòìîñôåðíóþ öèðêóëÿöèþ èëè îí ïîääåð-
æèâàåò (óñèëèâàåò) å¼? Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðîöåññå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ àòìîñôåðû è îêåàíà â ñðåäíèõ øèðîòàõ êàêîé
âèä îáðàòíîé ñâÿçè ðåàëèçóåòñÿ: ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðè-
öàòåëüíûé?
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3. Ðàçëè÷íû ëè ìåõàíèçìû âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàçëè÷íûå
ñåçîíû? Ýòîò âîïðîñ î÷åíü âàæíûé, èáî ýíåðãèÿ àòìîñôåð-
íîé öèðêóëÿöèè â ðàçëè÷íûå ñåçîíû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íà.

Äàëåå ìû êðàòêî èçëîæèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñ ìîäåëÿìè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû (ýêñïå-
ðèìåíòû ïî ÷óâñòâèòåëüíîñòè) è ñîâìåñòíûìè ìîäåëÿìè îá-
ùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è îêåàíà äëÿ ðåãèîíà Ñåâåðíîé
Àòëàíòèêè. Ïðåæäå âñåãî ìû ïîêàæåì, ÷òî äà¼ò îáðàáîò-
êà ðåàëüíûõ äàííûõ ïî âûäåëåíèþ ìàêñèìàëüíî ñêîððåëè-
ðîâàííûõ (ñêîâàðèèðîâàííûõ) ñòðóêòóð â õàðàêòåðèñòèêàõ
àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè â äàííîì ðåãèîíå è ÀÒÏÎ.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ðàáîòà
[24], â êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû (SVD-ìåòîäà) íà îñíîâàíèè
äàííûõ ÏÃÝÏ áûëè ïîëó÷åíû ñêîððåëèðîâàííûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÀÒÏÎ è èñòî÷íèêîâ íàãðåâàíèÿ. Áûëè âûäåëåíû äâå
ñòðóêòóðû â ïîëå ÀÒÏÎ � äèïîëüíàÿ è ìîíîïîëüíàÿ, êî-
òîðûå áûëè ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àíîìàëèÿìè èñ-
òî÷íèêîâ íàãðåâàíèÿ, ïðè÷¼ì ñòðóêòóðà èñòî÷íèêîâ íàãðå-
âàíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ äèïîëüíîé ñòðóêòóðîé ÀÒÏÎ, ÿâíî óêà-
çûâàëà íà íàëè÷èå øòîðì-òðåêà. Ê íåäîñòàòêàì ýòîé ðà-
áîòû ñëåäóåò îòíåñòè ÿâíî íåäîñòàòî÷íóþ äëèíó ðÿäà íà-
áëþäåíèé. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû áûëè ïîñòðîåíû íà îñíî-
âàíèè ñðåäíåìåñÿ÷íûõ äàííûõ, íàïðèìåð, äàííûõ COADS
è äàííûõ ðåàíàëèçà ðàçëè÷íîãî ðîäà ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû
àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè è ÀÒÏÎ. Â ÷àñòíîñòè, íà ïðèâå-
äåííîì ðèñóíêå 9, äëÿ çèìíèõ óñëîâèé âûäåëåíû íàèáîëåå
çíà÷èìûå ìîäû äëÿ H500 è ÀÒÏÎ ðåãèîíà Ñåâåðíîé Àòëàí-
òèêè (ðèñóíîê âçÿò èç ðàáîòû [13]). Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ìàêñèìàëüíàÿ êîâàðèàöèÿ áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîëóìåñÿ÷íûì
ñäâèãîì, ïðè êîòîðîì àòìîñôåðà áûëà �âåäóùåé�. Îñîáåííî
ÿðêî ýòîò ôàêò âûðàæåí äëÿ ïåðâîé ìîäû.
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Ðèñ. 9. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ïåðâûõ ñâÿçàííûõ SVD
ìîä ìåæäó àíîìàëèÿìè (ñ ïîëóìåñÿ÷íûì ñäâèãîì) H500 è ÒÏÎ, ïî-
ëó÷åííûå ïî äàííûì íàáëþäåíèé NCEP/NCAR è COADS ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ çèì 1946-1987ãã. Çíà÷åíèÿ àíîìàëèé äàíû â ìåòðàõ,
à ÒÏÎ â ◦C.

Â ðÿäå ðàáîò [133] áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ìîíîïîëüíàÿ ìîäà â Ñåâåðíîé Àòëàíòèêå ìîæåò îòðà-
æàòü è îêåàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà àòìîñôåðó, îäíàêî,
ïî íàøåìó ìíåíèþ, óáåäèòåëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ ýòîìó
ïðåäïîëîæåíèþ äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åíî.

Åñëè ïðîñóììèðîâàòü âñå âûâîäû, ñäåëàííûå â ìíîãî-
÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè àò-
ìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè ê ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ øèðîòàõ, òî ýòè
ðåçóëüòàòû óñëîâíî ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû:

1. Â àòìîñôåðå íåò çíà÷èìîãî îòêëèêà íà ÀÒÏÎ.
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2. Îòêëèê àòìîñôåðû êâàçèáàðîòðîïåí, ïðè÷¼ì â îòêëè-
êå âûðàæåíà îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü � äèíàìè÷åñêèé
îòêëèê ïîäàâëÿåò àíîìàëèþ ÒÏÎ.

3. Îòêëèê áàðîêëèíåí, ó ïîâåðõíîñòè âûðàæåíà îòðèöà-
òåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü. Ýòîò ðåçóëüòàò ñèëüíî �êîððåëèðó-
åò� ñ òåîðèåé äèíàìè÷åñêîãî îòêëèêà àòìîñôåðû íà ìåëêèé
èñòî÷íèê íàãðåâàíèÿ [112].

4. Îòêëèê â àòìîñôåðå áàðîòðîïåí ñ âûðàæåííîé ïîëî-
æèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, ò.å. àíîìàëüíàÿ äèíàìèêà àò-
ìîñôåðû ïîääåðæèâàåò ÀÒÏÎ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, òîëüêî ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãðóïïû ðà-
áîò äàþò îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÀÒÏÎ â ñðåäíèõ øè-
ðîòàõ ìîãóò îêàçûâàòü çíà÷èìîå âëèÿíèå íà öèðêóëÿöèþ
àòìîñôåðû íà ìåæãîäîâûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, îäíàêî,
óáåäèòåëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ ðåàëèçàöèè òàêîãî ìåõàíèçìà
â ðåàëüíîé àòìîñôåðå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò.

� 2. Ïîòåíöèàëüíàÿ ïðåäñêàçóåìîñòü ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ðîäà

Ôîðìóëèðîâàíèå ïîíÿòèÿ ïðåäñêàçóåìîñòè (â ÷àñòíîñòè, ïî-
òåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè) áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ íåêîòî-
ðîé êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè àòìîñôåðû:

du

dt
= B(u), u ∈ RN , (1)

u|t=0 = u0.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) äèññèïàòèâíà
è îáëàäàåò ãëîáàëüíûì õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) íà åå àòòðàêòîðå íåóñòîé-
÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå ñî-
ñòîÿíèÿ u0 ïðèíàäëåæàò àòòðàêòîðó ñèñòåìû. Ñèñòåìà (1)
ãåíåðèðóåò íà ñâîåì àòòðàêòîðå èíâàðèàíòíóþ ìåðó, êîòî-
ðóþ ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü ýðãîäè÷åñêîé, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, åäèíñòâåííîé.
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Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà âèäà ïðåäñêàçóåìîñòè, êî-
òîðûå ìû íàçîâ¼ì ïðåäñêàçóåìîñòüþ ïåðâîãî è âòîðîãî ðî-
äà. Ïîä ïðåäñêàçóåìîñòüþ ïåðâîãî ðîäà ìû áóäåì ïîíèìàòü
ñëåäóþùåå. Íàì íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü íåóñòîé÷èâóþ ïî
Ëÿïóíîâó òðàåêòîðèþ ñèñòåìû � äàòü ïðîãíîç. Ó íàñ èìå-
åòñÿ äâà ñîðòà îøèáîê. Âî-ïåðâûõ, íàì íåèçâåñòíû òî÷íî
íà÷àëüíûå äàííûå, âî-âòîðûõ, íàì íåèçâåñòíà òî÷íî èäå-
àëüíàÿ ìîäåëü àòìîñôåðû (åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìîäåëü àòìîñôåðû ìû çíàåì òî÷íî, à áóäåì
èññëåäîâàòü òîëüêî ïðîáëåìó îøèáîê íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Ñàìûé åñòåñòâåííûé ïðè¼ì � çàäàòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò
íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ, äðóãèìè ñëî-
âàìè, íåêîòîðîå èõ ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû. Ïîä äåéñòâè-
åì îïåðàòîðà ìîäåëè (ïîñêîëüêó îí íåóñòîé÷èâ) òðàåêòî-
ðèè, âûïóùåííûå èç êàæäîé òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà áóäóò
ðàçáåãàòüñÿ è ïåðåìåøèâàòüñÿ íà àòòðàêòîðå ñèñòåìû.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè u0 ñîñðåäîòî÷åíû íà
ìíîæåñòâå ñ ìåðîé µ0, êîòîðàÿ ñî âðåìåíåì áóäåò ýâîëþöè-
îíèðîâàòü, ïðåâðàùàÿñü â µ(t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè:µ(t)→µ̄,
ãäå µ̄ � èíâàðèàíòíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ ìåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
êîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t = Tε ìåðà µ(t) ïîïàä¼ò
â ε-îêðåñòíîñòü ìåðû µ̄, ìû ïîòåðÿåì ïðàêòè÷åñêè âñþ èí-
ôîðìàöèþ î ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ ñ ìåðîé µ0. Ýòî
âðåìÿ Tε ìû áóäåì íàçûâàòü âðåìåíåì ïîòåíöèàëüíîé ïðåä-
ñêàçóåìîñòè ïåðâîãî ðîäà. Íèæå ìû ôîðìàëèçóåì åãî áîëåå
ñòðîãî ïðè íåêîòîðûõ äîáàâî÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Íóæíî
ââåñòè, êîíå÷íî, êàêóþ-íèáóäü êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó áëèçîñòè µ(t), ÷òîáû èìåòü êðèòåðèé ïîëåçíîãî ïðî-
ãíîçà.

Èòàê, öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðî-
áëåìû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ýðãîäè-
÷åñêîé ìåðû è òåîðåìû ñõîäèìîñòè ê íåé ïðîèçâîëüíîé
íà÷àëüíîé ìåðû. Ýòà çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå íåâåðîÿòíî
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ñëîæíà, ïîñêîëüêó ãåíåðèðóåìàÿ íà àòòðàêòîðå ìåðà ìîæåò
èìåòü ñëîæíóþ íåãëàäêóþ ñòðóêòóðó. ×òîáû èñêëþ÷èòü
ýòó òðóäíîñòü, áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä òàê íàçûâàåìîé
ε-ðåãóëÿðèçàöèè [154]. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Âìåñòî ñèñòåìû (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêî-ñòî-
õàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó:

du

dt
= B(u) + ε(t), (2)

ãäå ε � δ-êîððåëèðîâàííûé ïî âðåìåíè ãàóññîâ ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ:

< εi(t) · εj(t′) >= 2dijδ(t− t′),

dij ≥ 0.

Òàêàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ äîáàâêà â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ
àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ êàæåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîé, ò.ê.
ìû íèêîãäà íå çíàåì òî÷íî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà dij ≡ d,
è d � âåëè÷èíà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìàëàÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-
Ïëàíêà äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ρ, êîòîðîå
áóäåò èìåòü âèä [45]:

∂ρ

∂t
+ div(B(u)ρ) = d∆ρ, (3)

ρ ≥ 0,

∫
ρdu = 1. (4)

Åñëè òåïåðü ïðè t = 0 ìû çàäà¼ì íà÷àëüíîå óñëîâèå
u = u0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ (3)
çàäà¼òñÿ óñëîâèå ρ|t=0 = δ(u−u0). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôóíê-
öèÿ ρ(t) áóäåò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê ρ̄, è èíôîðìàöèÿ î íà÷àëü-
íîì óñëîâèè u0 áóäåò òåðÿòüñÿ. Âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî
áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ îá u è áóäåò âðå-
ìåíåì ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè. Äëÿ ýòîãî, êîíå÷-
íî, ìû äîëæíû ââåñòè êàêóþ-òî õàðàêòåðèñòèêó êîëè÷åñòâà
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èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ρ(t) [142]. ×òîáû ñäåëàòü ýòî
ïîíÿòèå ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íûì, ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå
ñêàëÿðíîå äèíàìèêî-ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

du

dt
+ λu = ε, (5)

u|t=0 = u0, < ε(t) · ε(t′) >= 2ε2δ(t− t′)

< ε >= 0,

ε(t) � ãàóññîâ δ-êîððåëèðîâàííûé ïðîöåññ, u0 � äåòåðìèíè-
ðîâàííàÿ âåëè÷èíà.

Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (5) ïî àíñàìáëþ ε, ïîëó÷èì:

d

dt
< u > +λ < u >= 0 (6)

< u > |t=0 = u0.

Îòñþäà
< u >= u0e

−λt.

Ïóñòü d(t) ≡< u2 >. Óðàâíåíèå äëÿ d(t) èìååò âèä:

d < u2 >

dt
+ 2λ < u2 >= 2 < ε · u > .

Òàê êàê

u = e−λtu0 +

t∫

0

eλ(t−t′)ε(t′)dt′,

òî
d < u2 >

dt
+ 2λ < u2 >= 4ε2. (6′)

Ñëåäîâàòåëüíî,

d(t) ≡< u2 >=
2ε2

λ

(
1− e−2λt

)
.
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Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè áóäåò èìåòü âèä:
∂ρ

∂t
− ∂ρuλ

∂u
= ε2 ∂

2ρ

∂u2
. (7)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂

∂u

(
λρ̄u+ ε2 ∂ρ̄

∂u

)
= 0.

Ïóñòü
2ε2

λ
= d̄.

Òîãäà
ρ̄ =

1√
πd̄
e−

u2

d̄ .

Ðåøåíèå (7) áóäåì èñêàòü â âèäå

ρ(t) =
1√
πd(t)

e−
(u−<u(t)>)2

d(t) . (8)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (8) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7),
åñëè d(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6′), à < u(t) > � óðàâ-
íåíèþ (6).

Òàêèì îáðàçîì, âñå íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ óðàâíåíèÿ
(7), èìåþùèå âèä íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè d → 0
âèä δ-ôóíêöèè), áóäóò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (7), èìåþùåìó âèä íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ýòî
óòâåðæäåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ðàñêëàäûâàåìîãî â ñóììó íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ ρ ê ρ̄ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì äèññèïàöèè λ è íå çàâèñèò îò ε.

Åñëè ïðîöåññ (5) ñòàöèîíèðóåòñÿ, òî àâòîêîâàðèàöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà u(τ) èìååò âèä:

Ñ(τ) = e−λτ
2ε2

λ
≡ e−λτ d̄. (9)
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Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ïðåäñêàçóåìîñòü íàïðÿ-
ìóþ ñâÿçàíà ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïðîöåññà u(τ).

Ðàññìîòðèì äàëåå áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü, èìåþùóþ ïðÿ-
ìîå îòíîøåíèå ê îïèñàíèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåð-
íûõ ïðîöåññîâ. Ìû èìååì â âèäó ëèíåéíóþ ìîäåëü íèçêî-
÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ
ïðîöåññîâ [29]:

du

dt
+ Au = ε, (10)

u|t=0 = u0.

Â (10) u ∈ RN , ε − δ�êîððåëèðîâàííûé ïî âðåìåíè ãàóññîâ
ïðîöåññ:

< ε >= 0, < ε(t) · εT (t′) >= 2ε2E · δ(t− t′)

Reλ(A) > 0.

E � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà ε, êîòîðóþ äëÿ ïðî-
ñòîòû â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü åäèíè÷íîé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû (10) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õà-
ðàêòåðíîå âðåìÿ ñòîõàñòèçàöèè íåëèíåéíûõ ñèíîïòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ íàìíîãî ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî âðåìåíè êðóï-
íîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè ïðîöåññû
ìîæíî ðàçäåëèòü ïî ÷àñòîòàì (ïî âðåìåííûì êîððåëÿöèîí-
íûì ôóíêöèÿì). Äëÿ îïèñàíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ïðîöåññîâ,
êîòîðûå îòâåòñòâåííû çà ïîòåíöèàëüíóþ ïðåäñêàçóåìîñòü,
ýòî ïðåäïîëîæåíèå êàæåòñÿ âïîëíå ðàçóìíûì.

Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (10) ïî àíñàìáëþ ε, áóäåì èìåòü:

d < u >

dt
+ A < u >= 0, (11)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

< u >= e−At · u0. (12)
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Ïóñòü
C(t) =< u · uT > .

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû C(t) áóäåò
èìåòü âèä:

d

dt
C(t) + AC(t) + C(t)A∗ = 2ε2E. (13)

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà, î÷åâèäíî, äîëæíî âûïîëíÿòü-
ñÿ óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà:

AC̄ + C̄A∗ = 2ε2E. (14)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå åãî èìååò âèä [7]:

C̄ = 2ε2

∞∫

0

e−Ate−A
∗tdt. (15)

Íàïèøåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(u):

∂ρ

∂t
− divAuρ = ε2∆ρ.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

ρ̄ =
a√
D(C̄)

e−((C̄)−1u,u)/2, (16)

ãäå D(C̄) � äåòåðìèíàíò êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû C̄, a �
íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà.

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíîé õàðàêòåðèñòèêîé, îïðåäåëÿ-
þùåé ïðîöåññ ñõîäèìîñòè ρ ê ρ̄, ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà C(t).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) èìååò âèä:

C(t) = e−At(C(0)− C̄)e−A
∗t + C̄. (16′)
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Åñëè ïðîöåññ u(t) (10) ñòàöèîíèðóåòñÿ, òî êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ñî ñäâèãîì τ

C̃(τ) ≡< u(t+ τ)uT (t) >= e−Aτ C̄. (17)

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (16′) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà
â âèäå:

C(t) = C̃(t)C̄−1(C(0)− C̄)C̄−1C̃∗(t) + C̄,

èëè, ïîñêîëüêó C̃(0) = C̄, òî

C(t) = C̃(t)C̃(0)−1(C(0)− C̃(0))C̃(0)−1C̃∗(t) + C̄.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðîöåññ ñõîäèìîñòè
C(t) ê C̄ ìîæíî èçó÷àòü, ïîëüçóÿñü èíôîðìàöèåé òîëüêî
î êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå ñî ñäâèãîì τ .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò, î÷åâèäíî, äèñïåðñèÿ îøèáîê èç-
ìåðåíèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëèìàòè÷åñêîé äèñïåðñèåé
ïðîöåññà, òàê ÷òî ìû èìååì íåðàâåíñòâî

‖C(0)‖ ¿ ‖C̄‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî íàïè-
ñàòü

C(t) = −C̃(t)C̃−1(0)C̃∗(t) + C̄.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü C(t) ê C̄ îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî êëèìàòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè èññëåäóåìîé
ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îïðå-
äåëÿåòñÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ïðåäñêàçóåìîñòü.

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð M ≡ C̃(t)C̃−1(0)C̃∗(t) â âèäå ñóì-
ìû îïåðàòîðîâ ðàíãà 1. Ïóñòü ìû èìååì ïðîáëåìó íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ

M(t)ψi(t) = λi(t)ψi(t), (18)
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó M(t) � ìàòðèöà ñèììåòðè÷íàÿ, òî
{ψi} � ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîæíî îð-
òîíîðìèðîâàòü, òàê ÷òî

‖ψi(t))‖ = 1.

Ìàòðèöà M ïðåäñòàâèìà â âèäå

M =
∑
i

λi(t)ψi(t)ψ
T
i (t) ≡

∑
i

λiMi. (19)

Ìàòðèöà Mi � ìàòðèöà ðàíãà 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî

‖ψi(t)ψTi (t)‖ = λmax(Mi) = Sp(Mi) = ‖ψi(t)‖2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü M ê 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñõîäèìî-
ñòüþ λi(t) ê 0. Ïðè t = 0 λi(0) åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöû C̄, à ψi(0) � å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðû
(åñòåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íàèáîëåå ïðåäñêàçóåìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì áóäåò ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîé ïðè t = 0 åñòåñòâåííîé îðòîãî-
íàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, äëÿ êîòîðîé λi(t) èìååò ìèíèìàëü-
íûé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ. Ïîêàçàòåëåì ýòîãî çàòóõàíèÿ ìî-
æåò ñëóæèòü àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñî ñäâèãîì íà
ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì îïåðàòîð
(17) â áàçèñå èç åñòåñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ � ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà C. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå ìàòðèöà C̄ áóäåò äèàãîíàëüíîé, à íà äèàãîíàëè ìàòðèö
C̃(t) è C̃∗(t) áóäóò ñòîÿòü àâòîêîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùèõ åñòåñòâåííûõ îðòî-
ãîíàëüíûõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó ýòè êîýôôèöèåíòû ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåçàâèñèìû ïðè t = 0, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå t ∈ (0, tM) âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèö C̃ è C̃∗ áóäóò ìíîãî ìåíüøå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà ýòîì èíòåðâàëå
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λi(t) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ àâòîêîâàðèàöèîííûìè ôóíêöèÿìè
(êâàäðàòàìè îò íèõ) êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ èñ-
õîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ïî åñòåñòâåííûì îðòîãîíàëüíûì
âåêòîðàì.

Íà ðèñ.10 ïðèâåäåíû ïðîåêöèè ïåðâûõ òð¼õ åñòåñòâåí-
íûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ ìîäåëè îá-
ùåé öèðêóëÿöèè ÈÂÌ ÐÀÍ íà ïîëå ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ.
Âêëàä ýòèõ âåêòîðîâ â îáùóþ äèñïåðñèþ ñîñòàâëÿåò ñîîò-
âåòñòâåííî 8%, 5.4% è 4.9%.

Íà ðèñ.11 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîêîâàðèàöè-
îííûå è êðîññêîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà 10 äíåé äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû ñîîòâåòñòâóþùåé áëî÷íîé ìàòðèöû ïðåîáëàäàþò íàä
âíåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, è íàèáîëåå ïðåäñêàçóåìîé
íà ýòîì èíòåðâàëå ìîæíî, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàòü 3-þ ìîäó,
áëèçêóþ ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ê PNA (Ñåâåðî-Àìåðèêàíñêîå�
Òèõîîêåàíñêîå êîëåáàíèå). Ýòîò âûâîä, ÷òî PNA ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå ïðåäñêàçóåìîé êîìïîíåíòîé àòìîñôåðíûõ ïðîöåñ-
ñîâ íà èíòåðâàëå ∼ 10 ñóòîê áûë ñäåëàí íà îñíîâå àíàëèçà
ïðîãíîçîâ ïîãîäû ñ ïîìîùüþ òåõíèêè êîððåëÿöèîííîãî
àíàëèçà è ñèíãóëÿðíûõ ðàçëîæåíèé â ðàáîòàõ [137, 59].

Êîíå÷íî, ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçó-
åìîñòè, ìû äîëæíû îïåðèðîâàòü ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, íàïðèìåð, ÷åðåç ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè.

Èç âûøåïðèâåäåííûõ ðàññìîòðåíèé ÿñíî, ÷òî îñíîâîé
ïîòåíöèàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå â àòìîñôåðå íèçêî÷àñòîòíûõ ïðîöåññîâ ñ �äëèííûìè�
êîððåëÿöèîííûìè ñâÿçÿìè. ×àñòü ýòèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêåàíîì. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì
çäåñü ÿâëÿåòñÿ îòêëèê àòìîñôåðû íà ÿâëåíèå Ýëü-Íèíüî.
Íî âîçíèêàþùèé çäåñü �çàïàñ� ïðåäñêàçóåìîñòè ìîæíî óæå
îòíåñòè ê ïðåäñêàçóåìîñòè âòîðîãî ðîäà, òàê êàê ýòîò çàïàñ
îáúÿñíÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü áîëüøîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ
ñèãíàëà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â òðîïèêàõ Òèõîãî îêåàíà.
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Ãäå â àòìîñôåðå ìîæíî èñêàòü �çàïàñ� ïðåäñêàçóåìîñòè?
Íåñîìíåííî, ýòî êàñàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü âåðõíèõ ñëî-
åâ àòìîñôåðû, â ÷àñòíîñòè, ñòðàòîñôåðû, ñèëüíàÿ ñòàòè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò áîëåå íèçêî÷à-
ñòîòíûé õàðàêòåð öèðêóëÿöèè, ÷åì öèðêóëÿöèÿ â òðîïîñôå-
ðå. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì îáúåêòîì â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ
ñòðàòîñôåðíûé ïîëÿðíûé âèõðü. Åñëè èñïîëüçîâàòü òåðìèí
Àðêòè÷åñêèõ Îñöèëÿöèé êàê òðåõìåðíîé ñòðóêòóðû, êîòî-
ðûå ïî ñâîåé ñóòè ýêâèâàëåíòíî-áàðîòðîïíû è ÷àñòüþ êîòî-
ðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëÿðíûé âèõðü, òî âîçíèêàåò çàäà÷à
èññëåäîâàíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè òðîïîñôåðíîé öèðêóëÿöèè
ê èçìåíåíèþ ñòðàòîñôåðíîãî ïîëÿðíîãî âèõðÿ çà ñ÷åò àíî-
ìàëüíîãî âîçäåéñòâèÿ ïëàíåòàðíûõ âîëí èëè àíîìàëüíîãî
èñòî÷íèêà íàãðåâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [71, 148, 149]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòðàòîñôåðíûå àíîìàëèè Àðêòè÷åñêèõ
Îñöèëëÿöèé, êîòîðûå åñòåñòâåííî, êàê ìû óæå ñêàçàëè, îò-
ðàæàþò èçìåíåíèÿ ñòðàòîñôåðíîãî ïîëÿðíîãî âèõðÿ, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ âíèç â òðîïîñôåðó, èçìåíÿÿ åå öèðêóëÿöèþ.
Ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ îáùåé öèðêóëÿöèè [116] ïîêàçà-
ëè, ÷òî çàïàçäûâàíèå â îòêëèêå ïî âðåìåíè èìååò ïîðÿäîê
10 ñóòîê. Âðåìåííîé îòêëèê òðîïîñôåðíîé öèðêóëÿöèè íà
ñòðàòîñôåðíûå àíîìàëèè ìîæíî âû÷èñëèòü è ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà îòêëèêà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè, òåîðèÿ ïîñòðî-
åíèÿ êîòîðîãî áóäåò èçëîæåíà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàãðà-
ôàõ. Òî, ÷òî ñòðàòîñôåðíûå àíîìàëèè ìîãóò áûòü îïðåäå-
ëÿþùèìè â ôîðìèðîâàíèè àíîìàëèé Àðêòè÷åñêèõ Îñöèëÿ-
öèé, áûëî ïîêàçàíî òàêæå â ðàáîòàõ [108, 42].

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð îòêëèêà â äàííîì ñëó÷àå äîë-
æåí âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

M(t) =

t∫

0

C(τ)C̄(0)dτ (20)
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è åñëè âîçäåéñòâèå δf íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî îòêëèê áó-
äåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

δϕ(t) = M(t)δf.

� 3. Íà÷àëüíûé ðîñò îøèáîê

Ðîñò îøèáêè â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü èññëåäîâàí íà îñíî-
âå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Îäíàêî,
èõ ñòðóêòóðó, è êàê ñëåäñòâèå, âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ïðîùå èññëåäîâàòü íà îñíîâå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ,
ëèíåàðèçîâàííîãî îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ u(t):

∂u′

∂t
=
∂B

∂ū
u′, u′|t=0 = ε0, (1)

èëè, ïîëàãàÿ ∂B
∂ū
≡ A(ū), ìîæíî íàïèñàòü:

∂u′

∂t
= A(ū)u′. (2)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (2) ñ ïîìîùüþ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòî-
ðà â âèäå:

u′(t) = L(t)ε0. (3)

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü (3) ñêàëÿðíî íà u′(t). Ïî-
ëó÷èì:

(u′(t), u′(t)) = (L(t)ε0, L(t)ε0) = (L∗Lε0, ε0). (4)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð L∗L � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé, ïàðàìåòðè-
÷åñêè çàâèñÿùèé îò t, òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t
ìîæíî ðàññìîòðåòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

L∗Lψi = λiψi.



� 3. Íà÷àëüíûé ðîñò îøèáîê 217

Ïóñòü
u′(t) =

∑
αi(t)ψi(t)

ε0 =
∑

αi0(t)ψi(t),

òàê ÷òî

(ψi, ψj) = δij,
∑

α2
i0(t) = const ≡ (ε0, ε0).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (4), ïîëó÷èì

α2
i (t) = α2

i0(t)λi(t),

êîòîðîå â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ðîñò îøèáîê
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t. Ïðè t → 0 ìû ìîæåì ëèíå-
àðèçîâàòü ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òî-
ãäà áóäåì èìåòü:

α2
i (t) = α2

i (0)λi(0).

Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå

u′(t) = eA(t)ε0,

ò.å. L(t) ≡ eAt, òî, ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
At ïðè ìàëûõ t ≡ τ(t→ 0), ïîëó÷èì

eA
∗(t) ∼ E + A∗τ.

Îòñþäà ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî τ áóäåì èìåòü

eA
∗t · eAt ∼ E + (A∗ + A)τ ∼ e(A

∗+A)τ .

Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü íà-
ðàñòàíèÿ îøèáêè áóäåò îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

‖e(A∗+A)τ‖ ≤ e‖A+A∗‖τ , (5)
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è ìàêñèìàëüíûé ðîñò îøèáêè áóäåò èäòè â íàïðàâëåíèè
ñîáñòâåííî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó îïåðàòîðà eA∗t · eAt.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîé ïðîáëåìå áîëåå ïîäðîáíî. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü âûøå â �7 ãëàâû 3 âïåðâûå íà ïðîáëåìó ëîêàëü-
íîé íåóñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å öèêëîãåíåçà äàæå äëÿ óñòîé-
÷èâûõ ïî Ëÿïóíîâó ïîòîêîâ óêàçàë Ôàððåë [102, 103]. Ñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ íåêîì-
ìóòàòèâíîñòüþ îïåðàòîðîâ A è A∗.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ñ ïîñòîÿííûì (íåçàâèñÿùèì îò âðåìåíè) ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì A:

du

dt
+ Au = f, u ∈ RN , (6)

u|t=0 = u0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü: ÷òî N ×N âåùåñòâåííàÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöà A ïîðîæäàåò ïîëíóþ âåùåñòâåííóþ ñèñòåìó
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå RN . Ïóñòü f òàêæå íå
çàâèñèò îò âðåìåíè, è ìû õîòèì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü
ïî Ëÿïóíîâó ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ū = A−1f .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.

Íàïîìíèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áóäóò
ñîâïàäàòü ñ ãëîáàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.

Îäíàêî, ïîâåäåíèå îøèáîê íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðå-
ìåíè îïðåäåëÿåòñÿ íå ãëîáàëüíûìè, à ëîêàëüíûìè ïîêàçà-
òåëÿìè Ëÿïóíîâà. Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó îñðåäíåí-
íûìè ëîêàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà è ãëîáàëüíûìè
ïîêàçàòåëÿìè.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (2)
ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ðàçíîñòíîé ñõåìû, òàê ÷òî



� 3. Íà÷àëüíûé ðîñò îøèáîê 219

ìû ìîæåì íàïèñàòü:

uj+1 = Lju
j−1 =

j∏

k=1

Lku
0. (7)

Îáîçíà÷èì
∏j

k=1 Lk ÷åðåçMj. Ñîãëàñíî ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå [57] ïîêàçàòåëè ìîæíî âû÷èñëèòü êàê
ëîãàðèôìû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà

M = lim
j→∞

(M∗
jMj)

1/2jτ , σ = lnλk(M), (8)

τ � øàã ïî âðåìåíè â ñõåìå (7) , σk � ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.
Òàê êàê ìû èìååì òåîðåìó ñõîäèìîñòè, òî âìåñòî j→∞

ìîæíî ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ âçÿòü j = K, ãäå K � äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî áåñêîíå÷-
íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè T = ∞, ìû âûáèðàåì íåêîòîðûé
áîëüøîé (íî êîíå÷íûé) ïðîìåæóòîê T = Kτ , ÷òî ôàêòè÷å-
ñêè âñåãäà äåëàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ãëîáàëüíûõ ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà.

Ðàçîáüåì òåïåðü ïðîìåæóòîê T íà äâà ïðîìåæóòêà T/2.
(Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îòðåçîê T ñîäåðæèò 2I øàãîâ íà âðåìåíè.)
Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå T/2 âû÷èñëèì ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-
âà σ

T/2
k . Ïîêàæåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìàêñèìàëüíûé îñðåä-

íåííûé ïîêàçàòåëü íà îòðåçêå T/2, ðàâíûé îäíîé âòîðîé
îò ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîêàçàòåëåé íà
êàæäîì îòðåçêå T/2, áîëüøå èëè ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùèì
ïîêàçàòåëÿì, âû÷èñëåííûì íà îòðåçêå T .

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé
òåîðåìû ëèíåéíîé àëãåáðû [93].

Ïóñòü A,B,C � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà N , ïðè÷åì
C = AB.

Ïóñòü ρi, µi, τi � èõ ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, çàíóìåðîâàííûå
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k : 1 ≤ k ≤ N
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ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:
N∑

i=k

ln τi ≤
N∑

i=k

ln ρi +
N∑

i=k

lnµi, (9)

ïðè÷åì ïðè k = 1 äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.
Ïóñòü A =

I∏
j=1

Lj � äëÿ ïåðâîãî ó÷àñòêà, B =
2I∏

j=I+1

Lj �
äëÿ âòîðîãî ó÷àñòêà.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîêàçàòåëè íà îò-
ðåçêå T ðàâåí BA, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (9) èìååì:

1

2I

N∑

i=k

ln τi ≤ 1

2

(
1

I

N∑

i=k

ln ρi +
1

I

N∑

i=k

lnµi

)
(10)

Ïî èíäóêöèè, ïðîäîëæàÿ ðàçáèåíèå êàæäîãî èç ó÷àñòêîâ,
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

1. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèí îòðåçêîâ òðàåêòîðèè, ïî êîòî-
ðûì âû÷èñëÿþòñÿ îñðåäíåííûå ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà, ìàêñèìàëüíûé îñðåäíåííûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
íå óâåëè÷èâàåòñÿ.

2. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèí îòðåçêîâ òðàåêòîðèè ñóììà
îñðåäíåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íå
óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ðàçëîæèì îïåðàòîð A íà êîñîñèììåòðè÷åñêóþ è ñèììåò-
ðè÷åñêóþ ÷àñòè:

A =
A− A∗

2
+
A+ A∗

2
≡ K + S.

Òîãäà óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïðèíèìàòü â âèäå

du

dt
+Ku+ Su = f. (11)

Ïîñêîëüêó (Ku, u) = 0, òî ðîñò ýíåðãèè (u, u) áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ñòðóêòóðîé îïåðàòîðà S. Íåòðóäíî ïðèäóìàòü ìàò-
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ðèöó A ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, äëÿ êî-
òîðîé ìàòðèöà S â ñâîåì ñïåêòðå òàêæå ìîæåò èìåòü îò-
ðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî
òîëüêî, åñëè ìàòðèöà A íå ïðèíàäëåæèò êëàññó íîðìàëü-
íûõ ìàòðèö, ò.å. AA∗ 6= A∗A. Íåêîììóòàòèâíîñòü ìàòðèö A
è A∗ îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ìîæåì íàéòè îáùèé áàçèñ äëÿ K
è S, â êîòîðîì ýòè ìàòðèöû ïðèíÿëè áû äèàãîíàëüíûé âèä,
ïîñêîëüêó K è S òàêæå íåêîììóòàòèâíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìû âñå âðåìÿ èìååì ïåðåêà÷êó ýíåðãèè ñ îäíîãî íàïðàâëå-
íèÿ íà äðóãîå. Îäíàêî, ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ êàê óæå áûëî
ïîêàçàíî âûøå (ñ òî÷íîñòüþ äî τ 2)

eA
∗τeAτ ≈ E + (A∗ + A)τ ≈ eAτeA

∗τ ,

è ðîñò îøèáêè ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà îïåðàòîðà (A∗ + A). (Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëÿþòñÿ
ìãíîâåííûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòîò ðîñò ìîæåò áûòü î÷åíü áîëü-
øèì, õîòÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t→∞ åãî ìîæåò è íå áûòü
ñîâñåì. ßñíî, ÷òî îøèáêà áóäåò ðàñòè òîëüêî ïðè ïîäõîäÿ-
ùåì âûáîðå íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Îòìåòèì, ÷òî âûøå ðå÷ü øëà îá ýíåðãèè, âû÷èñëåííîé
÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:

E ≡
∑
i

u2
i ≡ ‖u‖2.

Íàø âûâîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ýòîé ýíåðãèè â ðÿ-
äå ñëó÷àåâ ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ åå ðîñòà (èëè äèññèïàöèè)
ïðè áîëüøèõ t(t → ∞) ìîæåò áûòü íåìîíîòîííûì. Ýòîò
ôàêò õîðîøî èçâåñòåí â òåîðèè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ.
Îäíàêî, ìû ìîæåì ïîäîáðàòü òàêóþ íîðìó, â êîòîðîé ïðî-
öåññ óñòàíîâëåíèÿ áóäåò ìîíîòîííûì, ïðîáëåìà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, íàñêîëüêî ôèçè÷åñêèì áóäåò ýòî íîâîå îïðåäåëå-
íèå �ýíåðãèè�.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î âåùå-
ñòâåííîñòè è ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðà-
òîðà A, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ýòó �ýíåðãåòè÷åñêóþ� íîðìó,
èñïîëüçóÿ ýòó ñèñòåìó.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
A ÷åðåç T . Ñîãëàñíî íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì

T−1AT = D,

ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
T−1u+ T−1AT · T−1u = T−1f1,

èëè
d

dt
u1 +Du1 = f,

ãäå u1 ≡ T−1u, f1 = T−1f .
Äëÿ îøèáêè âåêòîðà u1 ìû èìååì ìîíîòîííóþ ñõîäè-

ìîñòü â îáû÷íîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (ëèáî ê áåñêî-
íå÷íîñòè, ëèáî ê íóëþ â çàâèñèìîñòè îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
D).

Íåîáõîäèìàÿ íîðìà äëÿ âåêòîðà u, òàêèì îáðàçîì, îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖u‖2
T ≡(u1, u1)=(T−1u, T−1u)=(T ∗−1T−1u, u)=((TT ∗)−1u, u).

Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé àòìîñôåðû è ïðîñòûõ
ðåøåíèé u ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó ìãíîâåííûìè ïîêàçà-
òåëÿìè Ëÿïóíîâà è ïàðàìåòðàìè ðåøåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå áàðîòðîïíîãî
âèõðÿ â äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîì êàíàëå:

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0, (12)

ãäå ω = ∆ψ, u = −∂ψ
∂y
, v = ∂ψ

∂x
.
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Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåøåíèÿ âîçüì¼ì ñòàöèîíàðíîå ðå-
øåíèå ψ̄ = ψ̄(y).

Ïóñòü ω = ω′ + ω̄, ψ = ψ̄ + ψ′. Ëèíåàðèçèðîâàííîå óðàâ-
íåíèå äëÿ âîçìóùåíèé áóäåò èìåòü âèä:

∂ω′

∂t
+ ū

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω̄

∂y
= 0.

Âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùå-
íèé: E ′ = −(ω′, ψ′)/2:

∂E ′

∂t
=

∫

x

∫

y

ū
∂ω′

∂x
ψ′dxdy =

(
ū
∂ω′

∂x
, ψ′

)
= (Aψ′, ψ′) =

=

(
A+ A∗

2
ψ′, ψ′

)
. (13)

Ïîñêîëüêó ω′ = ∆ψ′, òî îïåðàòîð A èìååò âèä:

Aψ′ ≡ ū(y)
∂∆ψ′

∂x

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð A+A∗
2

= S ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå (ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷åñêèõ êðàå-
âûõ óñëîâèé):

S ≡ 1

2

[
ū
∂

∂x
∆−∆

(
ū
∂

∂x

)]
(14)

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèì-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà S:

Sϕ̄ik = λikϕ̄ik. (15)

Ò.ê. ū íå çàâèñèò îò x, òî ϕi ìîæíî èñêàòü â âèäå:

ϕ̄ik = ϕi(y)e
ikx (16)
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Ïîñêîëüêó
∆ϕ̄ik =

(
∂2

∂y2
− k2

)
ϕ̄ik,

∂ϕ̄ik
∂x

= ikϕ̄ik,

òî ïîäñòàâëÿÿ (16) â (15) è óìíîæàÿ (15) ñêàëÿðíî íà e−ikx,
ïîëó÷èì:

1

2

(
ū
∂2ϕi
∂y2

− ∂2(ūϕi)

∂y2

)
=
λik
ik
ϕi. (17)

Ïðîáëåìà íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (17) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó âèäó:

Kϕi ≡ ω̄
∂ϕi
∂y

+
∂ω̄ϕi
∂y

=
λik
ik
ϕi, (18)

ãäå ω̄ = −∂ū
∂y
.

Ïîñêîëüêó èñõîäíûé îïåðàòîð áûë ñèììåòðè÷íûì,
à ñëåâà â (18) ñòîèò êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, òî,
ñëåäîâàòåëüíî,

S = ikK. (19)

Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà S ðàñ-
ïîëîæåíû íà âåùåñòâåííîé îñè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íóëÿ, ò.ê. K � âåùåñòâåííûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ñèëüíîãî ñâîéñòâà ñèììåòðèè ñïåêòðà îïå-
ðàòîðà S ìû ìîæåì âìåñòî ñïåêòðà îïåðàòîðà S èññëåäî-
âàòü ñïåêòð îïåðàòîðà S2 = −k2K2, ñîáñòâåííûå ÷èñëà êî-
òîðîãî ðàâíû êâàäðàòàì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà S.

×òîáû èñêëþ÷èòü ñèíãóëÿðíîñòü (à òàêæå äëÿ óïðîùå-
íèÿ âû÷èñëåíèé) ïåðåéäåì ê êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè
îïåðàòîðà K. Åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðè÷íûìè àï-
ïðîêñèìàöèÿìè ïðîèçâîäíûõ, òî ñâîéñòâî êîñîñèììåòðè÷-
íîñòè ñîõðàíèòñÿ. Êîíå÷íîìåðíàÿ ïðîáëåìà íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

ω̄i+1 + ω̄i
2∆y

ϕi+1 − ω̄i + ω̄i−1

2∆y
ϕi−1 =

λik
ik
ϕi.



� 3. Íà÷àëüíûé ðîñò îøèáîê 225

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíè-
åì ∑

i

λi(A
∗A) =

∑
ij

a2
ij,

ãäå aij � ýëåìåíòû âåùåñòâåííîé ìàòðèöû A.
Ìàòðèöà K èìååò äâå íåíóëåâûå ëåíòû ñ ýëåìåíòàìè

ω̄i±1+ω̄i

2∆y
è äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà â ïðàâîì âåðõíåì è ëå-

âîì íèæíåì óãëàõ, òàê ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ å¼ ýëåìåíòîâ
áóäåò ðàâíà

∑
i

∑
j

a2
ij(K) =

1

∆y2

∑
i

ω̄2
i+1/2.

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ:
∑
i

λ2
ik(S) =

4k2

∆y2

∑
ω̄2
i+1/2. (20)

Èç (20) ñëåäóåò òàêæå (â ñèëó ñèììåòðèè ñîáñòâåííûõ
÷èñåë îïåðàòîðà S), ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ïîëîæèòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà S áóäåò ðàâíà 2k2

∆y2

∑
ω̄2
i+1/2,

ò.å. ýòà ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ ýíñòðîôèåé îñíîâíîãî ðåøåíèÿ
ψ̄ = ψ̄(y).

Ïðåäñòàâèì ψ′ (13) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ϕ̄ik:

ψ′ =
∑
i

∑

k

aik(t)ϕ̄ik.

Òîãäà óðàâíåíèå (13) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå (ïðè
óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè ϕik:

∂E ′

∂t
=

∑

i,k

λik|aik|2. (21)

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíûé ðîñò îøèáêè ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëüíûõ äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ýíñòðî-
ôèåé îñíîâíîãî ðåøåíèÿ.
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� 4. Ïðåäñêàçóåìîñòü íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Ýíòðî-
ïèÿ êàê ìåðà ïðåäñêàçóåìîñòè

Îïðåäåëèâ ïîòåíöèàëüíóþ ïðåäñêàçóåìîñòü ÷åðåç âðåìÿ
ñõîäèìîñòè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê ðàâíîâåñíîìó, ìû
òåì ñàìûì ôîðìóëèðóåì è ìåòîä èçó÷åíèÿ ýòîé ïðåäñêàçó-
åìîñòè. Îäíàêî çäåñü âîçíèêàåò áîëüøàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ
òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íàäî çàäàâàòü ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
ýòîãî ïîäõîäà â îïåðàòèâíûõ öåíòðàõ ïðîãíîçà ïîãîäû
çàäà÷à ðåøàåòñÿ âûáîðîì ïîäõîäÿùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íà-
ïðèìåð, ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà âåäóùèå ñèíãóëÿð-
íûå âåêòîðû ëèíåàðèçîâàííîãî îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà çàäà÷è. Ìû ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó
ïî äðóãîìó � ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïðåäñêàçóåìîñòü íà
ôèêñèðîâàííûõ îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, íàòÿíóòûõ
íà åñòåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû � ñîáñòâåííûå
âåêòîðû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû. Çàäà÷à èìååò áîëüøîé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë åùå è ïîòîìó, ÷òî âåäóùèé åñòåñòâåííûé
îðòîãîíàëüíûé âåêòîð ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ ïî îïðåäåëå-
íèþ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Àðêòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé íà ïîëå
ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ, ò.å. îòðàæàåò ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó, ïðåäñêàçàíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðàêòè÷åñêîé
çàäà÷åé äëÿ ðåãèîíà Åâðàçèè.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ïðåäñêàçóåìîñòüþ íà
ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ è ïðåäñêàçóåìîñòüþ âäîëü ñèíãóëÿð-
íûõ âåêòîðîâ ðàçðåøàþùåãî ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà
íà ëþáîì êîíå÷íîì âðåìåíè t.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìû èìååì óðàâíåíèå äëÿ îøèáêè
ïðîãíîçà, çàïèñàííîå â òåðìèíàõ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà
(�1):

ε(t) = A(t)ε0 (1)

Â óðàâíåíèè (1) âðåìÿ t ñ÷èòàåì ïàðàìåòðîì çàäà÷è.
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Ïóñòü {ψi} åñòü ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ðåøåíèÿ èñõîäíîé
êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è

du

dt
= B(u), u ∈ RN , (2)

u|t=0 = u0,

ò.å. ψi óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

C0ψi = λiψi,

C0 ≡< uuT >, ãäå < · > îçíà÷àåò çíàê îñðåäíåíèÿ ïî àí-
ñàìáëþ, êîòîðîå ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè çàìåíÿåòñÿ
îñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè (ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà).

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

(ε(t), ε(t)) = (A(t)ε0, A(t)ε0) = (A∗Aε0, ε0), (3)

ãäå (·,·) � åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â RN .
Ïóñòü

ε(t) =
∑
i

αi(t)ψi, ε0 =
∑
i

αi(0)ψi.

Òîãäà èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

αi(t) =
∑
j

(A(t)ψj, ψi)αj(0). (4)

Ïóñòü ìû òàêæå èìååì äâå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ëå-
âûõ è ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A(t), çàâè-
ñÿùèå îò ïàðàìåòðà t− {ηi}, {ξi}, òàê ÷òî

Aηi = σiξi,

(5)
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Aξi = σiηi,

ãäå σi � çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà t ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà.
Ðàçëîæèì ψj è ψi ïî ñèñòåìàì âåêòîðîâ {ηk} è {ξk}:

ψj =
∑

k

βkjηk,

(6)

ψi =
∑

k

γkiξk.

Åñëè ñ÷èòàòü âñå ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûìè, òî
∑
β2
kj=1

è
∑
γ2
ki=1.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (6) â (4), ïîëó÷èì:

αi(t) =
∑
j

∑

k

σkβkjγkiαj(0). (7)

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (7) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

(A(t)
∑

k

βkjηk,
∑

γmiξm) =
∑

k

σkβkjγki.

Ôîðìóëó (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αi(t) =
∑

k

σkγki
∑
j

βkjαj(0) ≡
∑

k

σkγkiδk. (8)

Â ôîðìóëå (8) ÷ëåí γkj ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âêëàä k-ãî
ñèíãóëÿðíîãî âåêòîðà â ψi (èññëåäóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî),
à δk � âêëàä íà÷àëüíûõ äàííûõ â ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíó-
òîå íà k-é ñèíãóëÿðíûé âåêòîð.

Â òàêîé ïîñòàíîâêå, êîíå÷íî, î÷åíü âàæíîé ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ
{αi(0)} ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì {ψi} è ïåðåäà÷à ýíåðãèè
ïî ñïåêòðó ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîïðîñ
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ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååì ëè ìû
çàïàñ ïðåäñêàçóåìîñòè íà ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ψ1

(íàèáîëåå êðóïíîìàñøòàáíàÿ ìîäà), åñëè íà÷àëüíûå äàííûå
çàäàâàòü íà ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ψm,m > k0, ãäå
k0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, ò.å. íà ïîäïðîñòðàíñòâå, íà-
òÿíóòîì íà ìåëêîìàñøòàáíûå ìîäû?

Ýòà ïðîáëåìà èçó÷àëàñü â ðàáîòå [155] (íî â íåñêîëüêî
èíîé ïîñòàíîâêå), ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàïàñ ïðåäñêàçóå-
ìîñòè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1 ñóòîê. Ïðèìåðíî òà-
êîé æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí è íàìè â ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ ñ ìîäåëüþ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ÈÂÌ ÐÀÍ
(ñ ðàçðåøåíèåì 5◦ ïî äîëãîòå, 4◦ ïî øèðîòå è 21 óðîâíåì ïî
âåðòèêàëè).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ ýòîé ìîäåëüþ. Íà ðèñ. 12 ïðèâåä¼í
âðåìåííîé õîä îäíîìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê
äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå
îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû. Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ε0i óêà-
çàíû â ïîäïèñè ê ðèñóíêó. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íàèáîëåå
áûñòðîå óñòàíîâëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèñõîäèò
íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíîïòè÷åñêèì ìàñ-
øòàáàì (∼3 íåäåëü). Çàïàñ ïðåäñêàçóåìîñòè (∼2 íåäåëü)
èìååò ìåñòî äëÿ êðóïíîìàñøòàáíîé (1-é ìîäû). Ýòîò
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâîìåð-
íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìèêî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé
äëÿ íèçêî÷àñòîòíîé èçìåí÷èâîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ
àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ôîðìèðîâàíèþ êîëè÷åñòâåííûõ îöå-
íîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ðàâ-
íîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèÿì. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ïîäõîäîì
çäåñü ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì èíôîðìàöèîííîé ýíòðî-
ïèè

S = −
∫
ρ ln ρdα,
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òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè ρ:

ρ =
1√

2πσ2
e−

(α−ᾱ)

2σ2

èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ áóäåò ðàâíà

S = ln σ2 + C.

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ σ2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (8), òî ìû
âèäèì, ÷òî ýíòðîïèÿ S íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ïîêàçàòåëÿìè
Ëÿïóíîâà (ëîêàëüíûìè ïðè êîíå÷íîì t è ãëîáàëüíûìè ïðè
t→∞).

Íà ðèñ. 13-15 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè èíôîð-
ìàöèîííîé ýíòðîïèè, âû÷èñëåííîé äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ïðèâåä¼ííûõ íà ðèñ. 12.

Îòìåòèì ïðàêòè÷åñêè ìîíîòîííûé õàðàêòåð ñõîäèìîñòè
ýíòðîïèè ê ðàâíîâåñíîé âåëè÷èíå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷êè çðåíèÿ áî-
ëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàå-
ìàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ [139]:

S = −
∫
ρ ln

ρ

ρ̄
dα,

ãäå ρ̄ � ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü
ïî îòíîøåíèþ ê íåëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ôóíêöèè α
è ìîíîòîííîñòü ñòðåìëåíèÿ ρ ê ρ̄ ïðè t→∞ [119].

Â êà÷åñòâå ìåðû ïðåäñêàçóåìîñòè ìîæíî âçÿòü òàêæå
ôóíêöèþ [154]:

ϕ(t) =

∫
ρ2

ρ̄
du.

Ñäåëàåì åùå îäíî èíòåðåñíîå íà íàø âçãëÿä çàìå÷àíèå,
ñâÿçàííîå ñ ïðåäñêàçóåìîñòüþ äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ðå-
æèìîâ àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåæèìà
áëîêèðîâàíèÿ.
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Ïðè âû÷èñëåíèè èíäåêñà íåóñòîé÷èâîñòè êâàçèñòàöèî-
íàðíîé áàðîòðîïíîé àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè ÷åðåç ãðà-
äèåíò ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùåé àáñîëþòíóþ çàâèõðåííîñòü
ñ ôóíêöèåé òîêà, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ýòîò
èíäåêñ âíîñèò ýíñòðîôèÿ.

Ìû òàêæå ìîæåì õàðàêòåðèçîâàòü äàííûé ðåæèì
öèðêóëÿöèè ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ èíôîðìàöèîííîé ýí-
òðîïèè. Ïîñêîëüêó áàðîòðîïíàÿ öèðêóëÿöèÿ ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé çàâèõðåííîñòüþ, ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷åðåç êîòîðóþ äîëæíà áûòü âûðàæå-
íà èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç
ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé çàâèõðåííîñòè, õàðàêòåðè-
çóþùåé áàðîòðîïíóþ öèðêóëÿöèþ (íàïðèìåð, íà 500 ìá
ïîâåðõíîñòè). Òàêîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì [30]. Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìû
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ è èíôîðìàöèîííóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àÿ,
òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òîãäà ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dD

D
= ρ(ω)dω,

ãäå ω � îòíîñèòåëüíàÿ çàâèõðåííîñòü, dD � ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè, íà êîòîðîé îòíîñèòåëüíàÿ çàâèõðåííîñòü ïðèíàäëå-
æèò èíòåðâàëó (ω, ω+dω),D - ïîëíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.

Åñëè ρ èìååò âèä ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ω̄ = 0, òî
S = lnω2 + C, ò.å. ýíòðîïèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ðàâ-
íà ëîãàðèôìó ýíñòðîôèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà èìååì
ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ ìåæäó ýíòðîïèåé è õàðàêòåðèñòèêîé
óñòîé÷èâîñòè. Ýòîò âûâîä áûë ïîäòâåðæä¼í ïðÿìûìè âû-
÷èñëåíèÿìè, ñäåëàííûìè íà îñíîâå íàòóðíûõ äàííûõ [30].
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� 5. Ïðåäñêàçóåìîñòü íà ðåæèìàõ àòìîñôåðíîé
öèðêóëÿöèè

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àòìîñôåðíàÿ öèðêóëÿöèÿ â ñðåä-
íèõ øèðîòàõ äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ ðåæèìîâ,
íà êîòîðûõ ýòà öèðêóëÿöèÿ ïî ñóùåñòâó ðàçëè÷àåòñÿ, òî
åñòåñòâåííî âîçíèêàåò èäåÿ ðàçäåëèòü ýòè ðåæèìû è ïî ñòå-
ïåíè óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé íà íèõ, ò.å. ïî ñòåïåíè ïðåä-
ñêàçóåìîñòè ýòèõ òðàåêòîðèé. Î÷åâèäíî, ÷òî îòâåò ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí â ðàìêàõ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, îäíàêî, â êà÷åñòâå ïåðâîãî
øàãà öåëåñîîáðàçíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîèñê êàêèõ-òî áîëåå
ãðóáûõ îöåíîê ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé ïðè òèïè÷-
íûõ ðåæèìàõ öèðêóëÿöèè. Êàê ìû óæå îáñóæäàëè âûøå,
ÿðêî âûðàæåííûå ðåæèìû ìîãóò áûòü òîëüêî ðåãèîíàëüíû-
ìè, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à êàæåòñÿ òðóäíî
ðåøàåìîé. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì òàêèõ ðåæèìîâ ìîæåò ñëó-
æèòü ÿâëåíèå áëîêèðîâàíèÿ çîíàëüíîãî ïîòîêà, íàïðèìåð,
â ñåâåðî-âîñòî÷íîé ÷àñòè Àòëàíòèêè.

Íèæå ìû èçëîæèì îäèí ïîäõîä ê îöåíêå âðåìåíè æèçíè
áëîêèíãà, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [94].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåí-
òû âèõðÿ â p-ñèñòåìå êîîðäèíàò â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèèè (ñì. ãëàâó 2).

dω

dt
= ω

∂τ

∂p
+

∂

∂p
ν
∂ω

∂p
+ µ∆ω, (1)

ãäå ω = ∆ψ + l.
dω

dt
=
∂ω

∂t
+ J(ψ, ω),

J(ψ, ω) =
1

cosϕ

(
∂ψ

∂λ

∂ω

∂ϕ
− ∂ω

∂λ

∂ψ

∂ϕ

)
.
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1) îò p1, äî p2 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
τ = 0 ïðè p1, p2 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

ϕ̄ =
1

p1 − p2

p2∫

p1

ϕdp, ϕ′ = ϕ− ϕ̄

ïîëó÷èì

∂ω̄

∂t
+J(ψ̄, ω̄) = −J(ψ′, ω′)−∂ω

∂p
τ+µ∆ω̄+

ν

p2 − p1

∂ω

∂p

∣∣∣∣
p=p2

(2)

(ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ν = 0 ïðè p = p1).
Óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂ω̄

∂t
+ J(ψ̄,ω̄) = f̄ + D̄, (3)

ãäå f̄ � âîçáóæäåíèå çà ñ÷åò áàðîêëèííûõ ïðîöåññîâ, D̄ �
äèññèïàöèÿ, îñíîâó êîòîðîé ñîñòàâëÿåò äèññèïàöèÿ â ïîãðà-
íè÷íîì ñëîå, îïèñûâàåìàÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè áëîêèðîâàíèÿ ôîðñèíã ïðàê-
òè÷åñêè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåòñÿ äèññèïàöèåé. Åñëè ýòî
òàê, òî êâàçèñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) áóäåò îïè-
ñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì

J(ψ̄, ω̄) = 0 èëè

ω̄ ≡ ∆ψ̄ + l = F (ψ̄). (4)

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò [30], ÷òî äåéñòâèòåëü-
íî â îáëàñòè áëîêèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèå (4) ïðèáëèçèòåëüíî
âûïîëíÿåòñÿ, áîëåå òîãî F (ψ̄) ≈ −αψ̄.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 2, óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèÿ

∆ψ̄ + l = F (ψ̄)
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ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé:
∂F

∂ψ̄
> 0 èëè − λmin <

∂F

∂ψ̄
< 0,

ãäå λmin � ìèíèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà íà ñôåðå. Â ñîîòíîøåíèå ∆ψ̄+ l = F (ψ̄) âå-
äóùóþ ðîëü èãðàåò ïàðàìåòð Êîðèîëèñà. Åñëè F (ψ̄ ≈ αψ̄,
òî ìîæíî îöåíèòü α, ïîëàãàÿ α = ∆ψ0:

∆ψ0 ≡ 2Ω sinϕ = αψ0.

Îòñþäà ψ0 = −ΩR2 sinϕ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

α = − 2

R2
= −λmin.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåíèå âêëàäà ∆ω̄ â êî-
ýôôèöèåíò α ïðåäñòàâëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëîæíóþ çàäà÷ó.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ìåðû óñòîé÷èâîñòè âåëè÷èíó ∂F
∂ψ̄

,
âçâåøåííóþ ïî ýíåðãèè ðåøåíèÿ ψ̄. Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷è-
íó ÷åðåç I.

Èòàê, ïóñòü

I ≡
∫∫

∂F
∂ψ̄
· |∇ψ̄|2dD∫∫ |∇ψ̄|2dD . (5)

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ãëàâå 2, íåñëîæíî ïî-
ëó÷èòü ñîîòíîøåíèå:

I = −k̄2 − M̄

Ē
, (6)

ãäå k̄2 � ñðåäíèé, âçâåøåííûé ïî ýíåðãèè êâàäðàò âîëíîâîãî
÷èñëà:

k̄2 ≡
∫∫

(∆ψ̄)2dD∫∫ |∇ψ̄|2dD ≡ ω̄2

Ē
, (7)

M̄ ≡ 2Ω
∫∫
ū cosϕdD

Ē
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� óãëîâîé ìîìåíò îñíîâíîãî ïîòîêà, óìíîæåííûé íà íåêî-
òîðûé êîýôôèöèåíò.

Èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ω̄ â õàðàêòåðèñòèêó
óñòîé÷èâîñòè I èäåò ÷åðåç ñðåäíèé êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñ-
ëà, îïðåäåëÿåìûé îòíîñèòåëüíîé çàâèõðåííîñòüþ è ýíåðãè-
åé îñíîâíîãî ïîòîêà. Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü ãèïîòåçó, ÷òî âðå-
ìÿ æèçíè áëîêèðóþùåé ñèòóàöèè áóäåò îáðàòíî ïðîïîðöè-
îíàëüíî ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè äàííîãî ðåæèìà öèðêóëÿ-
öèè (íåóñòîé÷èâîñòè â äàííîì ñëó÷àå íå òîëüêî ê âîçìóùå-
íèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ, íî è ïðàâûõ ÷àñòåé δf â ñèñòå-
ìå (3), õàðàêòåðèçóþùèõ ôëóêòóàöèè áàðîêëèííûõ âîçìó-
ùåíèé áëîêèðóþùåé ñèòóàöèè), òî âûáðàâ íàáîð áëîêèíãîâ
ñ ðàçíûì âðåìåíåì æèçíè, ìîæíî ýòó ãèïîòåçó ïðîâåðèòü,
÷òî è áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [94, 30].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ýòèõ ðàáîòàõ, ïðèâå-
äåí íà ðèñ.16.

Â öåëîì, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, íåñìîòðÿ íà îáèëèå ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî ôèçè÷-
íûì è äàæå òðèâèàëüíûì, � êðóïíûå áëîêèíãè äîëæíû
�æèòü� äîëüøå.

� 6. Ïðåäñêàçóåìîñòü ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
òèïà

Àíàëèç ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ δ-êîððåëèðîâàííûì ïî âðåìåíè
ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì â êà÷åñòâå âíåøíåé âîçáóæäàþùåé
ñèëû ïîêàçûâàåò, ÷òî îòêëèê ñèñòåìû (êðàñíûé øóì) ìîæ-
íî ðàçëîæèòü ïî ñèñòåìå áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ
ïîäïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ ñèñòåìà áóäåò îáëàäàòü ðàç-
íîé ïðåäñêàçóåìîñòüþ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîíÿò-
íî, ÷òî íàèáîëüøåé ïðåäñêàçóåìîñòüþ â ýòîì ñëó÷àå, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, áóäóò èìåòü �íàèáîëåå êðóïíîìàñøòàáíûå� àòìî-
ñôåðíûå ïðîöåññû. Â ñèíîïòè÷åñêîé ïðàêòèêå èñïîëüçîâàë-
ñÿ íåñêîëüêî äðóãîé ìåòîä óâåëè÷åíèÿ ïðåäñêàçóåìîñòè �
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ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè, ïîçâîëÿþùèé îòôèëüòðîâàòü
íàèáîëåå áûñòðîïðîòåêàþùèå ñèíîïòè÷åñêèå ïðîöåññû. Òà-
êóþ ðàçëè÷íóþ ïðåäñêàçóåìîñòü äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò
ñèñòåìû ìîæíî íàáëþäàòü è äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Êî-
ðîòêî èçëîæèì àíàëèç ïðîñòåéøåé ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîãî òèïà, ñäåëàííûé Êëÿöêèíûì [19].

Ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà çàïèøåì
â áåçðàçìåðíîì âèäå:

v̇0 = v2
2 − v2

1 − v0 +R,

(1)

v̇1 = v0v1 − v1, v̇2 = −v0v2 − v2.

Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà äèíàìè÷åñêîìó îïèñàíèþ
äâèæåíèÿ ãèðîñêîïà ñ èçîòðîïíûì òðåíèåì, âîçáóæäà-
åìîãî ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî
íåóñòîé÷èâîé îñè. Ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ÷èñëî ñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé è èõ óñòîé÷èâîñòü, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ R.

Ïðè R < 1 ìû èìååì îäíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå:

v̄0 = R, v̄1 = v̄2 = 0. (2)

R = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè òèïà âèëêè. Ïðè R > 1
âîçíèêàþò íîâûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ,

v̄0 = 1, v̄1 = ±
√
R− 1, v2 = 0. (3)

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ñëó÷àéíûõ ñèë íà ýòó ñèñòåìó, è ïóñòü
ýòà ñèëà äåéñòâóåò òîëüêî íà êîìïîíåíòó v0.

Äèíàìèêî-ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íîâîé ñèñòåìû áó-
äóò èìåòü âèä:

v̇0 = v2
2 − v2

1 − v0 +R + f0(t)

v̇1 = v0v1 − v1, (4)
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v̇2 = −v0v2 − v2,

ãäå
< f0(t+ τ)f0(t) = 2σ2δ(τ).

Ïðè R < 1 êîìïîíåíòû v1 è v2 âîçáóæäàòüñÿ íå áóäóò, ñèñòå-
ìà ïî ñóùåñòâó ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé, è ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé áóäåò, î÷åâèäíî, ãàóññîâûì:

ρ̄(v0) = C exp(−(v0 −R)2/2σ2). (5)

Åñëè R > 1, òî íå áóäåò âîçáóæäàòüñÿ êîìïîíåíòà v2, è ìû
èìååì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

v̇0 = −v2
1 − v0 +R + f0(t), v̇1 = v0v1 − v1. (6)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

v0 = 1 + v′0.

Áóäåì èìåòü:

v̇′0 = −v2
1 + (R− 1)− v′0 + f0(t), v̇1 = v′0v1. (7)

Åñëè v1(0) > 0, òî â îòñóòñòâèå ñëó÷àéíûõ ñèë v1(t) →√
R− 1 ïðè t→∞, åñëè v1(0) < 0, òî

v1(t) → −
√
R− 1 ïðè t→∞.

Âûáåðåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè v1(0) > 0.
Ïîñêîëüêó v1(t) > 0, òî ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåí-

íûõ:
v1 = eϕ.

Òîãäà ñèñòåìà (7) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

ϕ̇ = v′, v̇′0 = −∂u(ϕ)

∂ϕ
− v′0 + f0(t),
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u(ϕ) =
1

2
e2ϕ − (R− 1)ϕ. (8)

Ñèñòåìà (8) àíàëîãè÷íà óðàâíåíèþ Ëàíæåâåíà äëÿ
îïèñàíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå
u(ϕ), ïðè÷åì ϕ èãðàåò ðîëü êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, à v′0 �
å¼ ñêîðîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà
äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ϕ è v′0 èìååò âèä:

∂ρ(v′0, ϕ)

∂t
=
∂H

∂v′0

∂ρ

∂ϕ
+
∂H

∂ϕ

∂ρ

∂v′0
+

∂

∂v′0
(v′0ρ) + σ2 ∂2ρ

∂(v′0)2
, (9)

ãäå H =
(v′0)2

2
+ u(ϕ) � àíàëîã ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9)
îïèñûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà:

ρ̄(v′0, ϕ) = C exp

(
−H
σ2

)
. (10)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ êîì-
ïîíåíòû v′0 áóäåò ãàóññîâûì:

ρ̄(v′0) = C1 exp

(
−(v′0)

2

2σ2

)
, (11)

à ðàñïðåäåëåíèå ϕ íå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì, ïðè÷åì v′0 è ϕ íå
êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèòÿæåíèå ρ(t) ê ρ̄ ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà äâà ýòàïà: ñíà÷àëà áûñòðî óñòàíàâëèâàåòñÿ ìàêñ-
âåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòè è ïîñëå ýòîãî çíà÷è-
òåëüíî ìåäëåííåå ïðîèñõîäèò óñòàíîâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî ϕ (ñì. [62]).

Âòîðàÿ ñòàäèÿ îïèñûâàåòñÿ ïðè ýòîì óðàâíåíèåì
Ýéíøòåéíà-Ñìîëóõîâñêîãî:

∂ρ(ϕ)

∂t
=

∂

∂ϕ

(
∂u

∂ϕ
ρ(ϕ)

)
+ σ2∂

2ρ(ϕ)

∂ϕ2
, (12)
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êîòîðîå äëÿ ïåðåìåííîé v1 ïðèíèìàåò âèä:
∂ρ(v1)

∂t
=

∂

∂v1

{
v1

[
v2

1 − (R− 1)
]
ρ(v1)

}
+

+σ2 ∂

∂v1

{
v1

∂

∂v1

(v1ρ(v1))

}
. (13)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-
Ïëàíêà äëÿ äèíàìèêî-ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

v̇1 = −v1(v
2
1 − (R− 1)) + v1f0(t).

� 7. Ïðåäñêàçóåìîñòü 2-ãî ðîäà. ε-ðåãóëÿðèçàöèÿ
è ïðåäñêàçóåìîñòü èçìåíåíèé êëèìàòà

Ïðåäñêàçóåìîñòü 2-ãî ðîäà, êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå,
åñòü ïðåäñêàçóåìîñòü, îáóñëîâëåííàÿ âíåøíèì ïî îòíîøå-
íèþ ê àòìîñôåðå âîçäåéñòâèåì. Åñëè ìû óìååì âûäåëèòü
ñèãíàë îò ýòîãî âîçäåéñòâèÿ, òî �ïîëåçíîñòü� ýòîãî ñèãíà-
ëà, êîíå÷íî, çàâèñèò îò óðîâíÿ äèñïåðñèè, îïðåäåë¼ííîãî
âíóòðåííåé èçìåí÷èâîñòüþ àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè, ò.å. ñ
ïðåäñêàçóåìîñòüþ 1-ãî ðîäà.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîé çàäà÷åé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à âûäåëåíèÿ ñèãíàëà èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà-
÷à ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà îòêëèêà. Êîíå÷íî, åñëè ìû èìååì
â ñâî¼ì ðàñïîðÿæåíèè ìîäåëü ïðîãíîçà, òî çàäà÷ó ìîæíî
ðåøèòü �â ëîá�, çàäàâàÿ âíåøíåå âîçäåéñòâèå è ðàñïðåäåëå-
íèå íà÷àëüíûõ äàííûõ, îäíàêî, ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè
ìîäåëè ïî ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì ïðè
äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ ñ÷¼òà (ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèé êëè-
ìàòà) âñ¼ ðàâíî îñòà¼òñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà îòêëèêà ìû óïðîñòèì çàäà÷ó,
ñ÷èòàÿ âíåøíåå âîçäåéñòâèå íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî èñõîä-
íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü îòíîñèòåëüíî
îñíîâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Èòàê, ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä:
du

dt
= B(u), u ∈ RN , (1)

u|t=0 = u0.

Âîçìóù¼ííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé çàïèøåì â âèäå:
du1

dt
= B(u1) + δf, u1|t=0 = u0 (2)

Ïóñòü u′ = u1 − u, u1 ∈ RN . Òîãäà äëÿ u′ ìîæíî íàïè-
ñàòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ‖u′‖ ìàëà.

du′

dt
=
∂B

∂u
· u′ + δf, èëè (3)

u′|t=0 = 0, èëè
du′

dt
= A(u)u′ + δf, ãäå A(u) ≡ ∂B

∂u
− ìàòðèöà ßêîáè.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî δf âêëþ÷àåòñÿ ïðè t = 0, ðåøåíèå ñèñòåìû (3)
ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà:

u′(t) =

t∫

0

G(t, t′)δf(t′)dt′. (4)

Îïåðàòîð M(t) ≡
t∫

0

G(t, t′)dt′ è åñòü èñêîìûé îïåðàòîð îò-
êëèêà.

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìû çàäà¼ì íåêîòîðîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, íî äëÿ íåâîçìóùåííîé è âîç-
ìóùåííîé çàäà÷ îäíî è òî æå, òî ìîæíî âû÷èñëèòü îñðåä-
í¼ííûé ïî âñåì ýòèì ðåàëèçàöèÿì îïåðàòîð îòêëèêà, êîòî-
ðûé áóäåò èìåòü âèä:

< M >=

t∫

0

< G(t, t′) > dt′. (5)
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Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîäõîäÿùåé àï-
ïðîêñèìàöèè äëÿ ôîðìóëû (5).

Åñëè ñèñòåìà (1) ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, ò.å. îáëàäàåò
êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ, íåñæèìàåìà â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå è êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíà, òî äëÿ íå¼ ïîëó÷å-
íî âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå < G(t, t′) > ñ êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé ðåøåíèÿ u(t) ñî ñäâèãîì τ ïðè óñëîâèè, ÷òî âíåø-
íåå âîçáóæäåíèå âêëþ÷åíî, êîãäà ñèñòåìà óæå íàõîäèòñÿ
â ðàâíîâåñèè, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå u íîðìàëüíî.

Íå âäàâàÿñü äàëåå â äåòàëè âû÷èñëåíèÿ < G(t, t′) > ïðè
ïðîèçâîëüíîì óñðåäíåíèè, ìû ïåðåéä¼ì ê êëèìàòè÷åñêîé
çàäà÷å � çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà îòêëèêà äèññèïàòèâ-
íîé ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè, íà ìàëûå âíåøíèå
âîçäåéñòâèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ε-
ðåãóëÿðèçàöèè [154].

Âìåñòî ñèñòåìû (1), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñ ìà-
ëûì δ-êîððåëèðîâàííûì ïî âðåìåíè ãàóññîâûì øóìîì ε(t):

du

dt
= B(u) + ε(t), (6)

u|t=0 = u0, u ∈ RN ,

ãäå < εi(t+ τ)εj(t) >= 2εδij(τ).
Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (6) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçìóù¼í-

íóþ ñèñòåìó:
du1

dt
= B(u1) + ε(t) + δf. (7)

Ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è.

Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü � èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà, ïðåäëî-
æåííîãî Êðåéêíàíîì äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì [121]. Ýòà âîç-
ìîæíîñòü áûëà ðåàëèçîâàíà â [39]. Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü �
èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà è ïîëó÷åíèå ðå-
çóëüòàòà ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â ðÿä Òåé-
ëîðà è èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòîò ìåòîä
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áûë ðåàëèçîâàí â [92] è ïî âðåìåíè îí áûë ðàçðàáîòàí íà-
ìíîãî ðàíüøå. Êîðîòêî èçëîæèì åãî ñóòü.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ ñèñòåì (6-7)
∂ρ

∂t
= ε2∆ρ− div(Bρ), (8)

∂ρ1

∂t
= ε2∆ρ1 − div((B + δf)ρ1).

Èçìåíåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ (ïåðâîãî
ìîìåíòà) ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (äëÿ i-é
êîìïîíåíòû):

δui(t) ≡
∫
u1iρ1du−

∫
uiρdu. (9)

Â [92] ïîêàçàíî, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

δui(t) =
∑
j

t∫

0

∫
ui(t)

∂ρ̄

∂uj
(t′)dudt′δfj(t′), (10)

Â ôîðìóëå(10) ρ̄ � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
(8).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [39] ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî òðàåêòîðèé è ïî-
ñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì.

Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ρ̄ åñòü ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå, òî
íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

δu =

t∫

0

C(τ)C−1(0)dτδf, (11)

ãäå C(τ) � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
u(t)

C(τ) =< u(t) · uT (t+ τ) > .
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Äëÿ íèçêî÷àñòîòíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ, ÷üè
ðàñïðåäåëåíèÿ áëèçêè ê ãàóññîâûì (íàïðèìåð, äëÿ âåäó-
ùèõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ðàçëîæåíèÿõ ïî ñîáñòâåííûì
îðòîãîíàëüíûì âåêòîðàì) ýòî ïðåäïîëîæåíèå, êàê ìû óæå
óïîìèíàëè âûøå, áëèçêî ê ðåàëüíîñòè.

Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü óñòàíîâèâøèéñÿ îòêëèê, òî
â ôîðìóëå (11) íóæíî ïîëîæèòü t = ∞:

δū =

∫ ∞

0

C(τ)C−1(0)dτδf. (12)

Ôîðìóëà (12) áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ
÷óâñòâèòåëüíîñòè êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû ê ìàëûì âíåø-
íèì âîçäåéñòâèÿì Ñ.Ëåéñîì [124].

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (11)-(12) ìîæíî ðåøàòü öåëûé êëàññ
çàäà÷, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ íåâîçìîæíî ðåøèòü ñ ïîìî-
ùüþ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïóñòü δf � íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè âíåøíåå âîçáóæäå-
íèå. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δū = Mδf, (13)

ãäå M ≡
∞∫
0

C(τ)C−1(0)dτ . Ñîîòíîøåíèå (13) ïîçâîëÿåò ñòà-
âèòü è ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé êëèìàòà ñ òî÷êè
çðåíèÿ å¼ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê ìàëûì âíåøíèì âîçäåé-
ñòâèÿì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
îïåðàòîð îòêëèêà M íà îñíîâå ðåàëüíûõ äàííûõ. Åñòå-
ñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ðåàëüíàÿ êëèìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ýðãîäè÷íà, òàê ÷òî ìû
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö. Ïîñêîëüêó
ìû íå èìååì â ñâî¼ì ðàñïîðÿæåíèè òðàåêòîðèè ðåàëüíîé
êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íîé äëèíû, ýòó çàäà÷ó
ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ðåøèòü òîëüêî,
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åñëè δf ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó, îïèñûâàþùåìó
òîëüêî êðóïíîìàñøòàáíûå âîçìóùåíèÿ [42].

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ çàäàííûõ êîíôèãó-
ðàöèé δū:

δf = M−1δū. (14)

Ýòà çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ èññëåäîâàíèå âîçáóæäåíèÿ
êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ òèïà Àðêòè÷å-
ñêèõ îñöèëëÿöèé èç ñòðàòîñôåðû [71, 149] è ìíîãèå äðóãèå
çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå (14) äà¼ò âîçìîæíîñòü
ðåøàòü íåêîòîðûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ êëèìàòîì � íàõîæ-
äåíèÿ âîçìóùåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê çàäàííîìó èçìåíåíèþ
ðåãèîíàëüíîé è ãëîáàëüíîé äèíàìèêè àòìîñôåðû [108, 42].

3. Çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ñî âðåìåíåì îò çà-
äàííîãî èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (11).

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåøåíèå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
çàäà÷ ñëåäóåò ïîíèìàòü â �êëèìàòè÷åñêîì� ñìûñëå � îòâåò
äà¼òñÿ äëÿ óñðåäíåííîé (êëèìàòè÷åñêîé) ôóíêöèè Ãðèíà.

� 8. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà îòêëèêà äëÿ ìîäåëè îá-
ùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ÈÂÌ ÐÀÍ

Íàøåé êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè ðåàëüíîé êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîýòîìó äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ îïåðàòîðà îòêëèêà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìàê-
ñèìàëüíî ðåàëèñòè÷åñêóþ ìîäåëü àòìîñôåðû. Äåëî â òîì,
÷òî â âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà îòêëèêà âõîäÿò êîððåëÿ-
öèîííûå êîýôôèöèåíòû ñ çàïàçäûâàíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïåðàòîð îòêëèêà ìîäåëè áó-
äåò áëèçîê ê îïåðàòîðó îòêëèêà êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû,
åñëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ñòàòèñòèêà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé
ê ñòàòèñòèêå ðåàëüíîé àòìîñôåðû. Ïîýòîìó ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ îïåðàòîðà îòêëèêà áûë ðåàëèçîâàí äëÿ ìîäåëè ÎÖÀ
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ÈÂÌ ÐÀÍ, óðîâåíü êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñîâðåìåííûì ìè-
ðîâûì ñòàíäàðòàì. Íèæå ìû ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû ðàáîòû [42].

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè ìîäåëè ÎÖÀ ÈÂÌ ÐÀÍ, ðàç-
ðàáîòàííîé â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ
[19], ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïðîãíîñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè,
òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè è ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ. Êàæäàÿ
èç ýòèõ ïåðåìåííûõ (êðîìå ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ) çàâèñèò
îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ïðè àïïðîêñèìàöèè
òàêèõ óðàâíåíèé ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå èñïîëüçóåò-
ñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. ×èñëî âåðòèêàëüíûõ óðîâíåé
ðàâíî 21. Ïî ãîðèçîíòàëüíûì êîîðäèíàòàì òàêæå ïðèìåíÿ-
åòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ñ øàãîì ñåòêè 4 ãðàäóñà ïî
øèðîòå è 5 ãðàäóñîâ ïî äîëãîòå. ×èñëî óçëîâ ñåòêè íà îäíîì
ãîðèçîíòàëüíîì óðîâíå, òàêèì îáðàçîì, ðàâíî 3240.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè âîç-
íèêàåò ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðÿäêà 300000.
Óðàâíåíèÿ ãèäðîòåðìîäèíàìèêè ðåøàþòñÿ â ìîäåëè íà îñ-
íîâå íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Àðàêàâû [70] íà ñåò-
êå Ñ. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ðàäèàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïîñòðîåíà
â ñîîòâåòñòâèè ñ [11]. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò ïðîöåññû êîíäåí-
ñàöèè, ãëóáîêîé è ìåëêîé êîíâåêöèè [74], îðîãðàôè÷åñêîå
[132] è íåîðîãðàôè÷åñêîå [110] ãðàâèòàöèîííî-âîëíîâîå ñî-
ïðîòèâëåíèå è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîöåññîâ
â ïî÷âå è ðàñòèòåëüíîñòè [9]. Ìîäåëü ó÷àñòâîâàëà â ìåæäó-
íàðîäíîì ñðàâíåíèè ìîäåëåé ïî ïðîãðàììå AMIP II. Êà÷å-
ñòâî âîñïðîèçâåäåíèÿ ñîâðåìåííîãî êëèìàòà ìîäåëüþ ÈÂÌ
ïî èòîãàì ýòîé ïðîãðàììû â öåëîì ñîîòâåòñòâóåò ìèðîâî-
ìó óðîâíþ âîñïðîèçâåäåíèÿ êëèìàòà, êîòîðîå ìû ïðîèëëþ-
ñòðèðóåì ðèñ. 19, íà êîòîðîì ïîêàçàíû ïåðâûå åñòåñòâåí-
íûå îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè (ÅÎÔ) ïîëÿ ïðèçåìíîãî äàâ-
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ëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî äàííûì ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåàíàëèçà
NCEP/NCAR.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð îò-
êëèêà ìîäåëè, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äîñòàòî÷íî äëèííóþ
òðàåêòîðèþ ñèñòåìû, ïðîèíòåãðèðîâàâ ìîäåëü ÷èñëåííî.
Çàòåì ïî ïîëó÷åííûì äàííûì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êî-
âàðèàöèîííûå ìàòðèöû è âû÷èñëèòü îïåðàòîð îòêëèêà.
Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [108], äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè è ïðè âû÷èñëåíèè îïåðàòîðà íåîá-
õîäèìî ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿòü êîâàðèàöèîííûå
ìàòðèöû ñèñòåìû. Èñòî÷íèêîì îøèáîê ÿâëÿåòñÿ íåäî-
ñòàòî÷íàÿ äëèíà ðÿäà äàííûõ (íåäîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà
î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèè). Èç ïðàêòè÷åñêèõ òðåáîâàíèé
ê òî÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëèíà âðåìåííîãî èíòåðâàëà, íà
êîòîðîì ïðîèñõîäèò åãî âû÷èñëåíèå, äîëæíà áûòü ïîðÿäêà
ìèëëèîíà ñóòîê.

Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðà áûëè èñïîëü-
çîâàíû òîëüêî ïîëÿ òåìïåðàòóðû è äâóõ êîìïîíåíò ñêîðî-
ñòè, à òàêæå ïîëå ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ. Îïðàâäàíèåì ýòîìó
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îñòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïåðåìåííûå,
ïî-âèäèìîìó, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ôóíêöèîíàëüíî ñ íè-
ìè ñâÿçàíû. Äàëüíåéøåå ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè çàäà÷è áû-
ëî äîñòèãíóòî ïóòåì ó÷åòà òîëüêî ïðîöåññîâ, îáëàäàþùèõ
äîñòàòî÷íî áîëüøîé èçìåí÷èâîñòüþ.

Â ðåäóöèðîâàííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå áûëè âû÷èñ-
ëåíû àâòîêîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû, àâòîêîâàðèàöèîííûå
ìàòðèöû ñ çàïàçäûâàíèåì è ïîñòðîåíû òðåõìåðíûå åñòå-
ñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè ìîäåëè (ñîáñòâåííûå
âåêòîðû àâòîêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû). Ìàòðèöà C(0)
îáðàùàëàñü â ïðîñòðàíñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå-
÷àþùèõ íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì (â ýòîì áàçèñå
C(0) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä). Â ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå
âû÷èñëÿëàñü ìàòðèöà C(t). Îêàçàëîñü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû
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C(0) äîëæíà áûòü ïîðÿäêà 2000. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñ-
ëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû C(0) åùå íå ñëèøêîì âåëèêî
(îøèáêè âû÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî ìàëû), à â òî æå âðåìÿ
ñòðóêòóðà èñõîäíîãî îïåðàòîðà âîñïðîèçâîäèòñÿ äîâîëüíî
õîðîøî.

Çàòåì ïî ôîðìóëå (12) áûë ïîñòðîåí ïðèáëèæåííûé îïå-
ðàòîð îòêëèêà. Äëÿ íåãî áûëî âû÷èñëåíî ñèíãóëÿðíîå ðàç-
ëîæåíèå è òåì ñàìûì áûëè íàéäåíû âîçäåéñòâèÿ, âûçûâà-
þùèå íàèáîëüøåå (â åâêëèäîâîé íîðìå) èçìåíåíèÿ òåìïå-
ðàòóðíîé ñîñòàâëÿþùåé ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ïåð-
âûå äâà ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðà (îïòèìàëüíûõ âîçäåé-
ñòâèé) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 17. Ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ íàãðåâà-
íèÿ íà óðîâíÿõ 50 è 1000 ìá, êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû âåðòè-
êàëüíûå ðàçðåçû çîíàëüíî-îñðåäíåííûõ âîçäåéñòâèé. Â ëå-
âîì ñòîëáöå ïîêàçàí ïåðâûé ïðàâûé ñèíãóëÿðíûé âåêòîð,
â ïðàâîì ñòîëáöå � âòîðîé ñèíãóëÿðíûé âåêòîð.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ïðèáëè-
æåííîãî îïåðàòîðà, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ îòêëèêàìè ñèñòå-
ìû íà äàííûå íàãðåâàíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé ìîäåëè
ÎÖÀ ÈÂÌ ÐÀÍ áûëè ïîäñòàâëåíû òåðìè÷åñêèå èñòî÷íèêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó è âòîðîìó ïðàâîìó ñèíãóëÿðíîìó
âåêòîðó (ñì. ðèñ. 17). Äëÿ êàæäîãî âîçäåéñòâèÿ ìîäåëü áû-
ëà ïðîèíòåãðèðîâàíà â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè è áû-
ëè îïðåäåëåíû ðåàëüíûå èçìåíåíèÿ åå ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ.
Êàê è îæèäàëîñü, îíè ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñîâïàëè ñ ëå-
âûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðà.
Íà ðèñ. 18 ñïðàâà ïîêàçàí îòêëèê ìîäåëè íà âîçäåéñòâèå
âäîëü ïåðâîãî ñèíãóëÿðíîãî âåêòîðà, ñëåâà � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ëåâûé ñèíãóëÿðíûé âåêòîð. Â ïåðâîì ðÿäó ïðèâåäåíû
îòêëèêè â ïîëå ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ (â áàðàõ): âî âòîðîì,
òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ðÿäàõ ïîêàçàíû îòêëèêè â ïîëÿõ òåì-
ïåðàòóðû íà óðîâíÿõ 10 ìá, 50 ìá è 1000 ìá ñîîòâåòñòâåííî
(â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà).
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Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê íàèáîëåå âàæíîé, ïî íàøåìó ìíåíèþ,
çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåàëüíîé àòìîñôåðû
ê ìàëûì âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé
ìåòîäèêè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà îòêëèêà áûëè èñïîëüçîâàíû
äàííûå ðåàíàëèçà NCEP/NCAR ïîëåé òåìïåðàòóðû è ãî-
ðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà 17 ñòàíäàðòíûõ óðîâ-
íÿõ, à òàêæå ïîëÿ ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ çà ïåðèîä ñ 1948
ïî 2004 ãîä ñ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåøåíèåì 4◦ ïî øèðîòå
è 5◦ ïî äîëãîòå. Ïîëíàÿ ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðà ñîñòàâèëà
âåëè÷èíó ïîðÿäêà 160000. Ïî ýòèì äàííûì áûëà âû÷èñëåíà
ìàòðèöà C(0) è ïîñòðîåíû å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ÅÎÔ).
Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ïîäïðîñòðàíñòâå,
íàòÿíóòîì íà ïåðâûå 50 ÅÎÔ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåä¼ì ëèøü ðåøåíèå îäíîé
çàäà÷è, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü àêòóàëüíîé è âàæíîé
� ýòî íàõîæäåíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, âûçûâàþùåãî îò-
êëèê, ñîâïàäàþùèé ñ Àðêòè÷åñêîé Îñöèëëÿöèåé (ÀÎ) (ðèñ.
19). Ýòî âíåøíåå âîçäåéñòâèå áûëî âû÷èñëåíî êàê ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàòîðà îòêëèêà, ðàññ÷èòàííîãî ïî äàííûì íàáëþ-
äåíèé, òàê è ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà îòêëèêà, ðàññ÷èòàííîãî
ïî äàííûì ìîäåëèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåä¼ííûå
ðèñóíêè îòíîñÿòñÿ ê çèìíåìó ñåçîíó.

Íà ðèñ. 20 ïðèâåäåíû çîíàëüíî-îñðåäí¼ííûå òåðìè÷å-
ñêèå âîçäåéñòâèÿ, âîçáóæäàþùèå Àðêòè÷åñêóþ Îñöèëëÿ-
öèþ � ñëåâà, âû÷èñëåííóþ ïî äàííûì ìîäåëèðîâàíèÿ, ñïðà-
âà � ïî äàííûì íàáëþäåíèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâå-
ä¼ííûå êàðòèíêè êà÷åñòâåííî áëèçêè äðóã äðóãó. Õàðàêòåð-
íîé èõ îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáå îíè ïîêàçûâàþò,
÷òî Àðêòè÷åñêàÿ Îñöèëëÿöèÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì ìîæåò
áûòü òåðìè÷åñêè âîçáóæäåíà íå òîëüêî èç ñðåäíåé òðîïî-
ñôåðû, íî è èç íèæíåé ñòðàòîñôåðû ïîëÿðíîé îáëàñòè �
îáëàñòè öèðêóìïîëÿðíîãî âèõðÿ. Ýòîò âàæíûé ðåçóëüòàò
áûë ïîëó÷åí è â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèð-
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êóëÿöèè àòìîñôåðû ê àíîìàëèÿì îçîíà â ñòðàòîñôåðå [8]
è ïðÿìûì ìîäåëèðîâàíèåì îòêëèêà [10]. Â ïîñëåäíèå ãîäû,
êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîáëåìà âîçáóæäåíèÿ ÀÎ èç
ñòðàòîñôåðû ñòàëà î÷åíü àêòóàëüíîé [71, 149].
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Ðèñ. 10. Ïðîåêöèè òðåõ åñòåñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ íà ïîëå
ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ, âû÷èñëåííûõ äëÿ ìîäåëè îáùåé öèðêóëÿöèè àò-
ìîñôåðû â ðåæèìå íåïðåðûâíîãî ÿíâàðÿ. Îòíîñèòåëüíûå äèñïåðñèè,
ïðèõîäÿùèåñÿ íà ýòè âåêòîðà: à - 8%, á - 5.4%, â - 4.9%
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Ðèñ. 11. Ýëåìåíòû ìàòðèöû C(t) (àâòîêîâàðèàöèîííûå è êðîññêîâà-
ðèàöèîííûå ôóíêöèè ãëàâíûõ êîìïîíåíò). Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî
âðåìÿ â ñóòêàõ. Âåëè÷èíû îñè îðäèíàò - óñëîâíûå.



252 Ãëàâà 4. Ïðåäñêàçóåìîñòü àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ

Ðèñ. 12. Âðåìåííîé õîä îäíîìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê
äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå îðòîãî-
íàëüíûå âåêòîðû: à - íà 2-îé ÅÎÔ, á - íà 50-é ÅÎÔ. Ïî îñè îðäèíàò
îòëîæåíî âðåìÿ â ñóòêàõ.
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Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòü èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðî-
åêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: à - ÷åðíàÿ êðèâàÿ - íà 1 ÅÎÔ, ñïëîø-
íûå êðóæêè - 2 ÅÎÔ, ïóñòûå êðóæêè - 10 ÅÎÔ, á - ÷åðíàÿ êðèâàÿ - íà
30 ÅÎÔ, ñïëîøíûå êðóæêè - 100 ÅÎÔ, ïóñòûå êðóæêè - 300 ÅÎÔ. Íà-
÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âûáðàíî âäîëü 303 ÅÎÔ. Ïî îñè àáñöèññ âðåìÿ
â äíÿõ.
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Ðèñ. 14. Òî æå ñàìîå, ÷òî è íà ðèñóíêå 13. Íî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
âûáðàíî âäîëü 1 ÅÎÔ.
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Ðèñ. 15. Òî æå ñàìîå, ÷òî è íà ðèñóíêå 13. Íî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
âûáðàíî âäîëü 30 ÅÎÔ.
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Ðèñ. 16. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âðåìåíè æèçíè áëîêèíãîâ - T îò âåëè-
÷èíû, îáðàòíîé èíäåêñó óñòîé÷èâîñòè I.

Ðèñ. 17. Ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðà îò-
êëèêà ( îïòèìàëüíûå âîçäåéñòâèÿ). Ñëåâà ïðåäñòàâëåí ïåðâûé ñèíãó-
ëÿðíûå âåêòîð, ñïðàâà - âòîðîé. Ïîêàçàíû êîìïîíåíòû âîçäåéñòâèÿ
(òåðìè÷åñêîãî íàãðåâàíèÿ) íà óðîâíÿõ 50 ìá è 1000ìá. Â òðåòüåé
ñòðîêå ïðèâåäåíû âåðòèêàëüíûå ðàçðåçû çîíàëüíî-îñðåäíåííûõ âîç-
äåéñòâèé.
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Ðèñ. 18. Îòêëèê ìîäåëè ÎÖÀ ÈÂÌ ÐÀÍ íà ïåðâûé ïðàâûé ñèíãóëÿð-
íûé âåêòîð ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðà îòêëèêà(ñïðàâà). Ñëåâà ïðåä-
ñòàâëåí ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâûé ñèíãóëÿðíûé âåêòîð. Ïîêàçàíû îò-
êëèêè â ïîëå ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ (â ïåðâîé ñòðîêå) è â ïîëÿõ òåìïå-
ðàòóðû íà óðîâíÿõ 50 (âòîðàÿ ñòðîêà), 500 (òðåòüÿ ñòðîêà) è 1000 ìá
(âíèçó).
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Ðèñ. 19. ÀÎ (ïåðâûé ÅÎÔ ïðèçåìíîãî äàâëåíèÿ) â ìîäåëè ÎÖÀ ÈÂÌ
ÐÀÍ (âíèçó) è äàííûõ ðåàíàëèçà NCEP/NCAR (ââåðõó).

Ðèñ. 20. Òåðìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ (çîíàëüíî-îñðåäíåííûå), îïòèìàëü-
íûì îáðàçîì âîçáóæäàþùèå ÀÎ. Ñïðàâà - ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðà îòêëèêà, ïîñòðîåííîãî ïî äàííûì
NCEP/NCAR, ñëåâà - âû÷èñëåííûå ïî äàííûì ìîäåëèðîâàíèÿ.



Ïðèëîæåíèå. Íåêîòîðûå
âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ïðî-
áëåìàõ, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèÿìè ñîáñòâåííûõ è ñèíãó-
ëÿðíûõ ÷èñåë. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ
ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà
âðàùàþùåéñÿ ñôåðå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ÷òî óñòîé-
÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå ìû äîëæíû óìåòü ðåøèòü ïðîáëåìó íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ïî-
ñêîëüêó ìåòîä ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü òîëüêî
÷èñëåííûì, òî íàì íåîáõîäèìî èìåòü òåîðåìû, äîêàçûâà-
þùèå áëèçîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæ¼ííûõ çàäà÷
è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èñõîäíîé çàäà÷è. Ìû ýòó ïðîáëåìó ðàñ-
ñìîòðåëè â ãëàâå 2, çäåñü æå îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ àñïåêòàõ àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìû ðåøåíèÿ
çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî
ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé àòìîñôå-
ðû:

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω + f, (1)

ãäå çíà÷åíèÿ ψ è ω áåðóòñÿ èç äàííûõ íàáëþäåíèé â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f òàêàÿ, ÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ
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óðàâíåíèå
J(ψ̄, ω̄ + l) = µ∆ω̄ + f. (2)

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà â çàäà÷å (1) èìååò âèä

Aω′ = J(ψ̄, ω′) + J(∆−1ω′, ω̄ + l)− µ∆ω′. (3)

ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû Ah, àïïðîêñèìèðóþùåé ýòîò
îïåðàòîð A, áóäóò çàäàíû íåòî÷íî, òî åñòü âìåñòî çàäà÷è

Ahω
h = λhω

h

ìû áóäåì ðåøàòü äðóãóþ çàäà÷ó:

(Ah + δAh)ω̃
h = λ̃hω̃

h. (4)

Ïóñòü
‖δAh‖ ≤ ε‖Ah‖.

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖(Ah − λ̃hE)ω̃h‖ ≤ ε‖Ah‖‖ω̃h‖. (5)

Ïîñêîëüêó ìèíèìóì ‖(Ah − λ̃hE)ω̃h‖ äîñòèãàåòñÿ íà ñèí-
ãóëÿðíîì âåêòîðå ìàòðèöû (Ah − λ̃hE), ñîîòâåòñòâóþùåì
ìèíèìàëüíîìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó, òî ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî

σmin(Ah − λ̃hE)‖ω̃h‖ ≤ ε‖Ah‖‖ω̃h‖, èëè
σmin(Ah − λ̃hE) ≤ ε‖Ah‖. (6)

Âñå ÷èñëà λ̃h, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (6), ïðèíàäëå-
æàò òàê íàçûâàåìîìó ε-ñïåêòðó ìàòðèöû Ah [15]. Òàê êàê

σmin(Ah − λ̃hE) =
1

σmax((Ah − λ̃hE)−1)
,

σmax((Ah − λ̃hE)−1) = ‖(Ah − λ̃hE)−1‖,
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òî íåðàâåíñòâî (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

‖(Ah − λ̃hE)−1‖ ≥ 1

ε‖Ah‖ . (7)

Òî åñòü ε-ñïåêòð çàäà¼ò îáëàñòü, â êîòîðîé ìîãóò ëåæàòü
èñòèííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ah. Âû÷èñëåíèå
ýòîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì, îñîáåííî åñ-
ëè âñå ðåàëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëåæàò â îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ, ïîñêîëüêó èìåííî ýòà îêðåñòíîñòü â äàííîì ñëó-
÷àå äà¼ò íàì �êà÷åñòâåííîå� óòâåðæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè
èëè íåóñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïðîèçâîëüíûõ íåñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè óðàâíåíèé äâóìåðíîé âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïóñòü óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ
èìååò âèä

∂ω′

∂t
+ A(ω̄)ω′ = 0, (8)

ãäå îïåðàòîð A îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3). Ýòî óðàâíåíèå
ìîæíî çàïèñàòü â ðàçðåøåííîé ôîðìå:

ω′(t) = L(t)ω′0. (9)

Íàïîìíèì, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà åñòü ÷èñëà, îïðåäåëÿ-
åìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σi = lim
t→∞

1

2t
lnλi(L

∗(t)L(t)),

ãäå λi � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà L(t). Ïðè ýòîì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà íà àòòðàêòîðå èìååò ýð-
ãîäè÷åñêóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó, òàê ÷òî σi íå çàâèñÿò îò ω′0
ïî÷òè äëÿ âñåõ ω′0 (ñ òî÷íîñòüþ äî ìåðû íóëü).

ßñíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêè ìû âû÷èñëèòü ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà íå ìîæåì, ïîýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà àïïðîêñèìà-
öèè ïîêàçàòåëåé, âû÷èñëåííûõ äëÿ íåêîòîðûõ (íàïðèìåð,
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ãàë¼ðêèíñêèõ) àïïðîêñèìàöèé èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòó ñõîäè-
ìîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòå-
ëÿõ Ëÿïóíîâà, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, êîíå÷íî (ìû ýòó ïðî-
áëåìó îáñóæäàëè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ).

Îáñóäèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà
äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (8)
ñõåìó Êðàíêà-Íèêîëñîí (øòðèõè äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè
îïóñêàåì)

ωn+1 − ωn

τ
+ Ah(ω̄

h)
ωn+1 + ωn

2
= 0. (10)

Ñ÷èòàåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì òàêæå îñóùåñòâëåíà. Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ωn+1, ïîëó÷èì

ωn+1 =

(
E +

τAh
2

)−1 (
E − τAh

2

)
ωn ≡ B(ω̄n)ωn. (11)

Çà L øàãîâ ïî âðåìåíè áóäåì èìåòü

ωn+L =

(
L−1∏
i=0

B(ω̄n+i)

)
ωn ≡ BL(ω̄)ωn. (12)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà

lim
L→∞

((BL(ω̄))∗BL(ω̄))
1

2L , (13)

êîòîðûé â ñëó÷àå ýðãîäè÷íîñòè ñèñòåìû è òèïè÷íîñòè òðà-
åêòîðèè íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè. Åñëè ñîáñòâåííûå
÷èñëà ýòîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâèòü â âèäå

σLi = eλ
L
i ,

òî λLi ïðè L → ∞ áóäóò ãëîáàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïó-
íîâà äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (10). Êîíå÷íî, ìû äîëæíû åù¼
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èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ýòèõ ïîêàçàòåëåé ê ïîêàçàòåëÿì èñ-
õîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïðè τ, h→ 0.

Ïðè âû÷èñëåíèè BL âîçíèêàåò òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ
ñ ìíîãîêðàòíûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö, ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûì. Åñëè èñïîëüçî-
âàòü ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû, òî ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøèì
îøèáêàì âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó ïðè-
ìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûå
ñ QR-ðàçëîæåíèåì ìàòðèö. Àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò
èçëîæåí íèæå, ïðèíàäëåæèò Ýêìàíó è Ðþýëþ(ñì. [68]).

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì QR-ðàçëî-
æåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû B(ω̄n+i) è ìàòðèöû Qi−1, âçÿ-
òîé ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ðàçëîæåíèÿ:

B(ω̄n+i)Qi−1 = QiRi, Q0 = E. (14)

Ïðè âû÷èñëåíèè (BL(ω̄))∗BL(ω̄) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
(14) íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü 2L ðàç, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå B
ïðÿìóþ ìàòðèöó B(ω̄n+i) â òå÷åíèå ïåðâûõ L øàãîâ è ñîïðÿ-
æåííóþ B∗(ω̄n+i) â òå÷åíèå âòîðûõ L øàãîâ. Â ðåçóëüòàòå
ìû ñôîðìèðóåì ðÿä

(BL(ω̄))∗BL(ω̄) = Q2LR2LR2L−1 . . . R1 ≡M0. (15)

Îïðåäåëèì ìàòðèöó M1 ≡ R2LR2L−1 . . . R1Q2L, ñîñòàâ-
ëåííóþ èç òåõ æå ìàòðèö Rk, íî óìíîæåííóþ íà Q2L ñïðà-
âà:

M1 = (Q2L)∗M0Q
2L.

Î÷åâèäíî, ÷òî M1 è M0 èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå
÷èñëà. Âûïîëíèì äëÿ M1 QR-ðàçëîæåíèå:

M1 = Q2L
1 R2L

1 R2L−1
1 . . . R1

1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìèðóåì ìàòðèöûM2,M3, . . . Mn.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Q2L

n → E ïðè n→∞. Êîãäà äîñòèãàåòñÿ
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íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èíòåðåñóþùèå
íàñ λLi (ω̄), ñëîæèâ ëîãàðèôìû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ Rk

n

λLi =
1

2L

2L∑

k=1

ln(Rk
n(i, i)). (16)

Àëãîðèòì, êîíå÷íî, áîëåå äîðîãîé, ÷åì ïðÿìîå ïåðåìíîæå-
íèå ìàòðèö, íî çàòî çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íûé.
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