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Â íà÷àëå äåâÿíîñòûõ, êîãäà íàóêà â íàøåé ñòðàíå èñïûòûâàëà
íàèáîëåå òðóäíûå âðåìåíà, ñâÿçàííûå ïðåæäå âñåãî ïî÷òè ñ òîòàëü-
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ìèêà Â.Ï. Äûìíèêîâà ïðî÷èòàòü êîðîòêèé ïîëóãîäîâîé îçíàêîìè-
òåëüíûé êóðñ ëåêöèé ïî ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå ñòóäåíòàì
ÌÔÒÈ, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è èìåþùèì ïðåäñòàâëåíèå î ãèäðîäèíàìèêå ëèøü â îáúåìå îáùåãî
êóðñà ôèçèêè. Â èíûå âðåìåíà, êîãäà îñíîâàííàÿ àêàäåìèêîì À.Ì.
Îáóõîâûì Ëàáîðàòîðèÿ ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè áûëà èçáà-
ëîâàíà êîëè÷åñòâîì ïðåòåíäåíòîâ âîéòè â ñîñòàâ åå ñèëüíîãî íàó÷-
íîãî êîëëåêòèâà, ÿ åäâà ëè âçÿëñÿ áû çà ýòî äåëî õîòÿ áû óæå ïîòî-
ìó, ÷òî ìîé ïåäàãîãè÷åñêèé îïûò îãðàíè÷èâàëñÿ ëèøü ïîäãîòîâêîé
ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ ê çàùèòå äèïëîìîâ. Íî â
òî âðåìÿ, òàéíî íàäåÿñü ïðèâëå÷ü íîâûå ìîëîäûå êàäðû ê ïðîáëå-
ìàòèêå Ëàáîðàòîðèè, óæå ëèøèâøåéñÿ ïî óïîìÿíóòîé ïðè÷èíå íå
òîëüêî íåñêîëüêèõ êëþ÷åâûõ ñîòðóäíèêîâ, íî è ïðàêòè÷åñêè âñåé
ïåðñïåêòèâíîé ìîëîäåæè, ÿ ëåãêîìûñëåííî ïðèíÿë ïðåäëîæåíèå,
ñìîëîäó èñïûòûâàÿ òÿãó ê ñîâìåùåíèþ èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû
ñ âçàèìîîáîãàùàþùèì íàó÷íûì è äèäàêòè÷åñêèì îáùåíèåì ñî ñòó-
äåíòàìè. 'Why not?' è, ðóêîâîäñòâóÿñü íàïîëåîíîâñêèì ïðèíöèïîì
"ââÿçàòüñÿ â äðàêó, à òàì ïîñìîòðèì îòïðàâèëñÿ â íåèçâåäàííîå.
Âíà÷àëå, íå ïîìûøëÿÿ íè î êàêîì èçäàíèè ëåêöèé, ÿ ñîáèðàëñÿ,
îïèðàÿñü íà èñêëþ÷èòåëüíî ñîäåðæàòåëüíóþ êíèæêó À.Ñ. Ìîíè-
íà "Ïðîãíîç ïîãîäû êàê çàäà÷à ôèçèêè ïðåâîñõîäíûå, ê ñîæàëåíèþ
òàê è íå èçäàííûå, ëåêöèè Ë.À. Äèêîãî ïî äèíàìè÷åñêîé ìåòåîðî-
ëîãèè, íåêîòîðûå ãëàâû èçâåñòíûõ äâóõòîìíûõ ìîíîãðàôèé Äæ.
Ïåäëîñêîãî è À. Ãèëëà è ñîáñòâåííûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé
îïûò, ñäåëàòü êîðîòêóþ âûæèìêó ïî îñíîâàì îñíîâ ãåîôèçè÷åñêîé
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ãèäðîäèíàìèêè ñ åäèíñòâåííîé öåëüþ íå ñòîëüêî íàó÷èòü, ñêîëüêî
çàèíòåðåñîâàòü òàëàíòëèâûõ ôèçòåõîâöåâ ôóíäàìåíòàëüíûìè ïðî-
áëåìàìè ýòîé íàóêè. È òîëüêî ïîñëå ïåðâîãî ñåìåñòðîâîãî ÷òåíèÿ
ëåêöèé ÿ ïîíÿë, çà ñêîëü ñëîæíîå è ðèñêîâàííîå, åñëè íå áåçíà-
äåæíîå, äåëî ÿ âçÿëñÿ, òåì áîëåå åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïî îäíó ñòîðî-
íó êàôåäðû � âñåãî ëèøü research professor áåç ìàëåéøåãî îïûòà
ëåêöèîííîãî îáùåíèÿ ñî ñòóäåíòàìè, à ïî äðóãóþ � àóäèòîðèÿ, íå
âëàäåþùàÿ îñíîâàìè ãèäðîäèíàìèêè. Íî îòñòóïàòü áûëî íåêóäà.
Ìíå, óæå âêëþ÷åííîìó â øòàò ôèçòåõîâñêèõ ïðîôåññîðîâ, ïî íà-
ñòîÿòåëüíîé ïðîñüáå áûë ïðåäîñòàâëåí ãîäîâîé êóðñ ïî äâà àêàäå-
ìè÷åñêèõ ÷àñà â íåäåëþ, ïî ïðî÷òåíèè êîòîðîãî ñôîðìèðîâàëèñü,
íàêîíåö, îáùàÿ êîíöåïöèÿ è èäåîëîãèÿ êóðñà ëåêöèé, ïðåäíàçíà-
÷åííûõ äëÿ íåçíàêîìîãî ñ ãèäðîäèíàìèêîé, íî ìàòåìàòè÷åñêè îá-
ðàçîâàííîãî ñëóøàòåëÿ. Â ñóùíîñòè, èìåííî íà òàêîãî ÷èòàòåëÿ,
çàèíòåðåñîâàâøåãîñÿ ïðîáëåìàìè âðàùàþùèõñÿ æèäêèõ ñèñòåì è
æåëàþùåãî, íå òåðÿÿ âðåìåíè, â íèõ ïîãðóçèòüñÿ, è íàöåëåí ïðåä-
ëàãàåìûé êóðñ ëåêöèé. Íå ìîãó íå óïîìÿíóòü â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåâîñ-
õîäíûå ëåêöèè Ð. Ñýëìîíà (R. Salmon), ñ êîòîðûìè ÿ îçíàêîìèëñÿ
â êîíöå äåâÿíîñòûõ, îêîí÷àòåëüíî óòâåðäèâøèìè ìåíÿ åñëè íå â
ïðàâèëüíîñòè, òî â ðàçóìíîñòè âûáðàííîé ñòðàòåãèè.

Ïîñëå äåñÿòèëåòíåãî ÷òåíèÿ è êîíñïåêòèðîâàíèÿ êóðñà ëåê-
öèé ÿ îñòàíîâèë ñâîé ìó÷èòåëüíûé âûáîð íà ñëåäóþùåì åãî ñî-
äåðæàíèè. Ïåðâûå ÷åòûðå ëåêöèè (×àñòü 1) ïîñâÿùåíû îñíîâíûì
ïðèíöèïàì è çàêîíàì äâèæåíèÿ èäåàëüíûõ íåñæèìàåìîé è ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòåé, â êîòîðûõ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïåðâûì
èíòåãðàëàì äâèæåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è â ïåðâóþ
î÷åðåäü èíâàðèàíòó Êåëüâèíà è åãî àíàëîãàì â ñòðàòèôèöèðîâàí-
íîé íåñæèìàåìîé è ñæèìàåìîé æèäêîñòÿõ - èíâàðèàíòàì Ðîññáè-
Îáóõîâà è Ýðòåëÿ. Â ñëåäóþùèõ ñåìè ëåêöèÿõ (×àñòü 2) ðå÷ü èäåò
î òîì, ÷òî òàêîå ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñ åå íåîáû÷íûìè
ñâîéñòâàìè äâèæåíèÿ æèäêîñòè âäîëü èçîáàð è ïîäàâëåííîé êîì-
ïîíåíòîé âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè (òåîðåìà Ïðàóäìåíà-Òåéëîðà).
Ïðè âûâîäå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ âðåìåíè èçëîæåíèÿ, ÿ ïðèìåíèë àêñèîìàòè÷åñêèé ïîä-
õîä, ïîñòóëèðóÿ, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî íåâÿçêèõ ãëîáàëüíûõ ãåîôè-
çè÷åñêèõ òå÷åíèé íàòÿíóòî íà ñâîåîáðàçíûé ÷åòûðåõìåðíûé áàçèñ
Îáóõîâà-×àðíè, çàäàâàåìûé óñëîâèÿìè êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêîãî è
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ðàâíîâåñèé è ëàãðàíæåâîé èíâàðèàíòíîñòè
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ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû è ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ. Ïðîáëåìà
ôèëüòðàöèè áûñòðûõ äâèæåíèé è àäàïòàöèè ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ
ïîëåé ê óïîìÿíóòûì ðàâíîâåñèÿì îáñóæäàåòñÿ ëèøü íà óðîâíå
èëëþñòðàöèé è ôèçè÷åñêèõ îáúÿñíåíèé. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âîëí
Ðîññáè, èõ ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òåðìè÷åñêîãî âåòðà, äî-
ñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé Ãåëüìãîëüöà
è Îáóõîâà è âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ Êèðõãîôôà èõ äâèæåíèÿ ñ ïðè-
ìåíåíèåì ê ãåîôèçè÷åñêèì ñèòóàöèÿì.

Â òðåòüåé ÷àñòè îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà áàðîòðîïíîé è áàðî-
êëèííîé óñòîé÷èâîñòè ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, ÷åìó
ïðåäøåñòâóåò èçëîæåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãèäðî-
äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ëåãêî îáîáùàåìûõ íà ñëó÷àé âðàùàþ-
ùåéñÿ æèäêîñòè. Ïðè âûáîðå ìàòåðèàëà ÿ îñòàíîâèëñÿ íà êðàòêîé
è èñêëþ÷èòåëüíî äîõîä÷èâîé êíèãå Ë.À. Äèêîãî "Ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è äèíàìèêà àòìîñôåðû êîòîðîé ñ íåçíà÷èòåëü-
íûìè èçìåíåíèÿìè è ïðèäåðæèâàëñÿ ïðè ÷òåíèè ëåêöèé, äîïîëíÿÿ
ìàòåðèàë ðàññìîòðåíèåì (ïî Ý. Ëîðåíöó) ìàêñèìàëüíî óïðîùåí-
íûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé àòìîñôåðíîé äèíàìèêè, èëëþñòðèðó-
þùèõ ýâîëþöèþ äâèæåíèÿ ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïåðâè÷íî-
ãî òå÷åíèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìåõàíèçìó áàðîêëèííîé
íåóñòîé÷èâîñòè è åãî ñâÿçè ñ äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé.
Íà ìîé âçãëÿä, íàèëó÷øóþ ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó ýòîãî íåïðîñòî-
ãî ÿâëåíèÿ äàë åãî ïåðâîîòêðûâàòåëü Èäè, ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå
ðàáîòû êîòîðîãî ÿ è âêëþ÷èë â ýòîò ðàçäåë.

Âÿçêèì ãåîôèçè÷åñêèì òå÷åíèÿì è îáùåé öèðêóëÿöèè àòìî-
ñôåðû ïîñâÿùåíà ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü êóðñà, êîòîðàÿ ïî ìàòåðèàëó
è èçëîæåíèþ â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííîãî
ïîäõîäà ê òàêîé òåìàòèêå. Ïîñëå âûâîäà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ íà îïèñàíèè ãåîôèçè÷åñêèõ
ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ - ñëîåâ Ýêìàíà è Ïðàóäìåíà-Ñòþàðòñîíà, îò-
âåòñòâåííûõ çà äèññèïàöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ãëîáàëüíûõ òå-
÷åíèé. Âûâîäèòñÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå òðàíñôîðìà-
öèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ êâàçèäâóìåðíîé áàðîòðîïíîé àòìîñôå-
ðû ñ ó÷åòîì ïëàíåòàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è íà îñíîâå ýòîãî
óðàâíåíèÿ äåòàëüíî èññëåäóåòñÿ ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü çîíàëüíî-
ãî òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà (ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè) íà
áåñêîíå÷íîé f -ïëîñêîñòè. Â ýòîì èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ
çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ÷òî î÷åâèäíûì îáðà-
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çîì ïîçâîëÿåò ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèíöèïèàëüíî âàæíóþ ðîëü
âíåøíåãî òðåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî ïëàíåòàðíûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì,
íà õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ òå÷å-
íèé. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìè-
íàõ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ÷èñåë Ðåéíîëüäñà è ðàñïðîñòðàíåííûå
çàòåì íà òå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè, óêàçûâàþò íà
ñòðóêòóðíóþ íåóñòîé÷èâîñòü òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñòðîãî äâóìåð-
íûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê âêëþ÷åíèþ âíåøíåãî òðåíèÿ è, íàîáî-
ðîò, èñêëþ÷åíèå âíóòðåííåãî òðåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ
íà ðåçóëüòàòàõ êâàçèäâóìåðíîé òåîðèè. Òåì ñàìûì ñòàíîâèòñÿ î÷å-
âèäíûì, ÷òî îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, îïðåäåëåííîå ïî âíåøíåìó òðåíèþ, à
íå îáû÷íîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, äîñòèãàþùåå àñòðîíîìè÷åñêèõ çíà-
÷åíèé äëÿ ãëîáàëüíûõ äâèæåíèé. Àâòîìîäåëüíîñòüþ îòíîñèòåëüíî
âíóòðåííåãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà è îòíîñèòåëüíî ñëàáîé çàêðèòè÷-
íîñòüþ ãëîáàëüíûõ äâèæåíèé ïî âíåøíåìó ÷èñëó Ðåéíîëüäñà è
îáúÿñíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñïîêîéíûé õàðàêòåð îáùåé öèðêóëÿöèè
àòìîñôåðû, íå çàõâà÷åííîé íà êðóïíûõ ìàñøòàáàõ ðàçâèòîé òóð-
áóëåíòíîñòüþ.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ îáùåé öèð-
êóëÿöèè àòìîñôåðû ñ ïîìîùüþ åå ìåõàíè÷åñêîãî ïðîîáðàçà, ïî-
ñòðîåííîãî íà îñíîâå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà äâèæåíèÿ òÿæå-
ëîãî òâåðäîãî òåëà, îáîáùåííûõ íà ñëó÷àé âðàùåíèÿ ñèñòåìû â
öåëîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî îòìåòèòü åùå îäíó îòëè÷èòåëüíóþ
îñîáåííîñòü ýòîãî êóðñà. Îïèðàÿñü íà ââåäåííûå Àðíîëüäîì ïî-
íÿòèå îáîáùåííîãî òâåðäîãî òåëà è àâòîðîì ëåêöèé ïîíÿòèå îáîá-
ùåííîãî òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà, ñèñòåìàòè÷åñêè ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãèÿ ìåæäó ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà äâèæåíèÿ
èäåàëüíîé æèäêîñòè è óðàâíåíèÿìè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà äâèæå-
íèÿ òÿæåëîé æèäêîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ìåõàíè÷åñêèìè óðàâ-
íåíèÿìè Ýéëåðà äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà è óðàâíåíèÿ-
ìè Ýéëåðà-Ïóàññîíà äâèæåíèÿ òÿæåëîãî âîë÷êà, îáëàäàþùèìè ê
òîìó æå ïðÿìîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òðàêòîâêîé � ñ äðóãîé ñòîðî-
íû. Êàê ñëåäñòâèå ìåõàíè÷åñêèå èíâàðèàíòû � êâàäðàò ìîìåíòà
èìïóëüñà è ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå ãðàâèòà-
öèè � òðàêòóþòñÿ êàê èíâàðèàíòû Êåëüâèíà è Ýðòåëÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ìåõàíè÷åñêèé ïðîîáðàç îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû,
îáëàäàþùèé ôóíäàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè îðèãèíà-
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ëà, ïîëó÷àåòñÿ ââåäåíèåì ëèíåéíîãî òðåíèÿ, èìèòèðóþùåãî âëèÿ-
íèå ïëàíåòàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è èñòî÷íèêîâ òåïëà ïî Íüþ-
òîíó (ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòêëîíåíèÿì òåìïåðàòóðû îò ôîíîâîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ). Â èòîãå, íå îáðàùàÿñü ê òðóäíîîáîçðèìûì ðåçóëü-
òàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû, à
ëèøü íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ìàëîêîìïîíåíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ñòóäåíòû
ìîãóò îñóùåñòâèòü ïðÿìî íà ëåêöèè, óäàåòñÿ ïðîèëëþñòðèðîâàòü
äåéñòâèå àòìîñôåðû êàê òåïëîâîé ìàøèíû ñ åå ôóíäàìåíòàëüíû-
ìè ðåæèìàìè Õýäëè è Ðîññáè, îáðàòíîé ìåðèäèîíàëüíîé ÿ÷åé-
êîé öèðêóëÿöèè, õàðàêòåðíûì ýíåðãåòè÷åñêèì öèêëîì, ìàëîêîì-
ïîíåíòíîé ñòîõàñòè÷íîñòüþ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåäñêàçóåìîñòüþ
ïîãîäû íà äëèòåëüíûå ñðîêè è íåìîòèâèðîâàííûì èçâíå ïåðåõî-
äîì èç îäíîãî äëèòåëüíî íàáëþäàåìîãî ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
â äðóãîå, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè îáúÿñíÿþùèì âîçìîæíîñòü ñïîí-
òàííîãî èçìåíåíèÿ êëèìàòà.

Î÷åíü âàæíàÿ, íå îõâà÷åííàÿ îñíîâíûì êóðñîì, ïðîáëåìà àòìî-
ñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè çàòðàãèâàåòñÿ â äîïîëíåíèè, ñîñòîÿùåì
èç ÷åòûðåõ ôàêóëüòàòèâíûõ ëåêöèé ïîä îáùèì íàçâàíèåì "Ýëå-
ìåíòû òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè è ñïåöèôèêà àòìîñôåðíûõ òóðáó-
ëåíòíûõ òå÷åíèé". Â íåì ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ðàçâèòîé
òðåõìåðíîé è ðàçâèòîé êâàçèäâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïî ñöåíà-
ðèþ Ðè÷àðäñîíà-Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà â ñâåòå ñîâðåìåííûõ äîñòè-
æåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå êîíñòàíòû Êîëìîãî-
ðîâà, ïðîáëåìàì ïåðåìåæàåìîñòè è îïèñàíèÿ ìåõàíèçìîâ äèññèïà-
öèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â îêðåñòíîñòÿõ âíóòðåííåãî è âíåøíèõ
ìàñøòàáîâ äèññèïàöèè. Ïðèìåíèòåëüíî ê îáùåé öèðêóëÿöèè àòìî-
ñôåðû îñîáî âûäåëÿåòñÿ ðîëü îáðàòíîãî êàñêàäà ïåðåäà÷è ýíåðãèè
ïî ñïåêòðó è ðàçâèòîé òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè â ïëàíåòàðíîì
ïîãðàíè÷íîì ñëîå.
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Áëàãîäàðÿ ïîñëåäíåé ñâîáîäíàÿ àòìîñôåðà ïîäâåðæåíà âëèÿ-
íèþ íåëèíåéíîãî âíåøíåãî òðåíèÿ è íåëèíåéíîãî áåòà-ýôôåêòà.

Äëÿ ëó÷øåãî óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà êàæäàÿ ëåêöèÿ ñíàáæåíà
óïðàæíåíèÿìè, ïîäñêàçêàìè è, êàê ïðàâèëî, ðåøåíèÿìè. Â Ïðè-
ëîæåíèè ê Ëåêöèÿì äëÿ íàãëÿäíîñòè è óáåäèòåëüíîñòè íåêîòîðûõ
òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ ïðèâåäåíû ôîòîãðàôèè ëàáîðàòîðíûõ ãåî-
ôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, ñìîäåëèðîâàííûõ â ðàçíûå ãîäû â Ëàáîðà-
òîðèè ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè ÈÔÀ ÐÀÍ À.Ì. Áàò÷àåâûì,
Â.À. Äîâæåíêî, Â.À. Êðûìîâûì, Ä.Þ. Ìàíèíûì è Þ.Ë. ×åðíî-
óñüêî. Íåñêîëüêî ñëîâ î íóìåðàöèè ôîðìóë è öèòèðîâàíèè ëèòåðà-
òóðû. Â êàæäîé ëåêöèè ïðèíÿòà ñâîÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë, à ïðè îá-
ðàùåíèè ê ôîðìóëàì èíîé ëåêöèè óêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà íîìåð ýòîé
ëåêöèè, à çàòåì íîìåð èíòåðåñóþùåé íàñ ôîðìóëû, òàê ÷òî (14.23)
îçíà÷àåò ññûëêó íà 23-þ ôîðìóëó Ëåêöèè 14. Òî æå îòíîñèòñÿ ê
íóìåðàöèè ðèñóíêîâ. Ïðèâîäèìîå ïîëåêöèîííî öèòèðîâàíèå ëèòå-
ðàòóðû ñâåäåíî ê ìèíèìóìó è îðèåíòèðîâàíî ãëàâíûì îáðàçîì íà
øèðîêîäîñòóïíûå èçäàíèÿ, â êîòîðûõ ÷èòàòåëü íàéäåò ïîäðîáíî-
ñòè ññûëêè, ïðîöèòèðîâàííîé â ëåêöèÿõ ëèøü ôàìèëèåé àâòîðà è
ãîäîì ïóáëèêàöèè. Ïîäðîáíî öèòèðóþòñÿ òðóäíîäîñòóïíûå ïóáëè-
êàöèè ïðîøëûõ è ïîñëåäíèõ ëåò, òàê è íå âîøåäøèå ëèáî åùå íå
âîøåäøèå â ðàñïðîñòðàíåííûå èçäàíèÿ.

Ïîëüçóþñü ñëó÷àåì âûðàçèòü ñâîþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëü-
íîñòü Â.Ï. Äûìíèêîâó çà ïðèâëå÷åíèå ìåíÿ ê ïåäàãîãè÷åñêîé äå-
ÿòåëüíîñòè è íàñòîé÷èâîå ñòèìóëèðîâàíèå ê ñêîðåéøåìó çàâåðøå-
íèþ ðóêîïèñè. Íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ëåêöèîííîãî ìà-
òåðèàëà îêàçàëè ìíîãî÷èñëåííûå êîíñóëüòàöèè è ñîïóòñòâóþùèå
èì êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ ìîèõ êîëëåã Å.Á. Ãëåäçåðà, Ã.Ñ. Ãîëè-
öûíà, Â.Ï. Ãîí÷àðîâà, Â.È. Êëÿöêèíà, Â.Ì. Ïîíîìàðåâà è È.Ã.
ßêóøêèíà. Áîëüøîé âêëàä â òðàêòîâêå ìàòåðèàëà è èçëîæåíèè
ñîäåðæàíèÿ Äîïîëíåíèÿ ïðèíàäëåæèò Å.Á. Ãëåäçåðó, äîïîëíèâøå-
ìó ðóêîïèñü îïèñàíèåì ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ äåë â òåîðèè òóð-
áóëåíòíîñòè. Îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòü âûðàæàþ À.Å. Ãëåäçåðó è
Â.Ì. Ïîíîìàðåâó çà òùàòåëüíóþ âû÷èòêó ðóêîïèñè è ïîäãîòîâêó
èëëþñòðàòèâíîãî ìàòåðèàëà.

Ô. Äîëæàíñêèé àâãóñò 2006
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Öèðêóëÿöèîííàÿ
òåîðåìà Êåëüâèíà

Ïîíÿòèå ãèäðîäèíàìèêè ó ó÷åíûõ-åñòåñòâåííèêîâ àññîöèèðóåò-
ñÿ îáû÷íî íå ñ äâèæåíèåì æèäêîñòè êàê ôèçè÷åñêèì ïðîöåññîì, à
ñ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà èëè Íàâüå-Ñòîêñà, ïðåòåíäóþùèìè íà îïè-
ñàíèå íåîáúÿòíîãî ìíîæåñòâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé � îò
ïðîñòåéøèõ ìàëûõ êîëåáàíèé ñïëîøíîé ñðåäû, íàïðèìåð ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ çâóêà â îäíîðîäíîé æèäêîñòè (ãàçå), äî òàèíñòâåííîé
òóðáóëåíòíîñòè, íàáëþäàåìîé â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðè-
ðîäíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ òå÷åíèé. Ïðåäñêàçàíèå, ñäåëàííîå Ëýì-
áîì (H. Lamb) - èçâåñòíûì àíãëèéñêèì ãèäðîäèíàìèêîì â 20-õ ãî-
äàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, î òîì, ÷òî âîïðåêè óæå äîñòèãíóòûì è
îæèäàåìûì âûäàþùèìñÿ ðåçóëüòàòàì â ôèçèêå òåîðèÿ òóðáóëåíò-
íîñòè íå áóäåò ïîñòðîåíà â 20-ì âåêå, ïîëíîñòüþ îïðàâäàëîñü; ýòî
ïðåäñêàçàíèå, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî ïåðåíåñòè è íà íûíåøíåå ñòîëå-
òèå. Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü (ïî êðàéíåé ìåðå íà
ñîâðåìåííîì ýòàïå) ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé óïîìÿíóòûõ óðàâ-
íåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, íåîáõîäèìîñòü èõ ðåäóêöèè, îñíîâàííîé íà
íàáëþäåíèÿõ è ôèçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îá èçó÷àåìîì êëàññå
äâèæåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îòäåëüíûå ðàç-
äåëû ãèäðîäèíàìèêè, òàêèå êàê òåîðèÿ çâóêà, âèõðåâàÿ äèíàìèêà,
òåîðèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìè-
êà, òåîðèÿ êîíâåêöèè, àýðîäèíàìèêà è ìíîãèå äðóãèå, îôîðìèëèñü
â ñàìîñòîÿòåëüíûå íàóêè ñ õàðàêòåðíûìè äëÿ íèõ ôèçè÷åñêîé ñïå-
öèôèêîé, ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè, à íåðåäêî è ñî ñïåöèàëü-
íî ðàçðàáîòàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, êàê ýòî èìååò ìåñòî
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â íåëèíåéíîé òåîðèè âîëí.
Ñàìîñòîÿòåëüíîé íàóêîé ñòàëà è ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìè-

êà, îõâàòûâàþùàÿ âåñüìà øèðîêèé êðóã ÿâëåíèé, íàáëþäàåìûõ âî
âðàùàþùèõñÿ â öåëîì æèäêîñòÿõ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
îêåàí è àòìîñôåðà Çåìëè, èõ ëàáîðàòîðíûå àíàëîãè, àòìîñôåðû
äðóãèõ âðàùàþùèõñÿ ïëàíåò, Ñîëíöå è äðóãèå çâåçäû è äàæå ãà-
ëàêòèêè, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ îáùåãî âðàùå-
íèÿ.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà
è êàêîå ìåñòî îíà çàíèìàåò ñðåäè äðóãèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàóê,
ïîëåçíî íàïîìíèòü îñíîâíûå ïðèíöèïû è çàêîíû äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè, íàðóøåíèå êîòîðûõ íåäîïóñòèìî ïðè óïðîùåíèè ïîñòàíîâîê
çàäà÷.

1. ×òî òàêîå íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü?Íà÷íåì ñ èäåàëüíîé,
ò.å. íåâÿçêîé è íåòåïëîïðîâîäíîé, íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Íåñæè-
ìàåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü ρ = ρ (t,x) ïðîèçâîëüíî âûäå-
ëåííîé æèäêîé ÷àñòèöû, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè t
è åå ìåñòîïîëîæåíèÿ x, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.
Ïîñêîëüêó ðàäèóñ-âåêòîð x = x(t) ìåñòîïîëîæåíèÿ äâèæóùåéñÿ
÷àñòèöû, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò âðåìåíè, óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà
ρ ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì

dρ

dt
≡ ∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = 0, (1)

ãäå u (t,x) = ẋ (t) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè
â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Îïåðàòîð

d

dt
.=

∂

∂t
+ u∇ (2)

íàçûâàåòñÿ ñóáñòàíöèîíàëüíîé, èëè èíäèâèäóàëüíîé, ïðîèçâîäíîé
è îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èçìåíåíèå êàêîé-ëèáî õàðàêòåðèñòèêè
æèäêîé ÷àñòèöû â ïðîöåññå åå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäèò íå òîëüêî
èç-çà ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, íî è èç-çà ïðîñòðàíñòâåííîé
íåîäíîðîäíîñòè ýòîé âåëè÷èíû, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîòîðîé â íà-
ïðàâëåíèè òå÷åíèÿ çàäàåòñÿ ïðîèçâîäíîé u∇ ïî íàïðàâëåíèþ u.

Âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êàêîå-ëèáî ñîñòîÿíèå æèäêîñòè,
íàïðèìåð ïëîòíîñòü èëè ñêîðîñòü, â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà,
çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, áóäåì íàçûâàòü ïîëåâûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè èëè ïðîñòî ïîëÿìè. Ñêàëÿðíûå ïîëåâûå õàðàêòåðèñòèêè,
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óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1), íàçûâàþòñÿ ëàãðàíæåâûìè èí-
âàðèàíòàìè, èãðàþùèìè â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, êàê ìû
óâèäèì íèæå, ðåøàþùóþ ðîëü. Ïîêà æå åùå ðàç ïîä÷åðêíåì îñ-
íîâíîå ñâîéñòâî ëàãðàíæåâîãî èíâàðèàíòà, âûòåêàþùåãî èç ñàìî-
ãî åãî îïðåäåëåíèÿ: îí ïàññèâíî ïåðåíîñèòñÿ äâèæåíèåì æèäêîñòè,
ò.å. åãî çíà÷åíèå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé
÷àñòèöû, à èçìåíÿåòñÿ ëèøü åå ìåñòîïîëîæåíèå.

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè. Åäèíñòâåííîé ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé, îïèñûâàþùåé
èäåàëüíóþ íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, ÿâëÿåòñÿ åå
ïëîòíîñòü - ëîêàëüíàÿ ìåðà èíåðòíîñòè ñïëîøíîé ñðåäû. Ïîýòîìó
äâèæåíèå òàêîé ñèñòåìû äîëæíî óïðàâëÿòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ìå-
õàíè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè, ïðè÷åì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûìè äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïðèíöèïàìè, íàïðèìåð
çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññû è âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà, íà îñíî-
âàíèè êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ çàòåì óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè,
èìïóëüñà è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíî âûäå-
ëåííîãî îáúåìà æèäêîñòè V ñîõðàíåíèå ìàññû âûðàæàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

∂

∂t

∫

V

ρdV = −
∮

∂V

ρu·dσ = −
∫

V

div(ρu)dV , (3)

ñîãëàñíî êîòîðîìó ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìàññû âûäåëåííîãî îáúåìà
ðàâíà ïîòîêó ìàññû ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ∂V , îãðàíè÷èâà-
þùóþ ýòîò îáúåì. (Çíàê ìèíóñ â ïðàâîé ÷àñòè (3) óêàçûâàåò íà òî,
÷òî çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç ýëåìåíò
dσ = ndσ ïîâåðõíîñòè ∂V âûáðàíî íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè
n.) Ïðèìåíèòåëüíî ê èíäèâèäóàëüíîé æèäêîé ÷àñòèöå åäèíè÷íîãî
îáúåìà ýòî îçíà÷àåò

∂ρ

∂t
+ div (ρu) ≡ dρ

dt
+ ρdivu = 0. (3à)

Äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû óðàâíåíèå (3à) â ñèëó (1) ðàñïàäàåòñÿ
íà äâà óðàâíåíèÿ:

dρ

dt
.=

∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = 0, divu = 0, (4)

ò.å. äâèæåíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ áåçäèâåðãåíò-
íûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè ñêîðîñòè. Òàêèå ïîëÿ ÷àñòî íàçûâàþò
ñîëåíîèäàëüíûìè.
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Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïðèìåíåííûé ê èíäèâèäóàëüíîé æèä-
êîé ÷àñòèöå åäèíè÷íîãî îáúåìà, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρ
du
dt

.= ρ

(
∂u
∂t

+ (u∇)u
)

= F, (5)

ãäå F - ðåàêöèÿ ñâÿçåé, ò.å. ðåçóëüòèðóþùàÿ âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé åå ñðåäû.

Ñèñòåìà (4), (5), îäíàêî, åùå íå çàìêíóòà, ïîñêîëüêó ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ρ, u = (u1, u2, u3) , F = (F1, F2, F3) íà äâå
åäèíèöû ïðåâîñõîäèò ÷èñëî óðàâíåíèé. Èíîãäà äëÿ çàìûêàíèÿ ñè-
ñòåìû (4), (5) äåëàåòñÿ íå ñîâñåì ïîñëåäîâàòåëüíûé øàã, ñâÿçàí-
íûé ñ àïðèîðíûì ïðèâëå÷åíèåì ïîíÿòèÿ äàâëåíèÿ, êîòîðîå, ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèÿì òåðìîäèíàìè÷åñêèì, âûõîäÿ òåì
ñàìûì çà ïðåäåëû ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñðåäå. Ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü ïóòåì ñëåäóþùèõ ðàññóæ-
äåíèé.

Ïîëîæèì ðàäè ïðîñòîòû, ÷òî ïëîòíîñòü æèäêîñòè âñþäó ïî-
ñòîÿííà è ðàâíà ρ0. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìó (4), (5) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå

divu = 0, (6)

∂u
∂t

= − (u∇)u +
F
ρ0

. (7)

Ïîñêîëüêó äëÿ èçó÷àåìîé æèäêîñòè â ðàìêàõ ñòðîãî ìåõàíè÷å-
ñêîãî ïîäõîäà íåò äðóãèõ íåçàâèñèìûõ ïðèíöèïîâ äâèæåíèÿ, êðî-
ìå óïîìÿíóòûõ âûøå, îñòàåòñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïî-
ëå F ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ò.å. ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
p = p (t,x), îïðåäåëÿåìàÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ïîñðåäñòâîì
êîòîðîé F çàäàåòñÿ åäèíñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ñïîñîáîì ñîãëàñ-
íî ðàâåíñòâó (ñìûñë âûáîðà îòðèöàòåëüíîãî çíàêà áóäåò ÿñåí ÷óòü
íèæå)

F = −∇p. (8)

Âåëè÷èíó p ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàëèáðîâî÷íóþ ôóíê-
öèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ áåçäèâåðãåíòíîñòü (ñîëåíîèäàëüíîñòü) ïðà-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7) è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
(ïîäåéñòâóéòå íà (7) îïåðàòîðîì div c ó÷åòîì (8)):

∆p = −ρ0

∑

i,k

∂ui

∂xk

∂uk

∂xi
(i, k = 1, 2, 3) . (9)
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Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà èíäèâèäóàëüíóþ
÷àñòèöó îáúåìîì V , ðàâíà

∫

V

FdV≡ −
∫

V

∇pdV = −
∮

∂V

pdσ

(dσ � ýëåìåíò ïëîùàäè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ∂V , îãðàíè÷èâà-
þùåé îáúåì V ), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî p ÷èñëåííî ðàâíà ñèëå,
äåéñòâóþùåé â òî÷êå x íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ïðîèçâîëüíîé íà-
ïðàâëåííîñòè, ò.å. âåëè÷èíó p ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äàâëåíèåì,
âîçíèêàþùèì â æèäêîñòè â ðåçóëüòàòå åå äâèæåíèÿ. Òåïåðü ñòàíî-
âèòñÿ ïîíÿòåí ñìûñë îòðèöàòåëüíîãî çíàêà â (8): ïîëîæèòåëüíîå
óñêîðåíèå æèäêîñòè äîëæíî áûòü íàïðàâëåíî â ñòîðîíó óáûâàíèÿ
äàâëåíèÿ, ò.å. ïðîòèâîïîëîæíî åãî ãðàäèåíòó.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è
äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè, ñ òåì ëèøü
îòëè÷èåì, ÷òî âìåñòî (9) äàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

∆p−∇p · ∇ (ln ρ) = −ρ
∑

i,k

∂ui

∂xk

∂uk

∂xi
. (9a)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

du
dt

.=
∂u
∂t

+ (u∇)u = −1
ρ
∇p, (10)

divu = 0,
dρ

dt
.=

∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = 0. (11)

Ïåðâîå èç íèõ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäå-
àëüíîé æèäêîñòè (L. Euler, 1755), êîòîðîå ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé
ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà

1
2∇u2 = u× rotu + (u∇)u (12)

èíîãäà óäîáíî çàïèñûâàòü â ôîðìå Áåðíóëëè (D. Bernoulli) èëè
Ãðîìåêè-Ëýìáà (H. Lamb)

∂u
∂t

− u× rotu = −1
ρ
∇p− 1

2∇u2. (10à)
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Îòìåòèì âàæíóþ îòëè÷èòåëüíóþ îñîáåííîñòü óðàâíåíèÿ Ýéëå-
ðà äëÿ æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åãî ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ãðàäèåíò îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå
ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè òàêîå ìîãëî áû èìåòü ìåñòî, òîëüêî åñëè
p = p (ρ), ò.å. äàâëåíèå áûëî áû ôóíêöèåé ïëîòíîñòè (òàê íàçûâàå-
ìàÿ áàðîòðîïíàÿ æèäêîñòü). Äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû ýòî îçíà÷à-
ëî áû ïåðåîïðåäåëåííîñòü åå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à òàêæå òî, ÷òî
äàâëåíèå äâèãàëîñü áû âìåñòå ñ æèäêîñòüþ. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæ-
íî ïî ñàìîé ôèçè÷åñêîé ñóòè ýòîé âåëè÷èíû. Óêàçàííîå ðàçëè÷èå
âåñüìà ñóùåñòâåííî, êàê ìû óâèäèì íèæå, ñêàçûâàåòñÿ íà ñâîé-
ñòâàõ ðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îñîáåííî â ñëó÷àå,
êîãäà æèäêîñòü ïîìåùàþò âî âíåøíåå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå.

3. Öèðêóëÿöèîííàÿ òåîðåìà Êåëüâèíà [Kelvin, Lord,
1869]. Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ è îïèñàíèÿ äâè-
æåíèÿ æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè (ρ = ρ0) èìåþò ïîíÿòèå çà-
âèõðåííîñòè è òåîðåìà Êåëüâèíà î ñîõðàíåíèè öèðêóëÿöèè.

Êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ æèäêîé, åñëè îíà äâèæåòñÿ âìåñòå ñ æèä-
êîñòüþ, ò.å. ëþáàÿ ïðèíàäëåæàùàÿ êðèâîé òî÷êà äâèæåòñÿ âìåñòå
ñ æèäêîé ÷àñòèöåé, ñ êîòîðîé ýòà òî÷êà ñîâïàäàëà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè. Öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè ïî çàìêíóòîìó æèäêîìó
êîíòóðó îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

K
.=

∮

C

uδr, (13)

ãäå δr � èíôèíèòåçèìàëüíûé ýëåìåíò êîíòóðà C, ðàâíûé ðàçíî-
ñòè ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ åãî (ýëåìåíòà) êîíöîâ, à çíàê .= îçíà÷àåò
"ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí". Ïîñêîëüêó ïðè äâèæåíèè âìåñòå ñ æèä-
êîñòüþ êîíòóð C äåôîðìèðóåòñÿ, ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
îò âåëè÷èíû K âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

dK

dt
=

∮

C

du
dt

δr +
∮

C

uδ

(
dr
dt

)
, (14)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ dr/dt = u. Ïîýòîìó
∮

C

uδ

(
dr
dt

)
=

∮

C

uδu =
1
2

∮

C

d
(
u2

)
= 0 (15)
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êàê èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà.
Äåëàÿ òåïåðü ïîäñòàíîâêó (10) â (14) ñ ó÷åòîì ïîñòîÿíñòâà ρ = ρ0

è (15), ïî òîé æå ïðè÷èíå íàõîäèì, ÷òî

dK

dt
=

∮

C

du
dt

δr = − 1
ρ0

∮

C

∇pδr =− 1
ρ0

∮

C

dp = 0.

Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó Êåëüâèíà î ñîõðàíåíèè öèðêóëÿöèè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé K åñòü ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò, ò.å.

dK

dt
.=

d

dt

∮

C

uδr = 0. (16)

Äðóãàÿ òðàêòîâêà òåîðåìû Êåëüâèíà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè
òåîðåìû Ñòîêñà ∮

C

Aδr =
∫

S

rotAdσ, (17)

ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ A è ïðîèçâîëüíîãî ñòÿãèâàåìîãî æèäêîãî êîíòóðà C. Çäåñü
dσ - èíôèíèòåçèìàëüíûé ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè S, íàòÿ-
íóòîé íà çàìêíóòûé êîíòóð C. Êîíòóð íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì,
åñëè åãî ìîæíî ãëàäêèì îáðàçîì äåôîðìèðîâàòü â òî÷êó, íå âû-
õîäÿ çà ïðåäåëû îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ.

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà

K
.=

∮
C
uδl =

∫
S
Ωdσ , Ω .= rotu,

à äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà C âåëè÷èíà K çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

K
.=

∮
C
uδl = Ωdσ. (18)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî öèðêóëÿöèþ ñêîðîñòè ïî çàìêíóòîìó ñòÿãèâàå-
ìîìó æèäêîìó êîíòóðó C ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòîê çà-
âèõðåííîñòè, çàäàâàåìîé âåêòîðíûì ïîëåì Ω, ÷åðåç ïîâåðõíîñòü,
íàòÿíóòóþ íà êîíòóð C.

Ðàâåíñòâî (16) âìåñòå ñ (18) îçíà÷àåò, ÷òî óïîìÿíóòûé ïîòîê çà-
âèõðåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì, è â ýòîì ñìûñëå
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Ðèñ. 1. Ñòÿãèâàåìûé è íåñòÿãèâàåìûé êîíòóðû â äâóìåðíîé
æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé íåîäíîñâÿçíóþ îáëàñòü ñ äûðêîé.

ìîæíî ãîâîðèòü î ïåðåíîñå çàâèõðåííîñòè æèäêîñòüþ. Ñëåäóåò, îä-
íàêî, îòìåòèòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè, êàê âèäíî èç ïðèâåäåí-
íîãî äîêàçàòåëüñòâà, ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî æèä-
êîãî êîíòóðà, â òîì ÷èñëå è íåñòÿãèâàåìîãî, íàïðèìåð, îõâàòûâà-
þùåãî äûðêó â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 1). Ïîýòîìó íóæíî
ïîìíèòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè - ïîíÿòèå áîëåå øèðîêîå, ÷åì
çàâèõðåííîñòü, è ýòî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â òåîðèè îáòåêàíèÿ
òâåðäûõ òåë èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.

Ëàãðàíæåâó èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû (18) ìîæíî òàêæå òðàê-
òîâàòü â òåðìèíàõ âèõðåâûõ òðóáîê, êîòîðûå êîíñòðóèðóþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì ïîíÿòèå âèõðåâîé ëèíèè, ïî îïðåäåëåíèþ
êàñàòåëüíîé â ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åé òî÷êå âåêòîðó çàâèõðåí-
íîñòè Ω. Âèõðåâûå ëèíèè çàäàþòñÿ ñåìåéñòâîì ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

Ωx
=

dy

Ωy
=

dz

Ωz
. (19)

Ñîâîêóïíîñòü âèõðåâûõ ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè çà-
ìêíóòîé ñòÿãèâàåìîé êðèâîé, îáðàçóåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõ-
íîñòü, íàçûâàåìóþ âèõðåâîé òðóáêîé (ñì. ðèñ. 2a). Ïî ñàìîìó
ïîñòðîåíèþ îíà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íà åå ïîâåðõíîñòè
Ω · n = 0 (n � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî,
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ïîòîê çàâèõðåííîñòè ÷åðåç ëþáîå åå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå δσ ïîñòî-
ÿíåí âäîëü òðóáêè è íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ âèõðåâîé òðóáêè.
Ïîýòîìó ïåðåíîñ çàâèõðåííîñòè æèäêîñòüþ îçíà÷àåò òåïåðü, ÷òî
âèõðåâàÿ òðóáêà ÿâëÿåòñÿ æèäêîé, ò.å. äâèæåòñÿ âìåñòå ñ æèäêî-
ñòüþ, ïîòîìó ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êåëüâèíà èíòåíñèâíîñòü òðóáêè
ñîõðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.

×òîáû ëó÷øå îñîçíàòü, ÷òî ïîëå çàâèõðåííîñòè íåïîäâèæíî îò-
íîñèòåëüíî æèäêîñòè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åãî ñèëîâûå ëèíèè ñà-
ìè ÿâëÿþòñÿ æèäêèìè, ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (10à) îïåðàöèåé
ðîòîðà, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà:

rot (A×B) = (B∇)A− (A∇)B + AdivB−BdivA, (20)

rot (ϕA) = (∇ϕ×A) + ϕrotA. (21)

Ñ ó÷åòîì áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè u = u (t,x) â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèõðÿ

∂Ω
∂t

− rot (u×Ω) ≡ ∂Ω
∂t

+ (u∇)Ω− (Ω∇)u = 0, (22)

íîñÿùåå èìÿ Ãåëüìãîëüöà [H. Helmholtz, 1858]. Óðàâíåíèå Ãåëü-
ìîëüöà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dΩ
dt

= (Ω∇)u. (22à)

Ñîãëàñíî "Êî÷èí, Êèáåëü, Ðîçå"(ñì. Ëèòåðàòóðó) äëÿ òîãî
÷òîáû ñèëîâûå ëèíèè áåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿëèñü
æèäêèìè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñàìî âåêòîðíîå ïîëå
óïðàâëÿëîñü óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà.

Íåîáõîäèìîñòü ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ. Ïóñòü δl - èíôèíèòåçè-
ìàëüíûé ýëåìåíò æèäêîé ëèíèè (ýëåìåíò, êàñàòåëüíûé ê íåé). Òî-
ãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû ýòîãî ýëåìåíòà ðàâíà ðàçíîñòè ñêî-
ðîñòåé íà åãî êîíöàõ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

dδl
dt

= (δl∇)u èëè ∂δl
∂t

= (δl∇)u− (u∇) δl, (23)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (22a) èëè (22).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî íåñæèìàå-

ìîñòü æèäêîñòè îçíà÷àåò ëàãðàíæåâó èíâàðèàíòíîñòü ýëåìåíòà



24 Ëåêöèÿ 1

Ðèñ. 2. Âèõðåâàÿ òðóáêà (à) è èíôèíèòåçèìàëüíûé ýëåìåíò
îáúåìà (á).

îáúåìà δµ = δl·δσ, ãäå δl � ëèíåéíûé æèäêèé ýëåìåíò, δσ � ïëî-
ùàäü ýëåìåíòà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, òðàíñâåðñàëüíîé δl
(ðèñ. 2á)

dδµ

dt
=

d

dt
(δl·δσ) = 0. (24)

Ïîñêîëüêó δl êàê æèäêèé ëèíåéíûé ýëåìåíò óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Ãåëüìãîëüöà, òî èç (23) è (24) ñëåäóåò, ÷òî δσ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

dδσ

dt
= −δσ

∂u
∂r

,

èëè â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ dδσi

dt
= −δσk

∂uk

∂xi
. (25)

Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ (23) â (24) è ïåðåõîäÿ ê òåíçîðíûì îáî-
çíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δli

(
δσk

∂uk

∂xi
+

dδσi

dt

)
= 0,

êîòîðîå â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δl ýêâèâàëåíòíî (25).
Òåïåðü íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ñèëîâûå ëè-

íèè áåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ áûëè æèäêèìè, äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ñàìî âåêòîðíîå ïîëå óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà. Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ñèëîâûõ ëèíèé (19) ýëåìåíò
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äëèíû δl òàêæå óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà. Ðàññìîòðèì
â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò ýëåìåíò îáúåìà δµ = δl·δσ, ãäå
δσ � ýëåìåíò æèäêîé ïîâåðõíîñòè, òðàíñâåðñàëüíîé ýëåìåíòó δl
ñ öåíòðîì â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà â ñèëó òîãî ÷òî δl è δσ
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî (23) è (25), òî δµ � ëàãðàíæåâ èí-
âàðèàíò, ò.å. æèäêèé ýëåìåíò îáúåìà, ñëåäîâàòåëüíî, δl � æèäêèé
ýëåìåíò äëèíû.

Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
íåïîäâèæíîñòè âûäåëåííîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî æèäêî-
ñòè (ò.å. òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòü òîæå æèäêàÿ) ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè δσ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (25).

Óïðàæíåíèÿ
1. Ïîêàæèòå, ÷òî çàâèõðåííîñòü â òî÷êå x ðàâíà óäâîåííîé óã-

ëîâîé ñêîðîñòè ëîêàëüíîãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè â òî÷êå x.
2. Ïóñòü äâóìåðíîå áåçâèõðåâîå (âñþäó Ω =0) òå÷åíèå íåñæè-

ìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò â íåîãðàíè÷åííîé ïëîñ-
êîñòè ñ äûðêîé, öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè êîòîðîãî ïî ãðàíèöå äûðêè
îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà Γ0. Ïîêàæèòå, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè
ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó äûðêó, òàêæå îòëè÷íà
îò íóëÿ è ðàâíà Γ0.

3. Ïóñòü æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå Φ (∇Φ �
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó ìàññû) è â öåëîì âðàùàåòñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω0. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò,
âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω0, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

du
dt

+ 2Ω0 × u = −1
ρ
∇p +∇

(
1
2 (Ω0 × r) 2 + Φ

)
.

Ïîäñêàçêà: Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ ïî âðåìåíè

dA
dt

=
(

dA
dt

)

R
+ Ω0 ×A,

ãäå èíäåêñîì R îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íåèçâåñòíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäå-
àëüíîé íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè, íî èçâåñòíî, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ öèðêóëÿöèîííàÿ òåîðåìà Êåëüâèíà (íàïðèìåð, êàê ýì-
ïèðè÷åñêèé ôàêò). Ïîêàæèòå, ÷òî èç ýòîé òåîðåìû è íåñæèìàåìî-
ñòè ñðåäû ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ óïîìÿíóòîé æèä-
êîñòè. (Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ìîæíî áûëî áû îòêðûòü, èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Êåëüâèíà.)
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Ïîòåíöèàëüíûé âèõðü è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

1. Ïîòåíöèàëüíûé âèõðü ñòðàòèôèöèðîâàííîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè. Äëÿ íåñæèìàåìîé, íî ñòðàòèôèöèðîâàííîé
æèäêîñòè, ó êîòîðîé ρ = ρ (t,x) 6= ρ0, òåîðåìà Êåëüâèíà, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà (1.10) −ρ−1∇p óæå íå åñòü ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè,
à, ñëåäîâàòåëüíî, ρ−1∇pδr íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì,
îáåñïå÷èâàþùèì îáðàùåíèå â íóëü ïðàâîé ÷àñòè (1.14). Çàìåòèì,
îäíàêî, âàæíóþ îñîáåííîñòü äâèæåíèÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèä-
êîñòè: îíà ðàññëàèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè ïîñòî-
ÿííîé ïëîòíîñòè (èçîïèêíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè) è îñòàåòñÿ òàêî-
âîé â ïðîöåññå âñåãî äâèæåíèÿ, ïîòîìó ÷òî ëþáàÿ æèäêàÿ ÷àñòè-
öà, ïðèíàäëåæàùàÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò, áó-
äåò âñåãäà îñòàâàòüñÿ íà íåé èç-çà ëàãðàíæåâîé èíâàðèàíòíîñòè
ïëîòíîñòè. Èìåííî ïîýòîìó ñòðàòèôèöèðîâàííóþ æèäêîñòü íàçû-
âàþò åùå ðàññëîåííîé. Äâèæåíèå æå ïî èçîïèêíè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè ρ (t,x) = ρ0 = const åñòü äâèæåíèå îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Êåëüâèíà, è, â ÷àñò-
íîñòè,

K0
.=

∮
C0

uδl = Ωdσ0 (1)

åñòü ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò (dK0/dt = 0), åñëè C0 - èíôèíèòåçè-
ìàëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèé èçîïèêíè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à dσ0 - ýëåìåíò ýòîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åí-
íûé êîíòóðîì C0 (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Òîðöû æèäêîãî öèëèíäðà, ðàñïîëîæåííûå íà
ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííûõ ïëîòíîñòåé ρ = ρ0 è ρ = ρ0 + δρ
â íà÷àëüíûé ìîìåíò, áóäóò îñòàâàòüñÿ íà íèõ â ïðîöåññå
âñåãî äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì æèäêóþ òðóáêó, ïåðåñåêàþùóþ èçîïèêíè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè, îäíèì èç ñå÷åíèé êîòîðîé ñëóæèò âûäåëåííûé êîí-
òóð C0. Äâå áëèçêî ðàñïîëîæåííûå èçîïèêíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè,
çàäàâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè ρ0 è ρ0 + δρ, âû-
ðåçàþò öèëèíäðè÷åñêèé ýëåìåíò òðóáêè, îáúåì êîòîðîãî ðàâåí

δµ = dσ0 · nδh, (2)

ãäå δh− âûñîòà âûðåçàííîãî öèëèíäðà, à n - åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê
èçîïèêíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ñîâïàäàþùàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ñ ãðà-
äèåíòîì ïëîòíîñòè. Âåëè÷èíó δρ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

δρ = ∇ρ · nδh. (3)

Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü (2) ñ (3), íàõîäèì, ÷òî

dσ0 =
δµ

δh
n =

δµ

δρ
∇ρ,

à
K0 = Ω·dσ0 =

δµ

δρ
Ω·∇ρ.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî âåëè÷èíû δµ è δρ ñîõðàíÿþòñÿ â ïðî-
öåññå äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ïîñòðîåíèþ è èç-çà íåñæèìàå-
ìîñòè ñðåäû, èíâàðèàíòíîñòü K0 âëå÷åò çà ñîáîé èíâàðèàíòíîñòü
âåëè÷èíû

Π ≡ Ω · ∇ρ (4)

(è íàîáîðîò), íàçûâàåìîé ïîòåíöèàëüíûì âèõðåì (ÏÂ) íåñæèìà-
åìîé ðàññëîåííîé æèäêîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîõðàíåíèå ïîòåí-
öèàëüíîãî âèõðÿ îçíà÷àåò íå ÷òî èíîå êàê ïðèìåíèìîñòü òåîðå-
ìû Êåëüâèíà ê æèäêèì ñòÿãèâàåìûì êîíòóðàì, öåëèêîì ïðèíàä-
ëåæàùèì ïîâåðõíîñòÿì ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. (Ïîíÿòèå ïî-
òåíöèàëüíîãî âèõðÿ ââåäåíî â ãèäðîäèíàìèêó íåçàâèñèìî Ðîññáè
(C.-G. Rossby, 1939) ïðèìåíèòåëüíî ê îêåàíó, Ýðòåëåì (H. Ertel,
1942) â íàèáîëåå îáùåì âèäå è À.Ì. Îáóõîâûì (1949) ïðèìåíèòåëü-
íî ê àòìîñôåðå. Ê ðàçëè÷íûì ïðîÿâëåíèÿì ýòîãî ïîíÿòèÿ, òî÷íåå
ñàìîé òåîðåìû Êåëüâèíà, ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì âîçâðàùàòüñÿ â
ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.)

Ôîðìàëüíî äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíÿåìîñòè âåëè÷èíû Π ìîæíî
âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå Ýéëåðà
(1.10à) â ôîðìå Áåðíóëëè îïåðàöèåé ðîòîðà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû
(1.20), (1.21). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèõðÿ äëÿ ñòðàòè-
ôèöèðîâàííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðîå íîñèò èìÿ Ôðèä-
ìàíà è ñ ó÷åòîì ñîëåíîèäàëüíîñòè òå÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂Ω
∂t

− rot (u×Ω) ≡ ∂Ω
∂t

+ (u∇)Ω− (Ω∇)u =
1
ρ2
∇ρ×∇p. (5)

Äëÿ æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè îíî ñòàíîâèòñÿ óðàâíå-
íèåì Ãåëüìãîëüöà (1.22) èëè (1.22a). Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì
äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, âèõðåâûå òðóáêè äàæå îäíîðîä-
íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èñïûòûâàþò â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ðàñ-
òÿæåíèÿ è ñæàòèÿ, ïîòîìó ÷òî ýëåìåíòû æèäêèõ ñèëîâûõ ëè-
íèé çàâèõðåííîñòè òàêæå óïðàâëÿþòñÿ óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà
(dδl/dt = (δl∇)u) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî âðåìåíåì íå ñîõðàíÿþò-
ñÿ. Âî-âòîðûõ, ñîïîñòàâëÿÿ (5) ñ (1.22), ìû âèäèì, ÷òî íåîäíîðîä-
íîñòü ïëîòíîñòè æèäêîñòè ñëóæèò èñòî÷íèêîì çàâèõðåííîñòè òå-
÷åíèÿ. Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíîå (îïèñûâàåìîå ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé
ϕ, u = ∇ϕ), ò.å. áåçâèõðåâîå, òå÷åíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðåäû
� ýòî ñêîðåå èñêëþ÷èòåëüíîå, ÷åì òèïè÷íîå ÿâëåíèå. Â îäíîðîäíîé
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æå æèäêîñòè, åñëè çàâèõðåííîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñþäó îò-
ñóòñòâóåò, òå÷åíèå îñòàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì íåîãðàíè÷åííî äîëãî.

Óìíîæèì (5) ñêàëÿðíî íà ∇ρ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â
ýòîì ñëó÷àå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ðåçóëüòàò ïîñëå î÷åâèäíûõ òîæäå-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∇ρ
∂Ω
∂t

+(u∇) (∇ρ·Ω)−Ω (u∇)∇ρ− (Ω∇) (u∇) ρ+u (Ω∇)∇ρ = 0.

(6)
Â ñèëó óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè ∂ρ/∂t = − (u∇) ρ ÷åòâåðòîå ñëà-

ãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (6) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

− (Ω∇) (u∇) ρ = (Ω∇)
∂ρ

∂t
= Ω

∂∇ρ

∂t
.

Òåïåðü (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå
∂Π
∂t

+ (u∇)Π = Ω (u∇)∇ρ− u (Ω∇)∇ρ.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â íóëü, â ÷åì ïðîùå
âñåãî óáåäèòüñÿ, çàïèñûâàÿ åå â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Ωiuk
∂2ρ

∂xk∂xi
− ukΩi

∂2ρ

∂xi∂xk
= 0

(ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå). Îòñþ-
äà

dΠ
dt

≡ d

dt
(Ω·∇ρ) = 0, (7)

÷.ò.ä.
2. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè (Daniel Bernoulli, 1738). Ê âåñü-

ìà ñâîåîáðàçíûì èíòåãðàëàì äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè îòíîñèòñÿ èíòåãðàë Áåðíóëëè, èëè, êàê åãî åùå íàçûâà-
þò, óðàâíåíèå Áåðíóëëè, õàðàêòåðèçóþùåå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ
æèäêîñòè âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ åå ÷àñòèö. Â ñâÿçè ñ ýòèì
óìåñòíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îïèñûâàþò íå òðàåêòîðèè, à ëèíèè òîêà, îïðåäåëÿåìûå êàê
êðèâûå, êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì â ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò
âðåìåíè ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòåé â ïðèíàäëåæàùèõ
ýòèì êðèâûì òî÷êàõ. Ëèíèè òîêà çàäàþòñÿ ñåìåéñòâîì ðåøåíèé
óðàâíåíèé

dx

u
=

dy

v
=

dz

w
(8)
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(u, v, w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îñåé x, y, z ñîîò-
âåòñòâåííî) è ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö
òîëüêî â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî êàñàòåëü-
íûå ê ëèíèè òîêà ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ñêîðîñòåé ðàçíûõ
÷àñòèö â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òîãäà êàê êàñàòåëü-
íûå ê òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ñêîðîñòè äâèæå-
íèÿ ôèêñèðîâàííîé ÷àñòèöû â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ñòàöè-
îíàðíîì æå ñëó÷àå âñå ÷àñòèöû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå
ëèíèè òîêà, äâèãàþòñÿ ïî îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè.

Ñîâïàäåíèå òðàåêòîðèé ñ ëèíèÿìè òîêà â ñòàöèîíàðíûõ ðå-
æèìàõ äâèæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà
âäîëü òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå âàæíîå
îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ñòðàòèôèöèðîâàíà,
òî ïðè åå äâèæåíèè ëþáàÿ æèäêàÿ ÷àñòèöà íèêîãäà íå ïîêèäàåò ñî-
îòâåòñòâóþùåé èçîïèêíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â ñòàöèîíàðíûõ òå-
÷åíèÿõ èçîïèêíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè çàíèìàþò ôèêñèðîâàííîå ïî-
ëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ ê òàêîé ïîâåðõíîñòè
ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åé æèäêîé ÷àñòèöû
ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìàõ äâèæå-
íèÿ íåñæèìàåìîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè òðàåêòîðèÿ äâè-
æåíèÿ ëþáîé æèäêîé ÷àñòèöû, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ åé ëèíèÿ òîêà öåëèêîì ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
ïëîòíîñòè. Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ ñòà-
öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà âäîëü ëèíèè òîêà. Âîñïîëüçóåìñÿ
äëÿ ýòîãî ôîðìîé Áåðíóëëè (1.10à), êîòîðóþ óìíîæèì ñêàëÿðíî
íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò äóãè dl ëèíèè òîêà

(u×rotu) · dl =
(

1
ρ
∇p +

1
2
∇u2

)
· dl. (9)

Ëåâàÿ ÷àñòü (9) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîòîìó ÷òî dl ñîâïàäàåò ïî íà-
ïðàâëåíèþ ñ u. Ïðàâàÿ æå ÷àñòü � ýòî ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â
íàïðàâëåíèè dl, ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êðèâîé, öå-
ëèêîì ïðèíàäëåæàùåé èçîïèêíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, è ρ−1 ìîæíî
ïåðåíåñòè ïîä çíàê ãðàäèåíòà êàê ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ïîýòîìó
âäîëü òðàåêòîðèè æèäêîé ÷àñòèöû âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p

ρ
+

u2

2
= const (x0) , (10)
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Ðèñ. 2. Òîíêîå êðûëî â ïîòîêå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,
íàáåãàþùåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ çàâèñèò îò òðàåêòîðèè, îäíîçíà÷íî
âûäåëÿåìîé ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åé òî÷êîé x0.

Ðàâåíñòâî (10) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè è âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé ðàññëîåí-
íîé æèäêîñòè (â òîì ÷èñëå, êîãäà rotu 6= 0). Â ñëó÷àå ïîòåíöè-
àëüíîãî òå÷åíèÿ ðàññëîåííîé æèäêîñòè (u = ∇ϕ) ëåâàÿ ÷àñòü (9)
îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà dl (íå îáÿçàòåëüíî
êàñàòåëüíîãî ê ëèíèè òîêà). Ïîýòîìó êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ
â óðàâíåíèè Áåðíóëëè ñëåäóåò çàìåíèòü íà const(ρ), ò.å. çàâèñÿ-
ùóþ ëèøü îò âûáîðà èçîïèêíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à íå îò òðà-
åêòîðèè æèäêîé ÷àñòèöû. È íàêîíåö, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîòåíöè-
àëüíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé æèäêîñòè êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ
óíèâåðñàëüíà äëÿ âñåãî îáúåìà æèäêîñòè.

3. Ïî÷åìó ñàìîëåòû ëåòàþò? (Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ïðè-
ìåíåíèÿ èíòåãðàëà Áåðíóëëè.) Ïóñòü òîíêîå êðûëî, ïðîôèëü êî-
òîðîãî ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåí íà ðèñ. 2, îáòåêàåòñÿ æèäêîñòüþ
ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ = ρ0, íàáåãàþùåé íà ïðåïÿòñòâèå ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ u = u0. È ïóñòü, êðîìå òîãî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò
öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè

K =
∮
Cu · dl

ïî çàìêíóòîìó æèäêîìó êîíòóðó C, îõâàòûâàþùåìó êðûëî è íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåìó ê åãî ãðàíèöå, îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïî-
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ñêîëüêó íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè êðûëà ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè
ðàâíà íóëþ, òî êîíòóð C, îñòàâàÿñü æèäêèì, áóäåò ñîõðàíÿòü óïî-
ìÿíóòûå ñâîéñòâà íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Â ñèëó ëàãðàíæåâîé èíâà-
ðèàíòíîñòè K åãî çíà÷åíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò ðàâíî
íà÷àëüíîìó, îòëè÷íîìó îò íóëÿ1.

Ñîãëàñíî èíòåãðàëó Áåðíóëëè

p1 − p2 =
1
2
ρ0

(
u2

2 − u2
1

)
=

1
2
ρ0 (u1 + u2) (u2 − u1) ,

ãäå âåëè÷èíû, ïîìå÷åííûå èíäåêñàìè 1 è 2, îòíîñÿòñÿ ê íèæíåé
è âåðõíåé êðîìêàì êðûëà ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òîíêîñòè êðûëà
(îòíîøåíèå òîëùèíû êðûëà ê åãî øèðèíå ¿ 1) è çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ìàññû (u1 + u2) /2 = u0. Ïîýòîìó

p1 − p2 = ρ0u0 (u2 − u1) ,

à âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà åäèíèöó äëèíû êðûëà, ðàâíà

F = ρ0u0

l∫
0

(u2 − u1) dx,

ãäå l - øèðèíà êðûëà. Óïîìÿíóòàÿ öèðêóëÿöèÿ

K =
∮
Cu · dl =

l∫
0
u1dx +

0∫
l

u2dx = −
l∫
0

(u2 − u1) dx

(çà ïîëîæèòåëüíûé ïðèíèìàåòñÿ îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).
Îòñþäà

F = −ρ0u0K, (11)

÷òî åñòü òåîðåìà Æóêîâñêîãî-Êóòòà î ïîäúåìíîé ñèëå êðûëà. Ñè-
ëà áóäåò ïîäúåìíîé, åñëè K < 0, ò.å. öèðêóëÿöèÿ ïðîèñõîäèò ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êðûëî ïðèæèìàåòñÿ ê çåìëå.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ åãî íàçûâàþò àíòèêðûëîì, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè,
èñïîëüçóåòñÿ â áîëèäàõ "Ôîðìóëû-1"äëÿ óñèëåíèÿ ñöåïëåíèÿ ñ äî-
ðîãîé. Íóæíîå íàïðàâëåíèå öèðêóëÿöèè äîñòèãàåòñÿ óãëîì àòàêè
è ïðîäîëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïîòîêó ïðîôèëåì êðûëà.

1Â âÿçêîé æèäêîñòè öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè âîêðóã êðûëà ñîçäàåòñÿ ïðèíó-
äèòåëüíî, íàïðèìåð ïðîïåëëåðîì.
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4. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè. Äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ëàãðàí-
æåâà èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû θ = θ (t,x) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà

Θ(t) =
∫

V

θdµ,
dΘ
dt

= 0, (12)

åñëè æèäêîñòü çàêëþ÷åíà â îãðàíè÷åííîì îáúåìå V è íå ïîäâåð-
æåíà âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ. Â ñàìîì äåëå, óñëîâèå ëàãðàíæåâîé
èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû θ ñ ó÷åòîì divu = 0 ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

∂θ

∂t
= −u∇θ = −div (uθ) . (13)

Ïðîèíòåãðèðóåì (13) ïî âñåìó îáúåìó æèäêîñòè, ïðèìåíÿÿ ôîð-
ìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà:

∂

∂t

∫

V

θdµ≡dΘ
dt

= −
∫

V

div (uθ) dµ = −
∮

∂V

θu · dσ, (14)

ãäå ∂V � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáúåì æèäêî-
ñòè V , è dσ � îðèåíòèðîâàííûé ýëåìåíò ïëîùàäè ýòîé ïîâåðõíî-
ñòè. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (12), ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (14)
ðàâíà íóëþ èç-çà îòñóòñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó ∂V
(u · dσ= 0) .

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èäåàëü-
íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ
äèññèïàöèè è äðóãèõ âèäîâ ýíåðãèè. Íî óæå ïðîñòûå ôèçè÷åñêèå
ñîîáðàæåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ëîêàëüíî ýòî íå òàê, ïîòîìó
÷òî äâèæóùàÿñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ æèäêàÿ ÷àñòèöà, âçàèìîäåéñòâóÿ
ñ îêðóæàþùåé åå ñðåäîé, áóäåò òåðÿòü èëè ïðèîáðåòàòü ýíåðãèþ çà
ñ÷åò ðàáîòû ðåàêöèé ñâÿçè, ò.å. ñèë ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîâ âèä ëîêàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ
èíòåãðàëüíî èíâàðèàíòíûõ âåëè÷èí? Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ âûâåñòè ëîêàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè
íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.10), (1.11) è ïðîâåðèòü
ñ èõ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èì èíòåãðàëüíûõ
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âåëè÷èí. Òàêàÿ ïðîöåäóðà òåì áîëåå íåîáõîäèìà, ïîñêîëüêó, âî-
îáùå ãîâîðÿ, àïðèîðíî íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëå-
ðà âûäåðæèâàþò èíâàðèàíòíîñòü ñóììàðíîãî èìïóëüñà è ïîëíîé
ýíåðãèè.

4.1. Ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (1.10), (1.11) â äàííîì ñëó÷àå óäîáíåå çàïèñàòü â òåíçîð-
íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

ρ
∂ui

∂t
+ ρuk

∂ui

∂xk
= − ∂p

∂xi
, (15)

∂uk

∂xk
= 0,

∂ρ

∂t
+ uk

∂ρ

∂xk
= 0. (16)

Âû÷èñëèì òåïåðü, îñíîâûâàÿñü íà (15), (16), ñêîðîñòü èçìåíå-
íèÿ èìïóëüñà èíäèâèäóàëüíîé æèäêîé ÷àñòèöû åäèíè÷íîãî îáúåìà
∂ρui

∂t
= −uiuk

∂ρ

∂xk
− ρuk

∂ui

∂xk
− ∂p

∂xi
= −uk

(
ui

∂ρ

∂xk
+ ρ

∂ui

∂xk

)
− ∂p

∂xi
=

= −uk
∂ρui

∂xk
− ∂p

∂xi
= −∂ρuiuk

∂xk
− ∂p

∂xi

(
ïîòîìó ÷òî ∂uk

∂xk
= 0

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

∂ρui

∂t
= −∂Γik

∂xk
, (17)

ãäå
Γik = ρuiuk + δikp (18)

åñòü òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî
îïèñûâàþò ïîòîê i-é ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà æèäêîé ÷àñòèöû
åäèíè÷íîãî îáúåìà â íàïðàâëåíèè k-é ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè.
Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü (17) ïî ïðîèç-
âîëüíîìó çàìêíóòîìó îáúåìó æèäêîñòè V è ïðèìåíèòü ôîðìóëó
Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà

∂

∂t

∫
V

ρuidµ = −
∫

V

∂Γik

∂xk
dµ = −

∮

∂V

Γiknkdσ. (19)

Çäåñü dµ � ýëåìåíò îáúåìà, ∂V � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷è-
âàþùàÿ îáúåì V , nkdσ � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, îðèåíòè-
ðîâàííûé â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè nk. (Ïðàâèëî ïðèìåíå-
íèÿ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà ñîñòîèò â çàìåíå dµ∂/∂xk →
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nkdσ.) Òåïåðü ðàâåíñòâî (19) ñ ó÷åòîì (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåê-
òîðíîì âèäå

∂

∂t

∫

V

ρudµ = −
∮

∂V

[ρu (u · n) + pn] dσ. (20)

Îòcþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè Γiknk è ðàâíûé
Γ = ρu (u · n) + pn (21)

îïðåäåëÿåò ïîòîê èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè n, ò.å. ÷åðåç ýëåìåíò
ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ïëîùàäè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé n.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðîì Γ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòàíîâêå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîòîìó ÷òî ñîãëàñíî (21) âåëè÷èíà ïîòîêà èì-
ïóëüñà â íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè ðàâíà ρu2 + p, à â íîðìàëüíîì åé
íàïðàâëåíèè � ïðîñòî p. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, íà ãðàíèöå ðàçäåëà
äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ ñðåä äàâëåíèå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì,
òîãäà êàê ñêîðîñòü ìîæåò èñïûòûâàòü ðàçðûâ.

Ïóñòü òåïåðü V � âåñü îáúåì æèäêîñòè. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü
(20) îáðàùàåòñÿ â íóëü èç-çà îòñóòñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç
ëþáîé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ∂V è ðàâåíñòâà íóëþ ðåçóëüòèðóþùåé
ñèë äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà ∂V . Òàêèì îáðàçîì, èç ëîêàëüíîãî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (17), (18) ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü åãî
èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíû.

4.2. Ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ìîæíî âûâå-
ñòè àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, âû÷èñëÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîò-
íîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ρu2/2 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæå-
íèé (1.10), (1.11) ( ñäåëàéòå ýòî â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ).
Çäåñü ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæå-
íèé, êîòîðûå íåðåäêî áûâàþò ïîëåçíûìè ïåðåä ïðîâåäåíèåì ôîð-
ìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê.

Ïóñòü V - ïðîèçâîëüíûé îáúåì æèäêîñòè, îãðàíè÷åííûé çà-
ìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ ∂V . Òîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè çàêëþ÷åííîé â íåì æèäêîñòè ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòîêà
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ∂V è ðàáîòû, ñîâåðøàå-
ìîé â åäèíèöó âðåìåíè ðåàêöèÿìè ñâÿçè, ò.å. ñèëàìè äàâëåíèÿ íàä
æèäêîñòüþ âûäåëåííîãî îáúåìà. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

∂

∂t

∫

V

1
2ρu2dµ = −

∮

∂V

(
1
2ρu2

)
u · dσ −

∮

∂V

pu·dσ. (22)
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Îòðèöàòåëüíûå çíàêè â ïðàâîé ÷àñòè (22) îçíà÷àþò, ÷òî dσ íà-
ïðàâëåí â ñòîðîíó âíåøíåé ê ïîâåðõíîñòè ∂V íîðìàëè.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê ïðàâîé ÷àñòè (22) ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-
Ãàóññà è ïðèðàâíèâàÿ ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ëåâûõ è ïðà-
âûõ ÷àñòåé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

∂

∂t

(
1
2ρu2

)
= −div

[
u

(
1
2ρu2 + p

)]
. (23)

Îòñþäà ñëåäóåò ñîõðàíåíèå ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêî-
ñòè, â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîëàãàÿ â (22) ∂V ãðàíèöåé âñåãî îáú-
åìà æèäêîñòè, íà êîòîðîé íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü.

Óïðàæíåíèå
1. Âûâåäèòå ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (23) íåïî-

ñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.10), (1.11).
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Ñïèðàëüíîñòü, óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè,
èíâàðèàíò Ýðòåëÿ

1. Èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè. Ê ìåíåå ðàñïðîñòðàíåííûì, íî
âåñüìà âàæíûì äëÿ îïèñàíèÿ âèõðåâûõ äâèæåíèé, â îñîáåííîñòè
òàêèõ êàê ñìåð÷è, òîðíàäî è òàéôóíû, îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå ñïèðàëü-
íîñòè (helicity)

χ
.= u ·Ω (Ω .= rotu) . (1)

Â îòëè÷èå îò ëèíèé òîêà âèõðåâûå ëèíèè, ñîãëàñíî òåîðåìå Êåëü-
âèíà, ¾âìîðîæåíû ¿ â æèäêîñòü è ïîýòîìó â ñëó÷àå íåñòàöèîíàð-
íûõ ïðîöåññîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå âçàèìíî-
ãî ðàñïîëîæåíèÿ óïîìÿíóòûõ ëèíèé, ò.å. ñòðóêòóðû èëè òîïîëîãèè
ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ. Ëîêàëüíîé ìåðîé òàêîé ñòðóêòóðíîé
ïåðåñòðîéêè êàê ðàç è ñëóæèò âåëè÷èíà χ. Âìåñòå ñ òåì èíòóèöèÿ
ïîäñêàçûâàåò, ÷òî åñëè ëèíèè çàâèõðåííîñòè ñöåïëåíû èëè çàâÿçà-
íû, êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, íà ðèñ. 1, òî ñóììàðíîå ÷èñëî òàêèõ
çàöåïëåíèé èëè óçëîâ íå äîëæíî èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ,
ïî êðàéíåé ìåðå â íåîãðàíè÷åííîé æèäêîñòè, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî
òåîðåìå Êåëüâèíà ëèíèè çàâèõðåííîñòè íèãäå íå çàðîæäàþòñÿ è
íå èñ÷åçàþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûâåñòè óðàâ-
íåíèå ýâîëþöèè ñïèðàëüíîñòè äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâî-
âàíèè èíòåãðàëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà. Âîñïîëüçóåìñÿ
äëÿ ýòîãî óðàâíåíèåì Ýéëåðà â ôîðìå Áåðíóëëè (1.10à), êîòîðîå
âìåñòå ñ óðàâíåíèåì âèõðÿ óäîáíî çàïèñàòü â âèäå:

∂u
∂t

= u×Ω− ∇p

ρ
−∇

(
1
2u

2
)

, (2)

∂Ω
∂t

= rot (u×Ω)− rot∇p

ρ
. (3)
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Ðèñ. 1. Îäíîêðàòíî ñöåïëåííûå âèõðåâûå êîëüöà ñ
èíòåíñèâíîñòÿìè κ1 = Ω1 · δσ1 è κ2 = Ω2 · δσ2.

Óìíîæàÿ (2) íà Ω, à (3) íà u è ñêëàäûâàÿ, â ëåâîé ÷àñòè ïî-
ëó÷èì ∂ (u ·Ω) /∂t = ∂χ/∂t. Ïðàâóþ æå ÷àñòü ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

−∇
(

p

ρ
+ 1

2u
2
)
·Ω+∇

(
p

ρ

)
·Ω−∇p

ρ
·Ω+

+u·rot (u×Ω)− (u×Ω) · rotu− u · rot∇p

ρ
, (4)

ïîòîìó ÷òî (u×Ω) ·rotu = (u×Ω) · Ω = 0. Òîãäà â ñèëó ôîðìóë

div (A×B) = B · rotA−A · rotB, (5)

(A×B)×C = B (A ·C)−C (A ·B) (6)

(A, B, C � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íóæíîé ãëàäêîñòè) èìå-
åì

u·rot (u×Ω)−(u×Ω)·rotu =div {(u×Ω)× u} = div
{
Ωu2 − u (u ·Ω)

}
,

òî åñòü

u·rot (u×Ω)− (u×Ω) · rotu = −div
{
u (u ·Ω)−Ωu2

}
. (I)

Äàëåå,

−∇
(

p

ρ
+ 1

2u
2
)
·Ω = −∇

(
p

ρ
+ 1

2u2
)
·Ω−

(
p

ρ
+ 1

2u
2
)
divΩ,
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ïîòîìó ÷òî divΩ = 0. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó

div (αA) = ∇α ·A + αdivA (7)

(α � ñêàëÿðíîå ïîëå), ïîëó÷èì

−∇
(

p

ρ
+ 1

2u
2
)
·Ω = −div

{
Ω

(
p

ρ
+ 1

2u
2
)}

. (II)

Ñóììó îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ

∇
(

p

ρ

)
·Ω−∇p

ρ
·Ω − u · rot∇p

ρ

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

rot (αA) = ∇α×A + αrotA (8)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

− p

ρ2
Ω·∇ρ− u

(
∇

(
1
ρ

)
×∇p

)
− u

ρ
rot (∇p) ≡

≡ − p

ρ2
Π− u

(
∇

(
1
ρ

)
×∇p

)
− div

{
u×∇

(
1
ρ

)}
+ div

{
u×∇

(
1
ρ

)}
,

ãäå Π = Ω·∇ρ � óæå çíàêîìûé íàì ïîòåíöèàëüíûé âèõðü íåñæèìà-
åìîé ðàññëîåííîé æèäêîñòè. Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóë (7) è (5) ñóììà îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ (4) ïðèíèìàåò ôîðìó

− p

ρ2
Π− div

{
p

(
u×∇

(
1
ρ

))}
+ p∇

(
1
ρ

)
· rotu−ρu·rot∇

(
1
ρ

)
=

= −2p

ρ2
Π− div

{
p

(
u×∇

(
1
ρ

))}
. (III)

Ñêëàäûâàÿ òåïåðü ïðàâûå ÷àñòè èç (I), (II) è (III) è ïðèðàâíè-
âàÿ ðåçóëüòàò âåëè÷èíå ∂χ/∂t, ïîëó÷àåì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå
äëÿ ëîêàëüíîé ñïèðàëüíîñòè:

∂χ

∂t
= −div

{
uχ + Ω

(
p

ρ
−1

2u
2
)

+
p

ρ2
(∇ρ×u)

}
− 2p

ρ2
Π. (9)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî èñòî÷íèêîì ñïèðàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ çàâèõðåííîñòü æèäêîñòè, â îòñóòñòâèè êîòîðîé, ò.å. â ñëó-
÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû, ïðàâàÿ ÷àñòü (9) èìååò äèâåðãåíòíûé âèä.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíàÿ ñïèðàëüíîñòü

H =
∫

V

χdV, (10)

dH
dt

=−
∫

V

div
[
uχ + Ω

(
p

ρ0
− 1

2u
2
)]

dµ

= −
∮

∂V

[
uχ + Ω

(
p

ρ0
− 1

2u
2
)]

dσ

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íå òîëüêî ëèíèè òîêà, íî è âèõðå-
âûå ëèíèè êàñàòåëüíû ê ïîâåðõíîñòè ∂V , îãðàíè÷èâàþùåé çàíÿ-
òûé æèäêîñòüþ îáúåì V .

Âåëè÷èíà H, íàçûâàåìàÿ èíâàðèàíòîì ñïèðàëüíîñòè (îòêðûò
Ìîðî (J.J. Moreau) â 1961 ã. è ïåðåîòêðûò Ìîôôàòîì (H.K.
Mo�att) â 1969 ã.), õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü çàóçëåííîñòè èëè çàöåï-
ëåíèÿ âèõðåâûõ ëèíèé. Îòìåòèì ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî, íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå äâóõ îäíîêðàòíî çàöåïëåííûõ âèõðåâûõ êîëåö ñ
èíòåíñèâíîñòÿìè κ1 è κ2 (ðèñ. 1) çíà÷åíèå H = ± |κ1κ2|, ãäå âûáîð
çíàêà çàâèñèò îò òîãî, äâèæåòñÿ ëè êàæäîå èç âèõðåâûõ êîëåö â
íàïðàâëåíèè çàâèõðåííîñòè ñâîåãî ïàðòíåðà èëè íàîáîðîò. Ñäåëàí-
íîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ëåêöèé,
â êîòîðîé áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå ñèíãóëÿðíûõ âèõðåâûõ íèòåé è
îáñóæäàòüñÿ èõ ïîâåäåíèå.

2. Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêè èëè äâèæå-
íèÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî íåñæè-
ìàåìàÿ èäåàëüíàÿ æèäêîñòü â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ îïèñûâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé � ïëîòíîñòüþ, ñëóæàùåé ëîêàëü-
íîé ìåðîé èíåðòíîñòè ñðåäû. Èìåííî ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ðàìêàõ ñòðîãî
ìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäà, ïðè÷åì äàâëåíèå â òàêîé ñðåäå òðàêòóåò-
ñÿ êàê ðåàêöèÿ ñâÿçåé, èñ÷åçàþùàÿ â îòñóòñòâèè îòíîñèòåëüíîãî
äâèæåíèÿ.

Â ñëó÷àå ñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîëîæåíèå âåùåé ïðèíöèïèàëü-
íî ìåíÿåòñÿ. Îäíîé ëèøü ïëîòíîñòè óæå íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñà-
íèÿ ëîêàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè, ïîñêîëüêó ïîä
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âëèÿíèåì ðàâíîìåðíîãî ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) ïëîòíîñòü è äàâëå-
íèå ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äàæå â îòñóòñòâèè îò-
íîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ìàññû îá-
ðàçóþò íåçàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, äëÿ çàìûêàíèÿ êîòîðîé
èç-çà îòñóòñòâèÿ òåïåðü äîïîëíèòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìåõàíè÷å-
ñêèõ ïðèíöèïîâ íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü èíûå ñîîáðàæåíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå, èäåàëüíóþ ñæèìàåìóþ æèäêîñòü
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, òî÷íåå
êàê ñîâîêóïíîñòü òåïëîèçîëèðîâàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
� èíäèâèäóàëüíûõ æèäêèõ ÷àñòèö, ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå
êàæäîé èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, íàïðèìåð äàâëåíèåì p è ïëîòíîñòüþ ρ (â
îòñóòñòâèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå â ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî âêëþ÷àòü åùå
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë). Ýòî âîçìîæíî, åñëè âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ
ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìíîãî ìåíüøå õàðàê-
òåðíîãî âðåìåíè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ èçìåíåíèé ñðåäû � ýòî îäíî èç
ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, íà êîòîðîì îñíîâàí âûâîä Í.Í.
Áîãîëþáîâà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-
íà (ñì., íàïðèìåð, Óëåíáåê, Ôîðä, 1965). Â ýòîì ñëó÷àå çàêîíû ðàâ-
íîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ïðèìåíèìû ëîêàëüíî, è äëÿ çàìûêàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîæíî îáðàòèòüñÿ êî âòîðîìó íà÷àëó òåðìî-
äèíàìèêè, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýíòðîïèÿ òåïëîèçîëèðîâàííîé ñèñòå-
ìû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé (îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðîèñ-
õîäèò ëèøü çà ñ÷åò ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé ñèëàìè äàâëåíèÿ). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ýíòðîïèÿ èíäèâèäóàëüíîé æèäêîé ÷àñòèöû èäåàëü-
íîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì, è
òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

du
dt

.=
∂u
∂t

+ (u∇)u =− 1
ρ
∇p, (11)

dρ

dt
.=

∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = −ρdivu, (12)

ds

dt
.=

∂s

∂t
+ (u∇) s = 0, (13)

s = s (ρ, p) . (14)

Çäåñü s = s (ρ, p) � óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ, ò.å. ýíòðîïèÿ èíäèâèäó-
àëüíîé æèäêîé ÷àñòèöû åäèíè÷íîé ìàññû, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò-
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ñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ρ è p, êàê ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñíîé
òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñèñòåìó (11)− (14) íàçûâàþò òàêæå
óðàâíåíèÿìè èäåàëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Óñëîâèå àäèàáàòè÷íîñòè äâèæåíèÿ (13) èíîãäà óäîáíî çàïèñû-
âàòü â ôîðìå ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû

∂ρs

∂t
+ div (ρsu) ≡ dρs

dt
+ ρsdivu = 0, (13a)

à óðàâíåíèå Ýéëåðà (11) � â ôîðìå Áåðíóëëè (ñì. (1.12) è (1.10a))

∂u
∂t

− u×rot u = −1
ρ
∇p−∇

(
1
2u

2
)

. (11a)

Âîîáùå ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî âåëè÷èíà ϕ = ϕ (t,x) � ãàçîäèíà-
ìè÷åñêèé ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâ-
íåíèå äëÿ âåëè÷èíû Φ = ρϕ çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå ëîêàëüíîãî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

3. Èçýíòðîïè÷åñêîå äâèæåíèå ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ê
âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè îòíî-
ñèòñÿ èçýíòðîïè÷åñêîå òå÷åíèå, â êîòîðîì, ïî îïðåäåëåíèþ, âî âñåõ
òî÷êàõ æèäêîñòè ýíòðîïèÿ ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Òàêîé
ïðîöåññ ôèçè÷åñêè âîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè âî âñåõ òî÷êàõ æèäêîñòè ýíòðîïèÿ èìåëà îäèíàêîâîå
çíà÷åíèå, òî èç-çà åå ëàãðàíæåâîé èíâàðèàíòíîñòè (13) îíà ñîõðà-
íèòñÿ âñþäó îäèíàêîâîé è íåèçìåííîé â ïðîöåññå âñåãî äâèæåíèÿ.
Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ýíòðîïèè

s (ρ, p) = const (15)

îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü ρ, à ñëåäîâàòåëüíî, è ëþáóþ äðóãóþ òåð-
ìîäèíàìè÷åñêóþ âåëè÷èíó êàê ôóíêöèþ îäíîãî ëèøü äàâëåíèÿ p
(íàïîìíèì, ÷òî ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè è õè-
ìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè, çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ). Äâèæåíèå, â
êîòîðîì ïëîòíîñòü åñòü ôóíêöèÿ îäíîãî ëèøü äàâëåíèÿ, íàçûâà-
åòñÿ áàðîòðîïíûì. Èòàê, èçýíòðîïè÷åñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ áà-
ðîòðîïíûì. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Â ñàìîì äåëå, çàâèñèìîñòü
ρ = ρ (p) âëå÷åò çà ñîáîé çàâèñèìîñòü s = s (p) è ñîãëàñíî (13)

ds

dt
=

ds

dp
· dp

dt
= 0 ⇒ ds

dp
= 0 ⇒ s (p) = const,
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ïîñêîëüêó p ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó íå åñòü ïàññèâíûé ñêàëÿð è,
ñëåäîâàòåëüíî, dp/dt 6= 0.

Ââîäÿ òåïåðü äëÿ ôóíêöèè f (p) ≡ 1/ρ(p) ïåðâîîáðàçíóþ

W (p) =
∫

f (p) dp =
∫

dp

ρ
,

dW

dp
=

1
ρ
, (16)

ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

−1
ρ
∇p = −dW

dp
∇p = −∇W.

Ïîýòîìó äëÿ èçýíòðîïè÷åñêîãî èëè áàðîòðîïíîãî äâèæåíèÿ ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ïðèíèìàþò ñóùå-
ñòâåííî áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó:

∂u
∂t

+ (u∇)u = −∇W,
∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0, W = W (p) , (17)

ãäå W ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé äàâëåíèÿ p è íàçûâà-
åòñÿ óäåëüíîé ýíòàëüïèåé èëè òåïëîâîé ôóíêöèåé åäèíèöû ìàñ-
ñû æèäêîñòè. (Íàïîìíèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýíòàëüïèÿ òåðìî-
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû åäèíè÷íîé ìàññû îïðåäåëÿòñÿ ðàâåíñòâîì
dW = Tds + ρ−1dp, êîòîðîå äëÿ èçýíòðîïè÷åñêîãî ïðîöåññà ñîâ-
ïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ïåðâîîáðàçíîé (16). Çäåñü T � àáñîëþòíàÿ
òåìïåðàòóðà ñðåäû.)

Óðàâíåíèÿ (17) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ áàðîòðîï-
íîé æèäêîñòè è îáëàäàþò òàêèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî
äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òåîðåìà Êåëüâèíà î ñîõðàíåíèè öèðêóëÿ-
öèè âäîëü ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî æèäêîãî êîíòóðà è óðàâíåíèå
Áåðíóëëè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé æèäêèõ ÷àñòèö, êîòîðîå
â äàííîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1
2u

2 + W (p) = const. (18)

(Íàïîìíèì, ÷òî åñëè òå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, âûáîð
êîíñòàíòû â (18) îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé, ïî êîòîðîé ïðîèçâî-
äèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.)

Óïîìÿíóòûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî
ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (17) ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì äèôôå-
ðåíöèàëîì ïðè óìíîæåíèè åå íà ýëåìåíò êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ δr
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(ñì. Ëåêöèþ 2, ïóíêò 2). Â ýòîì îòíîøåíèè áàðîòðîïíàÿ æèäêîñòü
àíàëîãè÷íà îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïî-
ñëåäíÿÿ ôîðìàëüíî ïîäõîäèò ïîä îïðåäåëåíèå áàðîòðîïíîé æèä-
êîñòè, äëÿ êîòîðîé W = p/ρ0, è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåñæèìà-
åìîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòüþ (ïî÷åìó?).

4. Òåîðåìà Êåëüâèíà è èíòåãðàë Áåðíóëëè â ãàçîâîé
äèíàìèêå. Äëÿ íåèçýíòðîïè÷åñêîãî èëè, êàê â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãî-
âîðÿò, áàðîêëèííîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè
òåîðåìà Êåëüâèíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêî ïîäîá-
íî òîìó, êàê èäåàëüíàÿ íåîäíîðîäíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ðàñ-
ñëàèâàåòñÿ íà èçîïèêíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, èäåàëüíàÿ ñæèìàåìàÿ
æèäêîñòü ðàññëàèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçýíòðîïè÷åñêèå ïî-
âåðõíîñòè, ïîòîìó ÷òî æèäêàÿ ÷àñòèöà, ïðèíàäëåæàùàÿ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò êàêîé-ëèáî èç òàêèõ ïîâåðõíîñòåé, áóäåò îñòàâàòüñÿ
íà íåé â ïðîöåññå âñåãî äâèæåíèÿ èç-çà ëàãðàíæåâîé èíâàðèàíò-
íîñòè âåëè÷èíû s. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå òî æå ñàìîå ïðîèçîéäåò
è ñ çàìêíóòûì æèäêèì êîíòóðîì, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèì â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
äâèæåíèå âäîëü òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ áà-
ðîòðîïíûì, ê íåìó ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó óæå ïðèìåíèìû
òåîðåìà Êåëüâèíà è óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

I. Â ïðîöåññå áàðîêëèííîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé
æèäêîñòè ñîõðàíÿåòñÿ öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè ïî çàìêíóòîìó
æèäêîìó êîíòóðó, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåìó èçýíòðîïè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè.

II. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèä-
êîñòè âäîëü òðàåêòîðèé æèäêèõ ÷àñòèö ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà
B = 1

2u2 + W (p, s0), ãäå W (p, s0) =
∫

dp/ρ(p, s0) ïàðàìåòðè÷åñêè
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ s (ρ, p) = s0, îïðåäåëÿþùåãî ïîâåðõíîñòü, íà
êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ.

Ïðèìåíèòåëüíî ê èíôèíèòåçèìàëüíîìó çàìêíóòîìó êîíòó-
ðó C0, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåìó èçýíòðîïè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
s (ρ, p) = s0, óòâåðæäåíèå I îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà

K0 =
∮

C0

u·dr = rotu · dσ0 (19)

åñòü ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò. Çäåñü dσ0 � îðèåíòèðîâàííûé ýëåìåíò
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ïëîùàäè èçýíòðîïè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííûé êîíòóðîì
C0. Íàðÿäó ñ ïîâåðõíîñòüþ s (ρ, p) = s0 ðàññìîòðèì èíôèíèòåçè-
ìàëüíî áëèçêóþ åé èçýíòðîïè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü s (ρ, p) = s0 + δs
è ïðîâåäåì ÷åðåç êîíòóð C0 æèäêóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü,
ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ äîïîëíèòåëüíîé èçýíòðîïè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ åñòü òàêæå çàìêíóòûé êîíòóð (ñì. ðèñ. 2.1). Òîðöû ïîñòðî-
åííîãî òàêèì ñïîñîáîì öèëèíäðè÷åñêîãî ýëåìåíòà â ïðîöåññå âñåãî
äâèæåíèÿ áóäóò îñòàâàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èçýíòðîïè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòÿõ. Òîãäà ìàññó ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîé ÷àñòèöû ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

M = ρhn · dσ0, (20)

ãäå n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè s0, ñîâïàäàþùàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
ñ ∇s, h � âûñîòà öèëèíäðà. Â ñèëó èíôèíèòåçèìàëüíîé áëèçîñòè
èçýíòðîïè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âåëè÷èíó δs ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δs = ∇s · nh. (21)

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (20) ñ (21) ñëåäóåò, ÷òî

dσ0 =
M
δs
· ∇s

ρ
. (22)

Ïîäñòàâëÿÿ (22) â (19) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî δs è M íå
ìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì δs
è êàê ìàññà îáúåìà æèäêîñòè, ñîñòîÿùàÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
èç îäíèõ è òåõ æå ÷àñòèö, íàõîäèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü K0 âëå÷åò
çà ñîáîé èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû

ΠE =
rotu·∇s

ρ
. (23)

Îíà íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì âèõðåì äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè, èëè èíâàðèàíòîì Ýðòåëÿ (H. Ertel, 1942), âïåðâûå äîêàçàâ-
øåãî èíâàðèàíòíîñòü ΠE íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
(11)-(14) ìåòîäàìè âåêòîðíîãî àíàëèçà (ñì. Óïðàæíåíèå 2). Ïðè-
âåäåííîå çäåñü èñêëþ÷èòåëüíî èçÿùíîå è ôèçè÷åñêè ïðîçðà÷íîå
äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû ΠE è åå ïðÿìîé ñâÿçè
ñ òåîðåìîé Êåëüâèíà â òîì æå ãîäó áûëî ïðåäëîæåíî Ìîðàíîì
(F. Moran, 1942), à çàòåì, ïî-âèäèìîìó, íåçàâèñèìî âîñïðîèçâåäåíî
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×àðíè (J.G. Charney, 1948) â åãî çíàìåíèòîé ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé
äèíàìèêå ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïî÷åìó íåîäíîðîäíàÿ ïî ïëîòíîñòè áàðîòðîïíàÿ æèäêîñòü
íå ìîæåò áûòü íåñæèìàåìîé?

2. Óðàâíåíèå áàëàíñà ñïèðàëüíîñòè äëÿ îäíîðîäíîé âðàùàþ-
ùåéñÿ æèäêîñòè â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå Φ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂

∂t
[u (rotu + 4Ω0)] =

= −div
[
u((rotu+2Ω0) · u) +rotu

(
p

ρ0
+Φ− 1

2u
2
)

+ 4Ω0

(
p

ρ0
+Φ

)]
.

Ïîêàæèòå ýòî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàïèñàííûå âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà (ñì. Óïðàæíåíèå 1.3, Êóðãàíñêèé,
1993).
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Ïîòåíöèàëüíûé âèõðü Ðîññáè-Îáóõîâà.
Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè

1. Ïîòåíöèàëüíûé âèõðü Ðîññáè-Îáóõîâà â òåîðèè
"ìåëêîé âîäû". Ó÷èòûâàÿ èñêëþ÷èòåëüíóþ âàæíîñòü äëÿ ãåî-
ôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè è äèíàìè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè ââåäåí-
íîãî ðàíåå ïîíÿòèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ, óìåñòíî íàðÿäó ñ (2.4)
è (3.23) ïðèâåñòè åãî âûðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè ¾ìåëêîé
âîäû¿. Òàê íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâóìåðíîå äâè-
æåíèå òîíêîãî ñëîÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîñòîÿííîé
ïëîòíîñòè ρ0 ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïîëå ñèë òÿæåñòè (ñì.
ðèñ. 1). Óñëîâèå òîíêîñòè ñëîÿ îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðíûé ãîðè-
çîíòàëüíûé ìàñøòàá L òå÷åíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò òîëùè-
íó ñëîÿ H. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü âåðòèêàëüíûìè óñêîðåíèÿ-
ìè æèäêèõ ÷àñòèö ïî ñðàâíåíèþ ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g è çàâèñèìîñòüþ ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè îò âåðòè-
êàëüíîé êîîðäèíàòû z. Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå p óäîâëåòâîðÿåò
êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ

∂p

∂z
+ gρ0 = 0, p = ρ0g (H (x, y, t)− z) , (1)

à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −g

∂H

∂x
, (2)
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Ðèñ. 1. Òåîðèÿ ìåëêîé âîäû îïèñûâàåò äâóìåðíîå äâèæåíèå
âåðòèêàëüíûõ æèäêèõ ñòîëáèêîâ â ñëîå æèäêîñòè ïîñòîÿííîé
ïëîòíîñòè ρ = ρ0 ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïîëå ñèëû
òÿæåñòè.

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −g

∂H

∂y
, (3)

dH

dt
+ H

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
≡ ∂H

∂t
+

∂Hu

∂x
+

∂Hv

∂y
= 0. (4)

Çäåñü u = u (x, y, t) , v = v (x, y, t) � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â íà-
ïðàâëåíèè îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî, à óðàâíåíèå (4) ïîëó÷àåòñÿ
â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âûñîòå óñëîâèÿ òðåõìåðíîé áåçäè-
âåðãåíòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè ∂u/∂x + ∂v/∂y + ∂w/∂z = 0 ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî w (z = 0) = 0 (ñëîé ïîêîèòñÿ íà íåïðîíèöàåìîé ïîâåðõ-
íîñòè) è w (z = H) = dH/dt ïî îïðåäåëåíèþ.

Óðàâíåíèÿ (2)-(4) äîïóñêàþò çàìå÷àòåëüíóþ ãàçîäèíàìè÷åñêóþ
òðàêòîâêó, à èìåííî: îíè îïèñûâàþò áàðîòðîïíîå äâèæåíèå äâó-
ìåðíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, â êîòîðîé äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñâÿ-
çàíû ñòåïåííûì ñîîòíîøåíèåì (ïîëèòðîïíûé ãàç)

p = 1
2αgρ2,

ãäå α � êîíñòàíòà íóæíîé ðàçìåðíîñòè. Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó óêà-
çàííîãî ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (3.11), à çàòåì çàìåíó αρ = H â
óðàâíåíèÿõ (3.11), (3.12), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì òåîðèè ìåëêîé
âîäû.
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Òåïåðü ìîæíî ïîñòóïèòü ôîðìàëüíî è ïðèìåíèòü òåîðåìó
Êåëüâèíà ê áàðîòðîïíîìó äâèæåíèþ äâóìåðíîãî ãàçà, ñîãëàñíî êî-
òîðîé âåëè÷èíà

K = Ωzdσ

åñòü ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò. Çäåñü Ωz
.= ∂v/∂x−∂u/∂y � âåðòèêàëü-

íàÿ êîìïîíåíòà çàâèõðåííîñòè (äðóãèå êîìïîíåíòû â ñèëó äâóìåð-
íîñòè äâèæåíèÿ ðàâíû íóëþ), à dσ � ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî ãîðè-
çîíòàëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ æèäêîãî ñòîëáèêà, êîòîðàÿ îãðà-
íè÷åíà èíôèíèòåçèìàëüíûì çàìêíóòûì êîíòóðîì (ñì. ðèñ. 1), öå-
ëèêîì ïðèíàäëåæàùèì ïëîñêîñòè (x, y). Ïîñêîëüêó dσ = m/ρ0H,
ãäå m � ìàññà ñòîëáèêà, ñîñòîÿùåãî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ èç îäíèõ
è òåõ æå ÷àñòèö, îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òî èç ëàãðàíæåâîé èíâàðè-
àíòíîñòè K ñëåäóåò ëàãðàíæåâà èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû:

ΠRO = Ωz/H, (5)

êîòîðàÿ è íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì âèõðåì äëÿ óðàâíåíèé òåî-
ðèè ìåëêîé âîäû. Èìåííî â òàêîì âèäå ïîíÿòèå ïîòåíöèàëüíî-
ãî âèõðÿ áûëî ââåäåíî â ãåîôèçè÷åñêóþ ãèäðîäèíàìèêó Ðîññáè
(Rossby, 1939) äëÿ îêåàíà è íåçàâèñèìî Îáóõîâûì (1949) äëÿ àò-
ìîñôåðû. Â èíâàðèàíòíîñòè ýòîé âåëè÷èíû ëåãêî óáåäèòüñÿ è ñ
ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé (âûïîëíèòå óïðàæíåíèå
1).

Íàïîìíèì (ñì. óïðàæíåíèå 1.1), ÷òî Ωz = 2ω, ãäå ω � óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ëîêàëüíîãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè. Óìåñòíî â ñâÿçè ñ ýòèì
çàìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü ΠRO â òåîðèè ìåëêîé âîäû ýêâèâà-
ëåíòíà ñîõðàíåíèþ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ æèäêîãî öèëèí-
äðà, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò ýëåìåíò dσ, à âûñîòîé � H (ðèñ.
1). Â ñàìîì äåëå, ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà

I =
1
2
mr2 =

1
2π

mdσ =
1
2π

m
V

H
=

1
2π

m2

ρ0

1
H

,

ãäå r � ðàäèóñ öèëèíäðà, à V � åãî îáúåì. Òîãäà ìîìåíò åãî êîëè-
÷åñòâà äâèæåíèÿ

M = Iω =
1
4π

m2

ρ0

Ωz

H
. (6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûäåëåííûé öèëèíäðè÷åñêèé ýëåìåíò âå-
äåò ñåáÿ ïîäîáíî áàëåðèíå íà ñöåíå èëè ôèãóðèñòêå íà ëüäó, êî-
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òîðûå, âûòÿãèâàÿñü, ò.å. âûïðÿìëÿÿñü âî âåñü ðîñò è ïîäíèìàÿ ðó-
êè íàä ãîëîâîé, óñêîðÿþò âðàùåíèå è, íàîáîðîò, "ñïëþùèâàÿñü ò.å.
ïðèñåäàÿ è ðàññòàâëÿÿ ðóêè â ñòîðîíû, çàìåäëÿþò åãî.

Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ äàåò îïðåäåëåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå è î ïîâåäåíèè íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè, áóäü òî
ãàç èëè íåñæèìàåìàÿ íåîäíîðîäíàÿ æèäêîñòü, êîòîðàÿ ðàññëàè-
âàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçýíòðîïè÷åñêèå èëè èçîïèêíè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè, ïåðåñåêàåìûå âèõðåâûìè òðóáêàìè, ïðè÷åì îáëàñòè
ñãóùåíèÿ óïîìÿíóòûõ ïîâåðõíîñòåé õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîíèæåííîé
çàâèõðåííîñòüþ, è íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò ÷åðåäîâà-
íèå îáëàñòåé ïîâûøåííîé è ïîíèæåííîé ëîêàëüíîé çàêðó÷åííîñòè
æèäêîñòè. Îáëàñòè ïîâûøåííîé çàâèõðåííîñòè ìîãóò áûòü ïðè-
÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè. Íå èñêëþ÷åíî ïîýòîìó, ÷òî
íàáëþäàåìûå â àòìîñôåðå è îêåàíå õàîòè÷åñêè ðàñïîëîæåííûå íà
ðàçíûõ âûñîòàõ èëè ãëóáèíàõ òóðáóëåíòíûå ïÿòíà ôîðìèðóþòñÿ
ïîä âëèÿíèåì íåðåãóëÿðíîé ðàññëîåííîñòè ñæèìàåìîé èëè íåîäíî-
ðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è ïîòîêè ýíåðãèè è èìïóëüñà â
ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ãàçà îò íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ ãàçîâàÿ ÷àñòèöà êàê
òåðìîäèíàìè÷åñêèé îáúåêò, íàðÿäó ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé åå
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, îáëàäàåò âíóòðåííåé ýíåðãèåé, êî-
òîðàÿ ñëóæèò ìåðîé ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ýòó ÷àñòèöó ìîëåêóë. Íà ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îäíîãî âèäà ýíåðãèè â
äðóãîé óêàçûâàþò ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïåðâîå íà÷àëî òåðìî-
äèíàìèêè äëÿ ñèñòåìû ñ ôèêñèðîâàííîé ìàññîé çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

δε = Tδs− pδV, (7)

ãäå ε, T, s, p è V � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà,
ýíòðîïèÿ, äàâëåíèå è îáúåì ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû.

Ñîãëàñíî (3.12), (3.13) ôîðìóëó (7) ïðèìåíèòåëüíî ê àäèàáà-
òè÷åñêîìó äâèæåíèþ èíäèâèäóàëüíîé ãàçîâîé ÷àñòèöû åäèíè÷íîé
ìàññû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dε

dt
=

p

ρ2

dρ

dt
= −p

ρ
divu, (8)

ãäå 1/ρ =V è ε � îáúåì è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû ãàçà.
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå æèäêîñòè ìîæåò
áûòü ïðè÷èíîé èçìåíåíèÿ åå âíóòðåííåé ýíåðãèè, åñëè divu 6= 0,
è íàîáîðîò, èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè íåìèíóåìî ïîðîæäàåò
ìàêðîñêîïè÷åñêîå òå÷åíèå. Ïîýòîìó äëÿ ãàçà óðàâíåíèå ëîêàëüíî-
ãî áàëàíñà ýíåðãèè ñëåäóåò çàïèñûâàòü äëÿ âåëè÷èíû

E = ρ
(

1
2u

2 + ε
)

, (9)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ýíåðãèåé åäèíèöû îáúåìà æèäêîñòè.
Âû÷èñëèì òåïåðü ∂E/∂t, ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè ãàçîäèíàìèêè

(3.11)-(3.14). Ñîãëàñíî (7)

δ (ρε) = εδρ + ρTδs +
p

ρ
δρ =

(
ε+

p

ρ

)
δρ + ρTδs.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∂ρε

∂t
=

(
ε +

p

ρ

)
∂ρ

∂t
+ ρT

∂s

∂t
.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü (3.12), (3.13) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ∂ρ/∂t è ∂s/∂t,
ïîëó÷èì

∂ρε

∂t
= −

(
ε+

p

ρ

)
div (ρu)− ρT (u∇) s. (10)

Âíîâü ïðèìåíÿÿ ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè (7) è çàìåíÿÿ â
íåì δ íà u∇ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç (10) âåëè÷èíû ρT (u∇) s, íàõîäèì

∂ρε

∂t
= −div

{
ρu

(
ε +

p

ρ

)}
+ u∇p. (11)

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ (3.11), (3.12) âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

∂

∂t

(
1
2ρu2

)
= ρu

∂u
∂t

+ 1
2u

2 ∂ρ

∂t
= −ρu (u∇)u− 1

2u
2div (ρu)− (u∇) p,

∂

∂t

(
1
2ρu2

)
= −div

(
u1

2ρu2
)
− (u∇) p.

Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ (11), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñæèìà-
åìîé æèäêîñòè ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

∂

∂t

[
ρ

(
1
2u

2 + ε
)]

= −div
{

ρu
(

1
2u

2 + ε+
p

ρ

)}
, (12)
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ãäå ε + p/ρ = W � ýíòàëüïèÿ åäèíèöû ìàññû æèäêîñòè, ïîÿâëåíèå
êîòîðîé â ïðàâîé ÷àñòè (12) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñèëû äàâëåíèÿ
ñîâåðøàþò ðàáîòó (ñð. ñ (2.23)).

×òî êàñàåòñÿ ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, òî äëÿ
ãàçà îí (çàêîí) ôîðìóëèðóåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè, ò.å. ôîðìóëàìè (2.17) è (2.18) (ïî÷åìó? ). Â ýòîì
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé, èñïîëü-
çóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.11)-(3.14). (Ñäåëàéòå ýòî â êà÷åñòâå ïî-
ëåçíîãî óïðàæíåíèÿ.)

4. Ñêîðîñòü çâóêà. Òîò ôàêò, ÷òî ãàçîâàÿ ñðåäà àêêóìóëèðó-
åò äâà âèäà ýíåðãèè � âíóòðåííþþ è êèíåòè÷åñêóþ, è âîçìîæíîñòü
èõ âçàèìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóã â äðóãà óêàçûâàþò íà òî, ÷òî
ãàç â îòëè÷èå îò íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìîæåò ñîâåðøàòü ñâîáîä-
íûå èëè, êàê â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ò.å.
áåç âëèÿíèÿ êàêîãî-ëèáî ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Óïî-
ìÿíóòûå êîëåáàíèÿ ìîæíî èíäóöèðîâàòü, ñîçäàâàÿ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò ïóòåì ëîêàëüíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ)
îáëàñòü ïîâûøåííîé (ïîíèæåííîé) ïëîòíîñòè, â êîòîðîé èç-çà ñî-
âåðøåííîé ðàáîòû îáðàçóåòñÿ èçáûòîê (äåôèöèò) äàâëåíèÿ, ïðå-
ïÿòñòâóþùèé äàëüíåéøåìó ñæàòèþ (ðàñòÿæåíèþ) è ñîçäàþùèé â
ñâîþ î÷åðåäü âîçâðàòíóþ ñèëó. Â èòîãå îáëàñòè ñæàòèÿ è ðàñòÿ-
æåíèÿ, êàê êðóãè íà âîäíîé ïîâåðõíîñòè, áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
ïî âñåé æèäêîñòè, âîçáóæäàÿ ïðîäîëüíûå (â îòëè÷èå îò êîëåáàíèé
âîäíîé ïîâåðõíîñòè) êîëåáàíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè èõ
ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Òàêîé ïðîöåññ, êàê èçâåñòíî, íà-
çûâàåòñÿ çâóêîì, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðîãî îòíîñèòñÿ ê
ôóíäàìåíòàëüíûì ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñæèìàåìîé æèä-
êîñòè. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñôîðìóëèðî-
âàòü óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñæèìàåìîñòüþ ñðåäû ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü, ìàòåðèàëèçóÿ òåì ñàìûì íà ïåðâûé âçãëÿä âåñüìà
àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ñâÿçè ñ
ýòèì óìåñòíî íàïîìíèòü ôîðìóëó äëÿ ñêîðîñòè çâóêà.

Ìàëûå êîëåáàíèÿ ñæèìàåìîé ñðåäû, ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå êî-
òîðîé çàäàåòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè u = 0, p = p0, ρ = ρ0

è s (ρ0, p0) = s0, ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè
ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè êàê âå-
ëè÷èíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ âîçìó-
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ùåíèÿìè ïðåíåáðåãàåì):

∂u′

∂t
= − 1

ρ0
∇p′, (13)

∂ρ′

∂t
= −ρ0divu′, (14)

ãäå u′, p′ è ρ′ � ìàëûå âîçìóùåíèÿ, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ðàâ-
íû íóëþ, ïðè÷åì

s
(
ρ0 + ρ′, p0 + p′

)
= s0, (15)

ïîòîìó ÷òî äâèæåíèå èäåàëüíîé ñæèìàåìîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ àäèà-
áàòè÷åñêèì.

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü äàâëåíèå êàê ôóíêöèþ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí s è ρ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (15), ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
p′ è ρ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

p′ =
(

∂p

∂ρ

)

s=s0

ρ′. (16)

Î÷åâèäíî, ÷òî (∂p/∂ρ)s=s0
= const > 0, ïîòîìó ÷òî èçáû-

òîê/äåôèöèò äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ/óìåíüøåíèþ ïëîò-
íîñòè è íàîáîðîò. Ïîëîæèì ïîýòîìó

(
∂p

∂ρ

)

s=s0

= c2. (17)

Óðàâíåíèå (13) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî (16) è (17) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

∂u′

∂t
= − c2

ρ0
∇ρ′. (18)

Èñêëþ÷àÿ òåïåðü èç (14) è (18) divu′, ïîëó÷àåì âîëíîâîå óðàâíåíèå
äëÿ ρ′

∂2ρ′

∂t2
− c2∆ρ′ = 0, (19)

ãäå c =
√

(∂p/∂ρ)s=s0
è åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ

êîëåáàíèé.
Ïî ñóòè, ñêîðîñòü çâóêà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñæèìàåìîñòè

ñðåäû: ÷åì áîëüøå c, òåì ìåíåå ñðåäà ñæèìàåìàÿ. Åñëè åùå ó÷åñòü,
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÷òî âåëè÷èíà
√

(∂p/∂ρ)s ñëàáî çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-
äèíàò è âðåìåíè, ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, âàðèàöèè ýíòðîïèè ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ åå ôîíîâûì çíà÷åíèåì s0 = 〈s〉, òî ñêîðîñòü çâóêà
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî
ïàðàìåòðà ñïëîøíîé ñðåäû, õîòÿ è ÿâíî íå âõîäÿùåãî â óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ.

Ôîðìóëà (17) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà ïî àäèàáàòè÷åñêîé
ñæèìàåìîñòè ñðåäû. Ïîñêîëüêó â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ
îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âìåñòî ýíòðîïèè s èñïîëüçó-
þò àáñîëþòíóþ òåìïåðàòóðó T , òî âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà
óäîáíåå ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè, ïðè-
ìåíÿÿ äëÿ ýòîãî èçâåñòíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

(
∂p

∂ρ

)

s

=
cp

cv

(
∂p

∂ρ

)

T

, (20)

ãäå cp è cv � óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè ñðåäû ïðè ïîñòîÿííûõ äàâëå-
íèè è îáúåìå ñîîòâåòñòâåííî.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èäåàëüíîãî (ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ) ãàçà, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ìåíäåëååâà-Êëàéïåðîíà

p = ρR0T/µ = ρRT (21)

(R0 � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, µ � ìîëåêóëÿðíûé âåñ
è R � óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ), ñêîðîñòü çâóêà âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

c =
√

γRT (γ =cp/cv) . (22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå c ∼ √
T è ïðàêòè÷åñêè

íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ ( γ îáû÷íî ñëàáî çàâèñèò îò T ).
5. Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé ãàçî-

âîé äèíàìèêè. Ñ ôîðìàëüíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
íåñæèìàåìîñòü ñðåäû îçíà÷àåò, ÷òî

c2 =
(

∂p

∂ρ

)

s

= ∞.

Â ñàìîì äåëå, âûäåëèì â ñðåäå ïðîèçâîëüíûé îáúåì V , îãðàíè÷åí-
íûé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S, è ïîäâåðãíåì åãî àäèàáàòè÷åñêîìó
ñæàòèþ ñ ïîìîùüþ ôèêñèðîâàííîãî èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ δp. ×åì
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ìåíåå ñæèìàåìà ñðåäà, òåì ìåíüøå èçìåíåíèå îáúåìà δV , à ñëåäî-
âàòåëüíî, òåì ìåíüøå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè δρ ∝ −ρδV/V . Ïîýòîìó
â ïðåäåëå äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (δp/δρ)s = ∞. Ñ ôèçè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëàãàòü ñêîðîñòü çâóêà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé
åñòü íîíñåíñ, ïîñêîëüêó ýòî îçíà÷àëî áû ñóùåñòâîâàíèå ñðåä, â
êîòîðûõ âîçìóùåíèÿ (èíôîðìàöèÿ) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìãíîâåííî.
Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ òðàêòîâêà íåñæèìàåìîñòè ñðå-
äû äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ îïèñàíèåì òå÷åíèé, ñêîðîñòü êîòîðûõ
u ¿ c, èëè, êàê â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷èñëà Ìàõà êîòîðûõ

Ma .= u/c ¿ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (∂/∂t = 0) ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ Ýéëåðà èëè Áåðíóëëè õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå äàâëåíèÿ
δp ∝ ρu2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (16) ñëåäóåò

δρ =
1

(∂p/∂ρ)s

δp ∼ ρ
u2

c2
, (23)

òî åñòü óñëîâèå ñëàáîé ñæèìàåìîñòè δρ/ρ ¿ 1 ýêâèâàëåíòíî Ma2 ¿
1. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èç ðàâåíñòâà

divρu =ρdivu+(u∇) ρ = 0

ñëåäóåò
divu = −u

∇ρ

ρ
∼ U

L

δρ

ρ
=

U

L
O

(
Ma2

)
, (24)

ãäå U è L � õàðàêòåðíûå ñêîðîñòü è ëèíåéíûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ.
Ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé,

åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

∂

∂t
6 u∇, ò.å. τ > L

U
À L

c
, (24a)

ãäå τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷à-
åò, ÷òî âðåìÿ L/c, çà êîòîðîå çâóêîâîé ñèãíàë ïðîéäåò ðàññòîÿíèå
L, ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì τ çàìåòíîãî èçìåíåíèÿ äâèæå-
íèÿ æèäêîñòè. Â ýòîì ñìûñëå ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà ïðîèñõî-
äèò ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî, à ìåäëåííûå ñóùåñòâåííî äîçâóêîâûå
òå÷åíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî îïèñû-
âàþòñÿ óðàâíåíèÿìè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî
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O
(
Ma2

)
. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñìûñ-

ëå ñëåäóåò ïîíèìàòü èäåàëèçàöèþ ðåàëüíîé æèäêîñòè íåñæèìà-
åìîé ñðåäîé.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ïîêàæèòå ïóòåì ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé, ÷òî âåëè÷èíà Ωz/H

ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåë-
êîé âîäû.

2. Ñôîðìóëèðóéòå ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåëêîé âîäû è äàéòå åìó ôèçè÷åñêóþ òðàê-
òîâêó.

Îòâåò:
∂

∂t

[
H

(
1
2u

2+1
2gH

)]
= −div

[
Hu

(
1
2u

2+gH
)]

, div = ∂/∂x + ∂/∂y.

(25)
3. ×òî òàêîå ñêîðîñòü çâóêà â òåîðèè ìåëêîé âîäû? Ñôîðìó-

ëèðóéòå óñëîâèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèé (2)-
(4), ò.å. óñëîâèÿ, êîãäà äâèæåíèå òîíêèõ ñëîåâ æèäêîñòè ñî ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìåðíî áåçäèâåðãåíòíûì.

Îòâåò:

c =
√

gH; |u| ¿ c, τ =
|u|
c
À L/c. (26)

Ðåøåíèå.Ôîðìàëüíî, îñíîâûâàÿñü íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé òðàê-
òîâêå óðàâíåíèé (2)-(4), äëÿ äâóìåðíîãî áàðîòðîïíîãî ãàçà, â êîòî-
ðîì p = 1

2αgρ2 è αρ = H, ¾ñêîðîñòü çâóêà¿ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà
c =

√
dp/dρ =

√
gαρ =

√
gH. Ïî ñóòè æå ýòî � ñêîðîñòü ãðàâè-

òàöèîííûõ âîëí, îáóñëîâëåííûõ êîëåáàíèÿìè ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè â ïîëå ñèë òÿæåñòè. Â ñàìîì äåëå, ìàëûå êîëåáàíèÿ
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûìè
óðàâíåíèÿìè (2)-(4)

∂u′

∂t
= −g∇h,

∂h

∂t
+ H0divu′ = 0,

ãäå h � îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ H = H0, â êîòîðîì u = 0. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ u′ îòíîñèòåëüíî
h ïîëó÷àåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2h

∂t2
− c2

0∆h = 0,
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ãäå c0 =
√

gH0.
Äàëåå, ïîëîæèì H = H0 + h è çàïèøåì ñèñòåìó (2)-(4) â âåê-

òîðíîé ôîðìå:
∂u
∂t

+ (u∇)u=− g∇h, (27)

∂h

∂t
+ (u∇) h = −Hdivu. (28)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ òå÷åíèÿ τ &
U/L (U � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü, L � òèïè÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé
ìàñøòàá). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∂/∂t . u∇, ò.å. ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ
ïåðâîãî îïåðàòîðà ìåíüøå èëè ñîïîñòàâèì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñ
ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ âòîðîãî. Òîãäà ñîãëàñíî (27) è (28)

gh ∝ U2, divu ∝ U

L
· h

H
=

U

L
· gh

gH
=

U

L
· U2

c2
=

U

L
Ma2.

Íåðàâåíñòâà ∂/∂t . u∇ è Ma¿ 1 ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì
(26), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äâèæåíèå òîíêèõ ñëîåâ æèäêîñòè
ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ äâóìåðíî áåçäèâåðãåíòíî ñ òî÷íîñòüþ
äî êâàäðàòà ¾÷èñëà Ìàõà¿, îïðåäåëåííîãî ïî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ýòî ÷èñëî â ãèäðîäèíàìèêå ïðèíÿòî
íàçûâàòü ÷èñëîì Ôðóäà.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ
æèäêîñòè, ïîíÿòèå ãåîôèçè÷åñêîãî òå÷åíèÿ

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê
èçëîæåíèþ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà, ïîäâåäåì íåêîòîðûå èòîãè ïðåä-
øåñòâóþùåãî ìàòåðèàëà è óòî÷íèì òåðìèíîëîãèþ. Ïðåäëîæåííîå
èçíà÷àëüíî äåëåíèå ñïëîøíûõ ñðåä íà íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü
è ãàç (ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü) ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âïîëíå
îïðàâäàííî, ïîñêîëüêó îíè ñîñòîÿò èç ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû íåñæèìàåìîé æèäêîñòè õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ëèøü ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâîì � èíåðòíîñòüþ, ìåðîé êî-
òîðîé ñëóæèò ïëîòíîñòü. Èìåííî ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñòðîãî â ðàìêàõ
ìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäà, èíòåðïðåòèðóÿ äàâëåíèå êàê ðåàêöèþ ñâÿ-
çåé, îáóñëîâëåííóþ âçàèìîäåéñòâèåì æèäêîé ÷àñòèöû ñ îêðóæà-
þùåé ñðåäîé. Ýëåìåíòàìè æå ãàçà ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûå òåðìî-
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ ïîìèìî ïëîòíîñòè
íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü åùå è ýíòðîïèþ, âñëåäñòâèå ÷åãî óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ ñ ïðèâëå÷å-
íèåì çàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè.

Ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óìåñòíåå è óäîáíåå äåëèòü
ñïëîøíûå ñðåäû íà áàðîòðîïíûå è áàðîêëèííûå, êîòîðûå îòëè÷à-
þòñÿ äðóã îò äðóãà ïðåæäå âñåãî ñïåöèôèêîé âèõðåâîé äèíàìèêè.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, óêàçàííûå òåðìèíû ñëåäîâàëî áû ïðèìåíÿòü íå â
îòíîøåíèè ñðåä, à â îòíîøåíèè èõ äâèæåíèé, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð,
òå÷åíèå îäíîãî è òîãî æå ãàçà ìîæåò áûòü èçýíòðîïè÷åñêèì (áà-
ðîòðîïíûì) è íåèçýíòðîïè÷åñêèì (áàðîêëèííûì). Ïîíèìàÿ óñëîâ-
íîñòü òàêîé òåðìèíîëîãèè, íàïîìíèì, ÷òî áàðîòðîïíîé íàçûâàåòñÿ
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æèäêîñòü, â êîòîðîé ïëîòíîñòü åñòü ôóíêöèÿ îäíîãî ëèøü äàâëå-
íèÿ. Ê ýòîìó æå êëàññó îòíîñèòñÿ è îäíîðîäíàÿ (ïîñòîÿííîé ïëîò-
íîñòè) íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü � åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå ñðåäè
áàðîòðîïíûõ æèäêîñòåé, òå÷åíèå êîòîðîé áåçäèâåðãåíòíî. Âî âñåõ
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ áàðîòðîïíàÿ æèäêîñòü ñæèìàåìàÿ, ïîñêîëüêó
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, äàâëåíèå ïåðåíî-
ñèëîñü áû êàê ïàññèâíàÿ ïðèìåñü, à ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
áûëà áû ïåðåîïðåäåëåííîé.

Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü âèõðåâîé äèíàìèêè áàðîòðîïíîé æèäêî-
ñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåîðåìà Êåëüâèíà ñïðàâåäëèâà çäåñü äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî æèäêîãî êîíòóðà, ò.å. âèõðåâûå òðóáêè
ìîãóò èìåòü ëþáóþ êîíôèãóðàöèþ è çàíèìàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëî-
æåíèå â ïðîñòðàíñòâå, à ñàìà æèäêîñòü èç-çà ñîâïàäåíèÿ èçîáàðè-
÷åñêèõ è èçîïèêíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íå îáëàäàåò ñîáñòâåííûìè
èñòî÷íèêàìè çàâèõðåííîñòè, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ∇ρ×∇p ≡ 0
(ñì. óðàâíåíèå Ôðèäìàíà (2.5)). Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå
áàðîòðîïíîé æèäêîñòè ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî äîëãî.

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé áàðîêëèííîé æèäêîñòè, ñæèìàåìîé èëè
íåñæèìàåìîé, ÿâëÿåòñÿ åå ðàññëîåííîñòü ïî èçýíòðîïè÷åñêèì èëè
èçîïèêíè÷åñêèì ïîâåðõíîñòÿì, âäîëü êîòîðûõ è ïðîèñõîäèò äâè-
æåíèå æèäêèõ ÷àñòèö. Çàìêíóòûé æèäêèé êîíòóð, öåëèêîì ïðè-
íàäëåæàùèé èçýíòðîïè÷åñêîé èëè èçîïèêíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò, áóäåò îñòàâàòüñÿ íà íåé â òå÷åíèå âñåãî äâèæå-
íèÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò äëÿ òàêîãî êîíòóðà ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû
Êåëüâèíà è, êàê ñëåäñòâèå, ëàãðàíæåâó èíâàðèàíòíîñòü ïîòåíöè-
àëüíîãî âèõðÿ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîçäàåò ðàññëîåííîñòü ïî ïî-
òåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòè, ò.å. áàðîêëèííàÿ æèäêîñòü èìååò åñòå-
ñòâåííóþ ýâîëþöèîíèðóþùóþ âî âðåìåíè òðóá÷àòóþ ñòðóêòóðó,
îáðàçîâàííóþ èç ïåðåñå÷åíèé èçýíòðîïè÷åñêèõ (èçîïèêíè÷åñêèõ)
ïîâåðõíîñòåé è ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåí-
íîñòè. Ìàññà, çàêëþ÷åííàÿ âíóòðè êàæäîé òðóáêè, îáðàçîâàííîé
ïåðåñå÷åíèåì ïàðû èçýíòðîïè÷åñêèõ (èçîïèêíè÷åñêèõ) ïîâåðõíî-
ñòåé ñ ïàðîé ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåí-
íîñòè, áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ, ïîòîìó ÷òî æèä-
êèå ÷àñòèöû, ïðèíàäëåæàùèå óêàçàííûì ïîâåðõíîñòÿì, íèêîãäà
íå ïîêèäàþò èõ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Ôðèäìà-
íà (2.5) ãåíåðàòîðîì çàâèõðåííîñòè áàðîêëèííîé æèäêîñòè ñëóæèò
íåñîâïàäåíèå èçîáàðè÷åñêèõ è èçîïèêíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ÷òî
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âëå÷åò çà ñîáîé ∇ρ×∇p 6= 0.
×èòàòåëü, ïî-âèäèìîìó, óæå îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè

îáñóæäåíèè îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ÿ ñîñðåäî-
òî÷èëñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íà, òàê ñêàçàòü, ¾ãåíåòè÷åñêèõ¿ ñâîé-
ñòâàõ åå äèíàìèêè, íå îòÿãîùåííûõ âëèÿíèåì ¾ñîöèàëüíîé ñðåäû¿
� âíåøíèõ ïîëåé, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïð. Îñíîâíîå âíèìàíèå
áûëî óäåëåíî çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ, ÷òî áûëî ñäåëàíî ïî ñëåäóþ-
ùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, èíâàðèàíòû äâèæåíèÿ âñêðûâàþò ôóí-
äàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè, êîòîðûå
óêàçûâàþò íàì íà òî, ÷òî íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü. Íåëüçÿ, íàïðè-
ìåð, ñîçäàòü âå÷íûé äâèãàòåëü èëè íàðóøàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà èëè ìàññû. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîñòü ñêàçàííîãî, òàêîå
èíîãäà ñëó÷àåòñÿ ïðè ðåäóêöèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èëè
êîíñòðóèðîâàíèè èõ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ. Âî-âòîðûõ, ïðè ÷èñëåí-
íîì èíòåãðèðîâàíèè íåâÿçêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàêî-
íû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü âàæíåéøèå êðèòåðèè
òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. È, íàêîíåö, â-òðåòüèõ, â
ðÿäå ñëó÷àåâ, î ÷åì ðå÷ü ïîéäåò íèæå, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èãðàþò
êîíñòðóêòèâíóþ ðîëü ïðè îòûñêàíèè ðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé è ôîðìóëèðîâêå ôóíäàìåíòàëüíûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷è-
âîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè.

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Èñòî-
ðè÷åñêè ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà âåäåò ñâîå íà÷àëî îò äè-
íàìè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè � íàóêå î çåìíîé ïîãîäå. Ïîñòåïåííî
îñîçíàâàëîñü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûå â ýòîé íàóêå çàêîíû èìåþò
áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñëîæèëîñü òàê,
÷òî îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäè-
íàìèêå íà íà÷àëüíîì ýòàïå åå ðàçâèòèÿ áûëè êðóïíîìàñøòàáíûå
äâèæåíèÿ àòìîñôåðû, îêåàíà, âíóòðåííåãî æèäêîãî ÿäðà Çåìëè è
èõ ëàáîðàòîðíûå àíàëîãè. Âïîñëåäñòâèè ê íèì ïðèñîåäèíèëè äâè-
æåíèÿ àòìîñôåð äðóãèõ ïëàíåò, öèðêóëÿöèè íà Ñîëíöå è äðóãèõ
çâåçäàõ è äàæå ýâîëþöèþ ãàëàêòèê. Îáùèì äëÿ âñåõ ýëåìåíòîì,
îïðåäåëÿþùèì îáðàçîì âëèÿþùèì íà ñïåöèôèêó èõ ïîâåäåíèÿ, ÿâ-
ëÿåòñÿ âðàùåíèå ñèñòåìû â öåëîì. Ïîýòîìó èçó÷åíèå òàêîãî ðîäà
òå÷åíèé óìåñòíî íà÷àòü ñ ôîðìóëèðîâêè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé â åñòåñòâåííîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ âðàùàþùåé-
ñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Ïåðåõîä îò èíåðöèàëüíîé ê âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ëåã-
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êî îñóùåñòâèòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà A ïî âðåìåíè â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò
ñâÿçàíû õîðîøî èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì:

dA
dt

=
(

dA
dt

)

R
+ Ω0 ×A. (1)

Çäåñü Ω0 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû â öåëîì, à èí-
äåêñîì R îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âî âðàùàþùåéñÿ ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà. Ïîñêîëüêó u .= dr/dt , òî ñîãëàñíî (1)

u = uR + Ω0 × r, (2)

ãäå u è uR � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé è âðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåì êîîðäèíàò. Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (2)
è âíîâü ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1), ïðèõîäèì ê õîðîøî èçâåñòíîìó èç
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ðåçóëüòàòó:

du
dt

=
duR

dt
+ Ω0 × u =

(
duR

dt

)

R
+ 2Ω0 × uR + Ω0 × (Ω0 × r) , (3)

ñîãëàñíî êîòîðîìó �àáñîëþòíîå� óñêîðåíèå æèäêîé ÷àñòèöû ñêëà-
äûâàåòñÿ èç îòíîñèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ (ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (3)), óñêîðåíèÿ Êîðèîëèñà (âòîðîå ñëàãàåìîå) è öåíòðîñòðå-
ìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå).

Äàëåå, ëåãêî ïîêàçàòü (ñì. Óïðàæíåíèå 1), ÷òî èíäèâèäóàëü-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé è âðàùàþùåéñÿ ñèñòåì êîîðäèíàò,
ò.å.

dα

dt
=

(
dα

dt

)

R
. (4)

Äåëàÿ òåïåðü ïîäñòàíîâêè (3), (4) â (3.11)-(3.14) è îïóñêàÿ èí-
äåêñ R, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé
æèäêîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

du
dt

+ 2Ω0 × u .=
∂u
∂t

+ (u∇)u+2Ω0 × u =− 1
ρ
∇p−∇Φ, (5)

dρ

dt
.=

∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = −ρdivu, (6)

ds

dt
.=

∂s

∂t
+ (u∇) s = 0, (7)
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s = s (ρ, p) . (8)

Çäåñü Φ = Φc + Φg � ñóììàðíûé ïîòåíöèàë öåíòðîáåæíûõ ñèë
(ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â (3.11) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3), ïåðåíå-
ñåííîå â ïðàâóþ ÷àñòü (5), ìåíÿåò çíàê è èíòåðïðåòèðóåòñÿ ïîýòî-
ìó êàê öåíòðîáåæíîå óñêîðåíèå) è âíåøíåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëÿ, êîòîðîå ñ ýòîãî ìîìåíòà âêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèå êàê îäèí
èç âàæíåéøèõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâà ãåîôèçè÷åñêèõ
òå÷åíèé. Ïîòåíöèàë öåíòðîáåæíûõ ñèë çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (ñì.
Óïðàæíåíèå 2)

Φc = −1
2

(Ω0 × r)2 , −∇Φc = (Ω0 × r)×Ω0,

à âåëè÷èíó g′ = −∇Φ = g + (Ω0 × r) × Ω0 (g = −∇Φg � ãðàâè-
òàöèîííîå óñêîðåíèå) ïðèìåíèòåëüíî ê óñëîâèÿì íà âðàùàþùèõ-
ñÿ ïëàíåòàõ èíîãäà íàçûâàþò ýôôåêòèâíûì óñêîðåíèåì ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåðòèêàëüþ.
Âñïîìíèòå â ñâÿçè ñ ýòèì ìàÿòíèê Ôóêî (J.B.L. Foucault, Ïàíòåîí
â Ïàðèæå, 1851).

Ñòðîãî ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàííîå ìíîþ âûðàæåíèå �óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè� íå ñîâñåì êîððåêòíî, ïîñêîëü-
êó îáå ñèñòåìû (3.11)-(3.14) è (5)-(8) îïèñûâàþò îäíî è òî æå äâè-
æåíèå, íî â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ÷òî ñîãëàñíî èçâåñòíîìó
ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè ôîðìàëüíî íå èìååò çíà÷åíèÿ. Îäíà-
êî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé
è èõ èíòåðïðåòàöèè âûáîð åñòåñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèí-
öèïèàëüíî âàæåí. Êëàññè÷åñêîé èëëþñòðàöèåé ñêàçàííîìó ñëó-
æàò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîñóùåñòâîâàâøàÿ íåìíîãèì ìåíåå ïîë-
òîðû òûñÿ÷è ëåò ñèñòåìà Êëàâäèÿ Ïòîëåìåÿ (II âåê í.ý.), è ñ äðó-
ãîé � ñèñòåìà Íèêîëàÿ Êîïåðíèêà (Nicolai Copernici, �Î âðàùåíèè
íåáåñíûõ ñôåð�, Íþðíáåðã, 1543), îïðîêèíóâøàÿ ôóíäàìåíòàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ î ìèðîçäàíèè è ñòèìóëèðîâàâøàÿ ïîñòðîåíèå ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûõ ôèçè÷åñêèõ êîíöåïöèé. Åùå Ýéíøòåéí îòìå÷àë,
÷òî íå ðàçðåøèìûé ñ ôîðìàëüíûõ ïîçèöèé ïðèíöèïà îòíîñèòåëü-
íîñòè âîïðîñ, Ñîëíöå âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè èëè íàîáîðîò, ñ ôè-
çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìû õîòÿ áû óæå ïî-
òîìó, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû Ñîëíöå-ïëàíåòû ïðèíàäëåæèò
Ñîëíöó. Ïîýòîìó óïîìÿíóòîå âûðàæåíèå ëèøü ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî
ïðèíÿòàÿ ôîðìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé äëÿ
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íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé âðàùàåòñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ è çíàåò îá
ýòîì (íàïðèìåð, ìû ñ âàìè, íàõîäÿùèåñÿ íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè è
íàáëþäàþùèå çà ïîãîäîé).

2. Ïîíÿòèå ãåîôèçè÷åñêîãî òå÷åíèÿ êàê ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîãî îáúåêòà. Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî íà ïåðâûé âçãëÿä,
â òåîðèè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, êàê, âïðî÷åì è â ëþáîì äðó-
ãîì ðàçäåëå ãèäðîäèíàìèêè, èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèä-
êîñòè, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ëèøü äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíà-
ëèçà ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ èñêîìûõ ðåøåíèé, à íå äëÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ äàæå ïðè ÷èñ-
ëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Ñîâîêóïíîñòü òî÷íûõ
íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (ñì., íàïðèìåð, ó÷åáíèêè Ëýìáà (Sir H. Lamb, �Hydrodynamics�,
1932, ïåðåèçäàíà â 1993), Ìèëí-Òîìñîíà (L.M. Milne-Thompson,
�Theoretical hydrodynamics�, 1968, ïåðåèçäàíà â 1996), Äæ. Áýò÷å-
ëîð (G.K. Batchelor), �Ââåäåíèå â äèíàìèêó æèäêîñòè�, 1973 è äð.)
ñîñòàâëÿåò ñ÷èòàíîå ìíîæåñòâî, è îáíàðóæåíèå íîâîãî òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ äî ñèõ ïîð, õîòÿ è ñ îïðåäåëåííîé äîëåé ñêåïòèöèçìà, âîñ-
ïðèíèìàåòñÿ êàê ñåðüåçíîå íàó÷íîå äîñòèæåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî
äàæå ïðè ïîñòàíîâêå ñòðîãèõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ, îíî (ðåøåíèå), êàê ïðàâèëî, ñîäåðæèò òàêîå íåîáîçðèìîå ìíî-
æåñòâî ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ äâèæåíèÿ, ÷òî ïîïûòêà äåòàëüíî èõ
âñåõ îïèñàòü ñðîäíè ïîïûòêå îïèñàòü ñîñòîÿíèå ãàçà ñ ïîìîùüþ
òðàåêòîðèé âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ÷àñòèö. Ïî ñóòè, ýòî îçíà÷à-
åò íåîáõîäèìîñòü ðåäóêöèè èñõîäíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, êîòîðóþ íåðåäêî óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü, îïèðàÿñü íà ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ñâîéñòâà èñêîìîãî êëàññà ðåøåíèé, èçâåñòíûå èç äàí-
íûõ íàáëþäåíèé èëè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà. Â íàøåì ñëó÷àå
ìû ïîñòóïèì åùå áîëåå ðàäèêàëüíî è, îñíîâûâàÿñü íå òîëüêî íà
äàííûõ íàáëþäåíèé, íî è íà ðåçóëüòàòàõ ïðåäøåñòâóþùèõ òåîðå-
òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ââåäåì ïîíÿòèå ãåîôèçè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è
àêñèîìàòè÷åñêè ñôîðìóëèðóåì åãî ãëàâíûå ñâîéñòâà, ÷òî ïîçâî-
ëèò íàì â äàëüíåéøåì, ìèíóÿ ïîäãîòîâèòåëüíóþ ðàáîòó, íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðèñòóïèòü ê âûâîäó óïðîùåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêè. Ââåäåì ñíà÷àëà ïîíÿòèå ãåîôèçè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðèìåíè-
òåëüíî ê áàðîòðîïíîé àòìîñôåðå.
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Îòíîñèòåëüíîå òå÷åíèå íåâÿçêîé âðàùàþùåéñÿ â öåëîì è ðàñ-
ïîëîæåííîé â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå áàðîòðîïíîé æèäêîñòè íà-
çûâàåòñÿ ãåîôèçè÷åñêèì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∂

∂t
≤ u∇, Ma=̇

U

c
<< 1,

ε=̇
U

2Ω0L
= O

(
ω

2Ω0

)
<< 1, δ=̇

Ω0
2L

g
<< 1. (9)

Çäåñü c � ñêîðîñòü çâóêà, U è L � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü è òèïè÷-
íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ìàñøòàá òå÷åíèÿ è g � ãðàâèòàöèîííîå óñêî-
ðåíèå. Ìàëîñòü áåçðàçìåðíîãî êðèòåðèÿ δ îçíà÷àåò, ÷òî öåíòðî-
áåæíûå ñèëû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òîì æå êà÷åñòâå,
÷òî è ãðàâèòàöèîííûå ñèëû, ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà ïîâåäåíèå
ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, ò.å. îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïàðàìåòðà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå äâèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè àâòîìîäåëüíû.

Âåëè÷èíà ε, ðàâíàÿ òèïè÷íîìó çíà÷åíèþ îòíîøåíèÿ àäâåêòèâ-
íîãî óñêîðåíèÿ |(u∇)u| ê óñêîðåíèþ Êîðèîëèñà |2Ω0 × u| èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, îòíîñèòåëüíîé çàâèõðåííîñòè ê óäâîåííîé ñêîðîñòè
îáùåãî âðàùåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðîññáè-Êèáåëÿ è ÿâëÿåò-
ñÿ îñíîâíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ ðàçëî-
æåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èç ìàëîñòè ÷èñëà Ðîññáè-
Êèáåëÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ãåîôèçè-
÷åñêîãî òå÷åíèÿ L À Uτ/4π (τ � âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà âðàùåíèÿ
ñèñòåìû â öåëîì, ñóòêè), ò.å. ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò òèïè÷íîå
ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîõîäèò æèäêàÿ ÷àñòèöà çà âðåìÿ, ïðèáëè-
çèòåëüíî ðàâíîå äåñÿòîé ÷àñòè ñóòîê. Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû, òè-
ïè÷íàÿ ñêîðîñòü âåòðîâ êîòîðîé ïîðÿäêà 10 ì/ñåê, ýòî ðàññòîÿíèå
ðàâíî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíå 100 êì. Ïîýòîìó çåìíûå ãåîôèçè÷åñêèå
òå÷åíèÿ (èçâèíèòå çà âûíóæäåííóþ ôîðìàëüíóþ òàâòîëîãèþ) èìå-
þò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ïîðÿäêà 1000 êì è áîëåå, ñîïîñòàâèìûé
ñ ðàäèóñîì ïëàíåòû.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî èç îïðåäåëÿþùèõ ïîâåäåíèå âðàùàþùåéñÿ
æèäêîñòè âíåøíèõ ðàçìåðíûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ Ω0, g è c
(íàïîìíèì (ñì. Ëåêöèþ 4), ÷òî ê ÷èñëó òàêèõ ïàðàìåòðîâ, ïîìèìî
ÿâíî âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñëåäóåò îòíîñèòü è ñêîðîñòü
çâóêà êàê ìåðó ñæèìàåìîñòè ñðåäû) ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü äâà
åñòåñòâåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìàñøòàáà:

Lc =
g

Ω2
0

, L0 =
c

2Ω0
. (10)
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Ïåðâûé èç íèõ äëÿ íàñ íåèíòåðåñåí, ïîñêîëüêó ýòî ðàçìåð
òå÷åíèÿ, â êîòîðîì öåíòðîáåæíûå óñêîðåíèÿ ñîïîñòàâèìû ñ ãðà-
âèòàöèîííûìè (ïîäñòàâüòå Lc â âûðàæåíèå äëÿ δ), ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèÿì (9). Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî â çåìíûõ óñëîâèÿõ
Lc äîñòèãàåò �àñòðîíîìè÷åñêîãî� çíà÷åíèÿ ≈ 10 · 108ì = 106 êì
(Ω0 = 2π/ (24 · 3600) c−1 ≈ 7.3 · 10−5c−1).

Ìàñøòàá L0 íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì Ðîññáè-Îáóõîâà è îòíîñèò-
ñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ïàðàìåòðàì ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìè-
êè. Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî ýòî � òèïè÷íûé ðàçìåð âèõðåé
� öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ, íàáëþäàåìûõ â áûñòðîâðàùàþùèõñÿ
æèäêîñòÿõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (9), êîòîðûé, êàê ïðà-
âèëî, ñîïîñòàâèì ñ âíåøíèìè ðàçìåðàìè óïîìÿíóòûõ ãåîôèçè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ. Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû, íàïðèìåð, L0 ≈ 1500 êì,
÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñðàâíèìî ñ ðàäèóñîì Çåìëè a ≈ 6378
êì. Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íåâÿçêèå ãåî-
ôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ � ýòî êðóïíîìàñøòàáíûå ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùèåñÿ ïî âðåìåíè è ñóùåñòâåííî äîçâóêîâûå äâèæåíèÿ âðàùàþ-
ùåéñÿ æèäêîñòè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà
Ðîññáè-Êèáåëÿ.

Ïîíÿòèå ãåîôèçè÷åñêîãî òå÷åíèÿ êàê ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî îáú-
åêòà íå ñëåäóåò îòîæäåñòâëÿòü ñ îáùåôèçè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿ-
ìè î ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, îõâàòûâàþùèìè çíà÷èòåëüíî áîëåå
øèðîêèé êëàññ äâèæåíèé, êîòîðûé âêëþ÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ìåçî-
ìàñøòàáíûå ïðîöåññû òèïà ðýëååâñêîé êîíâåêöèè è îáðàçîâàíèå
êó÷åâîé îáëà÷íîñòè, ïðàêòè÷åñêè âåñü ñïåêòð âîëíîâûõ äâèæåíèé,
âêëþ÷àÿ âíóòðåííèå, ïîâåðõíîñòíûå è ïðèëèâíûå âîëíû, ðîæäå-
íèå è ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòîâ, à òàêæå òàêèå îïàñíûå, íî èíòðè-
ãóþùèå ó÷åíûõ, ÿâëåíèÿ, êàê øòîðìû, ñìåð÷è è òîðíàäî. Îáùåå
âðàùåíèå æèäêîñòè áåçóñëîâíî íàêëàäûâàåò íà íèõ ñâîþ ñïåöèôè-
êó, îäíàêî ñóùåñòâîâàòü îíè ìîãóò è áåç íåãî, à ïîòîìó îòíîñÿòñÿ
ñêîðåå ê îáúåêòàì îáùåãèäðîäèíàìè÷åñêèì, ÷åì ãåîôèçè÷åñêèì.

Ïðèíöèïèàëüíî èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ òå÷åíèÿìè, îïðåäåëÿåìû-
ìè óñëîâèÿìè (9), êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ãëàâíûé ïðåäìåò èçó÷åíèÿ
â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå è öåëåñîîáðàçíîñòü âûäåëåíèÿ êî-
òîðûõ ïðîäèêòîâàíà ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, îíè
ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ïîãîäîîáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè àòìîñôåðû,
ïîòîìó ÷òî â íèõ ñîñðåäîòî÷åíà ëüâèíàÿ äîëÿ ýíåðãèè è çàâèõðåí-
íîñòè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Âî-âòîðûõ, âûäåëåííûé êëàññ òå-
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÷åíèé îáðàçóåò â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì öàðñòâå ñâîåãî ðîäà ãîñóäàð-
ñòâî â ãîñóäàðñòâå � Âàòèêàí, åñëè õîòèòå, êîòîðûé ðàçâèâàåòñÿ
ïî ñâîèì çàêîíàì, îáÿçàòåëüíûì äëÿ èñïîëíåíèÿ òîëüêî äëÿ ñâÿ-
ùåííîñëóæèòåëåé, è ñóùåñòâóåò òîëüêî, ïîêà Çåìëÿ âåðòèòñÿ. È,
íàêîíåö, ãëàâíîå, êàê ñëåäñòâèå �âî-âòîðûõ�, âûäåëåííûé êëàññ òå-
÷åíèé óïðàâëÿåòñÿ îñîáûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, êîòîðûå óäà-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî ïîëó÷èòü èç èñõîäíîé ñèñòåìû ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïóòåì ôèëüòðàöèè áûñòðûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ. Â îòëè÷èå îò (5)-(8) ýòè óðàâíåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ îïèñàíèÿ
òîëüêî ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé è íå äîïóñêàþò ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà ïî Ω0 → 0. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü èäåò íå îá èçâåñòíûõ
èç êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè òå÷åíèÿõ æèäêîñòè, ìîäèôèöèðî-
âàííûõ âðàùåíèåì æèäêîñòè â öåëîì, à, ñêîðåå, î íîâûõ êà÷åñòâàõ
ðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîðîæäàåìûõ ýòèì âðà-
ùåíèåì, ÷òî îïðàâäûâàåò ââåäåíèå ñàìîãî ïîíÿòèÿ ãåîôèçè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïîïûòàéòåñü äîêàçàòü, íå îáðàùàÿñü ê ðåøåíèþ, ÷òî
dα

dt
=

(
dα

dt

)

R
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíäèâèäóàëüíûìè ïðî-
èçâîäíûìè ïî âðåìåíè îò ñêàëÿðíîé ïîëåâîé õàðàêòåðèñòèêè â
èíåðöèàëüíîé è âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ñ ïîìîùüþ (2)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
dα

dt
=

(
∂α

∂t

)

r
+ u∇α =

(
∂α

∂t

)

rR

+
(

∂rR

∂t

)

r
∇α + (uR + Ω0 × r)∇α

èëè
dα

dt
=

(
∂α

∂t

)

rR

+ uR∇α +
[(

∂rR

∂t

)

r
+ Ω0 × r

]
∇α.

Çäåñü èíäåêñàìè r è rR îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ïðè
ïîñòîÿííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ â ëàáîðàòîðíîé è
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî. Íî ñîãëàñíî (1)
(∂rR/∂t)r + Ω0 × r = 0.

2. Äîêàæèòå, ÷òî gc = −∇Φc = (Ω0 × r) × Ω0, åñëè Φc =
−1

2 (Ω0 × r)2.
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Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé

∇ (A ·B) = A× rotB + B× rotA + (A∇)B + (B∇)A, (11)

êîòîðóþ ïîëåçíî îäíàæäû âûâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.
3. Çàïèøèòå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ äëÿ

óðàâíåíèé (5)-(8).
Îòâåò:

d

dt

[
(Ω + 2Ω0) · grads

ρ

]
= 0.
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×òî òàêîå ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà?

1. Áàçèñ Îáóõîâà-×àðíè. Â ýòîé ëåêöèè ÿ ïîïûòàþñü îïè-
ñàòü îñíîâíûå ÷åðòû è îñîáåííîñòè ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå-
÷åíèé, èíîãäà âåñüìà íåîáû÷íûå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ãèäðîäèíàìè-
êà, êîòîðûå è ñîñòàâëÿþò ñâîåîáðàçèå îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôå-
ðû, è îïðåäåëÿþò ïîäõîäû ê åå îïèñàíèþ. Îãðàíè÷èìñÿ â äàëüíåé-
øåì ðàññìîòðåíèåì òàêèõ ãåîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ëèáî
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ æèäêîñòè â öåëîì ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ
ñ ãðàâèòàöèîííûì óñêîðåíèåì g = −∇Φg, êàê ýòî èìååò ìåñòî â
ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ àòìîñôåðíûõ è
îêåàíñêèõ òå÷åíèé, ëèáî âëèÿíèåì ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà Ω0, îð-
òîãîíàëüíûõ âåêòîðó g, â ñèëó òåõ èëè èíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîñëåäíåå, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî äëÿ çåìíîé
àòìîñôåðû â îáëàñòÿõ, óäàëåííûõ îò ýêâàòîðà, èç-çà ìàëîñòè âåð-
òèêàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãîðèçîíòàëüíûìè
êîìïîíåíòàìè è âåðòèêàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèÿ Êîðèîëè-
ñà ïî ñðàâíåíèþ ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
âåêòîð Ω0 â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà kΩ0 sinϕ (k � åäè-
íè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì g, à ϕ � øèðîòà
òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ñì. ðèñ. 1), ò.å. ïî ñóùåñòâó ðå÷ü èäåò î òàê
íàçûâàåìîì áåòà-ýôôåêòå � äèôôåðåíöèàëüíîì âðàùåíèè æèäêî-
ñòè, óãëîâàÿ ñêîðîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîîðäèíàò.

Â òàêèõ óñëîâèÿõ ñâîåîáðàçèå êðóïíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè
èäåàëüíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà (äèíà-
ìèêà) ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âñåãî ÷åòûðüìÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè, íà ÷òî âïåðâûå îáðàòèëè âíèìàíèå
ïðèìåíèòåëüíî ê àòìîñôåðíûì äâèæåíèÿì ñèíîïòè÷åñêîãî ìàñ-
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìåðèäèîíàëüíîãî
ñå÷åíèÿ Ñåâåðíîãî ïîëóøàðèÿ Çåìëè. Êîîðäèíàòû x, y è z
îòñ÷èòûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà âîñòîê, ñåâåð è ââåðõ.
ϕ � øèðîòà. Ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà Ω0y â âûðàæåíèè äëÿ
ñèëû Êîðèîëèñà íå ó÷èòûâàåòñÿ.

øòàáà âûäàþùèåñÿ ìåòåîðîëîãè À.Ì. Îáóõîâ è Äæ. ×àðíè (J.G.
Charney). Ñâîéñòâà ýòè ñëåäóþùèå.

( I ) Ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêè-
ìè, ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå ãèäðîñòàòèêè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íèõ ñ
òî÷íîñòüþ o (ε) :

∂p

∂z
+ gρ = o (ε) . (1)

Çäåñü z � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ â íàïðàâ-
ëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì âåêòîðó ãðàâèòàöèîííîãî óñêîðåíèÿ.

( II ) Òå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ â òàê íàçûâàåìîì êâàçèãåîñòðîôè-
÷åñêîì ðàâíîâåñèè, ò.å. ñèëà Êîðèîëèñà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïîðÿäêà ε óðàâíîâåøèâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì 2D-ãðàäèåíòîì äàâ-
ëåíèÿ (íàïîìíèì, âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòîé ñèëû Êîðèîëèñà ìû
ïðåíåáðåãàåì):

2Ω0 × v = −1
ρ
∇p + O (ε)

(
∇ = i

∂

∂x
+ j

∂

∂y

)
, (2)

ãäå v =ui+vj � ãîðèçîíòàëüíûé âåòåð
( III ) Ñîõðàíÿþò ïîòåíöèàëüíûé âèõðü èíäèâèäóàëüíîé æèä-

êîé ÷àñòèöû, êîòîðûé ïðèìåíèòåëüíî ê âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
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îòñ÷åòà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Π =
(Ω + 2Ω0) · gradΘ

ρ

(
Ω .= rotu, grad = ∇+ k

∂

∂z
,

dΠ
dt

= 0
)

,

(3)
ãäå u =ui+vj + kw = v + kw, Θ � ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà, èã-
ðàþùàÿ ðîëü óäåëüíîé ýíòðîïèè (ñì. íèæå).

( IV ) Ñîõðàíÿþò ïîòåíöèàëüíóþ òåìïåðàòóðó èíäèâèäóàëü-
íîé æèäêîé ÷àñòèöû

Θ .= T

(
p0

p

)k

, k =
R

cp
,

dΘ
dt

= 0. (4)

Çäåñü p, ρ è T � ñîîòâåòñòâåííî äàâëåíèå, ïëîòíîñòü è àáñîëþò-
íàÿ òåìïåðàòóðà æèäêîé ÷àñòèöû, R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, âõî-
äÿùàÿ â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ p = ρRT (óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà-
Êëàéïåðîíà), cp � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëå-
íèè. Òåðìîäèíàìè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó Θ èíäèâèäóàëüíîé æèä-
êîé ÷àñòèöû ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì ïðåäïî÷èòàþò èñïîëüçîâàòü â
ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå âìåñòî óäåëüíîé ýíòðîïèè s, ñâÿ-
çàííîé ñ Θ îäíîçíà÷íûì (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû)
ñîîòíîøåíèåì s = cp ln Θ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4) çíà÷åíèå Θ ñîâïà-
äàåò ñ òåìïåðàòóðîé, êîòîðóþ èìåëà áû æèäêàÿ ÷àñòèöà ïðè
åå àäèàáàòè÷åñêîì ñæàòèè äî çíà÷åíèÿ �ïðèçåìíîãî� äàâëåíèÿ
p = p0 (îòñþäà íàçâàíèå ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà).

Óñëîâèÿ (1), (2), ïåðåïèñàííûå â âèäå åäèíîãî âåêòîðíîãî ðà-
âåíñòâà

G .= 2Ω0 × u+ρ−1grad p− g = O (ε) , (5)

ìîæíî òðàêòîâàòü, ïðèìåíÿÿ ôèçè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ, êàê
àäèàáàòè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü � �ïðèáëèæåííóþ ñîõðàíÿåìîñòü�
íóëåâîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà G. Íàïîìíèì, ÷òî â ôèçèêå àäèàáàòè-
÷åñêèì èíâàðèàíòîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà I (t), äëÿ êîòîðîé ðàç-
íîñòü I (t) − I (0) îñòàåòñÿ ìàëîé ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ t.
Â ãèäðîäèíàìèêå æå ïîä àäèàáàòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, êàêî-
âûìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîòåíöèàëüíûé âèõðü è ïîòåíöè-
àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, ïîäðàçóìåâàþò ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, ò.å. âåëè÷èíû,
ñîõðàíÿþùèåñÿ â îòñóòñòâèè äèññèïàöèè è âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ
ýíåðãèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî õîòÿ ñâîéñòâà
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(III), (IV) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé ñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè, èìåííî äëÿ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé ïîòåíöèàëüíûé
âèõðü è ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà âìåñòå ñ ïðèáëèæåííîé èí-
âàðèàíòíîñòüþ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà G ïðèîáðåòàþò îñîáîå
çíà÷åíèå êàê èñ÷åðïûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ. Íåñëó-
÷àéíî ïîýòîìó çà ïîñëåäíèå ãîäû îñóùåñòâëåíû óñïåøíûå ïîïûòêè
äèàãíîñòèðîâàòü àòìîñôåðíûå ïðîöåññû ñèíîïòè÷åñêîãî ìàñøòàáà
â òåðìèíàõ óïîìÿíóòûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ èíâà-
ðèàíòîâ (ñì., íàïðèìåð, Êóðãàíñêèé, 1993). Âûðàæàÿñü ôèãóðàëü-
íî, ñâîéñòâà (I)-(IV) îáðàçóþò ñâîåîáðàçíûé �4-ìåðíûé áàçèñ�, íà
êîòîðûé íàòÿíóòî âñå ïðîñòðàíñòâî ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé è
êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé ïëîùàäêè
äëÿ èçó÷åíèÿ èõ ñòðóêòóðû è ðåäóêöèè èñõîäíûõ 3D óðàâíåíèé.
Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà
òàêèõ òîíêèõ âîïðîñàõ òåîðèè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, êàê: ïî÷å-
ìó ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè ãåîñòðîôè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,
êàê ïðîèñõîäèò àäàïòàöèÿ ê íåìó ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé, êàêî-
âà ðîëü ìàëûõ ìàñøòàáîâ è ðàçëè÷íûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, íå
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (I)-(IV), è ïð. Ýòè, à ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè è äðóãèå ñîïóòñòâóþùèå ïðîáëåìû áóäóò çàòðîíóòû ëèøü íà
óðîâíå ïðîñòûõ èëëþñòðàöèé, àíàëîãèé è ôèçè÷åñêîãî òîëêîâàíèÿ,
ñïîñîáñòâóþùèõ ïîíèìàíèþ, íî íå ñëóæàùèõ äîêàçàòåëüñòâàìè.
Çà íèìè ÿ îòñûëàþ ÷èòàòåëÿ ê òðàäèöèîííîé è øèðîêîäîñòóïíîé
ëèòåðàòóðå ïî ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, óïîìèíàåìîé â áèá-
ëèîãðàôèè ê ëåêöèÿì.

2. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé.
Óæå ïåðâûå äâà ðåïåðà áàçèñà Îáóõîâà-×àðíè, âûðàæàåìûå ðà-
âåíñòâîì (5), ïîçâîëÿþò âûäåëèòü îòëè÷èòåëüíûå ñâîéñòâà ãåîôè-
çè÷åñêèõ òå÷åíèé, êîòîðûå íà ïåðâûé âçãëÿä ïðîòèâîðå÷àò êëàñ-
ñè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ïîâåäåíèè æèäêîñòè.

(1) Â ñàìîì äåëå, íà÷íåì ñ âîïðîñà, êóäà äóåò âåòåð? Óìíî-
æàÿ (5) âåêòîðíî íà Ω0 ñ ó÷åòîì êîëëèíåàðíîñòè g è Ω0, óñëîâèÿ
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v =
1

2Ω0ρ
k×∇p + O (ε) , (6)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

u = − 1
2Ω0ρ

∂p

∂y
+ O (ε) , v =

1
2Ω0ρ

∂p

∂x
+ O (ε) . (6a)
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Ðèñ. 2. Ãåîñòðîôè÷åñêèé âåòåð âîïðåêè çäðàâîìó ñìûñëó
äóåò íå ïîïåðåê, à âäîëü èçîáàð. è � öåíòðû íèçêîãî è
âûñîêîãî äàâëåíèÿ.

Ñòðîãîå ñîîòíîøåíèå

vg=
1

2Ω0ρ
k×∇p (7)

íàçûâàåòñÿ ãåîñòðîôè÷åñêèì âåòðîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåòåð
äóåò, íà ïåðâûé âçãëÿä, âîïðåêè çäðàâîìó ñìûñëó (ðèñ. 2) íå â
íàïðàâëåíèè äåôèöèòà äàâëåíèÿ, ò.å. íå ïîïåðåê, à âäîëü èçîáàð.
Åñëè âñòàòü ñïèíîé ê âåòðó, òî ñëåâà îò Âàñ áóäåò îáëàñòü ïî-
íèæåííîãî äàâëåíèÿ, à ñïðàâà � ïîâûøåííîãî. (Íà ïðàêòèêå ýòî
ïðàâèëî ñëåäóåò ïðèìåíÿòü, îðèåíòèðóÿñü ïî äâèæåíèþ îáëàêîâ,
ïîñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì íèæå, â îêðåñòíîñòè çåìíîé ïîâåðõíîñòè
èç-çà âëèÿíèÿ ïðèçåìíîãî òðåíèÿ íàïðàâëåíèå âåòðà ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò ãåîñòðîôè÷åñêîãî.) Âîçäóøíûå ìàññû çåìíîé àòìî-
ñôåðû â îêðåñòíîñòè öåíòðà ïîíèæåííîãî (ïîâûøåííîãî) äàâëå-
íèÿ âðàùàþòñÿ âîêðóã ýòîãî öåíòðà ïî ñõîäÿùèìñÿ ê íåìó (ðàñõî-
äÿùèìñÿ îò íåãî) ñïèðàëÿì, îáðàçóÿ êðóïíîìàñøòàáíûé âèõðü �
öèêëîí (àíòèöèêëîí).

(2) Êðèòåðèé íåñæèìàåìîñòè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Â
Ëåêöèè 4 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

δρ =
1

(∂p/∂ρ)s

δp =
δp

c2
(8)



76 Ëåêöèÿ 6

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðèòåðèé ñëàáîé ñæèìàåìîñòè δρ/ρ ¿ 1 âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ ñóùåñòâåííî äîçâóêîâûõ òå÷åíèé, ïðè ýòîì îòíîñè-
òåëüíî ìåäëåííî ýâîëþöèîíèðóþùèå òå÷åíèÿ (∂/∂t 6 u∇) áåçäè-
âåðãåíòíû ñ òî÷íîñòüþ êâàäðàòà ÷èñëà Ìàõà. Èíà÷å îáñòîèò äåëî
âî âðàùàþùåéñÿ â öåëîì æèäêîñòè. Ñîãëàñíî (2) èëè (5) âàðè-
àöèè äàâëåíèÿ, âûçâàííûå îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì æèäêîñòè,
δp ∼ 2Ω0ULρ, ãäå U è L � õàðàêòåðíûå ñêîðîñòü âåòðà è ãîðè-
çîíòàëüíûé ìàñøòàá åãî èçìåíåíèÿ (âàðèàöèÿìè äàâëåíèÿ çà ñ÷åò
âåðòèêàëüíûõ òå÷åíèé ìîæíî ñìåëî ïðåíåáðå÷ü â ñèëó âûñîêîé
òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ (1)). Òîãäà,
äåëàÿ ïîäñòàíîâêó ýòîé îöåíêè â (8), èìååì

δρ

ρ
∼ 2Ω0UL

c2
=

2Ω0L

c

U

c
=

L

c/2Ω0
Ma =

L

L0
Ma,

ãäå L0 = c/2Ω0 � ââåäåííûé ðàíåå ìàñøòàá Ðîññáè-Îáóõîâà. Îò-
ñþäà ñëåäóåò (ñì. Ëåêöèþ 4), ÷òî äëÿ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé 3D-
äèâåðãåíöèÿ, ò.å.

Divu =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
=

U

L
O

(
L

L0
Ma

)
. (9)

Ïîñêîëüêó, êàê óæå óïîìèíàëîñü, õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ìàñøòàá
ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé ïîðÿäêà L0, òî ñîãëàñíî (9) âðàùàþùàÿñÿ
æèäêîñòü íà ïîðÿäîê ìåíåå íåñæèìàåìàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåâðà-
ùàþùåéñÿ æèäêîñòüþ.

(3) Êâàçèäâóìåðíîñòü ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Äëÿ áàðîòðîï-
íîé àòìîñôåðû ôîðìóëó (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v =
1

2Ω0
k×∇W + O (ε) , W (p) =

∫ dp

ρ (p)
, (10)

ãäå W (p) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f (p) = ρ−1 (p) (ñì. Ëåêöèþ 3).
Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå div(A×B) = BrotA−ArotB (èëè ïðîñòî
ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ïåðâîå óðàâíåíèå (6) ïî x, à âòîðîå � ïî y è
ñëîæèòå)

divv =O (ε) . (11)

Ñîïîñòàâëÿÿ (11) ñ (9), íàõîäèì, ÷òî ∂w/∂z = O (ε) è, ïîñêîëüêó
íà íèæíåé òâåðäîé ãðàíèöå àòìîñôåðû w (z = 0) = 0,

w (x, y, z) = O (ε) . (12)
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Ïîäåéñòâóåì îïåðàöèåé rot íà (5). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó

rot (A×B) = (B∇)A− (A∇)B + AdivB−BdivA

ñ ó÷åòîì Ω0 = (0, 0, Ω0), èìååì

−2Ω0
∂u
∂z

+ 2Ω0Divu =O (ε) .

Îòcþäà ñ ó÷åòîì (9)

∂u
∂z

=O (ε) =⇒ ∂v
∂z

=O (ε) ,
∂w

∂z
= O (ε) , (13)

ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, Ma ¿ ε (íàïðèìåð, äëÿ àòìîñôåðû Ma ≈
1/30, à ε ≈ 0.1)1. Óòâåðæäåíèÿ (12) è (13) èíîãäà íàçûâàþò òåî-
ðåìîé Ïðàóäìåíà-Òåéëîðà, ñîãëàñíî êîòîðîé îáùåå âðàùåíèå ïî-
äàâëÿåò âåðòèêàëüíóþ ñêîðîñòü áàðîòðîïíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå-
÷åíèé è çàâèñèìîñòü èõ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè
îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ëåêöèé
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óòâåðæäåíèå (12) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ñïðàâåäëèâî è äëÿ áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèäâóìåðíûìè.

(4) Òåðìè÷åñêèé âåòåð. Äëÿ áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷å-
íèé ïðèìåíåíèå îïåðàöèè rot ê (5) äàåò

−2Ω0
∂u
∂z

+ 2Ω0Divu+rot
(

1
ρ
gradp

)
=O (ε) ,

èëè ñ ó÷åòîì (9) è rot(ϕA) = (gradϕ×A) + ϕrotA

2Ω0
∂u
∂z

+
1
ρ2

(gradρ× gradp)=O (ε) .

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî èç-çà êâàçèäâóìåðíîñòè õàðàêòåðíûé âåðòè-
êàëüíûé ìàñøòàá ãåîôèçè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìíîãî ìåíüøå ãîðèçîí-
òàëüíîãî, òî ñîãëàñíî (1), ïî êðàéíåé ìåðå, gradp = gρ + O (ε) è
ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂u
∂z

= − 1
2Ω0ρ

(gradρ× g) + O (ε) ≡ − 1
2Ω0

(grad ln ρ× g) + O (ε) ,

(14)
1Â (11), (12) è (13) îïóùåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðíûå ìíîæèòåëè, ÷òî

íåðåäêî äåëàåòñÿ è äàëåå, åñëè ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé.
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èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
∂u

∂z
=

g

2Ω0ρ

∂ρ

∂y
+ O (ε) =

g

2Ω0

∂ ln ρ

∂y
+ O (ε) ,

∂v

∂z
= − g

2Ω0ρ

∂ρ

∂x
+ O (ε) = − g

2Ω0

∂ ln ρ

∂x
+ O (ε) . (14a)

Â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ áàðîêëèííûõ
ãåîôèçè÷åñêèé òå÷åíèé îáû÷íî èñïîëüçóþò æèäêîñòü Îáåðáåêà-
Áóññèíåñêà, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû çà-
äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè ρ = ρ0+ρ′ (x, y, z, t) è T = T0+T ′ (x, y, z, t), ãäå
ρ0 è T0 � íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò è âðåìåíè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, à îòêëîíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ρ′

ρ0
= −T ′

T0
. (15)

Òîãäà (14) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂u

∂z
= − g

2Ω0T0

∂T

∂y
+ O (ε) ,

∂v

∂z
=

g

2Ω0T0

∂T

∂x
+ O (ε) . (16)

Øòðèõ îïóùåí, ïîñêîëüêó T0 íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Ôîðìóëû
(16) ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îêåàíà. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû ôîðìóëû (16) çàìåíÿþòñÿ ñëåäóþùè-
ìè:

∂u

∂z
= − g

2Ω0ΘS

∂Θ
∂y

+ O (ε) ,
∂v

∂z
=

g

2Ω0ΘS

∂Θ
∂x

+ O (ε) , (17)

ãäå ΘS = ΘS (z) � âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîé òåì-
ïåðàòóðû òàê íàçûâàåìîé ñòàíäàðòíîé àòìîñôåðû, ïîëó÷àåìîå íà
êàæäîì óðîâíå ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì êîîðäèíà-
òàì. Ïî ñóòè ýòè ôîðìóëû âñêðûâàþò îäèí èç ãëàâíûõ ìåõàíèç-
ìîâ âíåøíåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðèâîäà, êîòîðûì ïèòàþòñÿ îáùèå
öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è îêåàíà.

Ñîîòíîøåíèÿ (16) è (17), íàçûâàåìûå òåðìè÷åñêèì âåòðîì,
ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðòèêàëüíûé ñäâèã âåòðà èíäóöèðóåòñÿ ãîðè-
çîíòàëüíûì ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîðîæäàåòñÿ ðàçíîñòüþ òåìïåðàòóð ïîëþñ-ýêâàòîð, ñîçäàâàåìîé
íåîäíîðîäíûì ñîëíå÷íûì ðàçîãðåâîì àòìîñôåðû è çåìíîé ïîâåðõ-
íîñòè.
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Çàìå÷àíèå î ïðèìåíÿåìûõ â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿõ.Ó÷èòû-
âàÿ êâàçèäâóìåðíóþ ñïåöèôèêó ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, íàì ïðåä-
ñòîèò íåîäíîêðàòíî ïåðåõîäèòü îò 3D ê 2D îïèñàíèþ è íàîáîðîò.
Ïîýòîìó âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé â äàëüíåéøåì áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî ñîãëàøåíèÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Òðåõìåðíûå èíäèâè-
äóàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ãðà-
äèåíòà îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç D/Dt, Div è grad, à èõ äâó-
ìåðíûå àíàëîãè � ÷åðåç d/dt, div è ∇, òàê ÷òî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
, divA =

∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
, ∇ = i

∂

∂x
+ j

∂

∂y
;

D

Dt
=

d

dt
+ w

∂

∂z
, DivA = divA +

∂Az

∂z
, grad = ∇+ k

∂

∂z
.

Ìû áóäåì òàêæå ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèÿ, ÷òî âåðòèêàëü-
íàÿ êîîðäèíàòà z íàïðàâëåíà ââåðõ, ò.å. ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó
ñèëû òÿæåñòè, à ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòû x, y âìåñòå ñ z îáðà-
çóþò ïðàâóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, òàê ÷òî åñëè îñü x íàïðàâëåíà íà
âîñòîê, òî îñü y �ñìîòðèò� íà ñåâåð (ñì. ðèñ. 1).

3. Òåîðèÿ �ìåëêîé âîäû� äëÿ âðàùàþùåéñÿ èäåàëüíîé
æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî
îñíîâíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå
èñõîäíûõ 3D óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ êðóï-
íîìàñøòàáíîé äèíàìèêè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
Ðîññáè-Êèáåëÿ ε = U/2Ω0L. Íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
ñòðîãî íóëåâîå çíà÷åíèå âåêòîðà G, ò.å. ñòðîãîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå
ðàâíîâåñèå è ñòðîãîå ñîîòíîøåíèå ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà, êîòî-
ðûå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå åäèíîãî ðàâåíñòâà (ñð. ñ (5))

2 (Ω0 × u) = −1
ρ
grad p + g. (18)

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íóëåâîå ïðèáëèæå-
íèå, ò.å. ðàâåíñòâî (18), çàìåíÿþùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà, âìåñòå ñ
áåçäèâåðãåíòíîñòüþ 2D ïîëÿ ñêîðîñòè (11) è w = 0 îïèñûâàþò
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Ðèñ. 3. Ñëîé æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ñî ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòüþ è íåðîâíûì äíîì, âðàùàþùèéñÿ â ïîëå ñèëû
òÿæåñòè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.

íåêîå ñòàöèîíàðíîå êëèìàòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå áàðîòðîïíîé àòìî-
ñôåðû, êîòîðîå ìîæíî áûëî áû âçÿòü â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ óïðî-
ùåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ýòî, îäíàêî, íå òàê, ïîòîìó
÷òî áåçäèâåðãåíòíîñòü ïîëÿ âåòðà, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (18) è, ñëåäîâàòåëüíî, óïîìÿíóòàÿ ñèñòåìà
íå çàìêíóòà. Âåêòîð G âñåãî ëèøü àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò (ïî
ôèçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè), êîòîðûé ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàç-
ëè÷íûì ðåøåíèÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå è
ðàçëè÷íûì êëèìàòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì àòìîñôåðû.

Îäíàêî áàçèñ Îáóõîâà-×àðíè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü
èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, îñíîâàííóþ íà 3D ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèÿõ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ñëîÿ èäåàëü-
íîé æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ = ρ0 è ïåðåìåííîé ãëó-
áèíû ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã âåðòè-
êàëüíîé îñè z c ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω0 (ðèñ. 3). Ðå-
ëüåô äíà çàäàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò
z = h1 (x, y) << H0.

Íåâûðîæäåííîå ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçóÿ (I), (II), ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, íà îñíîâàíèè îöåíîê (12),
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(13) â óðàâíåíèè Ýéëåðà

∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+w
∂v
∂z

+2Ω0 × v =− 1
ρ
∇p (19)

äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè v ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì
w∂v/∂z êàê âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ε, ñòàðàÿñü ñî-
õðàíèòü ëèøü ÷ëåíû ïîðÿäêà O (1) è O (ε). Âî-âòîðûõ, âíèìàòåëü-
íûé ÷èòàòåëü íàâåðíîå óæå çàìåòèë, ÷òî çàïèñü (1) ïîäðàçóìåâà-
åò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ êâàçèñòàòèêè ïî
ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (2). Ýòî
äåéñòâèòåëüíî òàê, è íåñëó÷àéíî ïîýòîìó óñëîâèå êâàçèñòàòè÷å-
ñêîãî ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ äàæå ìåçîìàñøòàáíûõ
(ïîðÿäêà 100 êì) ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïðèìèòèâ-
íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòîðûå òåì è îòëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ,
÷òî ñòðîãîå ðàâåíñòâî (1) èñïîëüçóåòñÿ â íèõ âìåñòî óðàâíåíèÿ
äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ìû ïîñòóïèì àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì è ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå çàïè-
øåì óïîìÿíóòîå óñëîâèå â âèäå:

p = ρ0g (H (x, y, t)− z) , (20)

ñîãëàñíî êîòîðîìó ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äàâëåíèÿ çà-
äàåòñÿ îòêëîíåíèåì h (x, y, z, t) = H (x, y, z, t) − H0 + h1 (x, y) âû-
ñîòû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò åå ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ.
3). Òåïåðü ïîñëå ïîäñòàíîâêè (20) â (19) óðàâíåíèå äëÿ ãîðèçîí-
òàëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ v = ui + vj çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dv
dt

.=
∂v
∂t

+ (v∇v)+2Ω0 × v =− g∇H (x, y, t) . (21)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, îäíàêî, ìû äîëæíû ñîõðàíèòü â
ïðåæíåé, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùåé 3D íåñæèìàåìîñòè ñðåäû, ôîðìå:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

ïîñêîëüêó ñîãëàñíî äîãîâîðåííîñòè ìàëûå ÷ëåíû ïîðÿäêà O (ε),
êàêèì ÿâëÿåòñÿ ∂w/∂z, íå èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ñïîñîá
çàìûêàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îáíàðóæèâàåòñÿ èç íà-
áëþäåíèÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (21) íå çàâèñèò îò z. Ïîëàãàÿ ïîýòîìó
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u = u (x, y, t) è v = v (x, y, t) è èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî
âûñîòå ñëîÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî w (z = h1) = 0 è w (z = H) =̇dH/dt,
óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dH

dt
+ Hdivv ≡ ∂H

∂t
+ div (Hv) = 0. (22)

Èòàê, ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà (I), (II) ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷å-
íèé ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó îá îïèñàíèè òðåõìåðíûõ äâèæåíèé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ê èçó÷åíèþ äâóìåðíûõ äâèæåíèé áàðî-
òðîïíîãî ãàçà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (21), (22), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè òåîðèè âðàùàþùåéñÿ ìåëêîé âîäû (ñð. ñ (4.2) � (4.4)).
Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ìåëêîé âîäû (ñì. Ëåêöèþ 4) îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåëêîâîä-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè íå îãðàíè÷åíà óñëîâè-
åì H/L ¿ 1 (L � òèïè÷íûé ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ),
ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äâóìåðíîñòü äâèæåíèÿ åñòü
ñëåäñòâèå âðàùåíèÿ, à íå òîíêîñòè ñëîÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, óðàâ-
íåíèÿ (21), (22) �ðàáîòàþò� è â ãëóáîêîé âîäå, ÷òî îñîáåííî âàæíî
äëÿ ëàáîðàòîðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Îãîâî-
ðèòüñÿ ñëåäóåò îòíîñèòåëüíî àòìîñôåðû Çåìëè è äðóãèõ âðàùà-
þùèõñÿ ïëàíåò. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ óïîìÿíóòîå îãðàíè÷åíèå
âñå-òàêè âåñüìà ñóùåñòâåííî èç-çà ìàëîñòè ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà
f = 2Ω0 sinϕ â îêðåñòíîñòè ýêâàòîðà.

Óïðàæíåíèÿ
1. Çàïèøèòå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ äëÿ

óðàâíåíèé (21) � (22)).
Îòâåò:

d

dt

(
Ωz + 2Ω0

H

)
= 0,

(
Ωz =

∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
. (23)

2. Ïî÷åìó â öèêëîíå âåòåð çàêðó÷èâàåòñÿ ïî ñïèðàëè, à â àí-
òèöèêëîíå � ðàñêðó÷èâàåòñÿ?

3. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè òåðìè÷åñêîãî âåòðà, îáúÿñíèòå, ïî÷å-
ìó ïîãîäà ïðåèìóùåñòâåííî ïðèõîäèò ñ çàïàäà?
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Óðàâíåíèÿ Îáóõîâà-×àðíè, âîëíû Ðîññáè

Óðàâíåíèÿ âðàùàþùåéñÿ ìåëêîé âîäû (6.21), (6.22) íå ñëåäóåò,
îäíàêî, ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå çàêîí÷åííîãî ñëåäóþùåãî øàãà
â ðàçëîæåíèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïî ïàðàìåòðó ε îòíîñèòåëüíî
íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ (6.18). Â äåéñòâèòåëüíîñòè îíè ïðåâûøàþò
òðåáóåìóþ òî÷íîñòü O

(
ε2

)
õîòÿ áû óæå ïîòîìó, ÷òî îïèñûâàþò

ðàñïðîñòðàíåíèå äëèííûõ ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí,
äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè ÷èñåë Ìàõà è Ðîññáè-
Êèáåëÿ. Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû, íàïðèìåð, ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü
èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ çâóêà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ε ≈ 1 óæå ïðè äëèíå âîëíû â ïîëòîðû òûñÿ-
÷è êèëîìåòðîâ (ñì. íèæå, ï.4). Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì
6.1 äëÿ äàëüíåéøåé ðåäóêöèè ìû äîëæíû îáðàòèòüñÿ ê ñâîéñòâó
(III) ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, ò.å. óðàâíåíèþ ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíîãî âèõðÿ, âûäåëÿþùåìó âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæåíèÿ.
Ýòî ïîçâîëèò íàì èçáàâèòüñÿ îò �ëèøíèõ� áûñòðûõ, íå îáëàäàþ-
ùèõ ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòüþ, òå÷åíèé òèïà ãðàâèòàöèîííî-
ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà ìåäëåííûõ ãåîôèçè-
÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, êîòîðûå ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿþòñÿ âèõ-
ðåâûìè (áîëåå ïðåäìåòíî ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â ï. 4)

1. Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ ñî-
õðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ. Äëÿ âðàùàþùåéñÿ ìåëêîé
âîäû óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå (ñì.(6.23)):

dΠ
dt

= 0, Π =
Ωz + f0

H

(
Ωz =

∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
. (1)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå f0 = 2Ω0, H = H0 + h (x, y, t) −
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h1 (x, y) è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îðîãðàôè-
÷åñêèé ýôôåêò îòñóòñòâóåò (äðóãèìè ñëîâàìè, îí ïîðÿäêà ε, ïî-
ñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàëèñü áû ïðè÷èííî- ñëåäñòâåí-
íûå ñâÿçè), ò.å. ñîîòíîøåíèÿ ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà äëÿ óðàâíå-
íèé (6.21), (6.22) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

u = − g

f0

∂h

∂y
+ O (ε) , v =

g

f0

∂h

∂x
+ O (ε) . (2)

Èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû h:

h

H0
∝ f0UL

gH0
=

U

f0L

L2

gH0/f2
0

= ε
L2

L2
0

, L0
.=
√

gH0

f0
, (3)

ãäå ðàäèóñ Ðîññáè-Îáóõîâà L0 îïðåäåëåí ïî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, èãðàþùåé ðîëü ñêîðîñòè çâóêà â òåî-
ðèè ìåëêîé âîäû.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìàëîñòü ÷èñëà Ðîññáè-Êèáåëÿ âëå÷åò çà ñî-
áîé òàêîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòü îòíîøåíèÿ h/H0, åñëè ëèíåéíûé
ðàçìåð òå÷åíèÿ L âàðüèðóåòñÿ â îêðåñòíîñòè õàðàêòåðíîãî ìàñøòà-
áà ãëîáàëüíûõ âèõðåâûõ îáðàçîâàíèé (öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ),
î ÷åì óïîìèíàëîñü âûøå.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Ωz/f0 ∝ U/2Ω0L = ε, è îöåíêó
(3), ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ ìîæíî òåïåðü
çàïèñàòü â âèäå:

H0

f0

(
Ωz + f0

H

)
= 1 +

Ωz

f0
− h

H0
+

h1

H0
+ O

(
ε2

)
. (4)

Äåëàÿ ïåðåíîðìèðîâêó, ò.å. áåðÿ â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíîãî âèõ-
ðÿ âåëè÷èíó Ω̃ = H0Π è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå ψ=̇gh/f0, ñ ó÷åòîì (2)-
(4) ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå âûðàæåíèå ïî-
òåíöèàëüíîãî âèõðÿ

Ω̃ =f0

(
1 +

h1

H0

)
+4ψ − L−2

0 ψ + O
(
ε2

)
, (5)

ãäå 4 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ñî-
ãëàñíî (2)

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
, (2a)
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óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ â êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêîì ïðèáëèæåíèè, âïåðâûå âûâåäåííîå ×àðíè (Charney, 1948) è
íåçàâèñèìî Îáóõîâûì (1949), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dΩ̃
dt

=
∂

∂t

(
4ψ − L−2

0 ψ
)

+ [ψ,4ψ] + β
∂ψ

∂x
− γ

∂ψ

∂y
= 0, (6)

β =
f0

H0

∂h1

∂y
, γ =

f0

H0

∂h1

∂x
. (7)

Ëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèè (6) ñ êîýôôèöèåíòàìè β è γ
îïèñûâàþò òàê íàçûâàåìûé áåòà-ýôôåêò, îòâåòñòâåííûé çà äèñ-
ïåðñèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ. Àíàëîãè÷íûé ýô-
ôåêò âîçíèêàåò è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ ñèñòå-
ìû. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû îïðåäåëÿþùèì ëîêàëü-
íûì ïàðàìåòðîì âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óäâîåííàÿ ïðîåêöèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïëàíåòû íà íîðìàëü ê åå ïîâåðõíîñòè, ò.å. âå-
ëè÷èíà f = 2Ω0 sinϕ (ϕ - øèðîòà, ñì. Ëåêöèþ 6), êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ïàðàìåòðîì Êîðèîëèñà. Â ýòîì ñëó÷àå x è y îòñ÷èòûâà-
þòñÿ ïî äîëãîòå è øèðîòå íà âîñòîê è ñåâåð ñîîòâåòñòâåííî, à
β = df/dy. Äëÿ îðîãðàôè÷åñêîãî áåòà-ýôôåêòà ïàðàìåòð Êîðèî-
ëèñà f = f0 (1 + h1/H0). Â ëþáîì ñëó÷àå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé òåîðèè âðàùàþùåéñÿ ìåëêîé âîäû ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

d

dt

(
f +4ψ − L−2

0 ψ
)

= 0, (8)

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
. (9)

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñôåðè÷åñêîé çåìëå èì ñîîòâåòñòâóåò ìåëêîâîä-
íîå ïðèáëèæåíèå, àíàëîãè÷íîå (6.21), (6.22), ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì,
÷òî 2Ω0 çàìåíÿåòñÿ íà kf .

Íóæíî òîëüêî ïîìíèòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè ψ=̇gh/f0 âåëè÷è-
íó f0 óæå íåëüçÿ çàìåíÿòü íà f , ïîòîìó ÷òî áåòà-ýôôåêò �
âåëè÷èíà ïîðÿäêà (ε). Äëÿ àòìîñôåðû çà f0 îáû÷íî ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå f ïðè ϕ = 45◦.

2. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè.
Íåñêîëüêî áîëåå óòîí÷åííûé ïîäõîä òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñâåñòè 3D
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ê äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ ñîõðàíåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíîãî âèõðÿ äëÿ áàðîòðîïíîé æèäêîñòè, â êîòîðîé ïî îïðåäå-
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ëåíèþ äàâëåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò òîëüêî îò ïëîòíîñòè. �Ôîêóñ� ñîñòîèò â òîì,
÷òî â òàêîé ñèñòåìå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííûõ äàâëåíèÿ, ïëîòíî-
ñòè è òåìïåðàòóðû ñîâïàäàþò. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ óïðî-
ùåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàì âíîâü íå òðåáóåòñÿ îáðàùàòüñÿ
ê ÷åòâåðòîìó �ðåïåðó� áàçèñà Îáóõîâà-×àðíè � óðàâíåíèþ ñîõðà-
íåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû (6.4). Óñðåäíåíèåì ïî âåðòè-
êàëè çàäà÷ó óäàåòñÿ ñâåñòè ê îïèñàíèþ óïðàâëÿåìîãî óðàâíåíè-
ÿìè (8), (9) äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ âäîëü íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé
ïîâåðõíîñòè, êîòîðîé ìîæíî ïðèïèñàòü ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ
ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëå-
íèè ïàðàìåòðà L0 =

√
gH0/f0, âõîäÿùåãî â óðàâíåíèå Îáóõîâà-

×àðíè, â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîé òîëùèíû ñëîÿ áåðóò òàê íàçûâàå-
ìóþ âûñîòó îäíîðîäíîé àòìîñôåðû H0 = p0/gρ0, ãäå p0 è ρ0 � ñòàí-
äàðòíûå (îòâå÷àþùèå ñòàòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ àòìîñôåðû) �ïðè-
çåìíûå� çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé
âûñîòå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí cg =

√
gH0

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû ñîâïàäàåò
ñî ñêîðîñòüþ çâóêà cs =

√
γp0/ρ0 (γ � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé,

ñì. Ëåêöèþ 6), êîòîðàÿ è äîëæíà áûëà èçíà÷àëüíî ó÷àñòâîâàòü
â îïðåäåëåíèè ìàñøòàáà L0. Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû, íàïðèìåð,
p0 ≈ 1 àòì., ρ0 ≈ 1, 3 êã/ì3 è ýôôåêòèâíàÿ âûñîòà åå áàðîòðîïíîé
ìîäåëè H0 ≈ 8 êì, à ñêîðîñòü çâóêà cs ≈ 280 ì/ñ.

Ïîäðîáíûé âûâîä óðàâíåíèÿ Îáóõîâà-×àðíè äâèæåíèÿ áàðî-
òðîïíîé àòìîñôåðû ìîæíî íàéòè â ëþáîì èç ó÷åáíèêîâ, öèòèðó-
åìûõ â áèáëèîãðàôèè ê ëåêöèÿì. Îäíàêî ÿ ðåêîìåíäóþ ÷èòàòåëþ
ïðè ñëó÷àå îáðàòèòüñÿ ê ïåðâîèñòî÷íèêàì (Charney, 1948) è (Îáó-
õîâ, 1949), çíàêîìñòâî ñ êîòîðûìè íå òîëüêî ïîëåçíî, íî è äîñòàâèò
ýñòåòè÷åñêîå óäîâîëüñòâèå ïðîñëåäèòü è ñðàâíèòü õîä ðàññóæäåíèé
äâóõ êëàññèêîâ.

Äëÿ áàðîêëèííîé æèäêîñòè, â êîòîðîé òåðìîäèíàìè÷åñêèå
âåëè÷èíû ñâÿçàíû ëèøü ñîîòíîøåíèåì Ìåíäåëååâà-Êëàéïåðîíà
(p = ρRT ), óïîìÿíóòàÿ ïðîöåäóðà íåâîçìîæíà. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ýòî îçíà÷àëî áû ïîòåðþ òàê íàçûâàåìîé äîñòóïíîé ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè æèäêîñòè (ò.å. òîé ÷àñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè, àêêó-
ìóëèðîâàííîé â æèäêîñòè çà ñ÷åò íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóð, êîòîðàÿ ñïîñîáíà ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ òå÷åíèé), ëîêàëüíîé ìåðîé êîòîðîé
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êàê ðàç è ñëóæèò óãîë ìåæäó èçîáàðàìè è èçîòåðìàìè. Ïðîáëå-
ìà îïèñàíèÿ áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé îáñóæäàåòñÿ â
Ëåêöèè 9.

3. Ôóíäàìåíòàëüíûå èíâàðèàíòû äâèæåíèÿ. Îäíèì èç
êðèòåðèåâ êîððåêòíîñòè ðåäóêöèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñëóæèò, êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ñóùåñòâîâàíèå ïåðâûõ èíòå-
ãðàëîâ äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíàì ñîõðà-
íåíèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. êîììåíòàðèé ê Óïðàæíåíèþ 1),
÷òî óðàâíåíèå Îáóõîâà-×àðíè óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó êðèòåðèþ, ò.å.
èìååò ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû äâèæåíèÿ:

1
2

∫∫ [
(∇ψ)2 + L−2

0 ψ2
]
dxdy = const, (10)

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïðè÷åì ïåðâîå
ñëàãàåìîå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (10) � ýòî ïëîòíîñòü êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêîñòè, à âòîðîå ñëàãàåìîå � ïëîòíîñòü åå
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè;

∫∫ (
4ψ − L−2

0 ψ
)

dxdy = const, (11)

îçíà÷àþùèé íåèçìåííîñòü ñóììàðíîé ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííî-
ñòè æèäêîñòè; ∫∫

ψdxdy = const, (12)

âûðàæàþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû;

∫∫ (
i
∂ψ

∂x
+ j

∂ψ

∂y

)
dxdy = const, (13)

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîõðàíåíèþ ñóììàðíîãî èìïóëüñà ñðåäû.
4. Âîëíû Ðîññáè. Ñîîòíîøåíèÿ (6.1) è (6.2), èñïîëüçîâàí-

íûå ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Îáóõîâà-×àðíè, ñëóæàò ñâîåîáðàçíûì
ôèëüòðîì, êîòîðûé âûëàâëèâàåò áûñòðûå çâóêîâûå è ãðàâèòàöèîí-
íûå âîëíû, ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþùèå íà ðàçâèòèå ãëîáàëüíûõ ïðî-
öåññîâ, íî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿþùèå �îõîòó íà êðóïíîãî çâåðÿ�.
×òîáû ÿâíî îùóòèòü ýòî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ
âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè â ìåëêîâîäíîì ïðèáëèæåíèè. Â ïîëíîé
ïîñòàíîâêå ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðèëèâíîãî óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà, äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå êîòîðîãî ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â êíèãå Ë.À. Äèêîãî (Äèêèé, 1969).
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Ëèíåàðèçîâàííûå îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ (âî âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà) óðàâíåíèÿ (6.21), (6.22) òåîðèè ìåëêîé âî-
äû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂v
∂t

+ f0 (k× v) = −g∇h, (14)

∂h

∂t
+ H0divv = 0, (15)

ãäå ðàäè ïðîñòîòû ïàðàìåòð Êîðèîëèñà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì, ðàâíûì f0, à ãëóáèíà æèäêîñòè H (x, y, t) = H0 + h (x, y, t).

Âìåñòî (14), (15) óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî Ωz = ∂v/∂x− ∂u/∂y è h:

∂Ω̃
∂t

= 0, Ω̃ .= Ωz−f0
h

H0
, (16)

∂2h

∂t2
+ H0f0Ωz = gH04h. (17)

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ âàì ôîðìóëó äëÿ rot(A×B), óðàâíåíèå
(16) ëåãêî ïîëó÷èòü, èñêëþ÷àÿ divv èç (15) è óðàâíåíèÿ âèõðÿ, íàé-
äåííîãî ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà rotz ê (14). Äëÿ âûâîäà (17)
ïîäåéñòâóéòå íà (14) îïåðàòîðîì div, à óðàâíåíèå (15) ïðîäèôôå-
ðåíöèðóéòå ïî âðåìåíè è âíîâü èñêëþ÷èòå divv.

Ïî ñóùåñòâó, Ω̃ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîòåíöèàëüíûé âèõðü
(ñð. ñ ôîðìóëàìè (4), (5)) ëèíåéíîé çàäà÷è (14), (15), êîòîðûé â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì.
Èç (16), (17) íåìåäëåííî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ ðåøå-
íèé ëèíåéíîé çàäà÷è:

à) Äâèæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïîòåíöèàëüíûé âèõðü Ω̃ = 0, ò.å.
Ωz = f0h/H0. Ýòî äàåò òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå äëÿ h:

∂2h

∂t2
+ f2

0 h = c2
g4h, cg =

√
gH0, (18)

îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå âî âðàùàþùåéñÿ ñðåäå áûñòðûõ
ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí ñ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøå-
íèåì (ñäåëàéòå â (18) ïîäñòàíîâêó h ∝ exp [i (k · r− ωt)] , k =
(kx, ky) , r = (x, y) , i � ìíèìàÿ åäèíèöà):

ω2 = f2 + k2c2
g, k2 = k2

x + k2
y. (19)
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Èõ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

C
.=

dω

dk
=

cg√
1 + (f/kcg)

2
(20)

â çåìíûõ óñëîâèÿõ óæå ïðè äëèíå âîëíû L = 2π/k = 1500 êì
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ cg ≈ 280 ì/ñ.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ëèíåéíîé çàäà÷è âîëíîâûå äâèæåíèÿ
Ω, h0 ∝ exp (−iωt) âîçìîæíû òîëüêî ïðè Ω̃ ≡ 0, ÷òî ñëåäóåò èç
ïîäñòàíîâêè Ω ∝ exp (−iωt) â (16), êîòîðàÿ äàåò iωΩ̃ ≡ 0.

á) Äâèæåíèÿ, ó êîòîðûõ Ω̃ 6= 0, ò.å. â ñèëó (16) ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ. Èõ ïîëå ñêîðîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ãåîñòðî-
ôè÷åñêîãî âåòðà è îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé

∆ψ − L−2
0 ψ = Ω̃0 (x, y) , (21)

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
, (22)

ãäå ψ = gh/f0 è Ω̃0 (x, y) � íà÷àëüíîå ïîëå ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ.
Â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñëó÷àþ á) ñîîòâåòñòâóåò óðàâ-

íåíèå Îáóõîâà-×àðíè (6) ñ íóëåâûì áåòà-ýôôåêòîì (β = γ = 0).
Åñëè ïðåäïîëîæèòü áåòà-ýôôåêò îòëè÷íûì îò íóëÿ, ïîëàãàÿ, íà-
ïðèìåð, γ = 0 è β = const > 0 (ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæå-
íèåì áåòà-ïëîñêîñòè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (8) ïðè f = f0+βy), òî
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â (6) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè

ψkl = A exp {i (kx + ly − ωt)} , (23)

(A � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, k è l � ïðîäîëüíîå è ïîïåðå÷íîå âîë-
íîâûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ÷àñòíûìè ðåøå-
íèÿìè óðàâíåíèÿ Îáóõîâà-×àðíè, îïèñûâàþùèìè äèñïåðãèðóþùèå
âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ íà çàïàä (ò.å. â íàïðàâëåíèè, ïðîòè-
âîïîëîæíîì âðàùåíèþ æèäêîñòè â öåëîì) ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ

cR =
ω

k
= − β

k2 + l2 + L−2
0

. (24)

Âîëíîâûå ðåøåíèÿ ñ òàêèì äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì íà-
çûâàþò âîëíàìè Ðîññáè (Rossby, 1939), à èíîãäà, ïðèìåíèòåëüíî ê
ñôåðè÷åñêîé Çåìëå, âîëíàìè Ðîññáè-Ãàóðâèöà (B. Haurwits), â ýòîì
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ñëó÷àå îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, ñì. Êîììåí-
òàðèé ê Óïðàæíåíèþ 2. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû èõ ôàçîâîé ñêîðîñòè
óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî áåòà-ýôôåêò ïî îïðåäåëåíèþ èìååò ïîðÿ-
äîê ε, ò.å. L/R = O (ε), ãäå L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð òå÷åíèÿ è R �
õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ìàñøòàá, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò çàìåòíîå
èçìåíåíèå ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà f . Ïîýòîìó

|cR| = f

R

L2
0L

2

L2 + L2
0

∝ 1
2
f

L2
0

R
=

1
2
f

√
gHo

f

L0

R
=

1
2
cg

L0

R
= cgO (ε) , (25)

ïîñêîëüêó L = O (L0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíûì ðåøåíè-
ÿì ëèíåéíîé çàäà÷è ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ Ω̃ â íåëèíåéíîì ñëó÷àå
ñîîòâåòñòâóþò ìåäëåííûå ïðîöåññû, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êî-
òîðûõ ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí, íå îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (6).

Ïðè èçó÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí Ðîññáè (ñì., íàïðèìåð,
Longuet-Higgins, Gill, 1967) èõ óäîáíî äåëèòü íà �êîðîòêèå� ïëà-
íåòàðíûå âîëíû, äëÿ êîòîðûõ L < L0

(
L−1 .=

√
k2 + l2

)
è �äëèí-

íûå� ïëàíåòàðíûå âîëíû (L > L0). Ñîãëàñíî (10) ïëîòíîñòè êèíå-
òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé âîëíû Ðîññáè (23) ðàâíû ñî-
îòâåòñòâåííî A2/4L2 è A2/4L2

0. Ïîýòîìó â êîðîòêèõ ïëàíåòàðíûõ
âîëíàõ ïðåîáëàäàåò êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, òîãäà êàê â äëèííûõ
âîëíàõ ýíåðãèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â îñíîâíîì â ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé, ìåðîé êîòîðîé ñëóæèò îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè îò ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ.

Âîëíû Ðîññáè, èëè ïëàíåòàðíûå âîëíû, êàê íåðåäêî èõ íàçûâà-
þò, � ýòî òèïè÷íûå ïðåäñòàâèòåëè ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, íå èìå-
þùèå àíàëîãîâ â íå âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Îíè ñîñòàâëÿþò âàæ-
íûé ýëåìåíò îáùåé öèðêóëÿöèè îêåàíà è àòìîñôåðû, îêàçûâàþ-
ùèé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà õàðàêòåðèñòèêè ìàêðîòóðáóëåíòíî-
ñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ãëîáàëüíûõ äâèæåíèé. Óìåñòíî óïîìÿíóòü â
ñâÿçè ñ ýòèì î òàê íàçûâàåìûõ ñîëèòîíàõ Ðîññáè, ïðèíàäëåæàùèõ
ñåìåéñòâó âîëí Ðîññáè, íî íå îõâàòûâàåìûõ óðàâíåíèåì Îáóõîâà-
×àðíè, ïîñêîëüêó èõ òèïè÷íûé ðàçìåð ïðåâîñõîäèò L0 ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû. Èõ ðîëü âàæíà, ïî-âèäèìîìó, â ïðîöåññàõ öèêëîãåíåçà â
àòìîñôåðàõ áîëüøèõ ïëàíåò, ðàäèóñ êîòîðûõ çàìåòíî ïðåâûøàåò
ìàñøòàá Ðîññáè-Îáóõîâà. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ Ì.Â.
Íåçëèíà (1986), â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ïîäðîáíî èçëàãàþòñÿ ìå-
òîäû è ðåçóëüòàòû ëàáîðàòîðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ âèõðåâûõ
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îáðàçîâàíèé è ïðèâîäÿòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ñ íàòóðíûìè íàáëþäåíè-
ÿìè.

Åñòåñòâåííûì �âîäîðàçäåëîì� ìåæäó ñîëèòîíàìè Ðîññáè è ðàñ-
ñìàòðèâàåìûìè çäåñü âîëíàìè è âèõðåâûìè ñòðóêòóðàìè ñëóæèò,
êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ìàñøòàá L0. Äåëî â òîì, ÷òî êîãäà ìàñøòàá
òå÷åíèÿ ïðåâîñõîäèò L0 ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû, îöåíêà (3) ñòàíî-
âèòñÿ íåñïðàâåäëèâîé. (Âñïîìíèòå îòìå÷åííóþ âûøå òåíäåíöèþ:
÷åì äëèííåå âîëíà Ðîññáè, òåì áîëüøå îòêëîíåíèå h0 ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè îò ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ.) Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè ó÷èòûâàòü â (4) ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ïðèáëèæåííîì óðàâíåíèè ñî-
õðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ, îáîáùàþùåì óðàâíåíèå Îáóõîâà-
×àðíè, äîïîëíèòåëüíîãî íåëèíåéíîãî ÷ëåíà, ñâÿçàííîãî ñ áîëåå
ñòðîãèì ó÷åòîì �ãîðèçîíòàëüíîé ñæèìàåìîñòè� çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ
âûñîòû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòà íåëèíåéíîñòü ñïîñîáíà ñêîì-
ïåíñèðîâàòü äèñïåðãèðóþùåå âëèÿíèå áåòà-ýôôåêòà íà âîëíîâîé
ïàêåò. Â ðåçóëüòàòå â æèäêîñòè ìîãóò ñôîðìèðîâàòüñÿ óåäèíåííûå
àíòèöèêëîíè÷åñêèå âèõðè � ñîëèòîíû Ðîññáè (â öèêëîíè÷åñêèõ
âèõðÿõ êîìïåíñàöèÿ äèñïåðñèè íåëèíåéíîñòüþ íåâîçìîæíà, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî âîçíèêàåò íàáëþäàåìàÿ íà òàêèõ ìàñøòàáàõ öèêëîí-
àíòèöèêëîííàÿ àñèììåòðèÿ).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïðîáëåì ýòî îãðàíè÷å-
íèå îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè
íåïðèíöèïèàëüíî, çàòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ òåõ-
íè÷åñêèõ òðóäíîñòåé.

Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèÿ, çàäàâàåìûå ëåâûìè ÷àñòÿìè ðà-

âåíñòâ (10-(13), äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ
Îáóõîâà-×àðíè, ïîëàãàÿ â (6) ðàäè ïðîñòîòû β = const 6= 0, γ = 0
(ïðèáëèæåíèå áåòà-ïëîñêîñòè, øèðîêî ïðèìåíÿåìîå â äèíàìè÷å-
ñêîé ìåòåîðîëîãèè).

Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå åäèíèö äëèíû è
âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî L0 è (βL0)

−1, ïîêàæèòå, ÷òî â óêàçàííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂t
(4ψ − ψ) =

∂

∂x

(
∂ψ

∂y
∆ψ − ψ

)
− ∂

∂y

(
∂ψ

∂x
∆ψ

)
, (26)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (26) èìååò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó. Ïðîèíòåãðèðóé-
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òå òåïåðü (26) ïî íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè S, çàíÿòîé æèäêî-
ñòüþ, è ïðèìåíèòå ê ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà

∫∫
S
divAdxdy =

∫
∂S

A · ndl

(n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂S), à çàòåì óñòðåìèòå
S ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ó÷åòîì ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ψ. Â
ðåçóëüòàòå Âû ïîëó÷èòå èíâàðèàíòíîñòü ñóììàðíîé ïîòåíöèàëü-
íîé çàâèõðåííîñòè (ëåâàÿ ÷àñòü (11)).

Óðàâíåíèå (26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå:

∂ψ

∂t
=

∂

∂x

(
∂2ψ

∂x∂t
− ∂ψ

∂y
4ψ + ψ

)
+

∂

∂y

(
∂2ψ

∂y∂t
+

∂ψ

∂x
4ψ

)
, (26a)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ñíîâà èìååò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó. Äàëåå ïî òîé
æå ñõåìå ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (12).

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (26a) ïî x èëè ïî y ïðàâàÿ ÷àñòü
ñîõðàíÿåò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó. Îòñþäà ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü
ñóììàðíîãî èìïóëüñà (13).

È íàêîíåö, ïîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ (26) íà ψ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

1
2

∂

∂t

[(
∂ψ

∂x

)2

+
(

∂ψ

∂y

)2

+ ψ2

]
=

∂

∂x

(
ψ

∂2ψ

∂x∂t
− ψ

∂ψ

∂y
4ψ +

1
2
ψ2

)
+

+
∂

∂y

(
ψ

∂2ψ

∂y∂t
+ ψ

∂ψ

∂x
4ψ

)
. (27)

Äàëåå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (10).
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïëàíåòàðíûå âîëíû íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíî-

ñòè â äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé ñðåäå (L−1
0 = 0) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

íà çàïàä ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ωR =
2Ω0

n (n + 1)
, (28)

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî (ñì. Ëîíãå-
Õèããèíñ, Ãèëë (1970) è íèæåñëåäóþùèé Êîììåíòàðèé).

Êîììåíòàðèé ê Óïðàæíåíèþ 2. Íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
ðàäèóñà a = 1 (â äàííîì ñëó÷àå äëèíó óäîáíî èçìåðÿòü ðàäèóñîì
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ñôåðû) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå Îáóõîâà-×àðíè çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂

∂t

(
4ψ − L−1

0S ψ
)

+
1

sin θ

(
∂ψ

∂θ

∂4ψ

∂λ
− ∂ψ

∂λ

∂4ψ

∂θ

)
+2Ω0

∂ψ

∂λ
= 0, (29)

vθ = − 1
sin θ

∂ψ

∂λ
, vλ =

∂ψ

∂θ
. (30)

Çäåñü θ = 1
2π − ϕ � äîïîëíåíèå ê øèðîòå ϕ è λ � äîëãîòà, L0S �

ïàðàìåòð Ðîññáè-Îáóõîâà, èçìåðåííûé ðàäèóñîì ñôåðû,

4ψ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2ψ

∂λ2
.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òå÷åíèé íà ñôåðå ïàðàìåòð Êîðèîëèñà
f = 2Ω0 cos θ, à ëîêàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè íàáëþäåíèÿ ñâÿçàíû ñî ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ñî-
îòíîøåíèÿìè dx = a sin θ, dy = −adϑ. Ïîýòîìó ëèíåéíûé ÷ëåí
β∂ψ/∂x â óðàâíåíèè Îáóõîâà-×àðíè ñîõðàíÿåò çíàê è çàìåíÿåòñÿ
íà 2Ω0∂ψ/∂λ.

Åñëè âåëè÷èíà L0S ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìåíüøå èëè ðàâíà
åäèíèöå (ýôôåêò äâóìåðíîé ñæèìàåìîñòè ñðåäû íå ìàë, êàê â çåì-
íîé àòìîñôåðå, íàïðèìåð), ïëàíåòàðíûå âîëíû ïðèáëèæåííî îïè-
ñûâàþòñÿ ñôåðîèäàëüíûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè (ñì. ëèòåðàòó-
ðó, öèòèðóåìóþ â Longuet-Higgins, Gill, 1967). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(â îêåàíå, íàïðèìåð) â óðàâíåíèè Îáóõîâà-×àðíè âåëè÷èíîé L−2

0S ψ
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆ψ. Òîãäà ñôåðè÷åñêèì àíàëî-
ãîì ïëîñêîé âîëíû Ðîññáè ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà

ψ = AY m
n (θ, λ) = APm

n (cos θ) cos (mλ + ωt) , (31)

ãäå m è n � öåëûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè ñîîò-
íîøåíèÿìè m = ak sin θ, n = a

√
k2 + l2 , îòêóäà, â ÷àñòíîñòè,

ñëåäóåò, ÷òî m � ýòî ÷èñëî äëèí âîëí, óêëàäûâàþùèõñÿ íà øèðîò-
íîì êðóãå; Pm

n (z) � ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî
ðîäà ñòåïåíè n ïîðÿäêà m.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ω = ωR (ôîðìóëà (28)) ôóíêöèÿ (31) óäî-
âëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

∂4ψ

∂t
+ 2Ω0

∂ψ

∂λ
= 0. (32)
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Òî÷íîå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (29) ïðè L−1
0S = 0, îïè-

ñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû íà çàïàä, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñôå-
ðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñòåïåíè n

ψ (θ, λ, t) = Yn (θ, λ + ωt) , (33)

Yn (θ, λ) = A0Pn (cos θ) +
n∑

m=1
Am

n Pm
n (cos θ) cos (mλ + λm

n ) , (34)

ãäå A0, Am
n , λm

n � êîíñòàíòû.
Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ (33) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì íåëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ âèõðÿ òîëüêî ïðè ω = ωR.
Ïîäñêàçêà. Ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (34) åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ò.å. ∆Yn = −n (n + 1)Yn.
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Ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå âîëí Ðîññáè,
ñèíãóëÿðíûå âèõðè Ãåëüìãîëüöà è Îáóõîâà,
óðàâíåíèÿ Êèðõãîôôà

1. Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëí Ðîññáè. Èç òåîðèè âîëíîâûõ
ïðîöåññîâ èçâåñòíî, ÷òî ýíåðãèÿ âîëí ëþáîé ïðèðîäû ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íå ñ ôàçîâîé, à c ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ

Cgr = ∇kω, ω = ω (k) , (1)

ãäå ω (k) � äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âîëí ðàññìàòðèâàåìîé
ïðèðîäû, à ∇k � îïåðàöèÿ ãðàäèåíòà â k-ïðîñòðàíñòâå � ïðîñòðàí-
ñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë. Âîëíû, ôàçîâàÿ ñêîðîñòü êîòîðûõ íå ñîâïà-
äàåò ñ ãðóïïîâîé, íàçûâàþòñÿ äèñïåðñèîííûìè. Òàêîâûìè ÿâëÿ-
þòñÿ, íàïðèìåð, ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèå âîëíû ñ äèñïåð-
ñèîííûì ñîîòíîøåíèåì (7.20), ñîãëàñíî êîòîðîìó îíè èçîòðîïíî
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ïëàíåòàðíûìè âîëíàìè, ïîòîìó ÷òî èç
äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

cR =
ω

k
= − β

k2 + l2 + L−2
0

(2)

ñëåäóåò, ÷òî

CRX =
∂ω

∂k
= cR

(
1− 2k2

k2 + l2 + L−2
0

)
, (3)

CRY =
∂ω

∂l
= −cR

2kl

k2 + l2 + L−2
0

, (4)
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Ðèñ. 1. Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëí Ðîññáè â çîíàëüíîì
íàïðàâëåíèè.

ãäå CRX è CRY - êîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêîðîñòè CR.
Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå î ôàçîâîé ñêîðîñòè, íàïðàâëåííîé

âñåãäà íà çàïàä, ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü èìååò îáå êîìïîíåíòû, îòëè÷-
íûå îò íóëÿ, ïðè÷åì åå ìåðèäèîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âñåãäà íà-
ïðàâëåíà íà ñåâåð, òîãäà êàê çîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìåíÿåò çíàê
ïðè k2/

(
l2 + L−2

0

)
= 1 (ðèñ. 1). Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå

îò ýíåðãèè, êîòîðàÿ ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíàìè Ðîññáè êàê
â çàïàäíîì, òàê è â âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè, çàâèõðåííîñòü

4ψ ∼ exp {i (kx + ly − ωt)}

ïåðåíîñèòñÿ èìè òîëüêî íà çàïàä. ò.å. â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïî-
ëîæíîì îáùåìó âðàùåíèþ.

2. Ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàíåòàðíûõ âîëí. Âàæ-
íûì ýëåìåíòîì îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñ-
íîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàíåòàðíûõ âîëí, êîòîðîå ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Çàïèøåì óðàâíåíèå Îáóõîâà-×àðíè íà áåòà-ïëîñêîñòè â âèäå

∂

∂t

(
4ψ − L−2

0 ψ
)

+ β
∂ψ

∂x
= [4ψ, ψ] (5)
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è ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ âîëíàìè
Ðîññáè

ψ1 = a1 exp {i (k1x− ω1t)} , ψ2 = a2 exp {i (k2x− ω2t)} ,

ãäå k1 = k1i + l1j, k2 = k2i + l2j è êàæäàÿ ïàðà (ki,ωi) (i = 1, 2)
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2).

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç âîëí îáðàùàåò ÿêîáèàí â
íóëü, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
a1a2 exp {i [(k1 + k2)x− (ω1 + ω2) t]}, è åå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü â êà÷åñòâå ïåðèîäè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëû, äåéñòâóþùåé
íà ëèíåéíóþ ñèñòåìó. Îòêëèê íà ýòó ñèëó áóäåò ìàë äî òåõ
ïîð, ïîêà íåò ðåçîíàíñà, ò.å. ïîêà âîëíîâîé âåêòîð è ÷àñòîòà
âûíóæäàþùåé ñèëû íå ñîâïàäóò ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k3 è
÷àñòîòîé ω3 êàêîé-ëèáî ñîáñòâåííîé âîëíû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ðåçîíàíñíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ âîëí âûðàæàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

k3 = k1 + k2, ω3 = ω1 + ω2,

ïðè÷åì êàæäàÿ ïàðà (ki,ωi) (i = 1, 2, 3) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ (2). Ó÷èòûâàÿ , ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ëèøü âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
exp {i (kx− ωt)}, êîòîðàÿ åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ k è ω, óñëîâèÿ ðå-
çîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

k1 + k2 + k3 = 0, ω1 + ω2 + ω3 = 0. (6)

Äëÿ îòûñêàíèÿ óðàâíåíèé ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ
âîëí, ñëåäóÿ Ëîíãå-Õèããèíñó è Ãèëëó (M.S. Longuet-Higgins, A.E.
Gill, 1970), ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàÿ åäèíèöû èç-
ìåðåíèÿ äëèíû è âðåìåíè òàê, ÷òîáû îáå âåëè÷èíû L−2

0 è β áûëè
ðàâíû åäèíèöå, çàïèøåì óðàâíåíèå (5) â áåçðàçìåðíîé ôîðìå

∂

∂t
(4ψ − ψ) +

∂ψ

∂x
= [4ψ,ψ] , (7)

íå ââîäÿ íîâûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (7) áóäåì èñêàòü â âèäå

ψ = a1 cos θ1 + a2 cos θ2 + a3 cos θ3, (8)
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ãäå an (n = 1, 2, 3) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè âðåìåíè, èëè
ôóíêöèè ìåäëåííîãî âðåìåíè, à

θn = knx + lny − ωnt + ϕn (n = 1, 2, 3) , (9)

ïðè÷åì áåçðàçìåðíûå âîëíîâûå ÷èñëà è ÷àñòîòû óäîâëåòâîðÿþò
äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

ωn

(
k2

n + l2n + 1
)

+ kn = 0 (n = 1, 2, 3) (10)

è óñëîâèÿì ðåçîíàíñà

k1 + k2 + k3 = 0, l1 + l2 + l3 = 0, ω1 + ω2 + ω3 = 0, (11)

à íà÷àëüíûå ôàçû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0. (12)

Ïîäñòàíîâêà (8) â (7) äàåò
(
κ2

1 + 1
) ·

a1 cos θ1 +
(
κ2

2 + 1
) ·

a2 cos θ2 +
(
κ2

3 + 1
) ·

a3 cos θ3 =

= C1a2a3 [cos (θ2 + θ3)− cos (θ2 − θ3)]+

+C2a3a1 [cos (θ3 + θ1)− cos (θ3 − θ1)]+

+C3a1a2 [cos (θ1 + θ2)− cos (θ1 − θ2)] , (13)

ãäå κ2
n = k2

n + l2n (n = 1, 2, 3), êîýôôèöèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ

C1 =
1
2

(
κ2

2 − κ2
3

)
(z · k2 × k3) , (14)

z � åäèíè÷íûé âåðòèêàëüíûé îðò, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïî-
ëó÷àþòñÿ êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé ðå-
çîíàíñà (11)

z · k2 × k3 = z · k3 × k1 = z · k1 × k2 = 2Γ.

Òîãäà â ñèëó (12) òðè ÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè (13) óðàâíèâàþòñÿ
òðåìÿ ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî

(
1 + κ2

1

) ·
a1 = Γ

(
κ2

2 − κ2
3

)
a2a3,
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(
1 + κ2

2

) ·
a2 = Γ

(
κ2

3 − κ2
1

)
a3a1, (15)

(
1 + κ2

3

) ·
a3 = Γ

(
κ2

1 − κ2
2

)
a1a2.

Îñòàëüíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (13) ãåíåðèðóþò íåðåçîíàíñíûå
êîëåáàíèÿ, à ïîòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îòêëèê íà íèõ áóäåò ìàë.
Ñîïîñòàâëåíèå àìïëèòóä íåðåçîíàíñíûõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ ïðà-
âîé ÷àñòüþ (13), ñ àìïëèòóäàìè ðåçîíàíñíûõ âîëí ïîêàçûâàåò (âû-
ïîëíèòå Óïðàæíåíèå 4) , ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, åñëè íåëèíåé-
íîñòü ñëàáàÿ, ò.å.

κ2a ¿ ω (16)

(κ, a è ω � õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà, àìïëèòóäû è ÷à-
ñòîòû âîëí, ó÷àñòâóþùèõ â ðåçîíàíñíîì âçàèìîäåéñòâèè). Â ýòîì
ñëó÷àå íåëèíåéíûå ÷ëåíû â (7) ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè
è óðàâíåíèÿ (15) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ
ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε = κ2a/ω, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòå-
ëåì âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìàëîñòü åãî îçíà÷àåò, ÷òî κa ¿ ω/κ, ò.å.
ìàëîñòü ñêîðîñòè æèäêîé ÷àñòèöû ïî ñðàâíåíèþ ñ ôàçîâîé ñêî-
ðîñòüþ âîëíû Ðîññáè. Äðóãàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ, òðàêòîâêà ïîëó÷åí-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è
êàê ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) ïî "áûñòðîìó" âðåìåíè
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àìïëèòóäû âîëí åñòü ôóíêöèè ìåäëåííîãî
âðåìåíè.

Ñèñòåìà (15) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû âðåìåíè t −→ τ = Γt ñîâ-
ïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà,
òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè êîòîðîãî çàäàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öåé (ñì. Ëàíäàó, Ëèôùèö, Ìåõàíèêà, 1973)

I =




1 + κ2
1 0 0

0 1 + κ2
2 0

0 0 1 + κ2
3


 ,

à ðîëü åãî óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ è êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ
èãðàþò ai (i = 1, 2, 3) è Ii =

(
1 + κ2

i

)
ai (i = 1, 2, 3) ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, êàê èçâåñòíî, îáëàäàþò äâóìÿ êâàäðàòè÷-
íûìè èíâàðèàíòàìè

E =
1
2

[(
1 + κ2

1

)
a2

1 +
(
1 + κ2

2

)
a2

2 +
(
1 + κ2

3

)
a2

3

]
, (18)
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Π2 =
(
1 + κ2

1

)2
a2

1 +
(
1 + κ2

2

)2
a2

2 +
(
1 + κ2

3

)2
a2

3, (19)

ñîîòâåòñòâóþùèìè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ãèðîñêîïà è êâàäðàòó åãî
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Â íàøåì æå ñëó÷àå (18) îòâå÷àåò ïîëíîé,
ò.å. êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé, ýíåðãèè

1
2

∫∫
[(

∂ψ

∂x

)2

+
(

∂ψ

∂y

)2

+ ψ2

]
dxdy, (20)

à (19) � ñóììàðíîìó êâàäðàòó ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòè
∫∫

(4ψ − ψ)2 dxdy (21)

òå÷åíèÿ, óïðàâëÿåìîãî óðàâíåíèåì (7). (Ïî÷åìó ñóììàðíûé êâàä-
ðàò çàâèõðåííîñòè åñòü èíâàðèàíò? )

3. Ñèíãóëÿðíûå âèõðü Ãåëüìãîëüöà è ãåîñòðîôè÷åñêèé
âèõðü Îáóõîâà. Â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå ñòðîãî äâóìåð-
íûå âèõðåâûå òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ ôóíê-
öèåé òîêà ψ, â òåðìèíàõ êîòîðîé óðàâíåíèå âèõðÿ çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå (ñð. ñ (5))

∂4ψ

∂t
+ [ψ,4ψ] = 0. (22)

Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
, (23)

àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàþùèìè áåçäèâåðãåíòíîñòü ïîëÿ ñêîðî-
ñòè, çàâèõðåííîñòü êîòîðîãî Ω =rotzv = ∂v/∂x − ∂u/∂y = 4ψ.
Ïîýòîìó ïî èçâåñòíîìó ïîëþ çàâèõðåííîñòè ïîëå ñêîðîñòè äâóìåð-
íîãî òå÷åíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññî-
íà

4ψ = Ω(x, y, t) , (24)

ôóíêöèÿ Ãðèíà êîòîðîãî äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ è ðåãóëÿðíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäàåòñÿ
â âèäå:

ψH = κ ln r, 4ψH = 2πκδ (r) . (25)

Çäåñü r = xi + yj � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íàáëþäåíèÿ â ïëîñêîñòè
äâèæåíèÿ, r =

√
x2 + y2, δ (r) � äâóìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðà-

êà.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ Ãðèíà (25) îïèñûâàåò äâóìåðíîå
òå÷åíèå æèäêîñòè, èíäóöèðîâàííîå ñèíãóëÿðíîé âèõðåâîé òðóáêîé
èíòåíñèâíîñòè 2πκ, çàâèõðåííîñòü êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíà íà ïðÿ-
ìîé ëèíèè áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè
äâèæåíèÿ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Óêàçàííóþ ôóíê-
öèþ Ãðèíà íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûì âèõðåì Ãåëüìãîëüöà, êîòîðûé
âïåðâûå ââåë ýòî ïîíÿòèå â ãèäðîäèíàìèêó.

Ñèíãóëÿðíóþ âèõðåâóþ òðóáêó èíîãäà íàçûâàþò âèõðåâîé íè-
òüþ, êîòîðóþ, ó÷èòûâàÿ äâóìåðíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ, ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ òî÷êîé íà ïëîñêîñòè è ïðèïèñàòü ýòîé òî÷êå õà-
ðàêòåðèñòèêó κ. Âåëè÷èíà κ íàçûâàåòñÿ íàïðÿæåííîñòüþ ñèíãó-
ëÿðíîãî âèõðÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ èíôèíè-
òåçèìàëüíîé âèõðåâîé òðóáêè κ = Ωπa2/2π = 1

2Ωa2, ãäå a � ðàäèóñ
òðóáêè, à Ωπa2 � åå èíòåíñèâíîñòü, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå Êåëüâèíà
åñòü èíâàðèàíò äâèæåíèÿ. Óñòðåìëÿÿ òåïåðü a ê íóëþ è Ω ê áåñ-
êîíå÷íîñòè òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå Ωa2 îñòàâàëîñü íåèçìåííûì,
ïîëó÷àåì íàïðÿæåííîñòü âèõðåâîé íèòè. Ïðè íàëè÷èè â æèäêîñòè
N òàêèõ âèõðåâûõ íèòåé êàæäàÿ èç íèõ äâèæåòñÿ âìåñòå ñ æèä-
êîñòüþ ñî ñêîðîñòüþ, êîòîðóþ èíäóöèðóþò â òî÷êå åå ðàñïîëîæå-
íèÿ îñòàëüíûå N −1 ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî óêàçàííàÿ ñêîðîñòü ðàâíà âåêòîðíîé ñóììå ñêîðîñòåé, íàâå-
äåííûõ N − 1 âèõðÿìè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå, íåòðóäíî âûâå-
ñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ N -âèõðåâîé ñèñòåìû. Â ñàìîì äåëå, ðàñ-
ñìîòðèì âíà÷àëå äâà ñèíãóëÿðíûõ âèõðÿ ñ íàïðÿæåííîñòÿìè κ1 è
κ2, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ r = r1 (t) = x1 (t) i + y1 (t) j è
r = r2 (t) = x2 (t) i+y2 (t) j è èíäóöèðóþò ïîëÿ ñêîðîñòè, îïèñûâàå-
ìûå ôóíêöèÿìè òîêà ψ1 = κ1 ln |r− r1| è ψ2 = κ2 ln |r− r2| ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äâèæåíèå
ïåðâîãî âèõðÿ â ïîëå ñêîðîñòè âòîðîãî âèõðÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè:

u1
.=

·
x1 (t) = −∂ψ2

∂y
(r = r1) = −κ2

∂ ln |r− r2|
∂y

(r = r1)

= − 1
κ1

(
κ1κ2

∂ ln |r1 − r2|
∂y1

)
,

v1
.=

·
y1 (t) =

∂ψ2

∂x
(r = r1) = κ2

∂ ln |r− r2|
∂x

(r = r1)

=
1
κ1

(
κ1κ2

∂ ln |r1 − r2|
∂x1

)
.
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Àíàëîãè÷íî

u2
.=

·
x2 (t) = − 1

κ2

(
κ1κ2

∂ ln |r2 − r1|
∂y2

)
,

v2
.=

·
y2 (t) =

1
κ2

(
κ1κ2

∂ ln |r2 − r1|
∂x2

)
.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè

Ψ = κ1κ2 ln |r1 − r2|
ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ãàìèëüòîíîâîì âèäå

·
xi = − 1

κi

∂Ψ
∂yi

,
·
yi =

1
κi

∂Ψ
∂xi

, (26)

ãäå i = 1, 2.
Òåïåðü ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî â ñëó÷àå N âèõðåé ôóíêöèÿ Ãà-

ìèëüòîíà èìååò âèä

Ψ =
∑
i6=j

κiκj ln |ri − rj | , (27)

ïðè÷åì â óðàâíåíèÿõ (26) èõ äâèæåíèÿ è â âûðàæåíèè (27) èíäåêñû
i è j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî N .

Ñèñòåìà (26), (27) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôôà (G.R.
Kirchho�, 1824-1887) äâèæåíèÿ N ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé. Óìåñòíî
îòìåòèòü, ÷òî ñàì Êèðõãîôô çàïèñàë óðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ êîì-
ïëåêñíûõ âåëè÷èí, ââåäÿ êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû zn = xn + iyn (i
� ìíèìàÿ åäèíèöà) è êîìïëåêñíûé ãàìèëüòîíèàí

HK = i
∑

m6=n
κmκn ln (zn − zm) (Ψ = ImHK) . (28)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
·

z∗ =
·

xn − ·
yn =

1
κn

∂HK

∂zn
, (26a)

ãäå çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèé Êèðõãîôôà âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
N∑

i=1
κi
·
xi = 0,

N∑
i=1

κi
·
yi = 0,

dΨ
dt

= 0, (29)
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ò.å. �öåíòð òÿæåñòè� � öåíòð çàâèõðåííîñòè ñèñòåìû

r0 =
N∑

i=1
κiri/

N∑
i=1

κi (30)

ïðè åå äâèæåíèè îñòàåòñÿ íà ìåñòå, à ãàìèëüòîíèàí Ψ åñòü ïåðâûé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óæå ñèñòåìà èç äâóõ âèõðåé (ðèñ. 2), êî-
òîðàÿ, êàê ìû óâèäèì íèæå, èìååò è ãåîôèçè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Â
÷àñòíîñòè, âèõðåâàÿ ïàðà (κ1 = κ2 = κ, ò.å. íàïðÿæåííîñòè âèõðåé
îäèíàêîâû ïî çíàêó è âåëè÷èíå) âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà
çàâèõðåííîñòè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ (ðèñ. 2a)

ω =
2κ

L2
z, (31)

ãäå L � íåèçìåííîå (ïî÷åìó? ) â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèå
ìåæäó âèõðÿìè, à z � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè îñè z. Îò-
ñþäà âèäíî, ÷òî ïàðà öèêëîíîâ, çàâèõðåííîñòü êîòîðûõ ïîëîæè-
òåëüíàÿ, âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïàðà àíòèöèêëîíîâ
� ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Âèõðåâîé äèïîëü (κ1 = κ = −κ2, ò.å. íàïðÿæåííîñòè âèõðåé
îäèíàêîâû ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêàì) äâèæåòñÿ
ïîñòóïàòåëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

V =
κ

L2
L× z, (32)

ãäå L = r+ − r− (ðèñ. 2á)
Â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå äâóìåðíîå ïîëå ãåîñòðîôè÷å-

ñêîãî âåòðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ íå ïî çàâèõðåííîñòè, à ïî ïî-
ëþ ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòè, êîòîðàÿ â êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêîì ïðèáëèæåíèè çà âû÷åòîì ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà ðàâíà

∼
Ω =

4ψ − L−2
0 ψ. Ïîýòîìó ãåîñòðîôè÷åñêèé ñèíãóëÿðíûé âèõðü, âïåð-

âûå ââåäåííûé Îáóõîâûì, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ
óðàâíåíèÿ

4ψ − L−2
0 ψ =

∼
Ω(x, y, t) (33)
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Ðèñ. 2. Ñèñòåìû äâóõ âèõðåé: à) ïàðà ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé
îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè âðàùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 2κ/L2; á) äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç
öèêëîíà è àíòèöèêëîíà, äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V = κ/L â
çîíàëüíîì íàïðàâëåíèè.

ñ ðåãóëÿðíûìè íà áåñêîíå÷íîñòè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òàêîå
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èìååò âèä

ψO = −κK0 (r/L0) , 4ψO − L−2
0 ψO = 2πκδ (r) . (34)

Çäåñü K0 (x) � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, êîòîðàÿ ïðè ìàëûõ è
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè àñèìïòî-
òè÷åñêèìè ôîðìóëàìè:

K0 (r/L0) ≈ − ln (r/L0) , ïðè r/L0 ¿ 1, (35)

K0 (r/L0) ≈ −1
2

κ√
2πr/L0

exp
(
− r

L0

)
. (36)

Äâèæåíèå N ñèíãóëÿðíûõ ãåîñòðîôè÷åñêèõ âèõðåé, êàê
íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, òàêæå óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôôà
(26) (èëè (26a)) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ ãàìèëü-
òîíèàíà (27) (èëè (28)) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà
ôóíêöèþ Ìàêäîíàëüäà, íàïðèìåð

Ψ =
∑
i6=j

κiκjK0

( |ri − rj |
L0

)
. (37)
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Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ãåîñòðîôè÷åñêèõ âèõðåâûõ íèòåé îò
âèõðåé Ãåëüìãîëüöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûå � ýêðàíèðîâàíû,
ò.å. ñîãëàñíî (36) èìåþò êîíå÷íûé ðàäèóñ âëèÿíèÿ L0, çà ïðåäå-
ëàìè êðóãà êîòîðîãî îíè ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìîäåéñòâóþò. Ýòî
íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííóþ ñïåöèôèêó íà äâèæåíèå òàêèõ âèõðåé.
Íàïðèìåð, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîâîêóïíîñòü âèõðåé
ìîæíî ðàçäåëèòü íà êëàñòåðû, îòäàëåííûå äðóã îò äðóãà ðàññòî-
ÿíèÿìè, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèìè L0, òî â ïðåäåëàõ ïðèìåíè-
ìîñòè íåâÿçêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé êàæäûé òàêîé êëà-
ñòåð áóäåò ýâîëþöèîíèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè àâòîíîìíî. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ãåîñòðîôè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå âèõ-
ðè ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò âèõðåé Ãåëüìãîëüöà (ñì. (35)).
Ðàññìîòðèì â ñâÿçè ñ ýòèì ïîâåäåíèå ãåîôèçè÷åñêîãî âèõðåâîãî
äèïîëÿ � öèêëîí-àíòèöèêëîí. Â Ñåâåðíîì ïîëóøàðèè öèêëîíè÷å-
ñêàÿ öèðêóëÿöèÿ � âðàùåíèå âîêðóã çîíû ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ
� ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âðàùåíèåì Çåìëè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëîæèòåëüíà. Çàâèõðåííîñòü àíòèöèêëîíà � îòðèöàòåëüíà. Ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî òàêîé äèïîëü íàõîäèòñÿ â çîíàëüíîì àòìîñôåðíîì
òå÷åíèè, êîòîðûé íàïðàâëåí ñ çàïàäà íà âîñòîê (ïîìíèòå, ñîãëàñíî
ìåòåîðîëîãè÷åñêèì ñâîäêàì ïîãîäà, êàê ïðàâèëî, ïðèõîäèò ñ çàïà-
äà?). Â õàðàêòåðíîé ñèòóàöèè, êîãäà öèêëîí íàõîäèòñÿ ñåâåðíåå
àíòèöèêëîíà, äèïîëü ñîãëàñíî ôîðìóëå (32) äâèæåòñÿ íà âîñòîê,
îïåðåæàÿ çîíàëüíûé ïåðåíîñ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ÿâëåíèå ðåä-
êîå � äèïîëü äâèæåòñÿ ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-
ÿõ ñêîðîñòè çîíàëüíîãî òå÷åíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ äèïîëÿ ìîãóò îêà-
çàòüñÿ áëèçêèìè ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ.
Òîãäà äëÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè, âèõ-
ðåâîé äèïîëü ïî÷òè íåïîäâèæåí, à ìåòåîñëóæáà äëèòåëüíîå âðåìÿ
íå ìåíÿåò êðàòêîñðî÷íóþ ñâîäêó ïîãîäû. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ
áëîêèíãîì, ñ êîòîðûì ñâÿçûâàþò óñòàíîâëåíèå â îòäåëüíûõ ðàéî-
íàõ çåìíîãî øàðà äëèòåëüíûõ çàñóõ ëåòîì è óñòîé÷èâûõ ìîðîçîâ
çèìîé (àíòèöèêëîí ñîïðîâîæäàåòñÿ ÿñíîé ïîãîäîé). Íå ñëó÷àéíî
ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà âñþ óñëîâíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãåîñòðî-
ôè÷åñêîãî âèõðåâîãî äèïîëÿ ê îïèñàíèþ ðåàëüíûõ àòìîñôåðíûõ
ïðîöåññîâ, ïîÿâëåíèå íà ñèíîïòè÷åñêîé êàðòå ïàðû öèêëîí íà þãå
� àíòèöèêëîí íà ñåâåðå ñëóæèò äëÿ ñèíîïòèêà îäíèì èç ïðåäâåñò-
íèêîâ äëèòåëüíîé ÿñíîé ïîãîäû.

Âîîáùå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé óæå



Âîëíû Ðîññáè è ñèíãóëÿðíûå âèõðè 107

áîëåå âåêà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ, âêëþ÷àÿ òàêèõ âû-
äàþùèõñÿ ãèäðîäèíàìèêîâ êàê íàø ñîîòå÷åñòâåííèê Í.Å. Æóêîâ-
ñêèé, Êàðìàí è äð. Ýòî ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñ ÷èñòîòîé èñõîä-
íîé ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû, ñòðîãîñòüþ è èçÿùåñòâîì ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ïîäõîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷, à âî-
âòîðûõ, ñî ñïîñîáíîñòüþ òàêîé òåîðèè îáúÿñíèòü ðÿä âàæíûõ ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íàïðèìåð ïîâåäåíèå âèõðåâûõ ñòðóêòóð
â ñëåäàõ çà òåëàìè, îáòåêàåìûìè æèäêîñòüþ (äîðîæêà Êàðìàíà,
ñðûâ çàâèõðåííîñòè ñ êðîìêè êðûëà, âèõðåâîé ñëåä çà êðóãëûì
öèëèíäðîì è ò.ï.) è îñîáåííîñòè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, ñèìó-
ëèðóåìîé áîëüøèì ÷èñëîì ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé. Â ãåîôèçè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêå, â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà äåëàëèñü ïî-
ïûòêè îïèñàòü òðàåêòîðèè òîðíàäî è äàæå òðîïè÷åñêèõ öèêëîíîâ.
Äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î äîñòèãíóòûõ â ýòîé îáëàñòè
ðåçóëüòàòàõ ÷èòàòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü, îçíàêîìèâøèñü ñ îáçîðîì
(Aref et al., 1988). (ñì. Ëèòåðàòóðó).

Óïðàæíåíèÿ.

1. Êàêîâà ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû Ðîññáè, ýâîëþöèîíèðóþùåé
íà áåòà-ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè çîíàëüíîãî ïîòîêà u = (U0, 0),
U0 = const, è ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ U0 âîëíà Ðîññáè íåïîäâèæ-
íà îòíîñèòåëüíî Çåìëè èëè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âîñòîê, åñëè ïî-
ëîæèòü õàðàêòåðíûå ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà è
äëèíó âîëíû Ðîññáè ðàâíûìè (5÷ 10) · 103 êì è 3 · 103 êì ñîîòâåò-
ñòâåííî?

Îòâåò:

cR = U0 − β + U0L
−2
0

k2 + l2 + L−2
0

, U0 > 5− 10ì/ñ.

Ïîäñêàçêà: èùèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∂

∂t

(
4ψ − L−2

0 ψ
)

+ [ψ,4ψ] + β
∂ψ

∂x
= 0

â âèäå
ψ = Ψ0 + ϕ (x, y, t) ,

ãäå Ψ0 = −U0y, ϕ = A exp {i (kx + ly − ωt)}.
2. Âû÷èñëèòå ìàêñèìóì è ìèíèìóì çîíàëüíîé ãðóïïîâîé ñêî-

ðîñòè è çíà÷åíèÿ k2, ïðè êîòîðûõ îíè äîñòèãàþòñÿ.
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Îòâåò:

minCRX = − β

l2 + L−2
0

= cR (k = 0) , ïðè k = 0,

maxCRY =
β

8
(
l2 + L−2

0

) = −1
8
cR (k = 0) , ïðè k2

l2 + L−2
0

= 3.

3. Ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (13), ïðîïîðöèîíàëüíîå
cos (θ1 − θ3), èíäóöèðóåò íåðåçîíàíñíóþ âîëíó a′1 sin (θ1 − θ3).
Ïîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî

a′1 =
C1

(k2 − k3)− (1− κ′2) (ω2 − ω3)
a2a3,

ãäå κ′ = |k2 − k3|, à C1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (14). Íà îñíîâå ýòîé
ôîðìóëû óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (16) îò-
íîøåíèå a′1/a ¿ 1 êàê äëÿ êîðîòêèõ (κ À 1) òàê è äëÿ äëèííûõ
(κ ¿ 1) ïëàíåòàðíûõ âîëí.

4. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ýéëåðà î íåóñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ òâåð-
äîãî òåëà âîêðóã ñðåäíåé ãëàâíîé îñè òåíçîðà èíåðöèè, ñôîðìóëè-
ðóéòå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîëíà Ðîññáè ñ àìïëèòóäîé a1 è âîë-
íîâûì ÷èñëîì k1 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ðåçîíàíñíûå åé.

Îòâåò: κ3 ≷ κ1 ≷ κ2.
5. Îïèøèòå ïîâåäåíèå äâóõ âèõðåé ñ îäèíàêîâûìè è "ðàçíî-

èìåííûìè"èíòåíñèâíîñòÿìè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Êèðõãîôôà è
èõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Äîêàæèòå ôîðìóëû (31) è (32). Êàê èç-
ìåíèòñÿ ðåøåíèÿ, åñëè |κ1| 6= |κ2|? ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîâåäåíèè
N ñèíãóëÿðíûõ âèõðåé îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè, ðàñïîëîæåííûõ
â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà?
(Ñòàðòóéòå ñ òðåõ âèõðåé.) Ýòà çàäà÷à èìååò ïðàêòè÷åñêîå ïðè-
ìåíåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â ïðèðîäå è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ
âñòðå÷àþòñÿ ïðàâèëüíûå âèõðåâûå îáðàçîâàíèÿ ñ öåíòðàìè çàâèõ-
ðåííîñòè, ðàñïîëîæåííûìè íà îêðóæíîñòè. Îäíàêî ÷èñëî âèõðåé
áîëüøå ñåìè ïðàêòè÷åñêè íå íàáëþäàåòñÿ. Ýòî íå ñëó÷àéíî, ïî-
ñêîëüêó äîêàçàíî, ÷òî ïðè N > 7 ñòðóêòóðà íåóñòîé÷èâà.

6. Ïîïðîáóéòå, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ñèíãóëÿðíîãî âèõðÿ, âû÷èñ-
ëèòü ñïèðàëüíîñòü äâóõ îäíîêðàòíî ñöåïëåííûõ èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ çàìêíóòûõ âèõðåâûõ òðóáîê-íèòåé (ñì. ðèñ. 3).

Îòâåò: Â ýòîì ñëó÷àå ñïèðàëüíîñòü H =
∫∫∫

u·rotudµ = 2Γ1Γ2,
ãäå dµ � ýëåìåíò îáúåìà, Γi = 2πκi (i = 1, 2) � èíòåíñèâíîñòè íèòåé.
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Ðèñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ê âû÷èñëåíèþ ñïèðàëüíîñòè äâóõ
îäíîêðàòíî çàöåïëåííûõ âèõðåâûõ íèòåé.

Ðåøåíèå. Ñïèðàëüíîñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàóçëåííîñòü, èëè
ñòåïåíü çàöåïëåíèÿ ëèíèé çàâèõðåííîñòè, íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ ïðè
ãëàäêîé äåôîðìàöèè âèõðåâûõ íèòåé. Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ è
ñæàòèÿ äåôîðìèðóåì êîíôèãóðàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 3à,
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâàÿ íèòü ñòàëà ïðÿìîëèíåéíîé, ò.å. çà-
ìûêàëàñü íà áåñêîíå÷íîñòè, à âòîðàÿ îêðóæàëà ïåðâóþ ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà r=R2, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ëèíèè 1
(ðèñ.3á). Ñîãëàñíî (25) ëèíèÿ 1 ñîçäàåò â ïðîñòðàíñòâå àçèìóòàëü-
íîå ïîëå ñêîðîñòè

vϕ =
∂ψ1

∂r
=

κ1

r
=

Γ1

2πr
,

ïàðàëëåëüíîå óêàçàííîé ïëîñêîñòè. Çàâèõðåííîñòü âíå íèòåé ðàâ-
íà íóëþ, à Γ2

.= rotu·δσ2, ãäå δσ2 � ïëîùàäü îðèåíòèðîâàííîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íèòè 2. Ïîýòîìó âêëàä êîíôèãóðàöèè, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñ. 3 á, â èíòåãðàë H ðàâåí

Γ1

2πR2
· 2πΓ2R2 = Γ1Γ2.

Íî òî÷íî òàêîé æå âêëàä äàñò è êîíôèãóðàöèÿ, â êîòîðîé âèõðè
îáìåíèâàþòñÿ ìåñòàìè, ÷.ò.ä.



110 Ëåêöèÿ 8

Ëèòåðàòóðà
1. Ïåäëîñêè Äæ. Ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà, Ì.: Ìèð, 1984.
2. Ãèëë À. Äèíàìèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, Ì.: Ìèð, 1986.
3. Salmon R. Lectures on Geophysical Flud Dynamics, NY, Oxford,

Oxford University Press, 1998.
4. Ëîíãå-Õèããèíñ Ì.Ñ., Ãèëë À.Ý. Ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñâèå

ïëàíåòàðíûõ âîëí, â ñá.: Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí ïîä ðåä. Áàðåíáëàòòà Ã.È. Ì.: Ìèð 1970.

5. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì. Ìåõàíèêà, Ì.: Íàóêà, 1973.
6. Êóðãàíñêèé Ì.Â. Ââåäåíèå â êðóïíîìàñøòàáíóþ äèíàìèêó

àòìîñôåðû, Ñ-Ï.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1993.
7. Milne-Thomson L.M. Theoretical hydrodynamics, NY, DOWER

PUBLICATION,INC., 1996.
8. Aref H. et al. Point vortex dynamics: recent results and open

problems, Fluid Dynamics R., V.3, P. 63, 1988.



Ëåêöèÿ 9

Óðàâíåíèÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî
áàðîêëèííîãî äâèæåíèÿ

1.Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå âðàùàþùåéñÿ áàðîêëèííîé
ñðåäû. Â äâèæóùåéñÿ áàðîêëèííîé ñðåäå, êàê óæå óïîìèíàëîñü
âûøå, èçîáàðè÷åñêèå è èçîïèêíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, êàê ïðàâèëî,
íå ñîâïàäàþò. Íàïîìíþ, ÷òî â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé áàðîêëèííîé
æèäêîñòè ïëîòíîñòü è äàâëåíèå � âåëè÷èíû íåçàâèñèìûå, à ïëîò-
íîñòü áàðîêëèííîãî ãàçà çàâèñèò íå òîëüêî îò äàâëåíèÿ, íî è åùå
îò îäíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû, íàïðèìåð îò ïîòåíöèàëü-
íîé òåìïåðàòóðû Θ, ò.å. ρ = ρ (p,Θ). ( Åùå ðàç ïîä÷åðêèâàþ, ÷òî
ðàäè ïðîñòîòû âîçìîæíîñòü ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ñðåäå çäåñü íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïîýòîìó íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü äâå òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû.) Îáîçíà÷èì èíäåêñîì S ðàâíîâåñíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿ-
íèå ñðåäû â îòñóòñòâèè îòíîñèòåëüíûõ äâèæåíèé, è âîñïîëüçóåìñÿ
èìè â êà÷åñòâå ôîíîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû, îòêëîíåíèå îò êî-
òîðûõ âûçûâàåòñÿ åå äâèæåíèåì.

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî âûáîð ôîíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû � ýòî
âåñüìà äåëèêàòíûé âîïðîñ, êîòîðûé, ñòðîãî ãîâîðÿ, äîëæåí ðå-
øàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ
èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ äâèæåíèé, èñêëþ÷àåìûõ
èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå âàæíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñî-
ïîñòàâëåíèÿ êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé. Íà äàí-
íîì ýòàïå äîñòàòî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü òèïè÷íûå äëÿ àòìîñôåðû
è îêåàíà Çåìëè îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà âûáðàííûå âûøå
ôîíîâûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí çàâè-
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ñÿò òîëüêî îò âûñîòû z è ñòðîãî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
Ìåíäåëååâà-Êëàéïåðîíà

pS = RρSTS (1)

è ãèäðîñòàòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ
dpS

dz
+ gρS = 0. (2)

2. Ôîíîâîå ñîñòîÿíèå ñðåäû ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè÷åñêè
óñòîé÷èâîìó âåðòèêàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàâíîâåñíîé ïîòåí-
öèàëüíîé òåìïåðàòóðû

ΘS = TS

(
p0

pS

)R/cp

(3)

äëÿ ãàçà, ò.å.
dΘS

dz
> 0, (4a)

è ïëîòíîñòè äëÿ æèäêîñòè
dρS

dz
< 0. (4á)

3. Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

η
.=

N2H0

g
¿ 1. (5)

Çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, H0 � õàðàêòåðíàÿ ãëóáèíà
ñðåäû, à N � ÷àñòîòà Âÿéñåëÿ-Áðåíòà (V äisälä−Brunt), çàäàâàå-
ìàÿ ôîðìóëàìè:

äëÿ áàðîêëèííîãî ãàçà (àòìîñôåðà) N =
(

g

ΘS

dΘS

dz

)1/2

, (6a)

äëÿ ðàññëîåííîé æèäêîñòè (îêåàí) N =
(
− g

ρS

dρS

dz

)1/2

. (6á)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû N ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ÷àñòîòà
ìàëûõ êîëåáàíèé æèäêîé ÷àñòèöû îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â
ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ñðåäå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü, íàïðèìåð, àòìî-
ñôåðà ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàå-
ìîãî ðàñïðåäåëåíèÿìè ïëîòíîñòè ρ = ρS (z) è äàâëåíèÿ p = pS (z).
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Ðèñ. 1. Æèäêàÿ ÷àñòèöà ìàññû δm àäèàáàòè÷åñêè ñìåùàåòñÿ
ñ óðîâíÿ z = z0 íà èôèíèòåçèìàëüíî áëèçêèé óðîâåíü
z = z0 + δz. Åå ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íà ýòîì óðîâíå
Θ(z0 + δz) = ΘS(z0) 6= ΘS(z0 + δz)

Âûäåëèì íà ïðîèçâîëüíîì óðîâíå z = z0 æèäêóþ ÷àñòèöó ìàñ-
ñû δm è ïëîòíîñòè ρS (z0), íàõîäÿùóþñÿ ïîä äàâëåíèåì pS (z0),
è ñìåñòèì ýòó ÷àñòèöó àäèàáàòè÷åñêè (ëþáîå ñìåùåíèå èäåàëü-
íîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò àäèàáàòè÷åñêè ïî îïðåäåëå-
íèþ) äî óðîâíÿ z = z0 + δz (ðèñ. 1). Ïóñòü ρ (z0 + δz) � ïëîòíîñòü
ñìåùåííîé æèäêîé ÷àñòèöû íà íîâîì óðîâíå. Òîãäà îáúåì, âûòåñ-
íåííûé ýòîé ÷àñòèöåé, ðàâåí δm/ρ (z0 + δz), à âûòåñíåííàÿ ìàññà
� ρS (z0 + δz) δm/ρ (z0 + δz). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèë
òÿæåñòè è Àðõèìåäà ðàâíà

δm
··
δz = −gδm +

ρS (z0 + δz)
ρ (z0 + δz)

gδm.

Îòñþäà ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ρS (z) è ρ (z) â îêðåñòíîñòè z = z0, ñ ó÷å-
òîì òîãî ÷òî ρ (z0) = ρS (z0) ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
ñ òî÷íîñòü äî ÷ëåíîâ O

(
δz2

)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

··
δz = −g

[
1

ρ (z0)
dρ

dz
(z0) δz − 1

ρS (z0)
dρS

dz
(z0) δz

]
. (7)

Âû÷èñëèì òåïåðü dρ/dz ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïëîòíîñòü ρ (z) âûäå-
ëåííîé ÷àñòèöû ìåíÿåòñÿ ëèøü ïîä âëèÿíèåì èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ.
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Ôîðìóëó

Θ = T

(
p0

p

)R/cp

(8)

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ Ìåíäåëååâà-Êëàéïåðîíà p = RρT ìîæíî
ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ρ è p (cv = cp −R � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü
ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå):

Θ =
p0

Rρ

(
p

p0

)cv/cp

. (9)

Òîãäà

ρ (z) =
p0

RΘ(z0)

(
p (z)
p0

)cv/cp

.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî z, ñ ó÷åòîì (8) ïîëó÷èì

dρ

dz
=

cv

cp

1
RΘ(z0)

(
p0

p (z)

)R/cp dp

dz
=

cv

cp

1
RT (z)

Θ (z)
Θ (z0)

dp

dz
.

Ïîëàãàÿ z = z0 è âíîâü èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìåíäåëååâà-
Êëàéïåðîíà, èìååì

dρ

dz
=

cv

cp

ρS

pS

dpS

dz
â òî÷êå z = z0,

è óðàâíåíèå (7) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

··
δz = −g

[
cv

cp

1
pS

dpS

dz
− 1

ρS

dρS

dz

]

ïðè z=z0

δz.

Íî ñîãëàñíî (9) âûðàæåíèå , ñòîÿùåå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, åñòü
ïðîèçâîäíàÿ ïî z îò lnΘS = − ln ρS +(cv/cp) ln pS + const. Ïîýòîìó
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûäåëåííîé ÷àñòèöû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

··
δz +

g

ΘS

dΘS

dz
δz = 0. (10)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè

N2 =
g

ΘS

dΘS

dz
> 0
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ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå àòìîñôåðû óñòîé÷èâî, à ÷àñòèöà ñîâåðøàåò
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé (6).

Óìåñòíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî èç ðàâåíñòâ (1)-(3) ñëåäóåò ñîîò-
íîøåíèå

dΘS

dz
=

ΘS

TS

(
dTS

dz
+

g

cp

)
, (11)

ñîãëàñíî êîòîðîìó ñðåäà ñîõðàíÿåò ñòàòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü äà-
æå ïðè dTS/dz < 0, åñëè

−dTS

dz
<

g

cp
. (12)

Âåëè÷èíà γa=̇g/cp � íàçûâàåòñÿ ñóõîàäèàáàòè÷åñêèì ãðàäèåí-
òîì òåìïåðàòóðû, êîòîðûé äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû, íàïðèìåð,
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −10 ãðàä/êì (cp = 0.24 êàë/ã·ãðàä, 1 êàë
≈ 4.2 ·107 ýðã), òîãäà êàê ðåàëüíîå ïàäåíèå àáñîëþòíîé òåìïåðàòó-
ðû ñ âûñîòîé â òðîïîñôåðå ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 6 ãðàä/êì.

Ìàëîñòü ïàðàìåòðà η ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè çàìåòèòü, ÷òî
âåëè÷èíó g′ = N2H0 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ýôôåêòèâíîå óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ æèäêîé ÷àñòèöû ïîä âëèÿíèåì ðåçóëüòèðó-
þùåé àðõèìåäîâûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ñèë. Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû,
íàïðèìåð, η = O (0.1), òîãäà êàê äëÿ îêåàíà η = O

(
10−3

)
. Òàêîå

ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàññëîåííîñòü îêåàíñêîé ñðåäû âû-
çâàíà íå åå ñæèìàåìîñòüþ, à ïëîòíîñòíîé ñòðàòèôèêàöèåé èç-çà
íåîäíîðîäíîé ñîëåíîñòè âîäû.

2. Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ áàðîêëèííîé æèäêîñòè. Â îòíîøåíèè áàðîêëèííûõ ãåî-
ôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, ïîìèìî ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ Ðîññáè-Êèáåëÿ
è η

ε
.=

U

f0L
¿ 1 è η

.=
N2H0

g
= O (ε) , (13)

äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòð

ξ
.=

f2
0 L2

gH0
= O (ε) . (14)

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðàìåòðû ε, ξ è η íåçàâèñèìû, à ñäåëàííûå
îãðàíè÷åíèÿ õàðàêòåðíû, íàïðèìåð, äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû. Ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ, íå èçìåíÿÿ ñòðóêòóðíûõ
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ñâîéñòâ êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà. Èìåííî òàê îáñòîèò äåëî äëÿ îêå-
àíà, â êîòîðîì η = o (ε) (ñì. îöåíêè äëÿ η, ïðèâåäåííûå âûøå).
Êðîìå òîãî, ïðîäåëàííûé íèæå àíàëèç ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü èëè
îáîáùèòü â ñëó÷àå äðóãèõ ìåíåå æåñòêèõ, ÷åì (13), (14), óñëîâèé,
åñëè ïðè ýòîì óïîìÿíóòûå ïàðàìåòðû îñòàþòñÿ ìàëûìè.

Ìàëîñòü ïàðàìåòðà ξ îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü, èíäó-
öèðîâàííàÿ àáñîëþòíîé çàâèõðåííîñòüþ ñðåäû f0, òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ çàìåòíî �äîçâóêîâîé�, ò.å. ïî êðàéíåé ìåðå íà ïîëîâèíó ïîðÿä-
êà ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëèííûõ ãðàâèòàöèîí-
íûõ èëè âíóòðåííèõ âîëí. Ïî ñóùåñòâó ýòî � óñëîâèå ñëàáîé 3D-
ñæèìàåìîñòè âðàùàþùåãîñÿ áàðîêëèííîãî ãàçà.

Äî ñèõ ïîð äëÿ âûâîäà óïðîùåííûõ �íåâÿçêèõ� óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè óêîðî÷åííûé áàçèñ Îáóõîâà-×àðíè, èã-
íîðèðóÿ óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû. Äëÿ
áàðîêëèííîé æèäêîñòè â ñèëó îáñóæäàâøèõñÿ ïðè÷èí îáå ñîõðà-
íÿþùèåñÿ âåëè÷èíû Π è Θ äîëæíû áûòü ïðèíÿòû âî âíèìàíèå,
ëàãðàíæåâà èíâàðèàíòíîñòü êîòîðûõ â òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

DΠ
Dt

=
D

Dt

(Ω + 2Ω0) · gradΘ
ρ

= 0, (15)

DΘ
Dt

= 0
(

D

Dt
=

d

dt
+ w

∂

∂z

)
. (16)

Íåðàâíîâåñíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå äâèæóùåéñÿ
ñðåäû óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

p = pS (z) + p′ (x, y, z, t) , ρ = ρS (z) + ρ′ (x, y, z, t) ,

Θ = ΘS (z) + θ (x, y, z, t) , T = TS (z) + ϑ (x, y, z, t) ,

ãäå âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîãî ðàâåíñòâà îïèñûâà-
þò ìàëûå îòêëîíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû îò åå ðàâíîâåñ-
íîãî çíà÷åíèÿ. Îöåíèì ïîðÿäîê èõ ìàëîñòè.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà (6.6) è ñîîòíîøå-
íèÿì ãèäðîñòàòèêè (6.1) è (2) [p′] = f0L [ρS ] U è [pS ] = [ρS ] gH0, ãäå
êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ çàêëþ÷åííûõ
â íèõ âåëè÷èí. Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (14)

p′

pS
∼ f0LU

gH0
=

U

f0L
· f2

0 L2

gH0
= O (εξ) = O

(
ε2

)
. (17)
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Ïî ñîãëàøåíèþ (6.1) ñîîòíîøåíèå ãèäðîñòàòèêè ïðèáëèæåííî âû-
ïîëíÿåòñÿ è äëÿ âåëè÷èíû p = pS + p′. Ïîýòîìó [p′] = [ρ′] gH0 è

ρ′

ρS
= O

(
p′

pS

)
= O

(
ε2

)
. (18)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1) è ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöè-
àëüíîé òåìïåðàòóðû (9), òàêæå ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ðàâíîâåñíûõ è
íåðàâíîâåñíûõ âåëè÷èí, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíûå îòêëî-
íåíèÿ ϑ/TS è θ/ΘS ñâÿçàíû ñ p′/pS è ρ′/ρS ñëåäóþùèìè ïðèáëè-
æåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ϑ

TS
≈ p′

pS
− ρ′

ρS
,

θ

ΘS
≈ cv

cp

p′

pS
− ρ′

ρS
. (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (18)

ϑ

TS
= O

(
ε2

)
,

θ

ΘS
= O

(
ε2

)
. (20)

Äåëàÿ ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ñ ó÷åòîì âûïîë-
íåííûõ îöåíîê è îöåíêè w/U = O (ε) H0/L (òåîðåìà Ïðàóäìåíà-
Òåéëîðà) è îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ÷ëåíàìè O (1) è O (ε), çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ (15) è (16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

1
ρS

dΘS

dz

d

dt

(
Ωz + f +

f

dΘS/dz

∂θ

∂z

)
+w

d

dz

(
f

ρS

dΘS

dz

)
= O

(
ε2

)
, (21)

dθ

dt
+ w

dΘS

dz
= O

(
ε2

)
. (22)

Çäåñü Ωz = ∂v/∂x− ∂u/∂y.
Ó÷èòûâàÿ êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê ìàëîñòè âåëè÷èíû θ/ΘS , íà

ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì èç
íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà d/dt â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (21) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå óñëîâèå
(13), ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåòðóäíî, îäíàêî,
ïîêàçàòü, ÷òî

1
dΘS/dz

∂θ

∂z
= O

(
g

N2H0

θ

ΘS

)
=

O
(
ε2

)

O (η)
= O (ε) .
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Èñêëþ÷àÿ w èç (21), (22) è èñïîëüçóÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå òîæ-
äåñòâî

f

dΘS/dz

∂θ

∂z
− ρSθ

(dΘS/dz)2
d

dz

[(
f

ρS

dΘS

dz

)]
≡ g

fρS

∂

∂z

(
f2ρS

N2

θ

ΘS

)
,

(23)
óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëå-
íîâ O

(
ε2

)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d

dt

[
Ωz + f +

g

fρS

∂

∂z

(
f2ρS

N2

θ

ΘS

)]
= 0

(
d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
.

(24)
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü åãî â òåðìèíàõ îäíîé íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè, íåîáõîäèìî èìåòü ñâÿçü θ ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé äàâëåíèÿ p′ = p′ (x, y, z, t), çàäàþùåé ãåîñòðîôè÷åñêîå ïî-
ëå ñêîðîñòè ÷åðåç ñîîòíîøåíèå (6.7). Âîñïîëüçóåìñÿ ñ ýòîé öåëüþ
âòîðîé ôîðìóëîé (19), êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ ãèäðîñòàòè÷åñêèõ ñîîò-
íîøåíèé (2) è (6.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

θ

ΘS
=

1
gρS

∂p′

∂z
+

(
cv

cp

1
pS

dpS

dz

)
p′

gρS
. (25)

Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (25) íàéäåííóþ ñâÿçü
óäîáíåå ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ N , êîòîðàÿ â òåîðèè äâèæå-
íèÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ æèäêîñòåé ñëóæèò îñíîâíîé ìåðîé ðàñ-
ñëîåííîñòè ñðåäû. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1) ôîðìóëó
(3) äëÿ ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ
ρS è pS :

ΘS =
p0

RρS

(
pS

p0

)cv/cp

, (26)

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé äàåò ðàâåíñòâî

cv

cp

1
pS

dpS

dz
=

1
ΘS

dΘS

dz
+

1
ρS

dρS

dz
, (27)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (27) â (25) èñêîìàÿ ñâÿçü ïðèíèìàåò ôîðìó

θ

ΘS
=

1
g

∂

∂z

(
p′

ρS

)
− N2

g2

p′

ρS
,
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ïîçâîëÿþùóþ ñ ïîìîùüþ (13) ñîïîñòàâèòü ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷à-
ñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

N2

g2

p′

ρS
=

N2H0

g
O

(
1

gH0

p′

ρS

)
= ηO

(
1
g

∂

∂z

(
p′

ρS

))
. 1

g

∂

∂z

(
p′

ρS

)
O (ε) .

Â èòîãå èñêîìàÿ ñâÿçü ìåæäó θ è p′ ñ íóæíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

θ

ΘS
=

1
g

∂

∂z

(
p′

ρS

)
. (28)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè ãåîñòðîôè÷åñêîãî
âåòðà (6.6a), êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

u = − 1
f0

∂

∂y

(
p′

ρS

)
, v =

1
f0

∂

∂x

(
p′

ρS

)
, (29)

ïîçâîëÿåò çàìêíóòü óðàâíåíèå (24): â òåðìèíàõ ãåîñòðîôè÷åñêîé
ôóíêöèè òîêà

ψ (x, y, z, t) =
p′

f0ρS
(30)

êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

d

dt

[
4ψ + f +

1
ρS

∂

∂z

(
f2
0 ρS

N2

∂ψ

∂z

)]
= 0

(
4ψ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
, (31)

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
. (32)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñäåëàéòå ýòî â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæ-
íåíèÿ), ÷òî äëÿ îêåàíà, â êîòîðîì â îòëè÷èå îò àòìîñôåðû η << ε,
à ðîëü Θ èãðàåò ρ, êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå âèõðÿ èìååò
àíàëîãè÷íûé âèä. Íóæíî ëèøü N âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (6á).

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî çíàíèå áàðîêëèííîé ôóíêöèè òîêà ψ =
ψ (x, y, z, t) ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü è âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþ-
ùóþ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Â ñàìîì äåëå, èñêëþ÷àÿ èç (28), (30) ïóëü-
ñàöèþ äàâëåíèÿ p′, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

θ

ΘS
=

f0

g

∂ψ

∂z
, (33)
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ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîòîðîãî â (22) âåðòèêàëüíóþ ñêîðîñòü ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

w =
f0

N2

d

dt

(
∂ψ

∂z

)
. (34)

Çàìå÷àíèå. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò (32) ôîð-
ìóëà (34) ñïðàâåäëèâà ëèøü äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ò.å. â
îòñóòñòâèè òåïëîïðîâîäíîñòè è âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü (22) áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ, è,
îáîçíà÷àÿ åå ÷åðåç Q , âìåñòî (34) ïîëó÷èì ôîðìóëó

w =
f0

N2

[
d

dt

(
∂ψ

∂z

)
+

g

f0

Q

ΘS

]
. (35)

Òàêèì îáðàçîì ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ áàðîêëèííîé æèäêîñòè
â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè òàêæå îïèñûâàþòñÿ â òåð-
ìèíàõ ôóíêöèè òîêà, õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå îíà ÿâíî çàâèñèò îò âåð-
òèêàëüíîé êîîðäèíàòû z. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì â áàðî-
êëèííîé æèäêîñòè òàê íàçûâàåìîé äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè, îáóñëîâëåííîé íåîäíîðîäíûì ïî ãîðèçîíòàëè ðàñïðåäåëåíèåì
ñèë ïëàâó÷åñòè èëè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè îäíî è òî æå, ïîòåíöèàëüíîé
òåìïåðàòóðû. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìû ïîãîâîðèì íåñêîëüêî ïîçæå.
Ïîêà æå îòìåòèì, ÷òî âëèÿíèå ãîðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â
ðàñïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëüíûõ òåìïåðàòóð íà äèíàìèêó ãåîôèçè-
÷åñêèõ òå÷åíèé íåïîñðåäñòâåííî âèäíî èç ñîîòíîøåíèé òåðìè÷å-
ñêîãî âåòðà

∂u

∂z
= − g

f0ΘS

∂θ

∂y
,

∂v

∂z
=

g

f0ΘS

∂θ

∂x
, (36)

êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç (28), (29) ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ äàâ-
ëåíèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ òåðìè÷åñêîãî âåòðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
åäèíîãî âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà (ñð. ñ (6.16) è (6.17)):

∂v
∂z

=
g

f0ΘS
k×∇Θ, (37)

ãäå k � åäèíè÷íûé âåðòèêàëüíûé îðò, à îòêëîíåíèå θ çàìåíåíî íà
Θ, ïîñêîëüêó ðàâíîâåñíûå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò âåðòèêàëü-
íîé êîîðäèíàòû.

Ñîãëàñíî (37) ãîðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé òåìïå-
ðàòóðû âûçûâàåò ñèñòåìàòè÷åñêèé âåðòèêàëüíûé ñäâèã âåòðà. Íà-
ïîìíþ (ñì. Ëåêöèþ 6), ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê çåìíîé àòìîñôåðå ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü òåìïåðàòóð ìåæäó ïîëþñîì è ýêâàòîðîì
åñòü îäíà èç ãëàâíûõ ïðè÷èí íåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèíîïòè-
÷åñêîãî ìàñøòàáà (âåðòèêàëüíûé ñäâèã ñêîðîñòè ïîðîæäàåò âèõ-
ðåîáðàçîâàíèå). Ïîýòîìó â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå íåóñòîé-
÷èâîñòü è öèêëîãåíåç, èíäóöèðîâàííûå âåðòèêàëüíûì ñäâèãîì âåò-
ðà, îòíîñÿò ê áàðîêëèííûì ïðîöåññàì, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì èõ
êîíâåêòèâíîå ïðîèñõîæäåíèå, â îòëè÷èå îò áàðîòðîïíîãî âèõðåîá-
ðàçîâàíèÿ, âûçâàííîãî ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ
ãîðèçîíòàëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâå-

ñèÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå ñèë òÿæå-
ñòè è ïîêàæèòå, ÷òî â óñòîé÷èâî ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñðåäå æèä-
êàÿ ÷àñòèöà, ñëåãêà îòêëîíåííàÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, áóäåò
ñîâåðøàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé Âÿéñåëÿ-Áðåíòà N ,
çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (6á).

2. Âûâåäèòå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîòåíöèàëüíîãî
âèõðÿ äëÿ îêåàíà, ïðåäïîëàãàÿ ïàðàìåòðû ε, η è ξ ìàëûìè, íî
íåçàâèñèìûìè.

Ëèòåðàòóðà
1. Ïåäëîñêè Äæ. Ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà, Ì.: Ìèð, 1984.
2. Ãèëë À. Äèíàìèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, Ì.: Ìèð, 1986
3. Salmon R. Lectures on Geophysical Fluid Dynamics, NY, Oxford,

Oxford University Press, 1998.
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Ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ, äîñòóïíàÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è âîëíû Ðîññáè â
áàðîêëèííîé àòìîñôåðå

1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïîíÿòèå äîñòóïíîé ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ áàðîòðîïíûõ è áàðî-
êëèííûõ òå÷åíèé óìåñòíî íàïîìíèòü ôîðìóëèðîâêó ëîêàëüíîãî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (7.27) äëÿ óðàâíåíèÿ Îáóõîâà-×àðíè,
êîòîðûé â ïðèáëèæåíèè áåòà-ïëîñêîñòè (f = f0 + βy, β = const) è
â òåðìèíàõ ðàçìåðíûõ âåëè÷èí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

∂

∂t

[
1
2

(∇ψ)2 +
1
2

ψ2

L2
0

]
= −divSbt (x, y, t)

(
ψ = ψ (x, y, t) .=

gh

f0

)
,

(1)

Sbt = i

(
−ψ

∂2ψ

∂x∂t
− 1

2
βψ2 + ψ

∂ψ

∂y

∼
Ωbt

)
+ j

(
−ψ

∂2ψ

∂y∂t
− ψ

∂ψ

∂x

∼
Ωbt

)
,

(2)
ãäå Ω̃bt=̇∆ψ − L−2

0 ψ � îòíîñèòåëüíûé (áåç ó÷åòà âðàùåíèÿ æèä-
êîñòè â öåëîì) êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé âèõðü äëÿ
áàðîòðîïíûõ òå÷åíèé.

×èòàòåëþ, âûïîëíèâøåìó Óïðàæíåíèå 7.1, íåòðóäíî áóäåò ïî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ áàðîêëèííûõ òå÷åíèé íà áåòà-ïëîñêîñòè, óïðàâ-
ëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (9.31) , (9.32), ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå (óìíîæüòå (9.31) íà −ρSψ è ïåðå-
ãðóïïèðóéòå ÷ëåíû):

∂

∂t

[
1
2
ρS (∇ψ)2 +

1
2
ρS

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2
]

= −divSbc (x, y, t) (3)
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Sbc = i

(
−ρSψ

∂2ψ

∂x∂t
− 1

2
ρSβψ2 + ρSψ

∂ψ

∂y

∼
Ωbc

)

+j

(
−ρSψ

∂2ψ

∂y∂t
− ρSψ

∂ψ

∂x

∼
Ωbc

)
+ k

(
−ρS

f2
0

N2
ψ

∂2ψ

∂z∂t

)
. (4)

Çäåñü
ψ = ψ (x, y, z, t) .=

p′

f0ρS
,

è
∼
Ωbc = 4ψ +

1
ρS

∂

∂z

(
ρS

f2
0

N2

∂ψ

∂z

)

� îòíîñèòåëüíûé êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé âèõðü áà-
ðîêëèííîãî òå÷åíèÿ.

Åñëè ÷åðåç ãðàíèöû îáëàñòè, çàíÿòîé áàðîêëèííîé æèäêîñòüþ,
îòñóòñòâóåò ïîòîê ìàññû, ò.å. íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè
íà íèõ îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ëåêöèþ 11), ÷òî
èç (3), (4) ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü ñóììàðíîé ýíåðãèè

Ebc=̇
∫∫∫

V

[
1
2
ρS (∇ψ)2 +

1
2
ρS

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2
]

δµ

(
dEbc

dt
= 0

)
, (5)

ãäå δµ = dxdydz � ýëåìåíò îáúåìà æèäêîé ÷àñòèöû, à V � îáúåì
âñåé æèäêîñòè.

Âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìè-
íàõ ñêîðîñòè è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè, èñ-
ïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî (9.32)-(9.33). Òîãäà

Ebc=̇
∫∫∫

V

[
1
2
ρS (∇ψ)2 +

1
2
ρS

g2

N2

θ2

Θ2
S

]
δµ. (5a)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (5à) ëåã-
êî ïîíÿòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î äâèæåíèÿõ, ïîä âëè-
ÿíèåì êîòîðûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè æèäêèõ ÷à-
ñòèö, à ñëåäîâàòåëüíî, è èõ âåðòèêàëüíûå êîîðäèíàòû èñïûòûâàþò
ëèøü ñëàáûå îòêëîíåíèÿ îò ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé. Íàïîì-
íèì (ñì. Ëåêöèþ 9), ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ãðàâèòàöèîííîé è àðõè-
ìåäîâîé ñèë, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà æèäêóþ ÷àñòèöó åäèíè÷íîãî
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îáúåìà, îòêëîíèâøóþñÿ ïî âåðòèêàëè îò ñâîåãî ñòàòè÷åñêîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà èíôèíèòåçèìàëüíîå ðàññòîÿíèå δz, ðàâíà
F = −ρSN2δz . Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ñèëå ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ (îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ)

δPbc =
1
2
ρSN2 (δz)2 . (6)

Ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñìåùåííîé æèäêîé ÷àñòèöû îòëè-
÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîé ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû â òî÷êå, ñîîò-
âåòñòâóþùåé åå íîâîìó ïîëîæåíèþ, íà âåëè÷èíó θ = (dΘS/dz) δz.
Âûðàæàÿ òåïåðü δz ÷åðåç θ è ïîäñòàâëÿÿ â (6) ñ ó÷åòîì (9.6a), íà-
õîäèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè (5a) (à ñëåäîâàòåëüíî, è (5)) ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèåé æèäêîé ÷àñòèöû åäèíè÷íîãî îáúåìà îòíîñèòåëüíî
åå ñòàòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ò.å.

δPbc =
1
2
ρS

g2

N2

θ2

Θ2
S

=
1
2
ρS

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2

. (7)

Âåëè÷èíà

Pbc
.= APEbc =

∫∫∫

V

1
2
ρS

g2

N2

θ2

Θ2
S

δµ =
∫∫∫

V

1
2
ρS

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2

δµ, (8)

ðàâíàÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âñåé æèäêîñòè çà âû÷åòîì ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùåé åå ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ,
íàçûâàåòñÿ äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé (AVAILABLE
POTENTIAL ENERGY) � ïîíÿòèå, âïåðâûå ââåäåííîå âûäàþùèì-
ñÿ àìåðèêàíñêèì ìåòåîðîëîãîì Ý. Ëîðåíöîì (E. Lorenz, 1955).
Ñìûñë åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî èìåííî ýòà äîëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ãåîôèçè-
÷åñêèõ äâèæåíèé, òîãäà êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ æèäêîñòè, îêàçûâàåòñÿ íåäîñòóïíîé
äëÿ ãåíåðàöèè äâèæåíèé èçó÷àåìîãî ìàñøòàáà è ïîýòîìó èñêëþ-
÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ âåñüìà ïîó÷èòåëüíî ñîïî-
ñòàâèòü ýíåðãåòè÷åñêèå èíâàðèàíòû äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè ìåëêîé
âîäû (6.21), (6.22) è èõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ò.å.
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óðàâíåíèÿ Îáóõîâà-×àðíè (7.8). Ñîãëàñíî ëîêàëüíûì çàêîíàì ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè (4.25) (ñì. Óïðàæíåíèå 4.2, ïðèíèìàÿ âî âíèìà-
íèå, ÷òî ñèëû Êîðèîëèñà íå ñîâåðøàþò ðàáîòû) è (1), ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì èíòåãðàëüíûå ýíåðãåòè÷åñêèå èíâàðèàíòû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå:

Esw =
∫∫

D

ρ0

(
1
2
Hv2 +

1
2
gH2

)
δσ (sw � shallow water) , (9)

Ebt =
∫∫

D

ρ0

[
1
2

(∇ψ)2 +
1
2

ψ2

L2
0

]
δσ =

∫∫

D

ρ0

(
1
2
v2 +

1
2
gh2

)
δσ, (10)

ãäå H = H (x, y, t) � òåêóùàÿ âûñîòà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêî-
ñòè, H0 � ðàâíîâåñíàÿ òîëùèíà ñëîÿ �ìåëêîé âîäû�, h = H (x, y, t)−
H0, δσ = dxdy � ýëåìåíò ïëîùàäè äâóìåðíîé îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ D è ρ0 � ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Âåëè÷èíà

Pbt =
1
2

∫∫

D

ρ0gh2δσ =
1
2

∫∫

D

ρ0g (H −H0)
2 δσ, (11)

ðàâíàÿ
1
2

∫∫

D

ρ0gH2δσ − 1
2

∫∫

D

ρ0gH2
0δσ

(èíòåãðàë îò ëèíåéíîãî ïî h ÷ëåíó îáðàùàåòñÿ íóëü â ñèëó ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû (7.12)), ïî äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ åñòü äî-
ñòóïíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áàðîòðîïíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå-
÷åíèé. Åå äîëÿ îò ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñëîÿ, èçìåðÿå-
ìàÿ îòíîøåíèåì

〈
h2

〉
/

〈
H2

〉
(〈. . .〉 � ñðåäíåå ïî îáúåìó æèäêîñòè),

ñîãëàñíî (7.3) ðàâíà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ε2
(
L2/L2

0

)2. Ïðèìåíè-
òåëüíî ê çåìíîé àòìîñôåðå, íàïðèìåð, ýòî çíà÷åíèå ïîðÿäêà 10−2.
Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è â îòíîøåíèè áàðîêëèííîé ñî-
ñòàâëÿþùåé äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ÷òî õàðàêòåðèçóåò
ýôôåêòèâíîñòü àòìîñôåðíîé òåïëîâîé ìàøèíû, ò.å., ïî ñóùåñòâó,
ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé åå ÊÏÄ, ðàâíîãî íåñêîëüêèì ïðîöåíòàì.

Ïðîäåëàííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, êîòîðûé
åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè ñîïîñòàâëåíèè áàðîòðîïíîé è áàðîêëèí-
íîé êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ ìîäåëåé ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Ðå÷ü
èäåò î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â óðàâíåíèè (9.31)
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ïðè N → 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäó îò îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ
ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé
æèäêîñòè, íå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Îáóõîâà-×àðíè (7.8). Ýòî
ëåãêî ïîêàçàòü, íå ïðèáåãàÿ ê ôîðìàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì âû-
êëàäêàì, ïóòåì ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, ò.å. â ïðåäåëå N = 0 óðàâíåíèå (9.31) ñîâïàäàåò ñ (7.8). Ýòî
îçíà÷àëî áû, ÷òî ïðè N → 0 âåëè÷èíà

1
ρS

∂

∂z

(
f2
0 ρS

N2

∂ψ

∂z

)
−→ −L−2

0 ψ.

Íî òîãäà, ñîãëàñíî (1), êîòîðîå åñòü ñëåäñòâèå (7.8), ïðè N → 0
äîñòóïíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èíäèâèäóàëüíîé æèäêîé ÷àñòè-
öû åäèíè÷íîãî îáúåìà (ñì.(3), (7))

δPbc =
1
2
ρS

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2

−→ 1
2
ρ0

ψ2

L2
0

.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ñîãëàñíî (6) δPbc −→ 0 ïðè N −→ 0. À
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûâîäå (9.31) â îòëè÷èå îò (7.8) íå ó÷èòûâà-
ëàñü áàðîòðîïíàÿ êîìïîíåíòà äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,
îáóñëîâëåííîé èçìåíåíèÿìè âûñîòû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèä-
êîñòè. Óêàçàííûé íåäîñòàòîê ìîæíî èñïðàâèòü, ôîðìóëèðóÿ áà-
ðîêëèííóþ ìîäåëü, íàïðèìåð, â òàê íàçûâàåìûõ p−êîîðäèíàòàõ,
â êîòîðûõ, îñíîâûâàÿñü íà êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè, â
êà÷åñòâå âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû âìåñòî z èñïîëüçóåòñÿ äàâëå-
íèå p. Òàêîé ïîäõîä, åãî äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè îáñóæäàþòñÿ â
ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Îòìåòèì åùå îäèí âàæíûé âûâîä, êîòîðûé ñëåäóåò èç ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Îòíîøåíèå äîñòóïíîé ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè ê êèíåòè÷åñêîé èìååò ïîðÿäîê L2/L2

0 äëÿ áàðî-
òðîïíûõ òå÷åíèé è L2/L2

R äëÿ áàðîêëèííûõ òå÷åíèé, ãäå âåëè÷èíà
ðàçìåðíîñòè äëèíû

LR
.=

NH0

f
=
√

g′H0

f

(
g′ = N2H0

)
(12)

íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì ðàäèóñîì äåôîðìàöèè Ðîññáè. Â òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè áàðîêëèííûõ òå÷åíèé ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðà-
ìåòð èãðàåò òàêóþ æå âàæíóþ ðîëü, êàêóþ L0 =

√
gH0 � â òåîðèè
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óñòîé÷èâîñòè áàðîòðîïíûõ äâèæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, LR � ýòî òè-
ïè÷íûé ðàçìåð öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ, ïîðîæäàåìûõ íåóñòîé-
÷èâîñòüþ âåðòèêàëüíîãî ñäâèãà âåòðà, ò.å., ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ
òåðìè÷åñêîãî âåòðà (9.37), íåóñòîé÷èâîñòüþ íåîäíîðîäíîãî ãîðè-
çîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àðõèìåäîâûõ ñèë, ïðè÷åì ïðè L = LR

êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè âèõðÿ èìåþò îäèíàêîâûé
ïîðÿäîê âåëè÷èí. Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû è îêåàíà LR è L0 � âåëè-
÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà, ðàâíîãî ñîîòâåòñòâåííî 1000 êì è 100 êì, õî-
òÿ êâàäðàò èõ îòíîøåíèÿ ñ íåêîòîðîé íàòÿæêîé ïîëàãàþò ðàâíûì
0.1. Ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ñâÿçàíà îäíà èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé
ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è
îêåàíà.

2. Áàðîêëèííûå âîëíû Ðîññáè. Áàðîêëèííîñòü ñðåäû ñêà-
çûâàåòñÿ è íà ïîâåäåíèè ïëàíåòàðíûõ âîëí. Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá
èçìåíåíèÿ ôîíîâîé ïëîòíîñòè, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

D−1 = − 1
ρS

dρS

dz
(13)

äëÿ îêåàíà è èçîòåðìè÷åñêîé àòìîñôåðû, ìîæíî ïîëîæèòü ïî-
ñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ñîãëàñíî (9.6á) ýòî îòíîñèòñÿ è ê ÷àñòîòå
Âÿéñåëÿ-Áðåíòà â îêåàíå, íî â ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ñòåïåíè â àò-
ìîñôåðå, ïðè÷åì äëÿ îêåàíà îòíîøåíèå H0/D ¿ 1 èç-çà ñóùåñòâåí-
íîé ìàëîñòè ïàðàìåòðà η, òîãäà êàê â àòìîñôåðå ýòî îòíîøåíèå
ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïîëàãàÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå ïðèåìëåìî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû N è D ïîñòîÿííûìè, óðàâíåíèå (9.31)
ïðèìåíèòåëüíî ê áåòà-ïëîñêîñòè (f = f0 + βy) ìîæíî çàïèñàòü â
ôîðìå

d

dt

(
4ψ +

f2
0

N2

(
∂2ψ

∂z2
− 1

D

∂ψ

∂z

)
+ β

∂ψ

∂z

)
= 0. (14)

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà ∂2/∂z2−D−1∂/z, îòâå÷àþùàÿ
âîëíîîáðàçíîìó âäîëü îñè z âîçìóùåíèþ ñ óçëàìè, êîòîðûå ðàñ-
ïîëîæåíû äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèÿõ, êðàòíûõ âåëè÷èíå H0/m
(m � ïðîèçâîëüíîå êðàòíîå ÷èñëó π), èìååò âèä

ψm = exp
(

z

2D

)
Ψ(x, y, t) exp

(
imz

H0

)
, (15)

ãäå Ψ(x, y, t) � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîîð-
äèíàò è âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè (15) ñîáñòâåííîå çíà-
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÷åíèå ðàâíî

λm = −
(

1
4D2

+
m2

H2
0

)
, (16)

ò.å. ψm óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂2ψm

∂z2
− 1

D

∂ψm

∂z
= −

(
1

4D2
+

m2

H2
0

)
ψm. (17)

Äåëàÿ òåïåðü ïîäñòàíîâêó (17) è (15) â (14), äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíê-
öèè Ψ(x, y, t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Îáóõîâà-×àðíè

d

dt

[
4Ψ−

(
H2

0

4D2
+ m2

)
Ψ
L2

R

]
+ β

∂Ψ
∂x

= 0, (18)

â êîòîðîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîí-
ñòàíòû ðîëü L0 èãðàåò âíóòðåííèé ðàäèóñ äåôîðìàöèè Ðîññáè
LR = NH0/f0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (14), îïèñûâàþùåå áàðîêëèííûå ìîäû ãèðîñêîïè-
÷åñêèõ âîëí ïëàíåòàðíîãî ìàñøòàáà â ñëîå ñòðàòèôèöèðîâàííîé
æèäêîñòè òîëùèíîé H0, îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè

ψklm = A exp
(

z

2D

)
exp

{
i

(
kx + ly +

mz

H0
− σt

)}
, (19)

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, à

σ = − βk

k2 + l2 +
(
m2 + H2

0/4D2
)
L−2

R

. (20)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè H0/D ¿ 1 (íàïðèìåð, â
îêåàíå) è m = 0 ðåøåíèÿ (19), (20) âûðîæäàþòñÿ â ñåìåéñòâî áà-
ðîòðîïíûõ ìîä, ïîòîìó ÷òî ñîãëàñíî (9.34) âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü
ïðàêòè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íóëü è, êàê ñëåäñòâèå, ðàâíîâåñíûå èçî-
ïèêíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè îñòàþòñÿ íå âîçìóùåííûìè èç-çà îòñóò-
ñòâèÿ ñèë ïëàâó÷åñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî óáåðå÷ü ÷èòàòåëÿ îò
çàáëóæäåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò ñëîæèòüñÿ èç ýíåðãåòè÷åñêîãî àíàëè-
çà, ÷òî áàðîêëèííàÿ ìîäåëü (9.31), (9.32) íå îïèñûâàåò áàðîòðîï-
íûå ýôôåêòû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè óêàçàííàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò
ëèøü áàðîòðîïíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè, ó÷àñòâóþùóþ â ýíåðãåòè÷åñêîì áàëàíñå, à íå âçàèìíûé îáìåí
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êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè áàðîòðîïíûìè ìîäà-
ìè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ýëåìåíòîì ìåõàíèçìà áàðîòðîïíîé
íåóñòîé÷èâîñòè ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Óïðàæíåíèÿ
1. Âûâåäèòå ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (3), (4) äëÿ

áàðîêëèííîé àòìîñôåðû, îïèðàÿñü íà îïûò, ïîëó÷åííûé ïðè âû-
âîäå òàêîãî çàêîíà äëÿ áàðîòðîïíîé ñðåäû.

2. Ïîïûòàéòåñü äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ýíåðãèè (5), èñïîëü-
çóÿ óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ è ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè ïî ëþáîìó ãîðèçîí-
òàëüíîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåìó áîêîâîé
âåðòèêàëüíîé ãðàíèöå. Ïóñòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ � öèëèíäð ñ
âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííîé îñüþ.

3. Ïîëüçóÿñü äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì (20), âû÷èñëèòå
ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü áàðîêëèííîé âîëíû Ðîññáè è ïîêàæèòå, ÷òî
ýíåðãèÿ è ôàçà âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî âûñîòå â ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû.
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Òðè âàæíûõ çàìå÷àíèÿ îá îïèñàíèè
áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé

1. Î p-êîîðäèíàòàõ. Èñïîëüçóÿ êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîò-
íîøåíèå, äâèæåíèå àòìîñôåðû ìîæíî îïèñûâàòü â êîîðäèíàòàõ,
â êîòîðûõ çà íåçàâèñèìóþ âåðòèêàëüíóþ êîîðäèíàòó ïðèíèìàåò-
ñÿ äàâëåíèå , à âûñîòà z = z (x, y, p, t) èçîáàðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
p = const ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè
ôîðìàëüíûõ âû÷èñëåíèé (ñì. Òîìïñîí, 1962), çàïèøåì óðàâíåíèÿ
âðàùàþùåéñÿ ñæèìàåìîé áàðîêëèííîé æèäêîñòè â íîâûõ íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, p, t:

dv
dt

+ w∗
∂v
∂p

+ k× fv = g∇pz, (1)

∂z

∂p
= − 1

gρ
, (2)

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w∗

∂z
= 0, (3)

dΘ
dt

+ w∗
∂Θ
∂p

= 0, (4)

êîòîðûå çàìûêàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9.9)

Θ =
p0

Rρ

(
p

p0

)cv/cp

. (5)

Çäåñü w∗ = dp/dt èãðàåò ðîëü âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè, v =ui+vj,
d/dt = ∂/∂t + u∂/∂x + v∂/∂y, ∇p = i∂/∂x + j∂/∂y, à âñå ÷àñòíûå
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ïðîèçâîäíûå ïî ãîðèçîíòàëüíûì êîîðäèíàòàì è âðåìåíè áåðóòñÿ
ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè p.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðåèìóùåñòâî p-êîîðäèíàò ñîñòîèò â òîì,
÷òî óðàâíåíèå (1) äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè è óðàâíåíèå íåðàç-
ðûâíîñòè (3) çàïèñûâàþòñÿ òàê, êàê åñëè áû àòìîñôåðà áûëà
íåñæèìàåìîé. Ãåîñòðîôè÷åñêèé âåòåð â p-êîîðäèíàòàõ âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

v =
g

f0
k×∇pz, (6)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

u = − g

f0

∂z

∂y
, v =

g

f0

∂z

∂x
, (6a)

à êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî
âèõðÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt

[
4ψ + f +

∂

∂p

(
p2

L2
R

∂ψ

∂p

)]
= 0. (7)

Çäåñü ψ = gz/f0, LR � âíóòðåííèé ðàäèóñ äåôîðìàöèè Ðîññáè,
îïðåäåëåííûé ðàíåå ôîðìóëîé (10.12), è ñîãëàñíî (6)

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
. (8)

Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî óïðîùåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äîñòè-
ãàþòñÿ íå áåçâîçìåçäíî: çàïðÿòàííûå â çàìåíå ïåðåìåííûõ òðóä-
íîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîñòàíîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîñêîëüêó,
íàïðèìåð, çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü

w =
dz

dt
+ w∗

∂z

∂p
(9)

îáðàùàåòñÿ â íóëü, íå ÿâëÿåòñÿ èçîáàðè÷åñêîé. Ïîýòîìó ñòðîãèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàìåíÿþòñÿ íà ïðèáëèæåííûå, êîòîðûå ñòàâÿò-
ñÿ íà "êðàåâûõ"èçîáàðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ p = p0 è p = 0, èìè-
òèðóþùèõ íèæíþþ è âåðõíþþ ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû àòìîñôå-
ðû ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, Êóðãàíñêèé,
1993), ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ
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(7), (8) îáðàùåíèå â íóëü w∗ íà âåðõíåé è w íà íèæíåé ãîðèçîíòàëü-
íûõ ãðàíèöàõ àòìîñôåðû ïðèáëèæåííî âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

d

dt

(
p2 ∂ψ

∂p

)
−→ 0 ïðè p −→ 0, (10)

d

dt

(
p
∂ψ

∂p
+ α2ψ

)
= 0 ïðè p = p0. (11)

Çäåñü α2 � òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòð áàðîêëèííîñòè, çàäàâàåìûé
ðàâåíñòâîì

α2 =
R (−γa + γS)

g

TS

T0S
, (12)

ãäå γa = −g/cp � îïðåäåëåííûé ðàíåå ñóõîàäèàáàòè÷åñêèé ãðàäèåíò
òåìïåðàòóðû, γS , è TS � ôîíîâûå èëè ðàâíîâåñíûå ãðàäèåíò òåìïå-
ðàòóðû è òåìïåðàòóðà, ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíþ ðàññìàòðèâàåìîé
èçîáàðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à T0S � ñðåäíÿÿ ïî çåìíîé ïîâåðõíîñòè
ïðèçåìíàÿ òåìïåðàòóðà.

Íà áîêîâûõ âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ ∂D îáëàñòè èíòåãðèðîâà-
íèÿ D îáû÷íî ñòàâÿò óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ, ò.å. îáðàùåíèÿ â íóëü
íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè:

vn = −∂ψ

∂l
= 0 íà ∂D (13)

è ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè

Γp
.=

∮

Cp

vlδl =
∮

Cp

∂ψ

∂n
δl,

(
dΓ
dt

= 0
)

(14)

äëÿ êàæäîãî áàðè÷åñêîãî óðîâíÿ, ò.å. ïî êàæäîìó çàìêíóòîìó êîí-
òóðó Cp, îáðàçîâàííîìó ïåðåñå÷åíèåì áîêîâîé ãðàíèöû ∂D ñ èçî-
áàðîé p = const. Çäåñü ∂/∂l è ∂/∂n îçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå
â íàïðàâëåíèÿõ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê ∂D ñî-
îòâåòñòâåííî (ñð. ñ (8)).

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé (10), (11) è (13), (14) èíâàðèàíò ýíåð-
ãèè, êîòîðûì îáëàäàåò ñèñòåìà (7), (8), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Ebc =
1
2

∫∫∫

D

[
(∇ψ)2 + L−2

R

(
p
∂ψ

∂p

)2
]

dxdydp +
1
2

∫∫

S

α2

L2
R

p0ψ
2dxdy,

(15)



Îïèñàíèå áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé 133

ãäå S � äâóìåðíàÿ îáëàñòü íà èçîáàðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè p = p0,
îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì Cp0 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â p-êîîðäèíàòàõ èíòåãðàë ýíåðãèè âêëþ÷àåò
â ñåáÿ êàê áàðîêëèííóþ, òàê è áàðîòðîïíóþ êîìïîíåíòû äîñòóï-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îïèñûâàåòñÿ äâó-
êðàòíûì èíòåãðàëîì â ôîðìóëå (15). Ñîïîñòàâèì åãî ñ âûðàæå-
íèåì (10.10) äëÿ äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áàðîòðîïíîé
àòìîñôåðû. Âûðàæåíèå (12) äëÿ ïàðàìåòðà áàðîêëèííîñòè α2 ñ
ïîìîùüþ óæå èçâåñòíûõ íàì ôîðìóë

dΘS

dz
=

ΘS

TS
(−γa + γS) , L2

R =
N2H2

0

f2
0

, L2
0 =

gH0

f2
0

,

N2 =
g

ΘS

dΘS

dz
, pS = ρSRTS

(íàïîìíþ: H0 � âûñîòà îäíîðîäíîé àòìîñôåðû, ò.å. òàêîé æå ìàñ-
ñû, êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ áàðîêëèííàÿ àòìîñôåðà) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

α2 = k
L2

R

L2
0

(
k =

pS

gρSH0

TS

T0S
= O (1)

)
. (16)

Êîýôôèöèåíò k ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð,
çíà÷åíèå êîòîðîãî, ðàâíîå åäèíèöå, îáåñïå÷èâàåò ñòðîãóþ ñîãëà-
ñîâàííîñòü (10.10) ñ äâóêðàòíûì èíòåãðàëîì â ôîðìóëå (15). Ïî-
ýòîìó ïàðàìåòð áàðîêëèííîñòè ðàçóìíî òðàêòîâàòü êàê êâàäðàò
îòíîøåíèÿ âíóòðåííåãî ðàäèóñà äåôîðìàöèè Ðîññáè ê ìàñøòàáó
Ðîññáè-Îáóõîâà áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû, ÷òî óäîáíî è äëÿ çàïî-
ìèíàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â óðàâíåíèè (7) ïðè
N −→ 0 íå î÷åâèäåí, èíòåãðàë ýíåðãèè ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî (óðàâ-
íåíèå) â îòëè÷èå îò (9.31) ïðè êîððåêòíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ýíåðãåòè÷åñêèé öèêë ñ ó÷à-
ñòèåì îáîèõ âèäîâ äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ñîáñòâåííî
èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿ îñòàíîâèëñÿ íà p-êîîðäèíàòàõ, êîòîðû-
ìè â äàëüíåéøåì ìû ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåì, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü
àíàëèç êîððåêòèðîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ñðàâíåíèå ðåçóëüòà-
òîâ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêèõ è ãåî-
ôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, òåì áîëåå ÷òî ñâîéñòâà ïåðâûõ â ðÿäå ñëó÷àåâ
ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ïîñëåäíèå.
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Ðèñ. 1. à) Æèäêèé êîíòóð C, ïðèìûêàþùèé ê ãðàíèöå
δD äâóìåðíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ D â íà÷àëüíûé
ìîìåíò, áóäåò âñåãäà îñòàâàòüñÿ òàêîâûì èç-çà óñëîâèé
íåïðîíèöàåìîñòè. á) Òðåõìåðíàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ:C0

� êîíòóð, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè z = z0 ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðà, C
� êîíòóð, îáðàçîâàííûé èçýíòðîïè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ è
áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðà.

2. Îá îäíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñòðî-
ãî äâóìåðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîíå÷íîé îáëàñòè
D (ðèñ. 1a) â êà÷åñòâå îäíîãî èç êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçóþò ñî-
õðàíåíèå öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè ïî ãðàíèöå ∂D:

dΓ
dt

= 0, Γ .=
∮

∂D=C

vδl. (17)

Ýòî óñëîâèå � ñòðîãîå, ïîñêîëüêó æèäêèé êîíòóð C, íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðèìûêàþùèé êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ê ∂D â íà÷àëüíûé ìîìåíò,
áóäåò îñòàâàòüñÿ òàêîâûì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èç-çà îáðàùå-
íèÿ â íóëü íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè. Ïî òåî-
ðåìå Êåëüâèíà Γ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî C � æèäêèé êîíòóð.

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ V áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷å-
íèé ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé; íàïðèìåð, îíà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1á â



Îïèñàíèå áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé 135

âèäå âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà ñ ãîðèçîíòàëüíûìè òâåðäûìè òîðöà-
ìè è òâåðäîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ∂VS . Æèäêèé êîíòóð C, íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùèé ê íåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò, â ñèëó óïî-
ìÿíóòîé ïðè÷èíû áóäåò òàêæå îñòàâàòüñÿ íà ∂V , ñëåäîâàòåëüíî, ê
íåìó òàêæå ïðèìåíèìà òåîðåìà Êåëüâèíà. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå (17) íåêîíñòðóêòèâíî, ïîñêîëüêó C íå îñòàåòñÿ íà ìåñòå è
çàíèìàåò íåèçâåñòíîå íàì ïîëîæåíèå íà ïîâåðõíîñòè ∂V . Ïîëîæå-
íèå ñïàñàåò êâàçèäâóìåðíîñòü áàðîêëèííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷å-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (9.13), (9.14). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå öèðêóëÿöèÿ

Γ0
.=

∮

C0

vδl0 (18)

ïî ëþáîìó êîíòóðó C0, îáðàçîâàííîìó ïåðåñå÷åíèåì ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè z = z0 ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ∂VS öèëèíäðà, ñî-
õðàíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ O (ε).

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì èçýíòðîïè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
Θ(x, y, z, t) = ΘS (z0), ãäå z = z0 � óðîâåíü, íà êîòîðîì ðàñïî-
ëîæåí êîíòóð C0. Öèðêóëÿöèÿ ïî êîíòóðó C, îáðàçîâàííîìó ïå-
ðåñå÷åíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ ∂V ñîõðàíÿåòñÿ ñòðîãî. Ðàâåíñòâî
Θ(x, y, z, t) = ΘS (z0) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

θ (x, y, z, t) = ΘS (z0)−ΘS (z) , (19)

ãäå θ (x, y, z, t) = Θ (x, y, z, t)−ΘS (z) � îòêëîíåíèå ïîòåíöèàëüíîé
òåìïåðàòóðû îò åå ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ íà óðîâíå z, èíäóöèðî-
âàííîå äâèæåíèåì æèäêîñòè. Ðàñêëàäûâàÿ (19) â ðÿä ïî ñòåïå-
íÿì δz = z − z0 è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9.20), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùóþ îöåíêó âåðòèêàëüíûõ ðàññòîÿíèé, íà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
òî÷êè êîíòóðà C îò ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê êîíòóðà C0:

δz = O

[(
1

ΘS

dΘS

dz

)−1

z=z0

θ (x, y, z0, t)
ΘS (z0)

]
=

g

N2
O

(
ε2

)
. (20)

Ýòó ôîðìóëó ñ ó÷åòîì (9.13) óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δz = H0
g

N2H0
O

(
ε2

)
= H0

O
(
ε2

)

η
= H0O (ε) . (21)
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Òîãäà óãîë ϕ ìåæäó ýëåìåíòàìè δl è δl0 êîíòóðîâ C è C0 îöåíèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâîì

ϕ = O

(
δz

L

)
=

H0

L
O (ε) , (22)

ãäå L � õàðàêòåðíûé ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá áàðîêëèííîãî òå÷å-
íèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

δl =
δl0

cosϕ
= δl0

(
1 +

H2
0

L2
O

(
ε2

))
. (23)

Äàëåå, v (z) = v (z0 + δz) = v (z0) + (∂v/∂z)z=z0
δz + O

[
(δz)2

]
,

è ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì òåðìè÷åñêîãî âåòðà (9.36)
∣∣∣∣
∂v
∂z

∣∣∣∣ = O

(
g

f0L

θ

ΘS

)
=

g

f0L
O

(
ε2

)
.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (9.13), (9.14)
∣∣∣∣
∂v
∂z

δz

∣∣∣∣ =
gH0

f0L
O

(
ε3

)
=

gH0

f2
0 L2

f0L

U
UO

(
ε3

)
= ξ−1ε−1UO

(
ε3

)
= UO (ε) .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó v (z) = v (z0 + δz) = v (z0)+UO (ε),
ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â Γ =

∮

C

vδl äàåò

Γ = Γ0 (1 + O (ε)) ,

÷.ò.ä.
Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå

îäíîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîõðàíåíèå Γ0 ïðè èíòåãðèðîâàíèè
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ óðàâíåíèé áàðîêëèííûõ äâèæåíèé â îêå-
àíå, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòè òå÷åíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñ
òàêîé æå òî÷íîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áàðîòðîïíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé èíâàðè-
àíòíîñòü Γ0 âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âåðòè-
êàëüíûé ñäâèã ñêîðîñòè îòñóòñòâóåò è æèäêèå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ
âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Óáåäèòåñü â ýòîì íåïîñðåä-
ñòâåííî, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû, çàïèñàííûå â ôîðìå
Ãðîìåêè-Ëýìáà, âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà, öåëè-
êîì ïðèíàäëåæàùåãî ãðàíèöå îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ.
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3. Î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Â òðåòüåé
÷àñòè ýòîãî êóðñà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûå èíâàðè-
àíòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì îäèí ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð èõ âû÷èñ-
ëåíèé è ïîêàæåì, êàê èç ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
(10.3), (10.4) äëÿ áàðîêëèííûõ òå÷åíèé ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü
ñóììàðíîé ýíåðãèè (10.5) , ïðè óñëîâèè ÷òî íà ãðàíèöàõ îáëàñòè,
çàíÿòîé æèäêîñòüþ, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ V âîçüìåì öè-
ëèíäðè÷åñêèé êîëüöåâîé ñîñóä ñ ïëîñêèìè ãîðèçîíòàëüíûìè òîð-
öàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ôèêñèðîâàííûõ âûñîòàõ z = z1, z2.
(Ýòî íàèáîëåå òèïè÷íàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè çîíàëüíûõ àòìîñôåðíûõ òå÷å-
íèé è èõ ëàáîðàòîðíûõ àíàëîãîâ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññóæäåíèé
èñïîëüçóéòå ðèñ. 1á, ìûñëåííî èçîáðàæàÿ âíóòðåííèé öèëèíäð, îñü
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ OO′.)

Óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè â íóëü
íà áîêîâûõ ñòåíêàõ êîëüöåâîãî êàíàëà è ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè
Γ0 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà v = k × ∇ψ
ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà:

v · n = 0 =⇒ n×∇ψ = 0 íà ∂VS , (24)

d

dt

∮

C

v · δl = 0 =⇒ d

dt

∮

C0

v · δl = 0. (25)

Çäåñü ÷åðåç ∂VS îáîçíà÷åíà áîêîâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, n è k � ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ∂VS è âåð-
òèêàëüíûé îðò, à èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì
çàìêíóòûì êîíòóðàì C0, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèì áîêîâîé ãðàíè-
öå.

Ïðîèíòåãðèðóåì (10.3) ñ ó÷åòîì (10.4) ïî îáúåìó V è äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (10.3) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà

−
∫∫∫

V

DivSbcδµ = −
∫∫

∂VS

Sbc · δ σ =

∫∫

∂VS

ρSψ
∂2ψ

∂y∂t
dxdz +

∫∫

∂VS

ρSψ
∂ψ

∂x

∼
Ωbcdxdz +

∫∫

∂VH

f2
0

N2
ρSψ

∂2ψ

∂z∂t
dxdy. (26)
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Çäåñü ∂VH � ãîðèçîíòàëüíàÿ ãðàíèöà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ,
x, y, z � ëîêàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, íàïðàâëåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî àçèìóòàëüíî, ïî ðàäèóñó è âåðòèêàëüíî.

Âòîðîå ñëàãàåìîå (26) ðàâíî íóëþ â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(24). Ïî òîé æå ïðè÷èíå ôóíêöèÿ ψ íà áîêîâîé ãðàíèöå ∂VS íå
çàâèñèò îò x (∂ψ/∂x = v · n = 0 íà ∂VS). Ïîýòîìó äëÿ ïåðâî-
ãî ñëàãàåìîãî (26) èíòåãðàë ïî àçèìóòàëüíîé êîîðäèíàòå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

∮
ρSψ

∂

∂t

∂ψ

∂y
dx = ρSψ

∂

∂t

∮
∂ψ

∂y
dx = ρSψ

d

dt

∮
n · ∇ψdl = 0,

ïðè÷åì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì
(25).

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (9.33) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (26) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∫∫

∂VH

f2
0

N2
ρSψ

∂2ψ

∂z∂t
dxdy = (dΘS/dz)−1 f0ρS

∫∫

∂VH

ψ
∂θ

∂t
dxdy. (27)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (9.22), óìíîæèâ êîòîðîå íà ψ ,
ïîñëå íåñëîæíûõ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì áåçäè-
âåðãåíòíîñòè ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà ïîëó÷èì

ψ
∂θ

∂t
= −div (ψθv)− ψw

dΘS

dz
.

Äåëàåì ïîäñòàíîâêó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (27) è âíîâü ïðèìåíÿåì ôîðìóëó
Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà:

∫∫

∂VH

ψ
∂θ

∂t
dxdy = −

∮
ψθv · ndl − dΘS

dz

∫∫

∂VH

ψwdxdy.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ èç-çà îáðàùåíèÿ â íóëü
íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà ∂V , ÷òî è äîêàçûâàåò â êî-
íå÷íîì èòîãå èíâàðèàíòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè, çàäàâàåìîé ôîðìó-
ëîé (10.5). Ïîëåçíî, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íà
ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü îòëè÷íà îò íóëÿ,
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (26) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∫∫

∂VH

f2
0

N2
ρSψ

∂2ψ

∂z∂t
dxdy = −f0ρS

∫∫

∂VH

ψwdxdy = −
∫∫

∂VH

p′wdxdy. (28)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî îíî îïèñûâàåò ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøàþò ñè-
ëû äàâëåíèÿ íà òîðöàõ êîëüöåâîãî êàíàëà. Â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêî-
ñòè èìåííî òàêîé ìåõàíèçì ïîòåðè ýíåðãèè, êàê ìû óâèäèì íèæå,
îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíîå òîðìîæåíèå àòìîñôåðû î çåìíóþ ïî-
âåðõíîñòü èç-çà îáðàçîâàíèè â åå îêðåñòíîñòè ýêìàíîâñêèõ ïîãðà-
íè÷íûõ ñëîåâ. Íà ýòîì ìåõàíèçìå òîðìîæåíèÿ ìû ïîäðîáíî îñòà-
íîâèìñÿ ïðè èçó÷åíèè âÿçêèõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Óïðàæíåíèå
1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà 3 èíòåãðàëüíàÿ

ïîòåíöèàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü åñòü ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ
ñèñòåìû (9.31), (9.32), ò.å.

d

dt

∫∫∫

V

[
4ψ + f +

1
ρS

∂

∂z

(
f2
0 ρS

N2

∂ψ

∂z

)]
dxdydz = 0. (29)

Ïîäñêàçêà. Èñïîëüçóÿ (9.31), çàïèøèòå ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè îò ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (29) â äèâåðãåíòíîì
âèäå è ïðîèíòåãðèðóéòå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî âñåìó îáúåìó ñ
ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (24) è (25).

Ëèòåðàòóðà
1. Òîìïñîí Ô. Àíàëèç è ïðåäñêàçàíèå ïîãîäû ÷èñëåííûìè ìå-

òîäàìè, Ì.: ÈÈË, 1962.
2. Êóðãàíñêèé Ì.Â. Ââåäåíèå â êðóïíîìàñøòàáíóþ äèíàìèêó

àòìîñôåðû, Ñ-Ï.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1993.
3. Ïåäëîñêè Äæ. Ãåîôèçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà, Ì.: Ìèð, 1984.
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Ìåõàíè÷åñêèå ïðîîáðàçû óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ áàðîòðîïíîé æèäêîñòè è èõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

Â ×àñòè 1 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïðèíöèïû è çàêîíû äâè-
æåíèÿ èäåàëüíûõ íåñæèìàåìîé è ñæèìàåìîé æèäêîñòåé, íà îñíî-
âàíèè êîòîðûõ â ×àñòè 2 âûâåäåíû óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ
äëÿ îïèñàíèÿ ãëîáàëüíûõ áàðîòðîïíûõ è áàðîêëèííûõ ãåîôèçè-
÷åñêèõ òå÷åíèé. Â ×àñòè 3 ìû âîñïîëüçóåìñÿ èìè äëÿ âûÿñíåíèÿ
êîíêðåòíûõ ìåõàíèçìîâ, îòâåòñòâåííûõ çà öèêëîãåíåç, ò.å. ðîæäå-
íèå öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ � îñíîâíûõ ïîãîäîîáðàçóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ. Íà÷íåì ýòó ÷àñòü ñ ôîðìóëèðîâêè ìåõàíè÷åñêèõ ïðîîáðà-
çîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàðîòðîïíîé è áàðîêëèííîé æèäêîñòè è
èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Îíè ïîìîãóò íàì â äàëüíåé-
øåì ïîíÿòü íåëèíåéíûå ìåõàíèçìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè è êà÷åñòâåííî îïèñàòü õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà è ýíåðãåòèêó
îñíîâíûõ ðåæèìîâ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû, íå ïðèáåãàÿ ê
âåñüìà òðóäîåìêîìó ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Â 1879 ãîäó èçâåñòíûé àí-
ãëèéñêèé ãèäðîäèíàìèê Ãðèíõèëë (A.G. Greenhill) ñäåëàë íàáëþ-
äåíèå, òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîòîðîãî áûëî îñîçíàíî ïî÷òè ñòî-
ëåòèåì ïîçæå. Ðå÷ü èäåò î òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ
òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñòðîãî îïèñûâàþò òå÷åíèå
èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ êîòîðîé, êñòàòè, òîæå íîñÿò èìÿ Ýéëåðà) âíóòðè ðàçíîîñíîãî
ýëëèïñîèäà â êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåéíûõ ïîëåé ñêîðîñòè.
Îñòàâèì â ñòîðîíå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ýòîãî îòêðûòèÿ, êîòîðîå
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èñïîëüçîâàëîñü, â ÷àñòíîñòè, òàêèìè êëàññèêàìè íàóêè êàê Í.Å.
Æóêîâñêèé, Õàô (S.S. Hough) è Ïóàíêàðå (H. Poincar�e) äëÿ èçó-
÷åíèÿ äâèæåíèé òâåðäûõ òåë ñ ïîëîñòÿìè, çàïîëíåííûìè æèäêî-
ñòüþ (ñì. Ìîèñååâ, Ðóìÿíöåâ, 1965). Äëÿ íàñ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
äðóãîå îáñòîÿòåëüñòâî, à èìåííî: ðåçóëüòàò Ãðèíõèëëà íàâîäèò íà
ìûñëü, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå è ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
îáëàäàþò îáùèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, êî-
òîðûå äîëæíû ñêàçàòüñÿ íà îáùíîñòè õàðàêòåðèñòèê èõ ðåøåíèé.
Ðåøàþùèé øàã â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàë Â.È. Àðíîëüä, êîòîðûé
ñôîðìóëèðîâàë òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå ïîíÿòèå òâåðäîãî òåëà ñ êîí-
ôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ êîîð-
äèíàò) � ïðîèçâîëüíîé ãðóïïîé Ëè. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ, íàçâàííàÿ
Àðíîëüäîì îáîáùåííûì òâåðäûì òåëîì (ÎÒÒ), âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ìåõàíè÷åñêèå è ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà êàê ÷àñò-
íûå ñëó÷àè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå êîíôèãóðàöèîí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ âçÿòü ñîîòâåòñòâåííî SO (3) � ãðóïïó ñîáñòâåí-
íûõ âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è SDiffD �
ãðóïïó ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D òðåõìåðíî-
ãî ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ ýëåìåíò îáúåìà.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðî-
ñêîïà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìåõàíè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ
óðàâíåíèé Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Êðîìå òîãî, Àðíîëüä îáíàðóæèë, ÷òî ìåõàíè÷åñêèìè àíàëîãàìè
öèðêóëÿöèîííîé òåîðåìû Êåëüâèíà è òåîðåìû Ðýëåÿ (î íåé ïîé-
äåò ðå÷ü â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé) îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ
èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïðîôèëü ñêîðîñòè êîòîðîãî íå èìååò òî÷åê
ïåðåãèáà, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êî-
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è òåîðåìû Ýéëåðà îá óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé
ãèðîñêîïà âîêðóã ìàëîé è áîëüøîé îñåé åãî òåíçîðà èíåðöèè.

Ñëåäóþùèé øàã áûë ñäåëàí àâòîðîì ýòèõ ëåêöèé, êîòîðûé
îáîáùèë êîíñòðóêöèþ Àðíîëüäà íà ñëó÷àè äâèæåíèÿ ÎÒÒ âî
âíåøíèõ ñèëîâûõ ïîëÿõ, îáëàäàþùèõ ñêàëÿðíûì èëè âåêòîðíûì
ïîòåíöèàëîì. Â èòîãå áûëè ââåäåíû òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ïîíÿ-
òèÿ îáîáùåííîãî òÿæåëîãî âîë÷êà (ÎÒÂ) è îáîáùåííîé ìàãíèòî-
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ÎÌÃÄÑ), âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà äâèæåíèÿ òÿæåëîãî âîë÷êà è óðàâíåíèÿ
Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ðàññëîåííîé æèäêî-
ñòè â ïîëå ñèë òÿæåñòè è ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäå-
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àëüíîãî òâåðäîãî ïðîâîäíèêà â ìàãíèòíîì ïîëå è óðàâíåíèÿ ìàã-
íèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Íà ýòîé îñíîâå áûëè íàéäåíû ìåõàíè÷å-
ñêèå ïðîîáðàçû äðóãèõ èçâåñòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, òàêèõ êàê ïîòåíöèàëüíûé âèõðü è ÌÃÄ-
èíâàðèàíòû Âîëüòüåðà. ×àñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèåñÿ ê
îäíîðîäíîé è ðàññëîåííîé íåñæèìàåìûì æèäêîñòÿì, èëëþñòðè-
ðóåòñÿ çäåñü (ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíî ëèøü íà îñíîâå
òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà) ýëåìåíòàðíûì îáðàçîì íà îñíîâå
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òðàêòîâîê ìåõàíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è
Ýéëåðà-Ïóàññîíà. Ýòî ïîìîæåò íàì â äàëüíåéøåì ïîíÿòü íåëèíåé-
íûå ìåõàíèçìû áàðîòðîïíîé è áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòåé, íå
ïðèáåãàÿ ê óòîìèòåëüíîìó ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è äàæå ñêîíñòðóèðîâàòü èãðóøå÷íóþ ìî-
äåëü îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû, âîñïðîèçâîäÿùóþ ôóíäàìåí-
òàëüíûå ñâîéñòâà ãëîáàëüíûõ äâèæåíèé ðåàëüíîé àòìîñôåðû.

2. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ òðàêòîâêà óðàâíåíèé Ýéëåðà
äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà è èõ èíâàðèàíòîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì äâèæåíèå èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
âíóòðè ðàçíîîñíîãî ýëëèïñîèäà

S ≡ x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

− 1 = 0,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îñè ñèñòåìû îòñ÷åòà ñîâïàäàþò ïî íàïðàâëåíèþ
ñ åãî ãëàâíûìè îñÿìè, à íà÷àëî íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå. Âîîáùå
ãîâîðÿ, òàêîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà

∂u
∂t

+ (u∇)u = − 1
ρ0
∇p, divu = 0 (1)

èëè óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà

∂Ω
∂t

= {Ω,u} , (2)

åñëè ðå÷ü èäåò î ñòðîãî âèõðåâûõ áåçäèâåðãåíòíûõ òå÷åíèÿõ, ñ
óñëîâèÿìè íåïðîíèöàåìîñòè ãðàíèöû

(u∇) S = 0 ïðè S = 0. (3)

Çäåñü ïëîòíîñòü ρ0 = const, Ω = rotu, {A,B} = (A∇)B− (B∇)A
� ñêîáêè Ïóàññîíà âåêòîðíûõ ïîëåé A è B.
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Áåçäèâåðãåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

W1 = −a2

a3
x3j +

a3

a2
x2k,

W2 = −a3

a1
x1k +

a1

a3
x3i, (4)

W3 = −a1

a2
x2i +

a2

a1
x1j

(i, j,k � îðòû â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ îñåé) ÿâëÿþòñÿ òî÷íû-
ìè ÷àñòíûìè ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (1), (2), óäî-
âëåòâîðÿþùèìè êðàåâûì óñëîâèÿì (3), è îïèñûâàþò æèäêèå "ýë-
ëèïòè÷åñêèå" âðàùåíèÿ âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâíûõ îñåé ýë-
ëèïñîèäà. Êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, â êîòîðîì
ìåòðèêà çàäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈A,B〉 =
∫∫∫

D

A ·Bdxdydz

(çíàê · îçíà÷àåò îáû÷íîå ëîêàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, D �
îáúåì, îãðàíè÷åííûé ýëëèïñîèäîì), îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
îðòîãîíàëüíîñòè, ò.å.

〈Wi,Wj〉 = 0 ïðè i 6= j. (5)

Ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé, êàñàòåëüíûõ ãðàíèöå îáëàñòè D, ñîâîêóïíîñòü Wk (k = 1, 2, 3)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà è èñêàòü
îáùåå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
òàêîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå

u (r, t) =
3∑

k=1

ωk (t)Wk (r) . (6)

Çàâèñÿùèå òîëüêî îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòû ωk (t) (k = 1, 2, 3), íà-
çûâàåìûå ïàðàìåòðàìè Ïóàíêàðå, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû
çàâèõðåííîñòè Ω ñîãëàñíî ôîðìóëàì:

ωk =
a1a2a3

akIk
Ωk (k = 1, 2, 3) . (7)
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Çäåñü Ik =
3∑

s=1

a2
s − a2

k (k = 1, 2, 3) � íåíóëåâûå ýëåìåíòû äèàãî-

íàëüíîé ìàòðèöû I (ñì. (9)).
Äåëàÿ òåïåðü ïîäñòàíîâêó (6) â ïåðâîå óðàâíåíèå (1), óìíîæàÿ

åãî ïîî÷åðåäíî íà êàæäûé èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ Wk è èíòåãðèðóÿ
ïî îáúåìó D ñ ó÷åòîì óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè (5) è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (3), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîìïî-
íåíò âåêòîðà ω = ω1i + ω2j + ω3k:

I1
·

ω1 = (I3 − I2) ω2ω3,

I2
·

ω2 = (I1 − I3) ω3ω1, (8)

I3
·

ω3 = (I2 − I1) ω1ω2.

Â âåêòîðíîé ôîðìå åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
·
m = ω ×m,m = Iω. (8a)

Çäåñü I � óïîìÿíóòàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà:

I =




I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3


 =




a2
2 + a2

3 0 0
0 a2

3 + a2
1 0

0 0 a2
1 + a2

2


 . (9)

Óðàâíåíèÿ (8) èëè (8à) ñ òî÷íîñòüþ äî ôîðìàëüíîé çàìåíû
ω → −ω ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà äâèæåíèÿ êëàññè÷å-
ñêîãî ãèðîñêîïà è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàþò äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè
ïîëîæèòåëüíûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ:

EM =
1
2

(
I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

)
≡ 1

2

(
m2

1

I1
+

m2
2

I2
+

m2
3

I3

)
, (10)

m2 = I2
1ω2

1 + I2
2ω2

2 + I2
3ω2

3 ≡ m2
1 + m2

2 + m2
3. (11)

Â ñâåòå íîâîé (ãèäðîäèíàìè÷åñêîé) òðàêòîâêè ìåõàíè÷åñêèõ
óðàâíåíèé Ýéëåðà èíòåðåñíî, à ãëàâíîå, êàê ìû óâèäèì íèæå,
ïðàêòè÷åñêè âàæíî ïîíÿòü íå î÷åâèäíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë óïî-
ìÿíóòîé çàìåíû è ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå èíâàðèàí-
òà (11). Î÷åâèäíî ëèøü ïðîèñõîæäåíèå ïåðâîãî èíâàðèàíòà: äåëàÿ
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ïîäñòàíîâêó (6) â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêîñòè,
çàêëþ÷åííîé âíóòðè ýëëèïñîèäà, ïîëó÷èì

E =
1
2
ρ0

∫∫∫

D

u2dxdydz =
1
5
µEM , µ =

4
3
ρ0πa1a2a3.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èíâàðèàíòíîñòü EM , êàê è â ñëó÷àå ìåõàíè÷å-
ñêîãî âîë÷êà, îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêî-
ãî âîë÷êà. Î ãèäðîäèíàìè÷åñêîì æå ïðîèñõîæäåíèè âòîðîãî èíâà-
ðèàíòà äî íåäàâíåãî âðåìåíè â ëèòåðàòóðå íå óïîìèíàëîñü. Îíî,
ïî-âèäèìîìó, ïðèïèñûâàëîñü êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè èñõîäíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Íî ýòî íå òàê, è âîïðîñ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿ-
çàí ñ óïîìÿíóòîé çàìåíîé. Äàòü ñòðîãîå îáúÿñíåíèå íåîáõîäèìîñòè
òàêîé çàìåíû ìîæíî ëèøü íà îñíîâå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõî-
äà. Çäåñü ÿ îòìå÷ó ëèøü, ÷òî îíî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì íàáëþäå-
íèè. Ìåõàíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà çàïèñàíû â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî òåëà, à ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ � îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðè ïåðåõîäå îò ìåõàíè÷å-
ñêîé òðàêòîâêè óðàâíåíèé Ýéëåðà ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîé � ïîäâèæ-
íàÿ è íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò îáìåíèâàþòñÿ ðîëÿìè. Ïî-
ýòîìó, åñëè êàêîå-íèáóäü ñâîéñòâî ìåõàíè÷åñêîãî âîë÷êà îêàçûâà-
åòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà, òî äëÿ æèäêîãî
âîë÷êà îíî áóäåò èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè. Â ÷àñòíî-
ñòè, èíâàðèàíòíîñòü ìåõàíè÷åñêîé âåëè÷èíû m2 åñòü ñëåäñòâèå ñî-
õðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà â ïðîñòðàíñòâå, ò.å. íåïîäâèæíîñòè
ýòîãî âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà èíâàðèàíòíîñòü ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîãî m2 äîëæíà áûòü ñëåäñòâèåì íåïîäâèæíîñòè íåêîòîðîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè. Íî åäèíñòâåííûì òàêèì
âåêòîðíûì ïîëåì, õàðàêòåðèçóþùèì äâèæåíèå èäåàëüíîé íåñæè-
ìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ çàâèõðåííîñòü, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà (2). Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà Êåëüâèíà, êîòîðàÿ â èíôèíèòåçèìàëüíîé ôîðìóëèðîâêå
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt
(Ω · δσ) ≡ dΩ

dt
δσ + Ω

dδσ

dt
= 0

(
d

dt
=

∂

∂t
+ u∇

)
, (12)

ãäå Ω·δσ = K - èíâàðèàíò Êåëüâèíà, à δσ - ïëîùàäü ýëåìåíòà îðè-
åíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííîé ñòÿãèâàåìûì çàìêíóòûì
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Ðèñ. 1. Æèäêèé ýëåìåíò ïëîñêîñòè P, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò � öåíòð ýëëèïñîèäà, â ïðîöåññå äâèæåíèÿ íå
ìåíÿåò ìåñòîïîëîæåíèå ñâîåãî öåíòðà.

æèäêèì êîíòóðîì. Íàïîìèíàþ (ñì. 1.25), ÷òî äâèæåíèå ýòîãî ýëå-
ìåíòà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dδσ

dt
= −δσ

δu
δr

((
δσ

δu
δr

)

i
=

3∑

k=1

δσk
∂uk

∂xi

)
. (13)

Âîçüìåì ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó òå÷åíèþ â êà÷å-
ñòâå δσ ýëåìåíò ïëîñêîñòè P , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
- öåíòð ýëëèïñîèäà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ïîñêîëüêó ìû èìååì
äåëî ñ òå÷åíèåì, êîòîðîå ñîõðàíÿåò íåïîäâèæíîé â ïðîñòðàíñòâå
æèäêóþ ÷àñòèöó â íà÷àëå êîîðäèíàò, âûäåëåííûé ýëåìåíò, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé êàê æèäêàÿ ïîâåðõíîñòü, áóäåò ëèøü äåôîðìèðî-
âàòüñÿ è ïîâîðà÷èâàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå, íå ìåíÿÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ
ñâîåãî öåíòðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî δσ = δσ (t) åñòü ôóíêöèÿ òîëü-
êî âðåìåíè è íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Òîãäà â
ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (6) è (7) â (12) è (13) ïîëó÷àåì

d

dt
(m · l) = 0, li =

ai

a1a2a3
δσi (i = 1, 2, 3) , (14)

·
l = ω × l. (15)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíò Êåëüâèíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà òå÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

K = m · l,

ãäå l óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà (15).
Ïîñêîëüêó m îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (8a) ôîðìàëüíî òîæäå-

ñòâåííûì óðàâíåíèþ (15), òî çàìåíÿÿ â (14) l íà m, ïîëó÷àåì:
Èíâàðèàíò m2 äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîë÷êà åñòü ïðÿìîå

ñëåäñòâèå òåîðåìû Êåëüâèíà, à åå ìåõàíè÷åñêèì ïðîòîòèïîì ÿâ-
ëÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

3. Ìåõàíè÷åñêèé è æèäêèé ãèðîñêîïû â ïîëå ñèë Êî-
ðèîëèñà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè îñîáûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âëèÿíèå ñèë Êîðèîëèñà íà äâèæåíèå æèä-
êîãî è ìåõàíè÷åñêîãî âîë÷êîâ. Â îòíîøåíèè ìåõàíè÷åñêîãî âîë÷êà
íóæíî òîëüêî óòî÷íèòü, î êàêîé ñîáñòâåííî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
êîîðäèíàò èäåò ðå÷ü. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî âîë÷êà çàïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà, à
äëÿ ìåõàíè÷åñêîãî âîë÷êà � îòíîñèòåëüíî òåëà, òî è îñü âðàùå-
íèÿ íîâîé ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ ìåõàíè÷åñêîãî âîëêà äîëæíà áûòü
âûáðàíà íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî òåëà, à íå îòíîñèòåëüíî ïðî-
ñòðàíñòâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî è æèäêî-
ãî ãèðîñêîïîâ îêàæóòñÿ íå ýêâèâàëåíòíûìè õîòÿ áû óæå ïîòîìó,
÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáùåãî âðàùåíèÿ, èçìåðåííàÿ îòíîñèòåëüíî
òåëà, áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè.

Èòàê, ïóñòü Ω0 � ïîñòîÿííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ íîâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî òåëà. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé
ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî âåêòîðà A îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé è âðàùàþùåéñÿ ñèñòåì
îòñ÷åòà (ñì. Ëàíäàó è Ëèôøèö, 1973):

dA
dt

=
(

dA
dt

)

R
+ Ω0 ×A, (16)

ãäå èíäåêñîì R îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ïóñòü ω è m � óãëîâàÿ ñêîðîñòü è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òåëà
îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà, à ωR è mR - óãëîâàÿ ñêîðîñòü è êè-
íåòè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî íîâîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïðè÷åì
ω = ωR +Ω0, m = mR +m0 (m0 = IΩ0). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (16) ñ
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ó÷åòîì òîãî, ÷òî dm/dt = 0 (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ) èìååì

(
d (mR + m0)

dt

)

R
+ (ωR + Ω0)× (mR + m0) = 0. (17)

Ïåðåéäåì òåïåðü â ñèñòåìó îòñ÷åòà, íåïîäâèæíóþ îòíîñèòåëüíî
òåëà, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ −Ω0. Òîãäà, ñîãëàñíî (16),

(
d (mR + m0)

dt

)

R
=

(
d (mR + m0)

dt

)

C
−Ω0 × (mR + m0) ,

ãäå èíäåêñîì C îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â íåïîäâèæíîé
îòíîñèòåëüíî òåëà ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîñëåä-
íåé ôîðìóëû â (17) ñ ó÷åòîì, ÷òî â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
·
m0 = 0, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (èíäåêñû R è C
îïóùåíû):

·
m=(m + m0)× ω, m = Iω, m0 = IΩ0, (18)

ãäå ïîä ω è m ñëåäóåò ïîíèìàòü óãëîâóþ ñêîðîñòü òåëà è åãî êèíå-
òè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò,
íî èçìåðåííûå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà, íåïîäâèæíîé îòíî-
ñèòåëüíî òåëà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîãî ãèðîñêîïà â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà
ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ
æèäêîñòè

du
dt

+ 2Ω0 × u = − 1
ρ0
∇p, divu = 0 (19)

òàêóþ æå îïåðàöèþ, êàêàÿ èñïîëüçîâàëàñü âûøå â îòíîøåíèè óðàâ-
íåíèé (1). Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî íà êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåé-
íûõ ïîëåé ñêîðîñòè äâèæåíèå èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè âíóòðè ýëëèïñîèäà, âðàùàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ Ω0, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

·
m = ω× (m+2m0) , m = Iω, m0 = Iω0. (20)
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Çäåñü ω è ω0 àôôèííî ïðåîáðàçîâàííûå çàâèõðåííîñòü Ω è óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü îáùåãî âðàùåíèÿ Ω0 (ñì (7)). Óðàâíåíèÿ (20) ñ òî÷íî-
ñòüþ äî òðèâèàëüíûõ çàìåí ω −→ −ω è 2ω0 −→ −Ω0 ñîâïàäàþò
ñ (18). Íåîáõîäèìîñòü òàêèõ çàìåí ñâÿçàíà, âî-ïåðâûõ ñ òåì, ÷òî â
ýéëåðîâîì îïèñàíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ
íå îòíîñèòåëüíî "òåëà" (æèäêîñòè), à îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà,
à âî-âòîðûõ, óðàâíåíèÿ (20) çàïèñàíû â òåðìèíàõ çàâèõðåííîñòè,
ðàâíîé óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ëîêàëüíîãî âðàùåíèÿ æèäêî-
ñòè.

Óðàâíåíèÿ (20) èìåþò äâà êâàäðàòè÷íûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà
äâèæåíèÿ:

E =
1
2
ω ·m, K2 = (m+2m0)

2 , (21)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è èíâàðèàíòó Êåëü-
âèíà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (20), êàê è ìåõà-
íè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, èíòåãðèðóåìû â êâàäðàòóðàõ.

Óïðàæíåíèÿ. 1.
Ïîïûòàéòåñü èçîáðàçèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ìåõàíè÷åñêîãî èëè

æèäêîãî âîë÷êà â ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ èëè åãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî àíàëîãà, èñïîëüçóÿ èíâà-
ðèàíòû (10), (11). Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè (ñòàöèîíàðíûå ðå-
øåíèÿ). Êàê âåäóò ñåáÿ ôàçîâûå òðàåêòîðèè â èõ ìàëûõ îêðåñòíî-
ñòÿõ?

2. Êàê âûðàæàåòñÿ äàâëåíèå âíóòðè æèäêîãî ãèðîñêîïà ÷åðåç
ïàðàìåòðû Ïóàíêàðå?

Îòâåò:

p (r, t) = ρ0

3∑

i=1

3∑

j=1

Pijωiωj ,

ãäå

Pii =
1
2

3∑

s=1

x2
s − x2

i , Pij = − aiaj

a2
i + a2

j

xixj .

3. Ïîïûòàéòåñü ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ (21) èçîáðàçèòü ôàçî-
âûé ïîðòðåò âîë÷êà â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà
Ro = |ω/2ω0| ïðè óñëîâèè, ÷òî îáùåå âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã
îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà.
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Ïîäñêàçêà. Òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ "ýíåðãåòè÷å-
ñêîãî" ýëëèïñîèäà

m2
1

2EI1
+

m2
2

2EI2
+

m2
3

2EI3
= 1

ñ "öèðêóëÿöèîííîé" ñôåðîé ðàäèóñà K è öåíòðîì â òî÷êå −2m0.
Âîîáùå, ýòó çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà, îäíà-
êî äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Ðîññáè ðåçóëüòàò ëåãêî ñîîáðàçèòü. Îïèøèòå
äâèæåíèå ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðîññáè â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. ×òî
îíî âàì íàïîìèíàåò?
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Ìåõàíè÷åñêèå ïðîòîòèïû óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ èäåàëüíîé áàðîêëèííîé æèäêîñòè
â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå è èõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

1. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ òðàêòîâêà óðàâíåíèé Îáåðáåêà-
Áóññèíåñêà äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé
æèäêîñòè â ïîëå ñèë òÿæåñòè. Óïîìÿíóòûå óðàâíåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò äëÿ íàñ îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ øèðîêèì ïðèìåíåíè-
åì èõ â èññëåäîâàíèÿõ êîíâåêöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, âêëþ-
÷àÿ êîíâåêöèþ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, è ìåõàíèçìîâ áàðîêëèí-
íîé íåóñòîé÷èâîñòè. Â ×àñòè 1 ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî â ìåõàíèçìå
áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò íå ñæè-
ìàåìîñòü, à ðàññëîåííîñòü æèäêîñòè. Èìåííî ïîýòîìó â òåîðåòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ íåò ñìûñëà óñëîæíÿòü çàäà÷ó ó÷åòîì ñæèìà-
åìîñòè, åñëè ðå÷ü íå èäåò îá îêîëî èëè ñâåðõçâóêîâûõ äâèæåíèÿõ.
Óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂u
∂t

+ (u∇)u = − 1
ρ0
∇p +

ρ

ρ0
g, (1)

∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = 0, divu = 0. (2)

Çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ρ = ρ (r, t) � îòêëîíåíèå
ïëîòíîñòè îò ñðåäíåãî ôîíîâîãî çíà÷åíèÿ ρ0 = const, p � îòêëî-
íåíèå äàâëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
P0 = P0 (z) (dP0/dz + gρ0 = 0). Ïðè âûâîäå (1) ïðåíåáðåãàåòñÿ èç-
áûòêîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî íàïîðà ρdu/dt ïî ñðàâíåíèþ ñ àðõè-
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ìåäîâûìè ñèëàìè, à (ρ/ρ0)g � ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèë ãðàâèòàöèè è
Àðõèìåäà (ñì. Ëàíäàó, Ëèôøèö, 1986):

Â òåðìèíàõ çàâèõðåííîñòè Ω è q = ∇ρ/ρ0 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïðèíèìàþò âèä:

∂Ω
∂t

− {Ω,u} = −g × q, (3)

∂q
∂t

+ (u∇)q = −q
δu
δr

. (4)

Îíè ñîõðàíÿþò ïîëíóþ ýíåðãèþ æèäêîñòè

E =
1
2
ρ0

∫∫∫

D

u2dxdydz −
∫∫∫

D

ρg · rdxdydz (5)

è îáëàäàþò äâóìÿ ëàãðàíæåâûìè èíâàðèàíòàìè � ïîòåíöèàëüíûì
âèõðåì

Π = Ω · ∇ρ (6)

è ïëîòíîñòüþ ρ (ïî îïðåäåëåíèþ), ïðè÷åì (4) îçíà÷àåò íåïîäâèæ-
íîñòü ïîëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè.

Ýëëèïòè÷åñêîå âðàùåíèå òàêîé ðàññëîåííîé æèäêîñòè âíóòðè
ýëëèïñîèäà, ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííîãî â ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî
îïèñàòü â êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåéíûõ ïîëåé ñêîðîñòè (12.4),
(12.6) è ïëîòíîñòè

ρ (r, t) = r · ∇ρ =
∂ρ

∂x1
x1 +

∂ρ

∂x2
x2 +

∂ρ

∂x3
x3, ρ (0, t) = 0, (7)

ãäå ∇ρ = ∇ρ (t) çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
(12.6) è (7) â (3), (4) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà:

·
m = ω ×m + gσ × l0, (8)
·
σ = ω × σ, m = Iω, (9)

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà σ � îòíîñèòåëüíûå ðàçíîñòè ïëîòíîñòåé
íà ãëàâíûõ ïîëóîñÿõ ýëëèïñîèäà:

σ =
1
ρ0

(
a1

∂ρ

∂x1
i + a2

∂ρ

∂x2
j + a3

∂ρ

∂x3
k
)

,

à l0 - ïîñòîÿííûé âåêòîð ðàçìåðíîñòè äëèíû, çàäàâàåìûé îðèåíòà-
öèåé ýëëèïñîèäà â ïðîñòðàíñòâå,

l0 = a1 cosα1i + a2 cosα2j + a3 cosα3k,
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cosαi (i = 1, 2, 3) � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæå-
ñòè g îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà.

Ñîãëàñíî (9), σ2 = const. Ïîýòîìó, ââîäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð
γ = σ/σ è äåëàÿ çàìåíó ω → −ω è σ → −σ, ñèñòåìó (8), (9)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

·
m = m× ω + gσγ × l0, (10)
·
γ = γ × ω, m = Iω. (11)

À ýòî åñòü â òî÷íîñòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà äâèæåíèÿ òÿæå-
ëîãî âîë÷êà, çàïèñàííûå â ñèñòåìå êîîðäèíàò, íåïîäâèæíîé îòíî-
ñèòåëüíî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå m è ω � ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
è óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, σ � ìàññà âîë÷êà, γ � åäèíè÷íûé âåêòîð
â íàïðàâëåíèè ñèëû òÿæåñòè, à l0 � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà èíåð-
öèè òåëà. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà- Ïóàññîíà îáëàäàþò òðåìÿ ïåðâûìè
èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ:

EM =
1
2
m · ω + gσl0 · γ, (12)

ΠM = m · γ, γ2 = γ2
1 + γ2

2 + γ2
1 . (13)

Ïåðâûé èç íèõ åñòü ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, âòîðîé � ïðîåêöèÿ ìîìåíòà êîëè-
÷åñòâà äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ,
ñîãëàñíî òåîðåìå Ý. Íåòåð, ñîõðàíÿåòñÿ èç-çà èíâàðèàíòíîñòè ãà-
ìèëüòîíèàíà (ýíåðãèè) îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè. Èíâàðèàíòíîñòü γ2 åñòü ñëåäñòâèå íåïîäâèæíîñòè ãðàâè-
òàöèè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà.

Ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ EM ñîõðàíÿåò ñâîé ýíåð-
ãåòè÷åñêèé ñìûñë, òîãäà êàê ΠM åñòü ïîòåíöèàëüíûé âèõðü äëÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ òå÷åíèé, â ÷åì ëåãêî óáåäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ïóòåì ïîäñòàíîâîê (12.7) è (7) â (6). Çàìå÷àòåëüíî, îäíàêî, ÷òî èí-
âàðèàíòíîñòü ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ òîæå åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû
Ý. Íåòåð, ïîñêîëüêó â äèíàìèêå íåñæèìàåìîé ðàññëîåííîé æèäêî-
ñòè ðîëü ýêâèïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé èãðàþò íå ãîðèçîíòàëü-
íûå óðîâíè, êàê â ìåõàíè÷åñêîì ñëó÷àå, à ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
ïëîòíîñòè: ëþáîå îòîáðàæåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè â ñåáÿ íå ìåíÿåò
ñóììàðíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ðàññëîåííîé æèäêîñòè. Ïîýòî-
ìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî àíàëîãà ìåõàíè÷åñêîãî èí-
âàðèàíòà ΠM ïðîåêòèðîâàòü íàäî íå â íàïðàâëåíèè âåðòèêàëè, à
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â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè, ò.å.
â íàïðàâëåíèè ∇ρ. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ìåõàíè÷åñêèì è ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèì èíâàðèàíòàìè ΠM è Π èìååò ìåñòî ïî÷òè áóêâàëü-
íàÿ àíàëîãèÿ. Íàêîíåö, ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, èíâàðèàíòíîñòü γ2 åñòü ñëåäñòâèå íåïîäâèæ-
íîñòè ∇ρ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, à íå ãðàâèòàöèè îòíîñèòåëüíî
ïðîñòðàíñòâà.

Íàéäåííûå àíàëîãèè ìåæäó óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òÿæåëîé
æèäêîñòè è òÿæåëîãî âîë÷êà è èõ èíâàðèàíòàìè ñîõðàíÿþò ñèëó
è äëÿ äâèæåíèé â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìåõàíè-
÷åñêîì ñëó÷àå ñèñòåìà îòñ÷åòà âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî òåëà, à íå
ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêèìè ïðîîáðàçàìè óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ ðàññëîåííîé æèäêîñòè

∂u
∂t

+ (u∇)u+2Ω0 × u = − 1
ρ0
∇p +

ρ

ρ0
g, (14)

∂ρ

∂t
+ (u∇) ρ = 0, divu = 0 (15)

ñ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì

E =
1
2
ρ0

∫∫∫

D

u2dxdydz −
∫∫∫

D

ρg · rdxdydz (16)

è ëàãðàíæåâûìè èíâàðèàíòàìè

Π = (Ω + 2Ω0) · ∇ρ è ρ (17)

ñëóæàò óðàâíåíèÿ
·
m = ω × (m+2m0) + gσ × l0, (18)

·
σ = ω × σ, m = Iω,m0 = Iω0, (19)

êîòîðûå çàìåíîé ω → −ω, 2ω0 → −ω0 è σ/σ → −γ ïðèâîäÿòñÿ ê
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ òÿæåëîãî âîë÷êà â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà

·
m = (m + m0)× ω + gσγ × l0, (20)

·
γ = γ × ω, m = Iω,m0 = Iω0 (21)
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ñ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ

EM =
1
2
m · ω + gσl0 · γ, (22)

ΠM = (m + m0) · γ, γ2 = γ2
1 + γ2

2 + γ2
1 = 1. (23)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåðìèíîëî-
ãèè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà â ïîëå ñèë Êî-
ðèîëèñà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èõ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ òðàêòîâêó,
áóäåì íàçûâàòü áàðîòðîïíûì âîë÷êîì, à óðàâíåíèÿ (18), (19), ó÷è-
òûâàþùèå ðàññëîåííîñòü æèäêîé ñðåäû, � áàðîêëèííûì âîë÷êîì.

2. Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå áàðîêëèííîãî
âîë÷êà. Â ñâåòå íàéäåííûõ àíàëîãèé îïðåäåëåííûé èíòåðåñ, îñî-
áåííî ñ ïîçèöèé ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, ïðåäñòàâëÿåò âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîèòü ìåõàíè÷åñêèé ïðîîáðàç êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû è ïîíÿòü åãî
ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ òðàêòîâêó. Äëÿ ýòîãî ó íàñ åñòü èäåàëüíûé
èíñòðóìåíò � áàðîêëèííûé âîë÷îê ñ åãî èíâàðèàíòàìè, îòðàæàþ-
ùèìè ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè óðàâíåíèé âðàùàþ-
ùåéñÿ áàðîêëèííîé æèäêîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ïðè
îïèñàíèè êîíâåêòèâíûõ ïðîöåññîâ, êàêèìè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþò-
ñÿ àòìîñôåðíàÿ öèðêóëÿöèÿ è åå ëàáîðàòîðíûå àíàëîãè, óðàâ-
íåíèÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà çàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ïóëüñàöèé
òåìïåðàòóðû, ñâÿçàííûõ ñ ïóëüñàöèÿìè ïëîòíîñòè ñîîòíîøåíèåì
T/T0 = −ρ/ρ0. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ (18), (19) âåëè÷èíó σ
ñëåäóåò çàìåíèòü íà

−σ = q =
1
T0

(
a1

∂T

∂x1
i + a2

∂T

∂x2
j + a3

∂T

∂x3
k
)

,

â òåðìèíàõ êîòîðîé èíâàðèàíòû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

EM =
1
2
m · ω + gl0 · q, (24)

ΠM = (m+2m0) · q, q2 = q2
1 + q2

2 + q2
1. (25)

Äëÿ âûâîäà èñêîìîãî ïðèáëèæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ â òî÷íîñòè
òîé æå ñõåìîé, êîòîðóþ èñïîëüçîâàëàñü â ×àñòè 2 â îòíîøåíèè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä-
õîä ñîñòîÿë â ñëåäóþùåì.
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I. ×èñëî Ðîññáè ε = U/f0L = Ωz/f0 âìåñòå ñ áåçðàçìåðíûìè
ïàðàìåòðàìè

ξ =
f2
0 L2

gH
= O (ε) , η =

N2H

g
= O (ε) (26)

ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, ïðè÷åì îäèíàêîâûé ïîðÿäîê èõ ìàëîñòè
íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à èñïîëüçîâàëñÿ ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ
ðàññóæäåíèé. Çäåñü f0 � îñðåäíåííûé ïàðàìåòð Êîðèîëèñà, L è H �
òèïè÷íûå ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ìàñøòàáû ãëîáàëüíûõ
àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé, U è Ωz � èõ õàðàêòåðíûå ãîðèçîíòàëüíàÿ
ñêîðîñòü è âåðòèêàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü, à N2 = −gρ−1

0 ∂ρ/∂z =
gT−1

0 ∂T/∂z � êâàäðàò ÷àñòîòû Áðåíòà-Âÿéñåëÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî
∂T/∂z > 0.

II. Äâèæåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêèì è êâàçè-
ãåîñòðîôè÷åñêèì, ò.å. ñîîòíîøåíèÿ òåðìè÷åñêîãî âåòðà âûïîëíÿ-
þòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî O (ε).

III. Èñêîìîå ïðèáëèæåíèå íàõîäèòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ óðàâ-
íåíèé ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ è ïåðåíîñà òåìïåðàòóðû
ïî ïàðàìåòðó ε ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ O

(
ε2

)
.

Ïóñòü g íàïðàâëåíî â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x3, âî-
êðóã êîòîðîé ýëëèïñîèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω0. Ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (18), (19) ïàðàìåòðû ε, L2 è H îïðåäåëÿþòñÿ
ñîãëàñíî ôîðìóëàì:

ε =
ω

2ω0

(
ω =

√
ω2

1 + ω2
2 + ω2

3

)
, 2L2 = a2

1 + a2
2, H = a3. (27)

Òîãäà
ξ =

2ω2
0

(
a2

1 + a2
2

)

ga3
= O (ε) , (28)

N2 =
g

T0

∂T

∂x3
=

gq3

a3
, η =

N2a3

g
= q3 = O (ε) . (29)

Äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (14), (15) òåðìè÷åñêèé âåòåð
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

− (2Ω0∇)u =
1
T0

g ×∇T + O (ε) (30)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
∂u

∂z
= − g

2Ω0T0

∂T

∂y
+ O (ε) ,

∂v

∂z
=

g

2Ω0T0

∂T

∂x
+ O (ε) . (31)
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Ìîäåëüíûì óðàâíåíèÿì (18), (19) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå âåê-
òîðíîå ñîîòíîøåíèå òåðìè÷åñêîãî âåòðà

ω × 2m0 + gl0 × q = O (ε) (32)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (l0 = (0, 0,−a3)

ω2 = −a3gq2

2I3ω0
+ O (ε) , ω1 = −a3gq1

2I3ω0
+ O (ε) . (31a)

Ñ ïîìîùüþ (12.4), (12.6), (31) è (31à) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ω2 ∝ ∂u/∂z ∝ −∂T/∂y è ω1 ∝ −∂v/∂z ∝ −∂T/∂x. Ïîýòîìó ω2

è ω1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå àôôèííî ïðåîáðàçîâàííûõ
êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà.

Ñîãëàñíî (28), (29) è (31)

ω2

ω0
∝ ω1

ω0
∝ O (ε) ∝ q2

O (ε)
∝ q1

O (ε)

Îòñþäà
q1 ∝ q2 ∝ O

(
ε2

)
. (32))

Çàïèøåì òåïåðü ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ (18), (19) â êîîðäèíàò-
íîé ôîðìå, çàìåíèâ â íèõ ïðåäâàðèòåëüíî σ íà q:

I1
·

ω1 = (I3 − I2) ω2ω3 + 2I3ω0ω2 + ga3q2, (33)

I2
·

ω2 = (I1 − I3) ω1ω3 + 2I3ω0ω1 + ga3q1, (34)

I3
·

ω3 = (I2 − I1) ω1ω2,

·
q1 = ω2q3 − ω3q2, (35)
·
q2 = ω3q1 − ω1q3,

·
q3 = ω1q2 − ω2q1. (36)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (31à), óðàâíåíèå (36) äàåò îöåíêó ·
q3 =

o
(
ε3

)
. Ïîýòîìó ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ q3 = q30 = const. Çàìåíÿÿ

òåïåðü â ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ ïîäñèñòåìû (35) q3 íà q30 è
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èñêëþ÷àÿ èç íèõ q1 è q2 ñ ïîìîùüþ (31a), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà:

·
ω1 = −

(
ga3q30

2I3ω0
+ ω3

)
ω2,

·
ω2 =

(
ga3q30

2I3ω0
+ ω3

)
ω1,

êîòîðûå ïîëó÷èëèñü â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. (Âñïîìíèòå, ÷òî ïðè âûâîäå êâàçèãåîñò-
ðîôè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû ìû íà
àíàëîãè÷íîì ýòàïå ðåäóöèðîâàëè óðàâíåíèå ýâîëþöèè ïîòåíöèàëü-
íîé òåìïåðàòóðû.)

Òåïåðü îñòàåòñÿ ïîíÿòü, ÷òî òàêîå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèé ïî-
òåíöèàëüíûé âèõðü? Íà îñíîâàíèè ñäåëàííûõ âûøå îöåíîê âûðà-
æåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ

Π = (m + 2m0) · q =I1ω1q1 + I2ω2q2 + I3ω3q3 + 2I3ω0q3

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

Π = I3 (2ω0 + ω3) q30 + O
(
ε3

)
.

Ïîýòîìó êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé âèõðü ðàâåí

ΠG = I3 (2ω0 + ω3) q30,
·
ΠG = 2I3q30

·
ω3,

è åãî ýâîëþöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì (35).
Òàêèì îáðàçîì, êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå áàðîêëèí-

íîãî ãåîôèçè÷åñêîãî âîë÷êà ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì øåñòè èç-
ìåðåíèé îïèñûâàåòñÿ òðåõêîìïîíåíòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé

I3
·

ω3 = (I2 − I1) ω1ω2,

·
ω1 = −

(
ga3q30

2I3ω0
+ ω3

)
ω2, (37)

·
ω2 =

(
ga3q30

2I3ω0
+ ω3

)
ω1.

Ñèñòåìà çàïèñàíà â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðèñòèê ãëî-
áàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé � âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè,
êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà è âåðòèêàëüíîé ñòðàòèôèêàöèè,
ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòîì è âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êà÷åñòâå çàäàííîãî
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ïàðàìåòðà, êàê è â ñëó÷àå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàñòîÿùåé áàðîêëèííîé àòìîñôåðû.

Ïîñëå äåëåíèÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé (37) íà ω2
0 è ââåäåíèÿ

ìåäëåííîãî âðåìåíè è íîâûõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

τ = ω0t, X =
ω1

ω0
, Y =

ω2

ω0
, Z = S +

ω3

ω0
,

ñèñòåìà (37) çàïèñûâàåòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîé ôîðìå:
·

X = −Y Z,
·
Y = ZX,

·
Z = ΓXY. (38)

Çäåñü
Γ =

I2 − I1

I3
=

a2
1 − a2

2

a2
1 + a2

2

, S =
ga3q30

2I3ω2
0

,

ïðè÷åì S, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (27) , åñòü íå ÷òî èíîå, êàê èç-
âåñòíûé â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå ïàðàìåòð ñòðàòèôèêàöèè
S (ñì. Ïåäëîñêè, 1984), ñâÿçàííûé ñ ïàðàìåòðîì áàðîêëèííîñòè
α2 = L2

R/L2
0 (ñì. ëåêöèþ 11) ñîîòíîøåíèåì

S =
N2H2

f2
0 L2

=
L2

R

L2
= α2 L2

0

L2
. (39)

Çäåñü L0 ìàñøòàá Ðîññáè-Îáóõîâà è LR � âíóòðåííèé ðàäèóñ äå-
ôîðìàöèè Ðîññáè.

Â äàëüíåéøåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü a1 > a2.
Ñèñòåìà (38) îáëàäàåò äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè ïåðâûìè èíòåãðàëà-
ìè äâèæåíèÿ:

EG =
1
2

(
ΓX2 + Z2

)
, ΘG = X2 + Y 2, (40)

êîòîðûå ïðè S = 0 (íåéòðàëüíàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ) ìîæíî òðàêòî-
âàòü êàê ïîëíóþ ýíåðãèþ è ýíòðîïèþ (ñëåäñòâèå íåïîäâèæíîñòè
∇T îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè). Êàê ìû óâèäèì íèæå, S 6= 0 õà-
ðàêòåðèçóåò ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ îò êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî äâèæå-
íèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Îáóõîâà (ñì. Ãëåäçåð, Äîëæàíñêèé, Îáóõîâ,
1981), ñèñòåìà (38), îáëàäàþùàÿ äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè ïîëîæè-
òåëüíûìè èíâàðèàíòàìè, ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèÿì Ýéëåðà äâè-
æåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äî íåêîòîðîé ñòåïåíè íåîæèäàí-
íûé ðåçóëüòàò:

Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
òÿæåëîãî æèäêîãî âîë÷êà â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé,
ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðèñòèê ãëî-
áàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, ò.å. âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííî-
ñòè è êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (33)-( 36). Êàê îíè

ñîîòíîñÿòñÿ ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (38)? Êàêèå ñòàöè-
îíàðíûå äâèæåíèÿ îíè îïèñûâàþò?

2. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (38) â ïðîñòðàíñòâå
(X,Y, Z), èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòû (39).
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Ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà
ïðèìåðå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé

1. Ïîñòàíîâêà âîïðîñà. Îáðàçîâàíèå âèõðåâûõ äâèæåíèé ñà-
ìîãî ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà, íà÷èíàÿ îò ðåãóëÿðíûõ ëàáîðàòîðíûõ
òå÷åíèé, íåðåãóëÿðíîãî âûòåêàíèÿ âîäû èç âîäîïðîâîäíîãî êðàíà,
òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè â ïðîìûøëåííûõ óñòàíîâêàõ è
áûñòðûõ ðåêàõ è çàêàí÷èâàÿ öèðêóëÿöèÿìè îêåàíà, ïëàíåòíûõ àò-
ìîñôåð, íà çâåçäàõ è äàæå ôîðìèðîâàíèå ãàëàêòèê, êàê ïðàâèëî,
ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè òàê íàçûâàåìîãî ïåðâè÷íîãî òå÷å-
íèÿ (primary �ow), êîíôèãóðàöèÿ êîòîðîãî çàäàåòñÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè â ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè, ëèáî âíåøíèìè èñòî÷íè-
êàìè ýíåðãèè, ïîääåðæèâàþùèìè äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè.

Ìåõàíèçìîâ íåóñòîé÷èâîñòè èçâåñòíî ñîâñåì íåìíîãî. Íàïðè-
ìåð, ãëîáàëüíûå òå÷åíèÿ àòìîñôåðû è îêåàíà ôîðìèðóþòñÿ ãëàâ-
íûì îáðàçîì ïîä âëèÿíèåì áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ò.å. èç-
çà íàëè÷èÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ñäâèãà ñêîðîñòè), áàðîêëèííîé èëè
êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè, îáóñëîâëåííîé èçáûòêîì ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ïîòîêà ðàññëîåííîé æèäêîñòè, è îðîãðàôè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè, ñïðîâîöèðîâàííîé ðåëüåôîì ïîäñòèëàþùåé ïî-
âåðõíîñòè. Íå èñêëþ÷åíî òàêæå, ÷òî îïðåäåëåííóþ ðîëü ìîãó èã-
ðàòü óïîìÿíóòûå â ×àñòè 2 ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàíåòàð-
íûõ âîëí è òàê íàçûâàåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ñ êî-
òîðîé, â ÷àñòíîñòè, ïûòàþòñÿ ñâÿçàòü èçâåñòíûé èç íàáëþäåíèé
êâàçèäâóõëåòíèé öèêë êîëåáàíèé àòìîñôåðíîé öèðêóëÿöèè.

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ � ïîíÿòèå íåîäíîçíà÷íîå. Íàïðèìåð,
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî Ëÿïóíîâó îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
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âñåãäà íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èçìåíèòü
íå áîëåå, ÷åì íà δ, ðåøåíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èçìåíèòüñÿ
íå áîëåå, ÷åì íà ε, ò.å. ýòî åñòü óñòîé÷èâîñòü ïî âîçìóùåíèÿì
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêîé ïîäõîä, îäíàêî, ñòðîãî ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëèøü íà îñíîâå íåðåäóöèðîâàííûõ, ò.å. íåëèíåéíûõ, ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó èìååò îãðàíè÷åííîå àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðèìåíåíèå, â îñîáåííîñòè, êîãäà ðå÷ü èäåò î âÿçêèõ òå÷åíèÿõ
(ñì. ×àñòü 4).

Îñíîâíîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè ëèíåàðèçîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëü-
íûå âîçìóùåíèÿ óïîìÿíóòîãî ñîñòîÿíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíî ìàëû.
Â ýòîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íåîãðàíè-
÷åííî ðàñòóùèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè ðàñòóùåå âîçìóùåíèå äîñòèãàåò íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðåñòàþò "ðàáî-
òàòü à ñîãëàñíî òî÷íûì óðàâíåíèÿì èç-çà âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè
ñèñòåìà ïåðåõîäèò â íîâîå êà÷åñòâåííî äðóãîå ñîñòîÿíèå, èëè, êàê
ãîâîðÿò ôèçèêè, ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì òåïåðü
îáëàêî íà÷àëüíûõ äàííûõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Êàæäîå òàêîå âîçìóùåíèå íåèçáåæíî äîñòèãíåò òîãî æå
çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå
÷ëåíû, è ñèñòåìà íåçàâèñèìî îò âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ïåðåéäåò â òî æå ñàìîå âòîðè÷íîå ñîñòîÿíèå. Îäíàêî êàæäàÿ òî÷-
êà îáëàêà äîñòèãàåò óïîìÿíóòîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ â ðàçíûå
âðåìåíà. Ïîýòîìó, åñëè òåïåðü êàæäîå èç âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ
âîçìóùåíèé óñòðåìèòü ê íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ
äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè òàêæå óñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íî íåðàâ-
íîìåðíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íåò óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äî-
êàçàíà íåóñòîé÷èâîñòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, òî ýòî åñòü
íåóñòîé÷èâîñòü è â òî÷íîì ñìûñëå.

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
ðåøàòü çàäà÷ó â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ïðèìåíèòåëüíî ê òå÷å-
íèÿì èäåàëüíîé æèäêîñòè âåñüìà ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
Ëÿïóíîâà-Àðíîëüäà, îñíîâàííûé ëèøü íà èñïîëüçîâàíèè ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à íå èõ ðå-
øåíèé. ×òîáû íà íà÷àëüíîì ýòàïå íå îáðåìåíÿòü ÷èòàòåëÿ èçëèø-
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íèìè òåõíè÷åñêèìè ñëîæíîñòÿìè, êîòîðûå íåèçáåæíî âîçíèêàþò
ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè,
çàòåíÿþùèìè îñíîâîïîëàãàþùóþ èäåþ, îáà ïîäõîäà èëëþñòðèðó-
þòñÿ çäåñü íà ïðèìåðå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé.

2. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ. Âûáîð òàêîãî ïðèìåðà ñäåëàí íå ñëó-
÷àéíî, à ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, íàïîìèíàþ, óðàâíå-
íèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èìåþò,
ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå òðàêòîâêè: îíè îïèñûâà-
þò òå÷åíèå îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âíóòðè ðàçíîîñíî-
ãî ýëëèïñîèäà â êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåéíûõ ïîëåé ñêîðîñòè
è ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå òðåõ äèñïåðãèðóþùèõ âîëí, íàïðè-
ìåð, âîëí Ðîññáè. Ïîýòîìó äîêàçàííûå íèæå òåîðåìû Ýéëåðà èìå-
þò òàêæå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, â ÷åì ìû óáåäèìñÿ åùå
ðàç ïðè èçó÷åíèè ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé è òå÷åíèÿ
Êîëìîãîðîâà. Âî-âòîðûõ, òåîðåìû Ýéëåðà, êàê ìû óâèäèì, ïî ñó-
òè ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèì àíàëîãîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðåìû
Ðýëåÿ îá óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîãî ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, î êîòîðîé ðå÷ü èäåò â Ëåêöèè 18.

Íàïîìèíàþ, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ìåõàíè÷åñêîé òðàêòîâêå çàïè-
ñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò, âìîðîæåííîé â òåëî, è
èìåþò âèä

·
M= M× ω, M =Iω. (1)

Çäåñü ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ, M � ìîìåíò êî-
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èëè, êàê åãî åùå íàçûâàþò, êèíåòè÷åñêèé ìî-
ìåíò, I � òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè, êîòîðûé â ãëàâíûõ îñÿõ èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè I1, I2, I3. Â ãèäðî-
äèíàìè÷åñêîé òðàêòîâêå, êîòîðîé ìû è âîñïîëüçóåìñÿ íèæå, óðàâ-
íåíèÿ (1) çàïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà è îïèñûâàþò
äâèæåíèå îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âíóòðè ðàçíîîñíîãî
ýëëèïñîèäà íà êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåéíûõ ïîëåé ñêîðîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå

I1 = a2
2 + a2

3, I2 = a2
3 + a2

1, I3 = a2
1 + a2

2,

ãäå a1, a2, a3 � ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà, ïðè÷åì â ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîé òðàêòîâêå ω ñëåäóåò çàìåíèòü íà −ω (ñëåäñòâèå òîãî,
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÷òî ïîäâèæíàÿ è íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò îáìåíèâàþòñÿ
ðîëÿìè).

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (1) ñ òî÷íîñòüþ äî óïîìÿíó-
òîé çàìåíû ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

I1
·

ω1 = (I3 − I2) ω2ω3,

I2
·

ω2 = (I1 − I3) ω1ω3, (2)

I3
·

ω3 = (I2 − I1) ω1ω2.

Íà óñòîé÷èâîñòü èññëåäóþòñÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè

ωi = ω0 = const 6= 0, ωj = ωk = 0 (i 6= j 6= k 6= i) ,

ò.å. ñòàöèîíàðíûå æèäêèå âðàùåíèÿ âîêðóã ãëàâíûõ îñåé ýëëèï-
ñîèäà. Ïóñòü ω

′
i (i = 1, 2, 3) � èíôèíèòåçèìàëüíîå âîçìóùåíèå, íà-

ïðèìåð, ñîñòîÿíèÿ ω0 = (0, 0, ω0).
Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

I1
·
ω
′

1 = (I3 − I2) ω0ω
′
2,

I2
·
ω
′

2 = (I1 − I3) ω0ω
′
1, (3)

I3
·
ω
′

3 = O
(
ω
′
1ω

′
2

)

èùåì â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

ω
′
1 = Ae−iλt, ω

′
2 = Be−iλt.

Ïîäñòàíîâêà äàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ A è B:

iI1λA + (I3 − I2) ω0B = 0,

(I1 − I3)ω0A + iI2λB = 0,

êîòîðàÿ èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî äåòåð-
ìèíàíò
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∣∣∣∣∣

iI1λ (I3 − I2) ω0

(I1 − I3) ω0 iI2λ

∣∣∣∣∣ = 0

Îòñþäà

λ2 = ω2
0 (I3 − I1) (I3 − I2)�I1I2.

Ïîñêîëüêó êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåíû, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îçíà÷àþò, ÷òî Imλ = 0. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ,
ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåìó ðåøåíèþ. Ïîýòîìó
â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, åñ-
ëè

à) I3 > I1, I2 ëèáî á) I3 < I1, I2

Â òåðìèíàõ ãëàâíûõ ïîëóîñåé ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî

à ) a2
3 < a2

1, a
2
2, ëèáî á) a2

3 > a2
1, a

2
2,

ò.å. âðàùåíèÿ âîêðóã êîðîòêîé è äëèííîé îñåé ýëëèïñîèäà óñòîé-
÷èâû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a2

1 < a2
3 < a2

2, ëèáî a2
1 > a2

3 > a2
2, ò.å.

I1 > I3 > I2, ëèáî I1 < I3 < I2 êîðíè λ1,2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Ýòî è îçíà÷àåò íåóñòîé÷è-
âîñòü æèäêîãî âðàùåíèÿ âîêðóã ñðåäíåé îñè ýëëèïñîèäà. Ïðèìå-
íèòåëüíî ê ìåõàíè÷åñêîìó ãèðîñêîïó ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ôîð-
ìóëèðóþòñÿ â âèäå òåîðåì Ýéëåðà.

Òåîðåìà 1. Âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé âî-
êðóã ìàëîé è áîëüøîé îñåé òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè óñòîé÷èâû.

Òåîðåìà 2. Âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé âî-
êðóã ñðåäíåé îñè òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè íåóñòîé÷èâî.

Ïðèìåíèòåëüíî ê æèäêîìó ãèðîñêîïó âðàùåíèÿ âîêðóã ìàëîé,
áîëüøîé è ñðåäíåé îñåé òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè íàäî çàìåíèòü
íà âðàùåíèÿ âîêðóã ìàëîé, áîëüøîé è ñðåäíåé îñåé ýëëèïñîèäà ñî-
îòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Ëèíåéíóþ ñèñòåìó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

·
ω
′
= L (ω0) ω

′
,

ãäå ω
′
=

(
ω
′
1, ω

′
2, ω

′
3

)
, ω0 = (0, 0, ω0) è
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L (ω0) =




0 I3−I2
I1

ω0 0
I1−I3

I2
ω0 0 0

0 0 0


 .

Òîãäà −iλ1,2 = σ1,2 åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L (ω0), ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì êîëåáàíèÿì (ñîáñòâåííûì âåêòîðàì)
ω
′
1 = (exp (−iλ1t) , 0, 0) è ω

′
2 = (0, exp (−iλ2t) , 0) â îêðåñòíîñòè äè-

íàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, ò.å.

L (ω0) ω
′
1,2 = σ1,2ω

′
1,2.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà èññëåäîâàíèÿ ëè-
íåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷åííî-
ãî ëèíåàðèçàöèåé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ñïðàâåäëèâî è â îòíîøåíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê
ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ·

x = N (x)x (N (x) - íåëèíåé-
íûé îïåðàòîð è x = (x1, x2, ..., xn)) ïîðÿäêà n, êîòîðàÿ ïîñëå ëè-
íåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî åå íåïîäâèæíîé òî÷êè x = X0

( ·
X0 = 0

)

ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ·
x
′
= L (X0)x

′ äëÿ èí-
ôèíèòåçèìàëüíûõ âîçìóùåíèé x

′
= x−X0. Â ñâÿçè ñ ýòèì óæå íà

ýòîì ýòàïå óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû â ãèäðîäèíàìèêå ëèíåà-
ðèçîâàííûé îïåðàòîð îáëàäàåò íå òîëüêî äèñêðåòíûì, íî è íåïðå-
ðûâíûì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûé ïîðîæäàåò àë-
ãåáðàè÷åñêóþ (ñòåïåííóþ) íåóñòîé÷èâîñòü, íåðåäêî ñóùåñòâåííî
çàòðóäíÿþùóþ èññëåäîâàíèå.

3. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ: ìåòîä Ëÿïóíîâà-Àðíîëüäà. Óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà (1) îáëàäàþò äâóìÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè
ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ - êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé è êâàä-
ðàòîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ:

E =
1
2
ω ·M =

M2
1

2I1
+

M2
2

2I2
+

M2
3

2I3
, (4)

M2 = M ·M = M2
1 + M2

2 + M2
3 . (5)
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Â òåðìèíàõ Mi (i = 1, 2, 3) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïåðåïèñûâàþòñÿ â
âèäå

·
M1 =

(
1
I2
− 1

I3

)
M2M3,

·
M2 =

(
1
I3
− 1

I1

)
M3M1, (3a)

·
M3 =

(
1
I1
− 1

I2

)
M1M2.

Èäåÿ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Àðíîëüäà ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíâàðèàíòîâ äâèæåíèÿ � ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
F , ÷òîáû åå ïåðâàÿ âàðèàöèÿ â íåïîäâèæíîé òî÷êå M0 = (0, 0, M0)
(M0 = I3ω0) îáðàùàëàñü áû â íóëü. Òîãäà çíàêîîïðåäåëåííîñòü âòî-
ðîé âàðèàöèè â ýòîé æå òî÷êå îçíà÷àåò åå óñòîé÷èâîñòü. Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü δF (M0) = 0, à δ2F (M0) � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò âàðèàöèé δMi (i = 1, 2, 3) (îòðèöàòåëüíóþ
çíàêîîïðåäåëåííîñòü âñåãäà ìîæíî èçìåíèòü íà ïîëîæèòåëüíóþ,
èçìåíèâ çíàê ôóíêöèè Ëÿïóíîâà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå M0

ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà èìååò ìèíèìóì, à ñàìó âòîðóþ âàðèàöèþ ìîæ-
íî âçÿòü â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ ðåøåíèÿ îò ñòàöèîíàðíîãî
ñîñòîÿíèÿ, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ ‖ M−M0 ‖2

(1)= δ2F (M0).
Â êà÷åñòâå âòîðîé ìåðû ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó ‖ M−M0 ‖2

(2)=
F (M) − F (M0) = δ2F (M0) + o

(
δM2

)
. Â ñèëó ïîñëåäíåãî ðàâåí-

ñòâà îáå ìåðû ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëü-
íûå êîíñòàíòû C1 è C2, ÷òî

C1 ‖ M−M0 ‖(1)≤‖ M−M0 ‖(2)≤ C2 ‖ M−M0 ‖(1) . (6)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò îòêëîíåíèå
δM îò íåïîäâèæíîé òî÷êè M0 ìàëî. Òîãäà ìàëà áóäåò ìåðà
‖ M−M0 ‖(1), à èç-çà âòîðîãî íåðàâåíñòâà (6) ìàëà ìåðà ‖
M−M0 ‖(2). Íî ýòà âòîðàÿ ìåðà åñòü èíâàðèàíò äâèæåíèÿ, êîòî-
ðûé áóäåò ñîõðàíÿòñÿ ìàëûì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â ñèëó ïåð-
âîãî íåðàâåíñòâà (6) ìàëîé áóäåò ñîõðàíÿòñÿ è ìåðà ‖ M−M0 ‖(1),
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü êîòîðîé âëå÷åò ìàëîñòü îòêëîíå-
íèÿ δM â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå êîí-
êðåòíûìè âû÷èñëåíèÿìè.
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Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà áóäåì èñêàòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïîëàãàÿ

F = E + λM2 =
M2

1

2I1
+

M2
2

2I2
+

M2
3

2I3
+ λ(M2

1 + M2
2 + M2

3 ),

ãäå λ - êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ δF (M0) = 0.
Âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ âàðèàöèè F :

δF =
(

1
I1

+ 2λ

)
M1δM1 +

(
1
I2

+ 2λ

)
M2δM2 +

(
1
I3

+ 2λ

)
M3δM3,

δ2F =
(

1
I1

+ 2λ

)
(δM1)

2 +
(

1
I2

+ 2λ

)
(δM2)

2 +
(

1
I3

+ 2λ

)
(δM3)

2 .

Èç òðåáîâàíèÿ δF (M0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî 2λ = −1/I3. Ñëåäîâàòåëü-
íî,

F =
1
2

(
1
I1
− 1

I3

)
M2

1 +
1
2

(
1
I2
− 1

I3

)
M2

2 ,

δ2F =
(

1
I1
− 1

I3

)
(δM1)

2 +
(

1
I2
− 1

I3

)
(δM2)

2 .

Òîãäà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (çíàêîîïðåäåëåííîñòü δ2F ) îçíà÷àþò

à)I3 > I1, I2 ëèáî á)I3 < I1, I2,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ëèíåéíîé òåîðèè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè I1 > I3 > I2, ëèáî I1 < I3 < I2, êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà δ2F íå çíàêîîïðåäåëåíà, ÷òî â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåî-
ðèè îçíà÷àåò ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè è, ñëåäî-
âàòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî íåóñòîé÷èâîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå íåóñòîé-
÷èâîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã ñðåäíåé îñè äîêàçàíà ëèíåéíîé òåîðèåé,
÷òî, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, îáåñïå÷èâàåò íåóñòîé÷èâîñòü â òî÷íîì
ñìûñëå.

4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òðàêòîâêà. Â ïðîñòðàíñòâå êèíåòè÷åñêèõ
ìîìåíòîâ Mi (i = 1, 2, 3) òðàåêòîðèè âîë÷êà îáðàçóþòñÿ ïåðåñå÷å-
íèÿìè "ýíåðãåòè÷åñêèõ" ýëëèïñîèäîâ (4) ñ ãëàâíûìè ïîëóîñÿìè
2EIi (i = 1, 2, 3) è "öèðêóëÿöèîííûõ" ñôåð (5) ðàäèóñà | M | ñ
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Ðèñ. 1. Ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ "ýíåðãåòè÷åñêèõ" ýëëèïñîèäîâ è
"öèðêóëÿöèîííûõ" ñôåð.

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 1, èç
êîòîðîãî âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïðèíàäëå-
æàùèõ ìàëîé è áîëüøîé ãëàâíûì îñÿì ýëëèïñîèäà, âîë÷îê ñîâåð-
øàåò ìàëûå âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ, ò.å. ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè
óñòîé÷èâû è ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè, òîãäà êàê íåïîäâèæíàÿ òî÷êà,
ïðèíàäëåæàùàÿ ñðåäíåé îñè, îòíîñèòñÿ ê ñåäëîâîé. Ýòà òî÷êà åñòü
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñåïàðàòðèñ, âäîëü îäíîé èç êîòîðûõ òðà-
åêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå, à âäîëü äðóãîé �
ðàçáåãàþòñÿ íà äàëåêèå ðàññòîÿíèÿ, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ íåóñòîé÷è-
âîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã ñðåäíåé îñè. Ïî ñóùåñòâó ôàçîâûé ïîðòðåò,
ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1, åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåì Ýéëåðà.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü âðàùåíèå ýëëèïñîèäà ïðîèñõîäèò âî-
êðóã åãî ãëàâíîé îñè x3 ñ ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ω0 = (0, 0, ω0), à ω = (0, 0, Ω) � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèé (12.20). Ìåòîäàìè ëèíåéíîé òåîðèè è Ëÿïóíîâà-Àðíîëüäà ïî-
ïûòàéòåñü ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ÷èñëà Ðîññáè Ro = Ω/2ω0

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé (ìàëîé, áîëüøîé
è ñðåäíåé) èç ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà.

Ïîäñêàçêà. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò-
ñÿ èç âûðàæåíèÿ
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λ2 =

(
a2

1 − a2
3

I2
Ω + 2

I3

I2
ω0

) (
a2

2 − a2
3

I1
Ω + 2

I3

I1
ω0

)
.

Ïðåäñòàâüòå ðåçóëüòàò ãðàôè÷åñêè â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ(
Ro, λ2

)
è ïîêàæèòå, ÷òî ñèëû Êîðèîëèñà îêàçûâàþò äâîÿêîå

âëèÿíèå: äåñòàáèëèçèðóþò óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ è ñòàáèëèçèðóþò
íåóñòîé÷èâûå. Ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà Êàïèöû
� îáû÷íîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîä-
âåñà. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ìàÿòíèêà ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì, à íèæíåå � íåóñòîé÷èâûì. Àíà-
ëîãè÷íûé ýôôåêò ñèëû Êîðèîëèñà îêàçûâàþò è íà ãëîáàëüíûå ãåî-
ôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
1. Àðíîëüä Â.È. Îá óñëîâèÿõ íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïëîñ-

êèõ ñòàöèîíàðíûõ êðèâîëèíåéíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè,
ÄÀÍ, Ò. 162, 5, 1965.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè
ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé èäåàëüíûõ
îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé æèäêîñòåé

1. Âûáîð èñõîäíîé ìîäåëè. Íà ïðîøëîé ëåêöèè íà ïðèìå-
ðå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìû ðàññìîòðåëè
äâà ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé
óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû, îñíîâàííûå íà ëèíåà-
ðèçàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è èñïîëüçîâàíèè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ. Ïðåäìåòîì ñëåäóþùèõ íåñêîëüêèõ ëåêöèé áóäåò ðàçâè-
òèå è ïðèìåíåíèå óïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ ê èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè
äâóìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Òåîðåìà
Ñêâàéðà (H.B. Squire, ñì. Ëèíü, 1958), ñîãëàñíî êîòîðîé íàèáîëåå
íåóñòîé÷èâûå ìîäû ðàçâèâàþòñÿ â ïëîñêîñòè èññëåäóåìîãî òå÷å-
íèÿ, ïîçâîëÿåò èãíîðèðîâàòü òðåõìåðíûå âîçìóùåíèÿ è îñòàâàòüñÿ
â ðàìêàõ äâóìåðíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ôîðìèðî-
âàíèè áàðîêëèííûõ ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé èãðàåò íå
ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè, à åå ðàññëîåííîñòü. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ
ñíà÷àëà íà èçó÷åíèè ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ òå÷åíèé
íåñæèìàåìîé ðàññëîåííîé æèäêîñòè â ïîëå ñèë òÿæåñòè áåç ó÷åòà
ñèë Êîðèîëèñà, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî, êàê ìû óâèäèì íèæå, ëåãêî
îáîáùàþòñÿ íà ãëîáàëüíûå áàðîêëèííûå ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ.
Ïîïóòíî, ïîëàãàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïîñòîÿííîé, ïîëó÷èì ðå-
çóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê áàðîòðîïíûì òå÷åíèÿì, êîòîðûå òàêæå
îáîáùèì íà ãëîáàëüíûå ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ðàññëîåííîé æèäêîñòè çà-
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ïèñûâàþòñÿ â âèäå:

R
du
dt

= −∇P + Rg
(

d

dt
=

∂

∂t
+ u∇

)
, (1)

dR
dt

= 0, divu =0. (2)

Òàêîå íåòðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïëîòíîñòè R âûáðàíî ïî-
òîìó, ÷òî ìû âîñïîëüçóåìñÿ åùå îäíèì óïðîùåíèåì, ïîëàãàÿ æèä-
êîñòü ñëàáîñòðàòèôèöèðîâàííîé, ò.å.

R (r, t) = R0 + ρ (r, t) ,

P (r, t) = P0 (z) + p (r, t) ,

ãäå R0 = const, P0 (z) � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïëîòíîñòè R0:

dP0 (z)
dz

+ R0g = 0

è ρ/R0 = O (p/P0) ¿ 1.
Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó ïîñëåäíèõ òðåõ ðàâåíñòâ â (1), (2) è ïðå-

íåáðåãàÿ èçáûòêîì äèíàìè÷åñêîãî íàïîðà ρdu/dt ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñèëàìè ïëàâó÷åñòè ρg, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î êîíâåêòèâíûõ òå÷å-
íèÿõ, äëÿ êîòîðûõ | du/dt | ¿| g |, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, íîñÿùèå
èìÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà (A. Oberbeck, 1879; J. Boussinesq, 1903 ):

du
dt

= − 1
R0
∇p +

ρ

R0
g,

dρ

dt
= 0, divu = 0. (3)

Òàêîå ïðèáëèæåíèå íå ïîâëèÿåò êà÷åñòâåííî íà ðåçóëüòàòû è âûâî-
äû ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, íî íåñêîëüêî óïðîñòèò ãðîìîçä-
êèå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

2. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè (x, z) óðàâíåíèÿ (3) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= − 1

R0

∂p

∂x
,

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ w

∂w

∂z
= − 1

R0

∂p

∂z
− g

ρ

R0
, (4)
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∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ w

∂ρ

∂z
= 0,

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0.

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ρ è p - îòêëîíåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ îò
èõ ôîíîâûõ çíà÷åíèé R0 è P0, îïðåäåëåííûõ âûøå.

Íà óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåòñÿ ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå æèäêî-
ñòè ïëîòíîñòè ρ =

_
ρ (z) ñ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòüþ u = U (z),

w = 0. Ñîãëàñíî (4), äàâëåíèå p =
_
p (z) â ýòîì ñëó÷àå óäîâëå-

òâîðÿåò ãèäðîñòàòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ d
_
p/dz + g

_
ρ = 0. Íàëî-

æèì íà óêàçàííîå ñîñòîÿíèå èíôèíèòåçèìàëüíûå âîçìóùåíèÿ, ïî-
ëàãàÿ u = U (z) + u

′
(x, z, t), w = w

′
(x, z.t) , ρ =

_
ρ (z) + ρ

′
(x, z, t) è

p =
_
p (z)+p

′
(x, z, t), è ëèíåàðèçèðóåì ñèñòåìó (4), ò.å. ïîñëå ïîäñòà-

íîâêè óêàçàííûõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåíåáðåæåì
ïðîèçâåäåíèÿìè ìàëûõ âåëè÷èí. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé u

′
, w

′
ρ
′ è p

′ ïðèíèìàåò
âèä:

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
u
′
+

dU

dz
w
′
= − 1

R0

∂p
′

∂x
,

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
w
′
= − 1

R0

∂p
′

∂z
− g

ρ
′

R0
, (5)

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ρ
′
+

d
_
ρ

dz
w
′
= 0,

∂u
′

∂x
+

∂w
′

∂z
= 0.

Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (5), ââåäåì ôóíêöèþ
òîêà ψ äëÿ âîçìóùåíèé ñêîðîñòè

u
′
= −∂ψ

∂z
, w

′
=

∂ψ

∂x
.

Òîãäà åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çàâèõðåííî-
ñòè âîçìóùåííîé êîìïîíåíòû äâèæåíèÿ íîðìàëüíàÿ ê ïëîñêîñòè
(x, z) ðàâíà

∂w
′

∂x
− ∂u

′

∂z
= 4ψ.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê ïåðâûì äâóì óðàâíåíèÿì îïåðàöèþ rot, ò.å.
äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî ïî z, à âòîðîå � ïî x è âû÷èòàÿ
èç âòîðîãî ïåðâîå, ïîëó÷èì
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(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
4ψ − U

′′
ψx = −g

ρ
′
x

R0
.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ρ
′
x ïîäåéñòâóåì íà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïåðà-

òîðîì ∂/∂t + U∂/∂x è âîñïîëüçóåìñÿ òðåòüèì óðàâíåíèåì ñèñòå-
ìû (5). Â èòîãå ïîëó÷àåì îñíîâíîå óðàâíåíèå òåîðèè ëèíåéíîé
óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé òÿæåëîé ðàññëîåí-
íîé æèäêîñòè, çàïèñàííîå â òåðìèíàõ îäíîé ëèøü ôóíêöèè òîêà
âîçìóùåíèé ñêîðîñòè:

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2

4ψ − U
′′

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψx = −gβψ

(
β = − 1

R0

d
_
ρ

dz

)
.

(6)
Ïàðàìåòð β îïðåäåëåí òàê, ÷òîáû åãî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñî-
îòâåòñòâîâàëè óñòîé÷èâîé ñòðàòèôèêàöèè ïåðâè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ,
ò.å. óáûâàíèþ ïëîòíîñòè ñ âûñîòîé.

3. Ðåäóêöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Åñëè äâèæåíèå æèäêî-
ñòè îãðàíè÷åíî òâåðäîé ãîðèçîíòàëüíîé ñòåíêîé, òî íà íåé w

′
=

∂ψ/∂x = 0 èëè ψ = const. Äëÿ ãëàäêèõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè è
ïëîòíîñòè ïåðâè÷íîãî òå÷åíèÿ íà ýòîì ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è
çàêàí÷èâàåòñÿ, íå ñ÷èòàÿ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè,
åñëè æèäêîñòü çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî èëè äàæå âñå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî, êîãäà ïåðâè÷íîå òå÷åíèå èñïûòûâàåò
ðàçðûâ ñêîðîñòè èëè ïëîòíîñòè íà íåêîòîðîì óðîâíå z = z0,
ðàçäåëÿþùèì, íàïðèìåð, äâå íåñìåøèâàþùèåñÿ æèäêîñòè ðàçíîé
ïëîòíîñòè. Íàëîæåííûå íà ïåðâè÷íîå òå÷åíèå âîçìóùåíèÿ èí-
äóöèðóþò ïóëüñàöèè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, â óðàâíåíèå êîòîðîé
z = z0 + ζ (x, t) òåïåðü âõîäèò íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ζ (x, t), âîîáùå
ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Íà óêàçàííîé
ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äâà óñëîâèÿ, îäíî èç
êîòîðûõ êèíåìàòè÷åñêîå � íåïðåðûâíîñòü íîðìàëüíîé ê ðàçðû-
âó ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè, ðàâíîé ñêîðîñòè dζ/dt ñàìîãî ðàçðû-
âà. Äðóãîå óñëîâèå äèíàìè÷åñêîå � íåïðåðûâíîñòü äàâëåíèÿ, ïðè-
÷åì îáà óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè, ôîðìà êîòîðîé çàðàíåå
íåèçâåñòíà. Èç-çà èíôèíèòåçèìàëüíîñòè íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé
ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü ìàëîñòü îòêëîíå-
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íèÿ ζ (x, t) îò óðîâíÿ z = z0. Òîãäà ñèòóàöèþ ìîæíî ñèëüíî óïðî-
ñòèòü ëèíåàðèçàöèåé óñëîâèé íà ðàçðûâå, ðàçëàãàÿ èõ ïî ñòåïåíÿì
ζ è ïðèâîäÿ ê óðîâíþ z = z0. Â èòîãå óñëîâèÿ íà ðàçðûâå áóäóò
çàìåíåíû ïðèáëèæåííûìè óñëîâèÿìè íà óðîâíå z = z0. Ïðè ýòîì
èñêàæåíèÿ, íåèçáåæíî âíîñèìûå ëèíåàðèçàöèåé â êàðòèíó äâèæå-
íèÿ â îêðåñòíîñòè ðàçðûâà, ñëàáî îòðàçÿòñÿ íà îáëàñòè, óäàëåííûå
îò íåãî. Äëÿ âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè èìååì

w
′
(x, z0 + ζ, t) = w

′
(x, z0, t) + O (ζ) ,

ïðè÷åì, ïîñêîëüêó ñàìà âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü èíôèíèòåçèìàëüíî
ìàëà, âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èìååò ñëåäóþùèé
ïîðÿäîê ìàëîñòè. Ïîýòîìó çíà÷åíèå w

′ íà ðàçðûâå áóäåì çàìåíÿòü
åå çíà÷åíèåì íà óðîâíå z = z0.

Çàìåíÿòü äàâëåíèå íà ðàçðûâå P (x, z0 + ζ, t) = P0 (z0 + ζ) +_
p (z0 + ζ) + p

′
(x, z0 + ζ, t) íà P (x, z0, t) áûëî áû îïðîìåò÷èâî èç-

çà ïîòåðè àðõèìåäîâûõ ñèë, âîçíèêàþùèõ ïðè âòîðæåíèè òÿæåëîé
æèäêîñòè â îáëàñòü, çàíÿòóþ ëåãêîé æèäêîñòüþ, èëè íàîáîðîò. Â
ñàìîì äåëå, çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà â ñòðî-
ãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ò.å. íå ïðèáåãàÿ ê ïðèáëèæåíèþ Îáåðáåêà-
Áóññèíåñêà (íàïîìíèì, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà w

′
= dζ/dt):

R
d2ζ

dt2
= −∂P

∂z
− Rg.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ζ. Â ñèëó èí-
ôèíèòåçèìàëüíîñòè ζ åãî (óðàâíåíèå) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

P (x, z0 + ζ, t) = P (x, z0, t)− gRζ − Rζd2ζ/dt2, (7)

ò.å. äàâëåíèå íà óðîâíå z0 îòëè÷àåòñÿ îò äàâëåíèÿ íà óðîâíå z0 + ζ
íà âåñ ñòîëáà æèäêîñòè, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ýòèìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè, ñ åäèíè÷íîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïëþñ äèíàìè÷å-
ñêèé íàïîð, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ ìàññû ýòîãî ñòîëáà íà óñêîðå-
íèå. Ñëåäóåò îäíàêî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè íàëè÷èå âîçìóùåíèé
óðîâåíü z = z0 óæå íå åñòü ãðàíèöà ðàçäåëà. Â îòñóòñòâèå æå
âîçìóùåíèé äàâëåíèå íà íåâîçìóùåííîé ãðàíèöå ðàçäåëà z = z0

ðàâíî ãèäðîñòàòè÷åñêîìó, ò.å. P (z0) = P0 (z0) +
_
p (z0). Ïîýòîìó,

÷òîáû íàéòè ñâÿçü ìåæäó âîçìóùåíèÿìè äàâëåíèÿ íà âîçìóùåí-
íîé ãðàíèöå ðàçäåëà è âîçìóùåíèÿìè íà óðîâíå z = z0, èç îáåèõ
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÷àñòåé ðàâåíñòâà (7) íóæíî âû÷åñòü P (z0) è ëèíåàðèçîâàòü ïðî-
èçâåäåíèå gRζ. Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ óêàçàííûõ âîçìóùåíèé
äàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

p
′
(x, z0 + ζ, t) = p

′
(x, z0, t)− g

_
R (z0) ζ + O

(
ζ2

)
, (8)

(
_
R (z0) = R0 +

_
ρ (z0)),

ïîòîìó ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7) ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ âåëè÷èí îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â ëèíåé-
íîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå íà âîçìóùåííîé
ãðàíèöå ðàçäåëà z = z0 + ζ äâóõ æèäêîñòåé çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì
íåïðåðûâíîñòè âåëè÷èíû p

′
(x, z, t) − g

_
R (z) ζ íà óðîâíå z = z0, à

ïðè ïîñòàíîâêè êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé çíà÷åíèå âåðòèêàëüíîé
ñêîðîñòè w

′
(x, z0 + ζ, t) íà âîçìóùåííîé ãðàíèöå çàìåíÿåòñÿ åå

çíà÷åíèåì w
′
(x, z0, t) íà óðîâíå z = z0.

Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà æèäêîñòè, ðàñ-
ïîëîæåííàÿ íà ðàçðûâå, âñåãäà áóäåò íà íåì îñòàâàòüñÿ. Ïîýòîìó
äëÿ íåå z = z0 + ζ (x, t). Îòñþäà íà íà ðàçðûâå w

′
= dz/dt = dζ/dt.

Ëèíåàðèçèðóÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ïî îáå ñòîðîíû ãðàíèöû ðàçäåëà

w
′± =

(
∂

∂t
+ U± ∂

∂x

)
ζ (x, t) , (9)

ãäå èíäåêñû + è − îòíîñÿòñÿ ê âåðõíåé è íèæíåé æèäêîñòÿì ñî-
îòâåòñòâåííî. Èñêëþ÷àÿ ζ (x, t) èç âåðõíåãî è íèæíåãî êèíåìàòè-
÷åñêèõ óñëîâèé (9), ïîëó÷èì

(
∂

∂t
+ U− ∂

∂x

)
w
′+ =

(
∂

∂t
+ U+ ∂

∂x

)
w
′−,

èëè
(

∂

∂t
+ U− ∂

∂x

)
ψ+

x =
(

∂

∂t
+ U+ ∂

∂x

)
ψ−x . (10)

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ôîðìà êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ íà ðàçðûâå
äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè. Â îòñóòñòâèå ñêà÷êà ãîðèçîí-
òàëüíîé ñêîðîñòè U óñëîâèå (10) îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü w

′èëè
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ψ+
x = ψ−x . (10a)

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå â òåðìèíàõ ψ,
ïðèìåíèì ê òîæäåñòâó

p
′+ (x, z0, t)− g

_
R+ (z0) ζ = p

′−
(x, z0, t)− g

_
R− (z0) ζ

ñíà÷àëà îïåðàòîð −∂/∂x è âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñè-
ñòåìû (5) äëÿ èñêëþ÷åíèÿ äàâëåíèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì

R+
0

[(
∂

∂t
+ U+ ∂

∂x

)
u
′+ +

dU+

dz
w
′+ + g

_
R+ ∂ζ

∂x

]

= R−0

[(
∂

∂t
+ U− ∂

∂x

)
u
′− +

dU−

dz
w
′− + g

_
R−

∂ζ

∂x

]
.

Åñëè ñêà÷îê íà ðàçðûâå îáîçíà÷èòü ñèìâîëîì {}+
−, òî ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ïîñëå ââåäåíèÿ ôóíêöèè òîêà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

{
R0

[
−

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψz +

dU

dz
ψx

]}+

−
+

{
g
_
R

}+

−
∂ζ

∂x
= 0.

Òåïåðü, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ζ, ïîäåéñòâóåì íà ýòî ðàâåíñòâî îïåðà-
òîðîì ∂/∂t + U+∂/x. Â èòîãå ñ ó÷åòîì (9) äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå
íà ðàçðûâå âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ψ:

(
∂

∂t
+ U+ ∂

∂x

) {
ρ0

[(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψz − dU

dz
ψx

]}+

−
−

{
g
_
R

}+

− ψ+
xx = 0.

(11)
Çàìå÷àíèå. Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ (10), (11) ñëàáåå

èñõîäíûõ èç-çà ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ïîýòîìó î âûïîëíåíèè èñõîäíûõ óñëîâèé ñëåäóåò ïîçàáîòèòüñÿ ïðè
âîññòàíîâëåíèè ïîëÿ ñêîðîñòè ïî ôóíêöèè òîêà ψ. Êðîìå òîãî,
óñëîâèå, ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ (11) , ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ζ îïåðàòîð ∂/∂t+U−∂/x, íî îáà îíè íåñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Óñëîâèå (11) ìîæíî ñèììåò-
ðèçèðîâàòü, ïðèìåíÿÿ ê íåìó îïåðàòîð ∂/∂t+U−∂/x, íî òîãäà îíî
ñòàíåò åùå áîëåå ñëàáûì.
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Äëÿ îäíîðîäíûõ æèäêîñòåé (R = const, β = 0) óðàâíåíèå (6)
çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà:

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
4ψ − U

′′
ψx = 0, (12)

à âìåñòî (11) íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîñòü âîçìóùåíèé äàâëåíèÿ, ò.å. p

′+ (x, z0, t) = p
′− (x, z0, t). Ïîñëå

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (5) ýòî äàåò
íà ðàçðûâå

{(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψz − dU

dz
ψx

}+

−
= 0. (13)

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðóéòå ëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ íåîäíî-
ðîäíîé æèäêîñòè íà îñíîâå òî÷íûõ óðàâíåíèé (1), (2).

Îòâåò. Óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2

(4ψ − βψz)−
(
U
′′ − βU

′) (
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψx = −gβψ

(14)(
β = − 1_

R

d
_
R

dz

)
ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè âûøå

(ñì. Äèêèé, 1976)
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Ìåòîä íîðìàëüíûõ ìîä è åãî ïðîñòåéøèå
ïðèìåíåíèÿ â ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè
ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé

1. Ðåäóêöèÿ çàäà÷è ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ìîä. Íàïîìíèì
ñóõîé îñòàòîê ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Èìåííî: êðàåâàÿ çàäà÷à î ëè-
íåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ
òÿæåëîé æèäêîñòè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2

4ψ − U
′′

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψx = −gβψ

(
β = − 1

ρ0

d
_
ρ

dz

)

(1)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

à) íà ãîðèçîíòàëüíîé òâåðäîé ñòåíêå

∂ψ

∂x
= 0 (ψ = const) , (2)

á) íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ñêîðîñòè è/èëè ïëîòíîñòè

(
∂

∂t
+ U− ∂

∂x

)
ψ+

x =
(

∂

∂t
+ U+ ∂

∂x

)
ψ−x , (3)

(
∂

∂t
+ U+ ∂

∂x

) {
ρ0

[(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ψz − dU

dz
ψx

]}+

−
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−
{
g
_
R

}+

− ψxx = 0. (4)

Çäåñü ψ = ψ (x, z, t) � ôóíêöèÿ òîêà äëÿ âîçìóùåíèé ñêîðîñòè
u
′

= −∂ψ/∂z è w
′

= ∂ψ/∂x, U = U (z) � ñêîðîñòü ïåðâè÷íîãî
ãîðèçîíòàëüíîãî òå÷åíèÿ è

_
R (z) = ρ0 +

_
ρ (z) � ïëîòíîñòü, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ.
Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) è êðàåâûõ óñëîâèé (2) - (4) íå

çàâèñÿò îò ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòû x è âðåìåíè t. Ïîýòîìó ðå-
øåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå íîðìàëüíîé ìîäû � áåãóùåé âîëíû

ψ (x, z, t) = ψ (z) exp (iα (x− ct)) , (5)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì àíàëîãîì ãàðìîíè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Çäåñü α � ïðîäîëüíîå âîëíîâîå
÷èñëî, c � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5) â (1)-(4) ñ ó÷åòîì îòîáðàæåíèé ∂/∂t =⇒
−iαc, ∂/∂x =⇒ iα, (∂/∂t + U∂/∂x) =⇒ −iα (U − c) êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ àìïëèòóäû ψ (z) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(U − c)2
(
ψ
′′ − α2ψ

)
− U

′′
(U − c) ψ = −gβψ (1a)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

à) íà ãîðèçîíòàëüíîé òâåðäîé ñòåíêå

iαψ = 0, (2a)

á) íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà

(
U− − c

)
ψ+ =

(
U+ − c

)
ψ−, (3a)

(
U+ − c

) {
ρ0

[
(U − c) ψz − U ′ψ

]}+
− − g

{_
R

}+

_
ψ+ = 0. (4a)
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Òåïåðü çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê. Äëÿ êàæäîãî α òðåáóåòñÿ íàéòè
çíà÷åíèå c, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé êðà-
åâîé çàäà÷è. Âåùåñòâåííûì c ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîñòü. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå òå÷åíèå íåóñòîé÷èâî, ïîñêîëüêó ñïåêòð ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñîñòîèò èç êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ïàð (ñëåäñòâèå îò-
ñóòñòâèÿ âÿçêîñòè), îäíà èç êîòîðûõ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìíè-
ìóþ ÷àñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó âîçìóùå-
íèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: èñ÷åðïûâàþò ëè íàéäåííûå íåóñòîé÷èâûå
ìîäû âñå ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé? Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðåäñòàâèìî ëè ëþáîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ðÿäîì Ôóðüå

ψ (x, z, t) =
∑
k,l

Akl exp {iαk (x− cklt)}ψkl (z) , (6)

ò.å. îáðàçóþò ëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé?
Â äàííîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè U = c óðàâ-
íåíèå èìååò îñîáóþ òî÷êó (ñòàðøèé ÷ëåí èñ÷åçàåò). Àíàëèç ïîêà-
çûâàåò (ñì. Äèêèé, 1976), ÷òî ðåøåíèå èìååò ðàçðûâ â òî÷êå z, â
êîòîðîé U (z) = c, è òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî-
áû ñêëåèòü êóñêè ðåøåíèÿ ïî îáå ñòîðîíû ðàçðûâà. Íî äàæå ïîñëå
òîãî, êàê óñëîâèÿ ñêëåéêè îïðåäåëåíû, òàêèõ ðåøåíèé îêàçûâàåòñÿ
ñëèøêîì ìàëî. Êàê ïðàâèëî, íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î ðàçëîæè-
ìîñòè ôóíêöèè ψ (x, z, t) â ðÿä Ôóðüå íåâåðíî.

Äåëî â òîì, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè ëèøü äèñêðåòíóþ
÷àñòü ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà óñòîé-
÷èâîñòè, êîòîðûé, êàê è êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû, èìååò
åùå è íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Ýòî ïðîùå âñåãî ïîêàçàòü íà ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ òå÷åíèé îäíîðîäíîé æèäêî-
ñòè (β = 0, R = ρ0 = const):

(U − c)
(
ψ
′′ − α2ψ

)
− U

′′
ψ = 0. (7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 4 îïåðàòîð d2/dz2 − α2 c êðàåâûìè óñëîâèÿìè
ψ = 0 íà êîíöàõ îòðåçêà a ≤ z ≤ b, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû
òâåðäûå ñòåíêè. Òîãäà äëÿ ϕ = 4−1ψ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

(
U − U

′′4−1
)

ϕ = cϕ

ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå c äîëæíî áûòü
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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ñóììó òàê íàçûâàåìîãî âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà −U
′′4−1

ñ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ U (z). Ïîñëåäíèé îáëàäà-
åò îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, ñîñòîÿùèì èç âñåõ çíà÷åíèé
c = U (α), ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [U (a) , U (b)]. Èì ñîîòâåòñòâóþò
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕα (z) = δ (z − α) (α ∈ [a, b]), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ "îðòîãîíàëüíîñòè" (âñïîìíèòå ñâîéñòâà êâàíòîâîìå-
õàíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðåðûâíî ìåíÿþùèì-
ñÿ ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì)

∫
ϕα (z) ϕβ (z) dz = δ (α− β) .

Èç òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíî, ÷òî äîáàâëåíèå
âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà íå âëèÿåò íà íåïðåðûâíûé ñïåêòð,
à èçìåíÿåò ëèøü äèñêðåòíûé ñïåêòð. Ïîýòîìó íåïðåðûâíûé ñïåêòð
óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ òàêæå çàïîëíÿåò âåñü îòðåçîê [U (a) , U (b)]. Ê ñî-
æàëåíèþ, â îòëè÷èå îò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ðýëååâ-
ñêèé îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî äèñêðåòíîìó ñïåêòðó
è èíòåãðàëà Ôóðüå ïî íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó âçàìåí (6).

È, òåì íå ìåíåå, â îïðåäåëåííûõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ìåòîä íîð-
ìàëüíûõ ìîä îêàçûâàåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì. Äåëî â òîì, ÷òî èí-
òåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âåùåñòâåííîé îñè ïåðåìåííîé z.
Çíà÷èò îñîáàÿ òî÷êà âîçíèêàåò ïðè âåùåñòâåííûõ c, ò.å. äëÿ íåé-
òðàëüíûõ êîëåáàíèé. Íåïðåðûâíûé ñïåêòð, çàïîëíÿþùèé îòðåçîê
[Umin, Umax], òàêæå ïðèíàäëåæèò âåùåñòâåííîé îñè, à, ñëåäîâàòåëü-
íî, íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé íå äàþùèé. Âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ìîãóò äàòü íåóñòîé÷èâîñòü, ëèøü åñëè îíè
êðàòíûå. Òîãäà ïîÿâëÿþòñÿ "âåêîâûå ëèíåéíî ðàñòóùèå ñî âðåìå-
íåì, âîçìóùåíèÿ, êàê ñëåäñòâèå íåñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà
ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ
òåîðåìó (Äèêèé 1976).

Äâóìåðíîå ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå îäíîðîäíîé íåñæèìà-
åìîé æèäêîñòè ñ ìîíîòîííûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè ïðè óñëîâèè,
÷òî êðàåâûå çíà÷åíèÿ U (a) è U (b) íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ðåäóöèðîâàííîãî îïåðàòîðà óñòîé÷èâîñòè, ìîæåò
áûòü íåóñòîé÷èâûì, ëèøü åñëè çàäà÷à èìååò íåâåùåñòâåííûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà èëè êðàòíûå.
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Íå ñëåäóåò, îäíàêî, è îáîëüùàòüñÿ â îòíîøåíèè ìåòîäà íîð-
ìàëüíûõ ìîä. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ìû ìî-
æåì îáíàðóæèòü ðåøåíèÿ, íå îõâàòûâàåìûå ðåäóöèðîâàííîé çàäà-
÷åé, ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì íå ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó, à ïî ñòåïåí-
íîìó çàêîíó (òàê íàçûâàåìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü), ÷òî
ìîæåò ëèáî èçìåíèòü ëèáî äîïîëíèòü âûâîäû, ñäåëàííûå íà îñíîâå
ðåäóêöèè. Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé
ëåêöèè.

2. Ïðèìåðû.
Ïðèìåð 1. Ïîëóïîñòðàíñòâà z < 0 è z > 0 çàíÿòû íåïî-

äâèæíûìè íåñæèìàåìûìè îäíîðîäíûìè æèäêîñòÿìè ïëîòíîñòÿìè
R1 = ρ01 è R2 = ρ02 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ñëó÷àå U = 0, β = 0 è êðàåâàÿ çàäà÷à çàäàåòñÿ óðàâíå-
íèåì

c2
(
ψ
′′ − α2ψ

)
= 0

ñ óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè íà ±∞, à íà ðàçðûâå z = 0

c
(
ψ+ − ψ−

)
= 0,

c2 (
ρ02ψ

+
z − ρ01ψ

−
z

)
= g (ρ02 − ρ01) ψ+,

à) c = 0 áåñêîíå÷íîêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå: â êà÷åñòâå
ψ (z) ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
ψ+ (0) = 0.

á) Ïóñòü c 6= 0. Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè íà ±∞
èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ (z), ðàâíàÿ

ψ+ (z) = A exp (−αz) ïðè z > 0 è
ψ− (z) = B exp (αz) ïðè z < 0 .

Èç êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ïðè z = 0 ñëåäóåò A = B, à ñîãëàñíî
äèíàìè÷åñêîìó óñëîâèþ

c = ±
√

g

α

ρ01 − ρ02

ρ01 + ρ02
. (8)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîìó α ñîîòâåòñòâóåò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿ c, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Ôèçè÷åñêè î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò
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â òîì, ÷òî ïðè ρ01 > ρ02 (òÿæåëàÿ æèäêîñòü âíèçó) êîëåáàíèÿ íåé-
òðàëüíû è òàêîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíî èç
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü è ðàç-
âèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Çàìåòèì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü, âûçâàííàÿ
ðîñòîì ïëîòíîñòè ñ âûñîòîé, íàçûâàåòñÿ òåéëîðîâñêîé.

Ïðèìåð 2. Íåïîäâèæíàÿ æèäêîñòü Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà çàíè-
ìàåò ñëîé, îãðàíè÷åííûé òâåðäûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ñòåíêàìè íà
óðîâíÿõ z = 0 è H. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ðàñïðåäåëåíà ïî ëèíåé-
íîìó çàêîíó _

ρ = −ρ0βz
(
β = −ρ−1

0 d
_
ρ/dz

)
. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî

â ñòðîãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ñì. (15.14)) ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñî-
îòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

_
R = ρ0 exp (−βz).

Êðàåâàÿ çàäà÷à çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ψ
′′

+
(

gβ
2
− α2

)
ψ = 0

ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïîòîìó ÷òî c = 0 íå åñòü ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó

ψ = A exp (λ1z) + B exp (λ2z) ,

ãäå λ1,2 � êîðíè óðàâíåíèÿ

λ2 +
(

gβ
2
− α2

)
= 0.

Ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

A + B = 0, exp (λ1H)− exp (λ2H) = 0 èëè exp (λ1 − λ2)H = 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

(λ1 − λ2) H = i2πN (N � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ) .

Ïî òåîðåìå Âèåòòà

λ1 + λ2 = 0, λ1λ2 =
gβ
2
− α2.

Îòñþäà
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λ1 = −λ2 =
iπN

H
, λ1λ2 =

(
πN

H

)2

=
gβ

c2
− α2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

c2 =
gβ(

πN
H

)2
+ α2

,

ïðè÷åì çíàê c2 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì β.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñ÷åòíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

c, êîòîðûå âåùåñòâåííû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ β (ïëîòíîñòü óáûâàåò
ñ âûñîòîé) è ÷èñòî ìíèìûå ïðè îòðèöàòåëüíûõ β (òåéëîðîâñêàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü). Íåéòðàëüíûå êîëåáàíèÿ ïðè β > 0 íàçûâàþòñÿ
ÿ÷åéêîâûìè âîëíàìè.

Ïðèìåð 3. Æèäêîñòü ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè R = ρ0 (β = 0) çà-
íèìàåò âñå ïðîñòðàíñòâî è äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêðîñòüþ U1 ïðè
z < 0 è ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U2 > U1 ïðè z > 0.

Ïåðåõîäÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèæóùóþñÿ ñî ñðåäíåé ñêîðî-
ñòüþ òå÷åíèÿ, ìîæíî ïîëîæèòü

U = U0 =
U2 − U1

2
ïðè z > 0,

U = −U0 =
U1 − U2

2
ïðè z < 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (1à) äëÿ ψ+ è ψ− çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(U0 − c)2
(
ψ
′′
+ − α2ψ+

)
= 0 ïðè z > 0,

(U0 + c)2
(
ψ
′′
− − α2ψ−

)
= 0 ïðè z < 0

ñ óñëîâèÿìè íà ðàçðûâå z = 0

(U0 + c) ψ+ = − (U0 − c) ψ−,

(U0 − c)
[
(U0 − c) ψ′+ + (U0 + c) ψ′−

]
= 0,

à) c = ±U0 � áåñêîíå÷íîêðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòî-
ðûì îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî:
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äëÿ c = U0

ïðè z > 0 ψ = ψ+ (z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ ïðè z = 0,

ïðè z < 0 ψ = ψ− (z) ≡ 0;

äëÿ c = −U0

ïðè z > 0 ψ = ψ+ (z) ≡ 0,

ïðè z 6 0 ψ = ψ− (z) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ ïðè z = 0.

á) Ïðè c 6= ±U0 èìååì

ψ+ = A exp (−αz) , ψ− = B exp (αz) .

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì íà ðàçðûâå

(U0 + c) + (U0 − c) = 0,

(U0 − c) − (U0 + c) = 0.

Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíû, åñëè

(U0 + c)2 + (U0 − c)2 = 0.

Îòñþäà

c = ±iU0.

Òå÷åíèå íåóñòîé÷èâî, íî íå èç-çà íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè, à èç-çà ñäâèãà ñêîðîñòè. Òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íîñèò
íàçâàíèå ãåëüìãîëüöåâîé.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Êàê èçìåíÿòñÿ ðåçóëüòàòû çàäà÷è 2, åñëè åå ðåøàòü â ñòðîãîé

ïîñòàíîâêå (15.14)?
Îòâåò:

c2 =
gβ(

πN
H

)2
+ α2 + β2

4

.
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2. Ðàññìîòðèòå êîìáèíèðîâàííûé ñëó÷àé, ò.å. òå÷åíèå, èìåþ-
ùåå ðàçðûâ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè.

Ëèòåðàòóðà
1. Äèêèé Ë.À. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è äèíàìèêà

àòìîñôåðû, Ë.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1976.
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Çàäà÷à Òåéëîðà îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ
ðàññëîåííîé æèäêîñòè ñ ëèíåéíûì ïðîôèëåì
ñêîðîñòè

Ýòà çàäà÷à çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ, ïîòîìó ÷òî îíà äå-
ìîíñòðèðóåò íåçàêîí÷åííîñòü èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîì íîðìàëüíûõ
ìîä, äëÿ çàâåðøåíèÿ êîòîðîãî ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê íåðåäóöè-
ðîâàííûì óðàâíåíèÿì.

1. Ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé çàäà÷è. Æèäêîñòü ïëîòíîñòè_
R (z) = ρ0 +

_
ρ, _

ρ = −ρ0βz)
(
β = −ρ−1

0 d
_
ρ/dz

)
çàíèìàåò ïîëóïðî-

ñòðàíñòâî z > 0, îãðàíè÷åííîå òâåðäîé ñòåíêîé, è äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ U = kz. Íàïîìíèì, ÷òî âûáðàííîìó ëèíåéíîìó ïî âåð-
òèêàëè ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè â ñòðîãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ñì.
(15.14)) ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ðåäóöèðîâàííàÿ çàäà÷à çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(kz − c)2
(
ψ
′′ − α2ψ

)
+ gβψ = 0 (1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ψ = 0 ïðè z = 0 è ðåãóëÿðíîñòè íà ∞.
Ñäåëàåì çàìåíó

ξ =
(

z − c

k

)
α.

Ïîñëå òàêîé çàìåíû óðàâíåíèå (1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ψξξ +
(

gβ

k2ξ2
− 1

)
ψ = 0
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ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ψ = 0 ïðè ξ = −cα/k. Áåçðàçìåðíûé ïàðà-
ìåòð

Ri =
gβ

k2
= − gd

_
ρ/dz

ρ0 (dU/dz)2

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðè÷àðäñîíà, õàðàêòåðèçóþùèì ñòåïåíü ñòðàòè-
ôèêàöèè æèäêîñòè.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó ψ = ξ1/2f , à âìåñòî Ri ââåäåì ïàðà-
ìåòð ν2 = 1/4 − Ri. Òîãäà f óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ (Àáðàìîâèö
è Ñòèãàí, 1979):

fξξ +
fξ

ξ
−

(
1 +

ν2

ξ2

)
f = 0.

Åãî ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñëóæàò öèëèíäðè÷åñêèå ôóíê-
öèè Iν (ξ) è Kν (ξ) èíäåêñà ν. Íî ëèøü ïîñëåäíÿÿ � ôóíêöèÿ Ìàê-
äîíàëüäà ðåãóëÿðíà íà +∞, ÷òî è òðåáóåòñÿ îò ôóíêêöèè ψ (ξ).
Ïîýòîìó

ψ (ξ) = C
√

ξKν (ξ) (C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà) .

Òåïåðü âíèìàíèå: ψ (ξ) = 0 ïðè ξ = −cα/k. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è íàäî íàéòè íóëè ξn ôóíêöèè ψ (ξ), êîòîðûå è çà-
äàþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ cn = −kξn/α. Ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà
Kν (ξ) â íóëå èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ. Ðàçðåç íóæíî ïðîâîäèòü ïî
ïîëóïðÿìîé (−∞, 0), ò.å. íóëè íàäî èñêàòü íà ëèñòå | arg ξ |< π ñ
òåì, ÷òîáû âäîëü ëó÷à, ïðîâåäåííîãî îò êîðíÿ âïðàâî â áåñêîíå÷-
íîñòü, ôóíêöèÿ Kν (ξ) çàòóõàëà. Ïðè ïåðåõîäå ê ñòàðîìó àðãóìåíòó
ýòîò ëó÷ ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëóîñü [0,∞).

Ïóñòü ξn � îäèí èç òàêèõ êîðíåé, òîãäà

ψn =

√
α

(
z − cn

k

)
Kν

(
α

(
z − cn

k

))

åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ cn = −kξn/α. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé

à) Ri >
1
4
, ν =

(
1
4
−Ri

) 1
2

= iµ � ÷èñòî ìíèìîå.
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Ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà ÷èñòî ìíèìîãî èíäåêñà â îáëàñòè | arg ξ |<
π èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè. Äðó-
ãèõ íåò. Àñèìòîòèêó ýòèõ íóëåé â îêðåñòíîñòè ξ = 0 ìîæíî èñêàòü,
èñïîëüçóÿ ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæíèÿ ïî ñòåïåíÿì ξ. Íàì ïîòðåáó-
þòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (ñì., íàïðèìåð, Àáðàìîâèö, Ñòèãàí
1979; Óèòòåêåð, Âàòñîí, 1963):

Kν (ξ) = K−ν (ξ) , Kν (ξ) =
π

2
I−ν (ξ)− Iν (ξ)

sin (νξ)
.

Ïðè | ξ |< 1

Iν (ξ) =
(ξ/2)ν

Γ (1 + ν)
, ν 6= −1, − 2, ...

Íàïîìèíàþ, ÷òî Γ (ν) íà êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0 çà-
äàåòñÿ èíòåãðàëîì Ýéëåðà

Γ (ν) =
∞∫
0

tν−1e−tdt

è àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, çà
èñêëþ÷åíèåì ν = 0, −1, −2, ..., â êîòîðûõ îíà èìååò ïðîñòûå ïî-
ëþñû.

Îòñþäà ïðè | ξ |¿ 1

Kν (ξ) ≈ π

2
1

sin (νξ)

[(
(ξ/2)−ν

Γ (1− ν)
− (ξ/2)ν

Γ (1 + ν)

)]
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ãàììà-ôóíêöèè:

Γ (1 + iµ) Γ (1− iµ) =| Γ (1± iµ) |2 .

Äàëåå � ÷èñòî ôîðìàëüíûå âûêëàäêè:

Kiµ (ξ) ∝ (ξ/2)−iµ

Γ (1− iµ)
− (ξ/2)iµ Γ (1− iµ)

| Γ (1− iµ) |2 =

= exp {−iµ ln (ξ/2)− ln | Γ (1− iµ) | −i arg Γ (1− iµ)}−
exp {iµ ln (ξ/2) + ln | Γ (1− iµ) | +i arg Γ (1− iµ)− 2 ln | Γ (1− iµ) |} .
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Ïîýòîìó íóëÿìè ôóíêöèè

Kiµ (ξ) ∝ − | Γ (1− iµ) |−1 sin [µ ln (ξ/2) + arg Γ (1− iµ)]

ÿâëÿþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ

µ ln (ξ/2) + arg Γ (1− iµ) = −πn.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé

ξn = 2 exp {− [πn + arg Γ (1− iµ)] /µ} ,

à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è çàäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìó-
ëîé

cn ∼ −2k

α
exp {− [πn + arg Γ (1− iµ)] /µ} .

Îíè âñå âåùåñòâåííû. Ñëåäîâàòåëüíî, òå÷åíèå óñòîé÷èâî, íî ïðè
Ri −→ 1/4 (µ −→ 0) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòÿãèâàþòñÿ ê íóëþ,
÷òî óêàçûâàåò íà óìåíüøåíèå óñòîé÷èâîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ñ ðî-
ñòîì α âñå cn òàêæå ñòÿãèâàþòñÿ ê íóëþ, à ÷àñòîòû α · c îñòàþòñÿ
ïðèìåðíî ïîñòîÿííûìè. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψn çàìåòíî îòëè÷-
íû îò íóëÿ ëèøü â îêðåñòíîñòè z = 0 ïîðÿäêà 1/α, ò.å. ñ ðîñòîì α
îíè ïðèæèìàþòñÿ ê òâåðäîé ñòåíêå.

á) Ri <
1
4
, ν =

(
1
4
−Ri

) 1
2

� âåùåñòâåííî è < 1/2.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü (Óèòòåêåð è Âàòñîí, 1963), ÷òî
ôóíêöèÿ Kν (ξ) íå èìååò êîðíåé â îáëàñòè | arg ξ |< π, ò.å. íå ñóùå-
ñòâóåò òàêèõ c, ÷òîáû ϕ (kz − c) óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ è êðàå-
âûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè Ri < 1/4 çàäà÷à íå
èìååò ðåøåíèé â âèäå íîðìàëüíûõ ìîä.

2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåðåäóöèðîâàííîé çàäà÷è.
Óìåíüøåíèå óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Òåéëîðà ñ óìåíüøåíèåì ÷èñ-
ëà Ðè÷àðäñîíà, òðàêòóåìîãî êàê ìåðà óñòîé÷èâîñòè, åñòåñòâåííî
íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ïðè Ri < 1/4 ïîÿâèòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü.
Òàê ñêëîíåí áûë ñ÷èòàòü Ïðàíäòëü. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî âîïðîñà,
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ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäîâàëî áû îáðàòèòüñÿ ê îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâî-
ñòè ïî Ëÿïóíîâó (ñì. Ëåêöèþ 14) è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Ýòî âåñüìà ñëîæíîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ Òåéëîðà áûëî ñäåëàíî
íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.
Îêàçàëîñü, ÷òî è ïðè Ri < 1/4 òå÷åíèå óñòîé÷èâî. Íèæå ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ëèøü íåñòðîãèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ãîâîðÿùèìè â ïîëüçó
ýòîãî ðåçóëüòàòà. Íåñòðîãîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì çàäà÷ó íà âñåì äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòêàçûâàÿñü
îò êðàåâîãî óñëîâèÿ ïðè z = 0. Äàëåå âñå ñòðîãî.

Ïîñêîëüêó ìåòîä íîðìàëüíûõ ìîä íå ïðîõîäèò, íåîáõîäèìî âåð-
íóòñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (15.6), êîòîðîå äëÿ U = kz çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

(
∂

∂t
+ kz

∂

∂x

)2

4ψ = −gβψ

(
β = − 1

ρ0

d
_
ρ

dz

)
. (2)

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò z, ÷òî íå ïîçâîëÿåò
ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå. Íî äëÿ ëèíåéíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè ýòó
òðóäíîñòü ìîæíî îáîéòè, ïåðåõîäÿ ê ïîëóëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò:

t → t, z → z, x1 = x− kzt.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò ôîðìó, â êîòîðîé
êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò íå îò z, à îò t:

∂2

∂t2

[
∂2

∂x2
+

(
∂

∂z
− kt

∂

∂x1

)2
]

ψ + gβ
∂2ψ

∂x2
1

= 0.

Ïîýòîìó òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãàðìîíè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ψ (x1, z, t) = ϕ (t) exp (lx1 + nx) .

Òîãäà ϕ (t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

d2

dt2

[
l2 + (n− lkt)2

]
ϕ + gβl2ϕ = 0.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ
ïðè t −→ ∞, êîíñòàíòàìè â ïåðâîì êîýôôèöèåíòå ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü, ò.å. àñèìïòîòèêà ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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t2ϕtt + 4tϕt +
(

2 +
gβ

k2

)
ϕ = 0.

Åãî ðåøåíèå

ϕ (t) = C1t
m1 + C2t

m2 ,

ãäå m1 è m2 êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

m (m− 1) + 4m + (2 + Ri) = 0.

Îòñþäà

m1,2 = −3
2
±

√
1
4
−Ri.

Ïðè Ri ≤ 1/4 îíè âåùåñòâåííû è îòðèöàòåëüíû, à ïðè Ri > 1/4
èõ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà, ò.å. âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðåøå-
íèÿ çàòóõàþò. Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åíííûìè ðåçóëüòàòàìè óìåñòíî äëÿ
ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

3. Îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè ñ ëè-
íåéíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè. Ïîëàãàÿ â (2) β = 0, äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ kz

∂

∂x

)
4ψ = 0

ñ óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè ïðè z −→ ±∞. Ñîõðàíÿÿ ãàðìîíè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü îò x, ò.å. ψ (x, z, t) = ϕ (z, t) exp (iαx), ïîëó÷àåì
çàäà÷ó Êîøè, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ iαkz

) (
ϕzz − α2ϕ

)
= 0 (3)

c íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ (z, 0) = ϕ0 (z) è óñëîâèÿìè îãðàíè÷åííî-
ñòè ϕ (z, t) ïðè z −→ ±∞. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t èìååì

ϕzz − α2ϕ = f (z) exp (−iαkzt) ,

ãäå f (z) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

f (z) = (ϕ0)zz − α2ϕ0.
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Îñòàåòñÿ ðåøèòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Îáùåå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ
ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé:

ϕ (z, t) = −
∞∫
z

1
α

f (ζ) sh {α (z − ζ)} exp (−iαkζt) dζ + C1 exp (αz)

+C2 exp (−αz) .

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé íà ±∞ êîíñòàíòû C1 è C2 = 0 è ðåøåíèå èìååò
âèä

ϕ (z, t) = −
∞∫
z

1
α

f (ζ) sh {α (z − ζ)} exp (−iαkζt) dζ.

Ïðè åñòåñòâåííûõ ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î êîíå÷íîñòè ýíåð-
ãèè íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé, íàïðèìåð, f (z) 6= 0 ëèøü â êîíå÷íîé
îáëàñòè èçìåíåíèÿ z, î÷åâèäíî, ÷òî ϕ (z, t) îãðàíè÷åíî ïðè t −→∞,
ïîñêîëüêó

| ϕ (z, t) |≤
∞∫
z
| 1
α

f (ζ) || shα (z − ζ) | dζ.

Èñêëþ÷èòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáúÿñíÿåòñÿ
âûðîæäåííûì âèäîì óðàâíåíèÿ (2). Â îáùåì ñëó÷àå

(
U
′′ 6= 0

)
â

óðàâíåíèè ïîÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ϕ, ðåøàòü êîòî-
ðîå ñòàíîâèòñÿ óäîáíûì ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ðåøèòå çàäà÷ó Òåéëîðà äëÿ Ri < 1/4 â ðàìêàõ ñòðîãîé ïî-

ñòàíîâêè çàäà÷è (15.14), ïðåäïîëàãàÿ óæå íå ëèíåéíîå, à ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïî âûñîòå

(_
R = R0 exp (−βz)

)
,

è ïîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò îñòàíåòñÿ ïðåæíèì.
Ïîäñêàçêà. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïîëóëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò ñäåëàéòå çàìåíó ψ = ϕ exp (βz/2).
2. Ðåøèòå çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé æèäêî-

ñòè ñ ëèíåéíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî æèä-
êîñòü çàíèìàåò ïîëóïëîñêîñòü z > 0 è îãðàíè÷åíà òâåðäîé ñòåíêîé
íà óðîâíå z = 0.

Îòâåò (ñì. òàêæå Äèêèé, 1976):

ϕ (z, t) = −
∞∫
z

1
α

f (ζ) sh {α (z − ζ)} exp (−iαkζt) dζ
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−
∞∫
0

1
α

f (ζ) sh {αζ} exp {− (iαkζt + αz)} dζ
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2. Àáðàìîâèö Ì., Ñòèãàí È. Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíê-
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Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé è
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â òåîðèè
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

1. Îáùèå òåîðåìû, îñíîâàííûå íà èíòåãðàëüíûõ ñîîò-
íîøåíèÿõ. Âåñüìà ïîëåçíûì äëÿ îòûñêàíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè ìåñòîïîëîæåíèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðåäóöèðî-
âàííîãî îïåðàòîðà óñòîé÷èâîñòè (16.1à), (16.2à) ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
ñâîéñòâ åãî êâàäðàòè÷åñêîé ôîðìû � ïðèåì, õîðîøî èçâåñòíûé èç
òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà÷íåì
ñî ñòðîãîãî (â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè) äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ
Ìàéëñà óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè.

Òåîðåìà 1 (Miles 1961). Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå ðàññëî-
åííîé æèäêîñòè, ÷èñëî Ðè÷àðäñîíà êîòîðîãî

Ri = − gd
_
ρ/dz

ρ0 (dU/dz)2
≡ gβ

(U ′)2
âñþäó >

1
4
,

óñòîé÷èâî.
Íàïîìíþ, ÷òî Ri � ëîêàëüíûé êðèòåðèé. Îòñþäà òðåáîâàíèå

âñþäó. Êðîìå òîãî, â ñòðîãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (15.14) â îïðåäå-
ëåíèè ÷èñëà Ðè÷àðäñîíà îáå âåëè÷èíû _

ρ è ρ0 íàäî çàìåíèòü íà_
R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ðå÷ü èäåò î êðàåâîé çàäà÷å, çàäàâàå-
ìîé óðàâíåíèåì

(U − c)2
(
ψ
′′ − α2ψ

)
− U

′′
(U − c) ψ = −gβψ

(
β = − 1

ρ0

d
_
ρ

dz

)
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ñ óñëîâèÿìè ψ = 0 íà òâåðäûõ ñòåíêàõ èëè ðåãóëÿðíîñòè íà ±∞.
Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé êðàåâîé çàäà÷è êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåíû, íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé íå ñóùåñòâóåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. c = cr + ici

(ci 6= 0) è ñäåëàåì çàìåíó

W (z) = U (z)− c, ψ (z) =
√

Wϕ (z) .

Ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(
Wϕ′

)′ −
[
1
2
U ′′ + α2W +

1
W

(
1
4

(
U ′)2 − gβ

)]
ϕ = 0.

Óìíîæàåì íà ϕ∗ (ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ϕ) è èíòå-
ãðèðóåì ïî âñåìó ñå÷åíèþ ïîòîêà ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
b∫
a

(Wϕ′)′ ϕ∗dz = (Wϕ′) ϕ∗ |z=b − (Wϕ′)ϕ∗ |z=a −
b∫
a
Wϕ′ϕ∗′dz =

−
b∫
a
W | ϕ′ |2 dz.

Òîãäà ïðîèíòåãðèðîâàííîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

b∫
a

{
W

(
| ϕ′ |2 +α2 | ϕ |2

)
+

1
2
U ′′ | ϕ |2

}
dz+

+
b∫
a
W ∗

(
1
4

(
U ′)2 − gβ

) | ϕ |2
| W |2 dz = 0.

Åãî ìíèìàÿ ÷àñòü äàåò ðàâåíñòâî (U − c = U − cr − ici, ci 6= 0)

ci

b∫
a

{
| ϕ′ |2 +α2 | ϕ |2 −

(
1
4

(
U ′)2 − gβ

) | ϕ |2
| W |2

}
dz = 0.

Íî ïðè
(
gβ − 1

4 (U ′)2
)

> 0, ò.å. Ri > 1/4, òàêîå íåâîçìîæíî. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà.

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êðèòåðèÿ Ìàéëñà (ýâðèñòè-
÷åñêèé âûâîä). Çàãàäà÷íîå íà ïåðâûé âçãëÿä êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
÷èñëà Ðè÷àðäñîíà, ðàâíîå 1/4, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì èç ñëåäóþ-
ùèõ ñîîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî ôèçè÷åñêèé ìàÿò-
íèê (ðèñ. 1à) ìàññû m, êîëåáëþùèéñÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè g. Ïóñòü
l � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà O äî öåíòðà òÿæåñòè ìàÿòíèêà, à V
� åãî ñêîðîñòü â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ O′. Òîãäà ìàÿòíèê
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Ðèñ. 1. à) Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ
îòíîñèòåëüíî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åñëè 4gl/V 2 > 1.
á) Ñäâèãîâîå òå÷åíèå ðàññëîåííîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû
òÿæåñòè. Äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåííîé íà óðîâíå
z = z0 − δz â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ V = U(z0), ðîëü l èñïîëíÿåò δz, ðîëü g
ïðèíàäëåæèò g′ = N2δz, à V = U(z0 − δz) − U(z0) = δU.
Òå÷åíèå óñòîé÷èâî, åñëè 4g′δz/(δU)2 = 4N2/(δU/δz)2 .= 4Ri > 1.
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ñîõðàíÿåò êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà åãî êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E = mV 2/2 â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íå
ïðåâçîéäåò äåôèöèò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ∆Π = 2mgl íèæíåãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ O′′, ò.å. ïðè óñëîâèè

2mgl

mV 2/2
> 1 èëè gl

V 2
>

1
4
.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðåîáðàçóþòñÿ â åãî âðà-
ùàòåëüíûå äâèæåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü U = U (z) � ïðîôèëü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè
ñ ïëîòíîñòíîé ñòðàòèôèêàöèåé

_
R =

_
R (z) (ðèñ. 1á). Ïåðåéäåì â

ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèæóùóþñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U (z0),
ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòîðîìó ïðîèçâîëüíîìó óðîâíþ z = z0. Òîãäà
â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ æèäêîé ÷àñòèöû
åäèíè÷íîãî îáúåìà, íàõîäÿùåéñÿ íà óðîâíå z = z0 − δz, ðàâíà

K =
1
2

_
R (z0 − δz) [U (z0 − δz)− U (z0)]

2 .

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýòîé ÷àñòèöû, ïåðåìåùåííîé íà óðîâåíü
z = z0 + δz, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ðåçóëüòèðóþùåé ãðàâèòàöèîííûõ
è àðõèìåäîâûõ ñèë íà δz, ò.å.

∆Π = g
[_
R (z0 − δz)−

_
R (z0 + δz)

]
δz.

Ïîýòîìó óñëîâèå òîãî, ÷òî äâèæåíèå âûäåëåííîé ÷àñòèöû íå ñòàíåò
âðàùàòåëüíûì îòíîñèòåëüíî ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåííîé íà óðîâíå
z = z0, ò.å. â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà z = z0 íè îäíà èç ÷àñòèö
íå ðàçðóøèò ïëîòíîñòíóþ ñòðàòèôèêàöèþ æèäêîñòè èç-çà âîçíèê-
íîâåíèÿ ëîêàëüíîé çàâèõðåííîñòè, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Π
K

=
g

[_
R (z0 − δz)−

_
R (z0 + δz)

]
δz

_
R (z0 − δz) [U (z0 − δz)− U (z0)]

2 /2
> 1.

Äåëÿ òåïåðü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà δz2 è óñòðåìëÿÿ
δz ê íóëþ, ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ
ðàññëîåííîé æèäêîñòè

− 4gd
_
R/dz

_
R (dU/dz)2

=
4N2

(dU/dz)2
.= 4Ri > 1, (1)
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êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà ëþáîì óðîâíå z. Íàïîìèíàþ,

− g
_
R

d
_
R

dz
= N2

� êâàäðàò ÷àñòîòû Áðåíòà-Âÿéñåëÿ äëÿ íåñæèìàåìîé ñòðàòèôèöè-
ðîâàííîé æèäêîñòè (ñì. Ëåêöèþ 9).

Äðóãèìè ñëîâàìè, 4Ri (z) åñòü îòíîøåíèå ïîòåíöèàëüíîé è
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé ñëîÿ æèäêîñòè, çàäàâàåìîãî èíôèíèòåçè-
ìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ óðîâíÿ z, âû÷èñëÿåìûõ â ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U (z). Êðèòåðèé Ìàéëñà ñòàíî-
âèòñÿ òàêèì îáðàçîì ôèçè÷åñêè ïðîçðà÷íûì.

Òåîðåìà 2 (Howard, 1961). Âñå íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè β > 0 è âåùåñòâåí-
íûå ïðè β = 0 ëåæàò â êðóãå, äèàìåòð êîòîðîãî çàäàåòñÿ îòðåç-
êîì [Umin, Umax].

Ðàññìîòðåíèå óäîáíî ïðîâîäèòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæó-
ùåéñÿ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ Uñð = (Umin + Umax) /2. Òîãäà óïî-
ìÿíóòûé îòðåçîê åñòü [−U0, U0], ãäå U0 = (Umax − Umin) /2. Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå ðàâíîñèëüíî ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå (1) U (z) =
Uñð + U1 (z) , c = Uñð + c1.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå óòâåðæäåíèþ Òåîðåìû 2 è ââåäåì çà-
ìåíó ψ (z) = (U − c) f (z). Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôóíê-
öèÿ (U − c) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ, à f
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[
(U − c)2 f ′

]′ − α2 (U − c)2 f = −gβf.

Óìíîæàåì íà f∗ è èíòåãðèðóåì ïî z. Òîãäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïåðâîãî ÷ëåíà ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî

∫
(U − c)2

{
| f ′ |2 +α2 | f |2

}
dz = g

∫
β | f |2 dz. (2)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè β = 0, ò.å. äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè, c íå
ìîæåò áûòü âåùåñòâåííûì. Äëÿ íåâåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé c âûäå-
ëèì ñíà÷àëà ìíèìóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2):

ci

∫
(U − cr)

{
| f ′ |2 +α2 | f |2

}
dz = 0. (3)
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Òàê êàê ci 6= 0, ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî
−U0 < cr < U0.

Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) äàåò
∫ [

(U − cr)
2 − c2

i

] {
| f ′ |2 +α2 | f |2

}
dz = g

∫
β | f |2 dz, (4)

Ïîñêîëüêó (U − cr)
2− c2

i =
[
U2 − (

c2
r + c2

i

)]− 2cr (U − cr), òî èç (4)
ñ ó÷åòîì (3) ñëåäóåò

∫ (
U2− | c |2

) {
| f ′ |2 +α2 | f |2

}
dz > 0.

Îòñþäà | c |2≤ U2
0 , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 3 (Rayleigh, 1880). Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå îä-
íîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óñòîé÷èâî, åñëè åãî ïðîôèëü
ñêîðîñòè íå èìååò òî÷åê ïåðåãèáà.

Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ðýëåÿ

(U − c)
(
ψ
′′ − α2ψ

)
− U

′′
ψ = 0

ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè íà òâåðäûõ ãðàíèöàõ. Âíîâü ïðåäïîëàãàåì
c = cr + ci (ci 6= 0). Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà U − c, óìíîæèì íà
ψ∗ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó ñå÷åíèþ ïîòîêà. Â ñèëó ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ∫

ψ′′ψ∗dz = −
∫
| ψ′ |2 dz.

Â ðåçóëüòàòå èìååì
∫ (

| ψ′ |2 +α2 | ψ |2 +
U ′′

U − c
| ψ |2

)
dz = 0. (5)

Ìíèìàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äàåò

ci

∫
U ′′

(U − c)2
| ψ |2 dz = 0. (6)

Íî òàêîå âîçìîæíî, åñëè U ′′ ìåíÿåò çíàê, ò.å. òå÷åíèå èìååò òî÷êó
ïåðåãèáà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè).

Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåëè÷èíà U ′ = dU/dz =
∂U/∂z − ∂W/∂x (W = 0) åñòü çàâèõðåííîñòü äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ,
òî òåîðåìó Ðýëåÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å.
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Äëÿ óñòîé÷èâîñòè óïîìÿíóòîãî òå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
åãî âèõðü ñêîðîñòè ìîíîòîííî èçìåíÿëñÿ îò ñòåíêè ê ñòåíêå.

Òåîðåìà 4 (Fjortoft, 1950). Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå îäíî-
ðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óñòîé÷èâî, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ
êîíñòàíòà K, ÷òî (U −K) U ′′ > 0.

Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì c = cr + ci (ci 6= 0). Âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà (5) äàåò

∫
U ′′ (U − cr)
| U − c |2 | ψ |2 dz = −

∫ (
| ψ′ |2 +α2 | ψ |2

)
dz < 0.

Â ñèëó (6) â êà÷åñòâå cr ìîæíî âçÿòü ëþáóþ êîíñòàíòó K. Òîãäà
∫

U ′′ (U −K)
| U − c |2 | ψ |2 dz < 0,

÷òî âîçìîæíî, åñëè åñòü òî÷êà, â êîòîðîé U ′′ (U −K) < 0. Çíà÷èò,
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ci 6= 0, íåâåðíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà Ôüîðòîôòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ. à)
Òåîðåìà Ðýëåÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî U ′′ íå ìåíÿåò çíàê, è
âçÿòü K >| Umax |, à çíàê K ñîâïàäàþùèì ñî çíàêîì âåëè÷èíû
−U ′′. á) Òå÷åíèå èìååò îäíó òî÷êó ïåðåãèáà, ò.å. U ′′ (zc) = 0 è
[U (z)− U (zc)]U ′′ > 0. Òîãäà K = U (zc).

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðýëåÿ ìåòîäîì Ëÿïóíîâà-
Àðíîëüäà. Äî ñèõ ïîð ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èññëå-
äîâàëàñü â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ñëåäóÿ ïðîãðàììå, íàìå-
÷åííîé â Ëåêöèè 14, âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
äâèæåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è èçó÷åíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñäâèãîâûõ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé æèäêî-
ñòè.

Íàïîìèíàþ, ÷òî â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà ψ = ψ (x, z, t) óðàâ-
íåíèÿ äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂4ψ

∂t
+ u

∂4ψ

∂x
+ w

∂4ψ

∂z
≡ ∂4ψ

∂t
+ [ψ,4ψ] = 0, (7)

u = −∂ψ

∂z
, w =

∂ψ

∂x
. (8)

Ïðè óñëîâèÿõ,÷òî íà ãðàíèöå C îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ,

ψ |C= const (íåïðîíèöàåìîñòü ãðàíèöû), (9)
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∮
C
uδl =

∮
C

∂ψ

∂n
δl = const (n− âíåøíÿÿ íîðìàëü), (10)

óðàâíåíèÿ (7), (8) èìåþò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (ñì. ðå-
øåíèÿ Óïðàæíåíèé 2 è 3)

E =
1
2

∫∫
(∇ψ)2 dxdz, I =

∫∫
Φ (4ψ) dxdz, (11)

âûðàæàþùèõ ñîõðàíåíèå ýíåðãèè è ñóììàðíîé çàâèõðåííîñòè ñî-
îòâåòñòâåííî (Φ - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà). Çàìå-
òèì, ÷òî ïîñëåäíåå êðàåâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Êåëüâèíà,
ïðèìåíåííîé ê æèäêîìó êîíòóðó, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùå-
ìó ê ãðàíèöå. Ëþáàÿ æèäêàÿ ÷àñòèöà òàêîãî êîíòóðà íèêîãäà íå
ïîêèíåò ãðàíèöó èç-çà ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
ñêîðîñòè. Ïîýòîìó óïîìÿíóòûé êîíòóð ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþ-
ùèì ñ ñàìîé ãðàíèöåé.

Íàïîìèíàþ îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Àðíîëüäà. Ïóñòü
ψ = ψ0 (x, z) � ôóíêöèÿ òîêà ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ, èññëåäóåìî-
ãî íà óñòîé÷èâîñòü. Ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ Φ(4ψ), âõîäÿùóþ â
ôóíêöèîíàë I, ïîäáèðàåì òàê, ÷òîáû ñîõðàíÿþùèéñÿ ôóíêöèîíàë

F [ψ] = E [ψ] + I [ψ] =
∫∫ [

1
2

(∇ψ)2 + Φ (4ψ)
]
dxdz

èìåë ïðè ψ = ψ0 ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè ψ
áëèçêèìè ψ0. Òîãäà çíàêîîïðåäåëåííîñòü åãî âòîðîé âàðèàöèè ïðè
ψ = ψ0 îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ.

Óñëîâèå Ðýëåÿ � îòñóòñòâèå òî÷åê ïåðåãèáà â ïðîôèëå ñêîðîñòè
U (z) òå÷åíèÿ îçíà÷àåò, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîíîòîííîñòü èçìå-
íåíèÿ åãî âèõðÿ U ′ îò ñòåíêè ê ñòåíêå, ò.å. îò îäíîé ëèíèè òîêà
ψ0 = const ê äðóãîé. Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî âèõðü 4ψ0 åñòü
ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ψ0. Ïîñêîëüêó ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îáðàùà-
åìà, òî ôóíêöèÿ òîêà ψ0 = Ψ (4ψ0) åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îò
4ψ0.

Ïóñòü òåïåðü ψ (x, z, t) = ψ0 + δψ (x, z, t) � ôóíêöèÿ òîêà âîç-
ìóùåííîãî òå÷åíèÿ. Âû÷èñëèì ðàçíîñòü F [ψ]−F [ψ0] ñ òî÷íîñòüþ
äî âàðèàöèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

F [ψ]− F [ψ0] =
∫∫ [∇ψ0∇δψ + Φ′ (4ψ0) δ4ψ

]
dxdz+

1
2

∫∫ [
(∇δψ)2 + Φ′′ (4ψ0) (δ4ψ)2

]
+ ...
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì èíòåãðèðîâàíèåì ïî
÷àñòÿì:

∫∫∇ψ0∇δψdxdz = ∇δψ | ∮
C

∂ψ0

∂n
δl − ∫∫

ψ04δψdxdz.

Ïîýòîìó â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δF [ψ0] =
∫∫ [−ψ0 + Φ′ (4ψ0)

]4δψdxdz

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ψ0 = Ψ (4ψ0) = Φ′ (4ψ0) (íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Òîãäà

F [ψ]− F [ψ0] =
1
2

∫∫ [
(∇δψ)2 + Ψ′ (4ψ0) (δ4ψ)2

]
dxdz + ...

Äàëåå,
U = −∂ψ0

∂z
= − ∂

∂z
Ψ (4ψ0) ,

è äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ 4ψ0 = −U ′. Îòñþäà Ψ′ =
U/U ′′ è

F [ψ]− F [ψ0] =
1
2

∫∫ [
(∇δψ)2 +

U

U ′′ (δ4ψ)2
]
dxdz + ...

Ïîêà íè îòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåí. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîýòîìó ñëåäóþùèì ðàññóæäå-
íèåì. Ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïðîâîäèòü â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ K. Åñ-
ëè ψ � ôóíêöèÿ òîêà â ýòîé íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî ïîñëåäíÿÿ
ôîðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

F [ψ]− F [ψ0] =
1
2

∫∫ [
(∇δψ)2 +

U (z)−K

U ′′ (δ4ψ)2
]
dxdz + ... (12)

Âåëè÷èíó K âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò
(U (z)−K) /U ′′ ñòàë ïîëîæèòåëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå δ2F [ψ0] åñòü
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ ôîðìà îò δψ, êîòî-
ðóþ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ ψ îò ψ0:

‖ ψ − ψ0 ‖2
1=

1
2

∫∫ [
(∇δψ)2 +

U (z)−K

U ′′ (δ4ψ)2
]
dxdz.



208 Ëåêöèÿ 18

Â êà÷åñòâå âòîðîé ìåðû ìîæíî âçÿòü

‖ ψ − ψ0 ‖2
2= F [ψ]− F [ψ0] .

Ïîñêîëüêó â (12) ïîä ìíîãîòî÷èåì ñêðûò îñòàòî÷íûé ÷ëåí áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì (δψ)2, òî îáå ìåðû ýêâèâàëåíòíû,
ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C1 > 0 è C2 > 0, ÷òî

C1 ‖ ψ − ψ0 ‖16‖ ψ − ψ0 ‖26 C2 ‖ ψ − ψ0 ‖1 . (13)

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòåé ∇δψ è âèõðÿ
δ4ψ ìàëû, à, ñëåäîâàòåëüíî, ìàëà ìåðà ‖ ψ − ψ0 ‖1. Òîãäà â ñèëó
(13) â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàëà è ìåðà ‖ ψ−ψ0 ‖2. Íî ïîñëåäíÿÿ åñòü
èíâàðèàíò, êîòîðûé áóäåò îñòàâàòüñÿ òàêèì æå ìàëûì âñå âðåìÿ
äâèæåíèÿ. Îïÿòü æå â ñèëó (13) ìàëîé áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è ìåðà
‖ ψ − ψ0 ‖1, à èç-çà åå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷åñêîì ìàëû áóäóò ñêîðîñòè ∇δψ è âèõðü 4δψ. Òàêèì
îáðàçîì, òåîðåìà Ðýëåÿ äîêàçàíà çäåñü â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå
çàäà÷è, ò.å. äëÿ êîíå÷íûõ âîçìóùåíèé1.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Äëÿ êàêîãî èç ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2 ïðîôèëåé òå÷åíèé ïðè-

ìåíèìà è íå ïðèìåíèìà òåîðåìà Ôüîðòîôòà?
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèè (9), (10) êèíåòè÷å-

ñêàÿ ýíåðãèÿ (ñì. (11)) åñòü ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ óðàâ-
íåíèé (7), (8).

Äîêàçàòåëüñòâî.

dE

dt
=

∫∫∇ψ∇ψtdxdz

1Â.Ï. Äûìíèêîâ óêàçàë íà ñëåäóþùåå äî íåäàâíåãî âðåìåíè íåèçâåñòíîå
àâòîðó îáñòîÿòåëüñòâî. Íà ñàìîì äåëå äîêàçàíà òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìàëüíàÿ
óñòîé÷èâîñòü ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ôîðìàëüíîì ïðèìåíåíèè êðè-
òåðèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê ñèñòåìàì ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîé âàðèàöèè è
ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé âàðèàöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (Ôèëàòîâ À.Í. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè. ÈÂÌ ÐÀÍ. Ì.: 2002)
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Ðèñ. 2. à) Êðèòåðèé Ôüîðòîôà ïðèìåíèì? á) Êðèòåðèé Ôüîðòîôà
íåïðèìåíèì?

= ψ |C
∮
C

∂ψt

∂n
δl − ∫∫

ψ4ψtdxdz (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì)

= ψ |C d

dt

∮
C

∂ψ

∂n
δl − ∫∫

ψ4ψtdxdz (òàê êàê êîíòóð C íåïîäâèæåí)

∫∫
ψ [ψ,4ψ] dxdz (ñîãëàñíî (10) è óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ)

=
∫∫ {(ψ4ψψx)z − (ψ4ψψz)x} dxdz (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî)

=
∮
C

ψ4ψ
∂ψ

∂l
δl (ïî òåîðåìå Ñòîêñà) =

∮
C

ψ4ψdψ = 0 (ñîãëàñíî (9)) .

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèè (9), (10) âåëè÷èíà I
(ñì. (11)) åñòü ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé (7), (8).

Äîêàçàòåëüñòâî.

dI

dt
=

∫∫
Φ′ (4ψ)4ψtdxdz = −∫∫

Φ′ (4ψ) [ψ,4ψ] dxdz

=
∫∫

[Φ (4ψ) , ψ] dxdz =
∫∫ {(Φ (4ψ) ψx)z − (Φ (4ψ) ψz)x} dxdz

=
∮
C

Φ(4ψ) ∂ψ
∂l δl =

∮
C

Φ(4ψ) dψ = 0.

Ëèòåðàòóðà
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Óñòîé÷èâîñòü çîíàëüíûõ òå÷åíèé
áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû. Ïîíÿòèå
áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè

1. Òåîðåìà Ãî (Kuo Hsiao-Lan, 1949). Ïåðåõîäÿ ê èçó÷å-
íèþ óñòîé÷èâîñòè ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé, óìåñòíî íà-
ïîìíèòü ôèëüòðîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèä-
êîñòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ëåãêî îáîáùèòü êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ
óñòîé÷èâîñòè ñòðîãî äâóìåðíûõ òå÷åíèé íåâðàùàþùåéñÿ æèäêî-
ñòè íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé. Äâèæåíèå áàðîòðîïíîé àòìîñôå-
ðû â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Îáóõîâà-×àðíè

d

dt
(f +4ψ − L0ψ) ≡ ∂

∂t
(4ψ − L0ψ) + [ψ,4ψ] + β

∂ψ

∂x
= 0, (1)

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
. (2)

Çäåñü êîîðäèíàòû x è y îòñ÷èòûâàþòñÿ â íàïðàâëåíèÿõ íà âîñòîê
è ñåâåð ñîîòâåòñòâåíî. Ãåîñòðîôè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òîêà ψ = gh/f0,
ãäå h = z (x, y, t) − zp � îòêëîíåíèå âûñîòû z (x, y, t) ïðîèçâîëü-
íîé èçîáàðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè p (x, y, z, t) = const îò åå ðàâíî-
âåñíîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ z (p) = zp (íàïîìíèì, ÷òî â
áàðîòðîïíîé àòìîñôåðå èçîáàðû, ñîâïàäàþùèå ñ èçîõîðàìè, èç-
ìåíÿþòñÿ ïîäîáíî äðóã äðóãó). f0 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåò-
ðà Êîðèîëèñà f = 2Ω0 sinϕ (ϕ � øèðîòà), L0 = c/f0 � ìàñøòàá
Îáóõîâà-Ðîññáè è β = df/dy. Â ïðèáëèæåíèè òåîðèè ìåëêîé âîäû
h � îòêëîíåíèå âûñîòû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò åå ðàâíîâåñíîãî
óðîâíÿ H∗ (x, y) = H0 − h1 (x, y), L0 =

√
gH0/2Ω0, à áåòà-ýôôåêò
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β = 2Ω0H
−1
0 dh1/dy îáåñïå÷èâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé îðîãðàôèåé äíà

(ñì. ðèñ. 6.3).
Ñèñòåìà (1), (2) èìååò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (ñì.

Ëåêöèþ 7)
E =

1
2

∫∫ [
(∇ψ)2 + L−2

0 ψ2
]
dxdy (3)

I =
∫∫

Φ (Π) dxdy, 〈ψ〉 =
∫∫

ψdxdy, (4)

ãäå Φ (Π) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëüíîãî âèõðÿ Π = f +4ψ − L−2

0 ψ.
Òåîðåìà Ãî. Çîíàëüíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé áàðîòðîïíîé àò-

ìîñôåðû óñòîé÷èâî, åñëè ïîòåíöèàëüíûé âèõðü ìîíîòîííî èçìå-
íÿåòñÿ îò ïîëþñà ê ïîëþñó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ0 = Ψ0 (y) � ôóíêöèÿ òîêà òàêîãî
ñòàöèîíàðíîãî çîíàëüíîãî òå÷åíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïîòåí-
öèàëüíûé âèõðü Π0 = f +4ψ0−L−2

0 ψ0 � åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ
øèðîòíîé êîîðäèíàòû y. Òîãäà Π0 ìîæíî ïðèíÿòü çà íîâóþ øè-
ðîòíóþ êîîðäèíàòó, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ψ0 = Ψ0 (Π0).

Âû÷èñëÿåì âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà F = E + I:

δF =
∫∫ {

∇ψ0δ∇ψ + L−2
0 ψ0δψ + Φ

′
(Π0) δΠ

}
dxdy =

(ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì)

=
∫∫ {

−ψ0δ∇ψ + L−2
0 ψ0δψ + Φ´(Π0) δΠ

}
dxdy

=
∫∫ [

−Ψ0 (Π0) + Φ´́(Π0)
]
δΠdxdy,

ïîòîìó ÷òî ψ0δ∇ψ − L−2
0 ψ0δψ = δΠ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà åñòü Φ′(Π0) = Ψ0(Π0). Âòîðàÿ
âàðèàöèÿ

δ2F =
∫∫ {

(δ∇ψ)2 + L−2
0 (δψ)2 + Φ

′′
(Π0) (δΠ)2

}
dxdy

=
∫∫ {

(δ∇ψ)2 + L−2
0 (δψ)2 + Ψ

′
(Π0) (δΠ)2

}
dxdy.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè δ2F íóæíî, ÷òîáû Ψ
′
(Π0) > 0.

Â çåìíûõ óñëîâèÿõ âñå íàîáîðîò. Çîíàëüíàÿ ñêîðîñòü U = −∂ψ0/∂y
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íàïðàâëåíà ñ çàïàäà íà âîñòîê, ò.å. ψ0 ðàñòåò ñ ñåâåðà íà þã (íàïî-
ìèíàþ, ÷òî êîîðäèíàòíûå îñè 0x è 0y íàïðàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî
íà âîñòîê è ñåâåð). Íî ïîòåíöèàëüíûé âèõðü, çíàê êîòîðîãî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïåðåíîñíûì âèõðåì f , íàîáîðîò, ðàñòåò ñ þãà íà ñåâåð.
Ñëåäîâàòåëüíî Ψ

′
(Π0) < 0. Âàæíî, îäíàêî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà çíà-

êîîïðåäåëåííàÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòóïèòü òàêèì îáðàçîì. Ïåðåé-
äåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâî-
íà÷àëüíî âûáðàííîé ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω1. Â ýòîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò íîâàÿ ôóíêöèÿ òîêà ψ1 = ψ − φ, ãäå φ = a2Ω1 sinϕ � íå
çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ôóíêöèÿ òîêà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âðàùå-
íèþ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω1 (ϕ � øèðîòà). Â òåðìèíàõ
ψ1 óðàâíåíèå ýâîëþöèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt

(
f1 +4ψ1 − L−2

0 ψ1 − L−2
0 φ

)
= 0. (5)

Çäåñü f1 = 2 (Ω + Ω1) sin ϕ. Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè (5) ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ (1) âìåñòî ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà f ïîÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
feff = f1−L−2

0 φ, ÷òî íå íàðóøàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Âûðà-
æåíèÿ äëÿ âàðèàöèé îñòàþòñÿ â ñèëå. Ïîýòîìó âñå âûøåïðèâåäåí-
íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ñèñòåìå
êîîðäèíàò, îïåðåæàþùåé äâèæåíèå àòìîñôåðû, âåòåð äóåò ñ âîñòî-
êà íà çàïàä, è òîãäà Ψ

′
(Π0) > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Ìåõàíèçì áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè íà ïðèìåðå
ìàêñèìàëüíî óïðîùåííûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè àòìîñôå-
ðû (E. Lorenz, 1960). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãî íåîáõîäèìûì óñëîâè-
åì íåóñòîé÷èâîñòè çîíàëüíîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ øèðîòíàÿ íåìîíî-
òîííîñòü åãî çàâèõðåííîñòè. ×òîáû ïîíÿòü ê êàêèì ïîñëåäñòâèÿì
ýòî ìîæåò ïðèâåñòè è îïèñàòü, õîòÿ áû êà÷åñòâåííî, ïðîöåññ ðàç-
âèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, åñëè òàêîâàÿ èìååò ìåñòî, ïîäâåðãíåì, ñëå-
äóÿ Ëîðåíöó, óðàâíåíèÿ äèíàìèêè áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû ìàêñè-
ìàëüíîìó óïðîùåíèþ. Ýòî ïîçâîëèò íàì èçáåæàòü ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ è âûïîëíèòü àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåé-
íîãî ìåõàíèçìà íåóñòîé÷èâîñòè. Óïðîùåíèå â ïåðâóþ î÷åðåäü ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ïðåíåáðåãàåòñÿ äâóìåðíîé ñæèìàåìîñòüþ ñðåäû
(L−1

0 = 0), à äâóìåðíîå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîå òå÷åíèå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ íå íà ñôåðå, à íà f -ïëîñêîñòè, ò.å. áåç ó÷åòà áåòà-ýôôåêòà. Òî-
ãäà âèõðåâàÿ äèíàìèêà òàêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ îáû÷íûì äâó-
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ìåðíûì óðàâíåíèåì âèõðÿ

∂(4ψ)
∂t

+ [ψ,4ψ] = 0 (6)

ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè

ψ ([x + 2π/k, y + 2π/l) = ψ (x, y) . (7)

Çäåñü k è l � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå, íå ðàâíûå íóëþ, âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, çàäàþùèå ìàêñèìàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðè-
îäû â íàïðàâëåíèÿõ îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà,
êîòîðûìè äëÿ äàííîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè cos (mkx + nly) è sin (mkx + nly), m è n � öåëûå (íå ðàâ-
íûå íóëþ) ÷èñëà, äàåò ñëåäóþùåå Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ çàâèõ-
ðåííîñòè:

4ψ =
∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞
[Amn cos (mkx + nly) + Bmn sin (mkx + nly)] ,

(A00 = B00 = 0) . (8)

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

4ψ =
∑

M

CM exp iMR, (9)

ãäå M = imk + jnl,R = ix + jy, à CM = 1
2 (Amn − iBmn), i è j �

îðòû â íàïðàâëåíèÿõ x è y.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçëîæåíèþ (9) ôóðüå-ðÿä äëÿ ψ èìååò âèä

ψ =
∑

M

(M ·M)−1 CM exp iMR. (10)

Çàìåíÿÿ â (9) èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ M íà L, à â (10) M íà H
è ïîäñòàâëÿÿ (9), (10) â ÿêîáèàí [ψ,4ψ], ïîëó÷àåì åãî ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèå:

[ψ,4ψ] =
∑

H,L

(k ·H× L) (H ·H)−1 CHCM exp {i (H + L) ·R} .

(11)
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Ïîñëå çàìåíû â (11) èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ M íà H + L è ïîä-
ñòàíîâêè (9) è (11) â (6) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ CM èìååì áåñêî-
íå÷íóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �
ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå (6) â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë:

dC−M

dt
=

∑

H

k ·H×M
H ·H CHCM−H. (12)

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ñôåðû, åñëè äåëàòü ðàç-
ëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñôåðè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà � ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Óðàâíåíèå (6), êàê èçâåñòíî, îáëàäàåò äâóìÿ ïåðâûìè èíòåãðà-
ëàìè äâèæåíèÿ � êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé E = 1

2

∫∫
(∇ψ)2 dxdy è

ñóììàðíûì êâàäðàòîì çàâèõðåííîñòè I =
∫∫

(4ψ)2 dxdy. Â ïðî-
ñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë îíè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

E =
1
2

∑

M

CMC−M

M ·M , I =
∑

M

CMC−M. (13)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò E è
I ðàâíà ñóììå ðÿäà, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ
CHCM−HC−M ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñóììó òàêî-
ãî ðÿäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû áëîêîâ, êàæäûé èç êîòî-
ðûõ ðàâåí ñóììå øåñòè ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé
âåêòîðíûõ èíäåêñîâ H, M−H, è −M. Ëþáîé òàêîé áëîê òîæäå-
ñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà, ñèñòåìó
ìàêñèìàëüíî ìîæíî óïðîñòèòü òàê, ÷òîáû â íåëèíåéíîì âçàèìî-
äåéñòâèè ó÷àñòâîâàëè òîëüêî ìîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèêñèðîâàí-
íûì òðåì âåêòîðàìH, M−H, è−M. Ïîëàãàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âñå êîýôôèöèåíòû CM çà èñêëþ÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óïîìÿíó-
òûì âåêòîðàì ðàâíûìè íóëþ, ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî âåëè÷èíû E
è I, ïðåäñòàâëåííûå êîíå÷íûìè ñóììàìè ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé èç
ýòèõ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî â ñèëó ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà Ãàëåðêèíà òàêîé ïîäõîä áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî
ôèêñèðîâàííûõ òðîåê âåêòîðîâ ó÷èòûâàåòñÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü îäíîé òðîé-
êîé, â êîòîðîé êàæäûé èíäåêñ m è n ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, 0,−1,
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò ó÷åòó íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîä íàèáî-
ëåå êðóïíîãî ìàñøòàáà. Íåñìîòðÿ íà âñþ ãðóáîñòü òàêîãî ïîäõîäà,
ýòîò ïðèìåð, âî-ïåðâûõ, ìîæåò îïèñàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà íåêî-
òîðîì íà÷àëüíîì ýòàïå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óïîìÿíóòûìè âûøå
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à, âî-âòîðûõ, è ýòî ñàìîå ãëàâíîå, ïðîÿñ-
íèòü ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè ñ ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé m è n ðàçëîæåíèå (8) ïðèíèìàåò âèä:

4ψ = A10 cos kx + A01 cos ly + A11 cos (kx + ly) + A1−1 cos (kx− ly)

+B10 sin kx + B01 sin ly + B11 sin (kx + ly) + B1−1 sin (kx− ly) .

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì. Åñëè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò A1−1 = −A11, à B10 = B01 = B11 = B1−1 = 0,
òî îíè îñòàíóòñÿ òàêîâûìè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîëàãàÿ
òåïåðü A01 =

√
2A1, A10 =

√
2A2 è A1−1 = A3, ìàêñèìàëüíî óêî-

ðî÷åííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè è ôóíêöèè òîêà ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

4ψ =
√

2A1 cos ly +
√

2A2 cos kx + 2A3 sin ly sin kx,

ψ = −
√

2A1

l2
cos ly −

√
2A2

k2
cos kx− 2A3

k2 + l2
sin ly sin kx.

Èì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ìàêñèìàëüíî óïðîùåííûå óðàâíå-
íèÿ äèíàìèêè ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé:

·
A1 = −

(
1
k2
− 1

k2 + l2

)
klA2A3,

·
A2 =

(
1
l2
− 1

k2 + l2

)
klA3A1, (14)

·
A3 =

(
1
k2
− 1

l2

)
klA1A2,

îáëàäàþùèå äâóìÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè êâàäðàòè÷íûìè
ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ:

E =
1
2

(
A2

1

l2
+

A2
2

k2
+

A2
3

k2 + l2

)
,

I = A2
1 + A2

2 + A2
3.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Îáóõîâà, ëþáàÿ êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùàÿ äâóìÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííûìè êâàäðàòè÷íûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâè-
æåíèÿ, ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèÿì Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òå-
ëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå â ýòîì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, äåëàÿ ôîðìàëüíóþ çàìåíó dτ = kldt, l2 = I1,
k2 = I2, k2 + l2 = I3. Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (14) ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â âèäå óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà â òåðìèíàõ êîìïîíåíò
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ Mi ≡ Ai i = 1, 2, 3 (ñì. Ëåêöèþ 12):

·
M1 =

(
1
I3
− 1

I2

)
M2M3,

·
M2 =

(
1
I1
− 1

I3

)
M3M1,

·
M3 =

(
1
I2
− 1

I1

)
M1M2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè óðàâíåíèÿ (14)
îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ñäâèãîâîãî çîíàëüíîãî òå÷åíèÿ ñ ïðîôèëåì
ñêîðîñòè U = −∂ψ/∂y ∝ sin ly è íåìîíîòîííîé çàâèõðåííîñòüþ
4ψ ∝ cos ly, íà êîòîðîå íàëîæåíû âîëíîîáðàçíûå êðóïíîìàñøòàá-
íûå íåçîíàëüíûå âîçìóùåíèÿ ñ øèðîòíûì âîëíîâûì ÷èñëîì k.
Â îòñóòñòâèè âîçìóùåíèé çîíàëüíîå òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ñòàöè-
îíàðíûì ðåøåíèåì (A1 = const, A2 = A3 = 0) ñèñòåìû (14). Ñî-
ãëàñíî àíàëèçó, ñäåëàííîìó íà Ëåêöèè 14, òàêîå çîíàëüíîå òå÷åíèå
íåóñòîé÷èâî ïðè k2 < l2, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì, ìàñ-
øòàá êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò ëèíåéíûé ðàçìåð ñäâèãà. Ñ ôèçè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ïîñêîëüêó â ïðå-
äåëüíîì ñëó÷àå î÷åíü ìàëûõ ìàñøòàáîâ íåçîíàëüíûõ âîçìóùåíèé
(k2 À l2) îíè âîîáùå íå "çàìåòÿò" ïðèñóòñòâèÿ ñäâèãà. Ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ âñåõ
òðåõ êîìïîíåíò ñèñòåìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîó÷èòåëüíî çàìåòèòü,
÷òî íàáëþäàåìûé íà íà÷àëüíîì ýòàïå ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò íåçî-
íàëüíûõ âîçìóùåíèé ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè çî-
íàëüíîãî ïîòîêà, êîòîðûé (ðîñò) çàòåì çàìåäëÿåòñÿ èç-çà âëèÿíèÿ
íåëèíåéíîñòè. Â èòîãå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèé âçà-
èìîîáìåí êèíåòè÷åñêèìè ýíåðãèÿìè ìåæäó âîçìóùåíèÿìè è çî-
íàëüíûì òå÷åíèåì. Ñ ýòèì ïðîöåññîì è ñâÿçûâàþò íàáëþäàåìûå â
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àòìîñôåðå êîëåáàíèÿ èíäåêñà öèðêóëÿöèè � óãëîâîé ñêîðîñòè îò-
íîñèòåëüíîãî çîíàëüíîãî âðàùåíèÿ âîçäóõà â ñðåäíèõ øèðîòàõ.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Ïîïûòàéòåñü âûâåñòè ìàêñèìàëüíî óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ

äèíàìèêè áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû ñ ó÷åòîì áåòà-ýôôåêòà, îïèñû-
âàåìîé óðàâíåíèåì

∂

∂t

(
4ψ − α2ψ

)
+ [ψ,4ψ] + β

∂ψ

∂x
= 0, (15)

ãäå α2 = L−2
0 .

Ïîäñêàçêà. Ñëåäóÿ Ëîðåíöó, ñîõðàíèòå â ðàçëîæåíèè ψ ïî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ñëåäóþùèå ÷ëåíû:

ψ (x, y, t) = A10 (t) cos (kx) + A01 (t) cos (ly) + B10 (t) sin (kx)

+B01 (t) sin (ly) + A11 (t) cos (kx + ly) + A1−1 (t) cos (kx− ly)

+B11 (t) sin (kx + ly) + B1−1 (t) sin (kx− ly) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â (15) è ïðèðàâíèâàíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ãàðìîíèêàõ ââåäèòå îáîçíà÷åíèÿ

A1m = A11 −A1−1, A1p = A11 + A1−1,

B1m = B11 −B1−1, B1p = B11 + B1−1.

Â èòîãå âû îáíàðóæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äî-
ïóñêàåò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïðè A1p = 0, B1p = 0, B01 (0) = 0, êîòî-
ðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (Ãëåäçåð À.Å., íåîïóáëèêîâàííûé
ðåçóëüòàò):

·
A10 = σkB10 + NkA01A1m,

·
A01 = −Nl (A10A1m + B10B1m) ,

·
A1m = σB1m + NA10A01, (16)

·
B10 = −σkA10 + NkA01B1m,

·
B1m = −σA1m + NA01B10.

Çäåñü

σ =
βk

k2 + l2 + α2
, σk =

βk

k2 + α2
,

N =
kl

(
l2 − k2

)

k2 + l2 + α2
, Nk =

(1/2) k3l

k2 + α2
, Nl =

(1/2) kl3

l2 + α2
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíî óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû ñ ó÷åòîì áåòà-ýôôåêòà çàäàþòñÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìîé 5-ãî ïîðÿäêà.
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Ïîíÿòèå áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè.
Ìîäåëü Èäè

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàïîìèíàþ (ñì. Ëåêöèþ 9), ÷òî ãëî-
áàëüíûå äâèæåíèÿ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû îïèñûâàþòñÿ êâàçè-
ãåîñòðîôè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ

d

dt

[
f +4ψ +

1
ρS

∂

∂z

(
f2
0

N2
ρS

∂ψ

∂z

)]
= 0

(
d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
.

(1)
Çäåñü âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ åñòü êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêèé áàðîêëèííûé ïîòåíöèàëüíûé âèõðü, ψ = ψ (x, y, z) = p

′
/f0ρS

� êâàçèãåîñòðîôè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òîêà, p
′ � îòêëîíåíèå äàâëåíèÿ

îò åãî ôîíîâîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ρS = ρS (z) � ôîíî-
âîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, N2 = gd (lnΘS) /dz � êâàäðàò ÷àñòî-
òû Áðåíòà-Âÿéñåëÿ, ΘS = ΘS (z) � ôîíîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåí-
öèàëüíîé òåìïåðàòóðû, f = 2Ω sinϕ � ïàðàìåòð Êîðèîëèñà (ϕ �
øèðîòà) è f0 � åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå. u è v � çîíàëüíàÿ è ìåðèäèî-
íàëüíàÿ êîìïîíåíòû ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà, êîòîðûå â òåðìèíàõ
ôóíêöèè òîêà çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
. (2)

Óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè íèæíåé ãðàíèöû â òåðìèíàõ ôóíê-
öèè òîêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

w = − f0

N2

d

dt

∂ψ

∂z
= 0, ïðè z = 0. (3)
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Íàïîìíþ òàêæå äâà âàæíûõ ñîîòíîøåíèÿ:
θ

ΘS
=

f0

g

∂ψ

∂z
, (4)

óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü âàðèàöèè θ = θ (x, y, z, t) ïîòåíöèàëüíîé
òåìïåðàòóðû ñ ôóíêöèåé òîêà, è òåðìè÷åñêèé âåòåð:

∂u
∂z

=
g

f0ΘS
k×∇Θ

(
Θ = ΘS + θ, ∇ = i

∂

∂x
+ j

∂

∂y

)
, (5)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

∂u

∂z
= − g

f0ΘS

∂θ

∂y
,

∂v

∂z
=

g

f0ΘS

∂θ

∂x
. (5a)

Ñîãëàñíî ïîñëåäíèì ñîîòíîøåíèÿì âåðòèêàëüíûé ñäâèã ãîðè-
çîíòàëüíîé ñêîðîñòè ïîðîæäàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì ãðàäèåíòîì ïî-
òåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû. Íåóñòîé÷èâîñòü, èíäóöèðîâàííàÿ âåð-
òèêàëüíûì ñäâèãîì ñêîðîñòè, íàçûâàåòñÿ áàðîêëèííîé íåóñòîé-
÷èâîñòüþ, ïîñêîëüêó â îòëè÷èå îò áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè
èñòî÷íèêîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ñëóæèò áàðîêëèííàÿ äîñòóïíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ëî-
êàëüíîé ìåðîé êîòîðîé è ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ
íåîäíîðîäíîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî âñïîìíèòü ïåðâûå èíòå-
ãðàëû äâèæåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè
ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè çîíàëüíûõ áàðîêëèííûõ òå-
÷åíèé. Ðå÷ü èäåò îá èíâàðèàíòå ýíåðãèè

E =
1
2

∫∫∫

V

ρS

(
(∇ψ)2 +

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2
)

dxdydz (6)

è îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòè

I =
∫∫∫

V

Φ(Π, z) dxdydz, (7)

ãäå Φ(y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ê íèì ìîæ-
íî äîáàâèòü èíâàðèàíò

G =
∫∫

z=0

Γ
(

∂ψ

∂z

)
dxdy (8)
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(Γ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà), êîòîðûé ñëåäóåò
èç íèæíåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3).

Èíòåãðàë ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2) è (4) ìîæíî çà-
ïèñàòü â òåðìèíàõ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè è ïîòåíöèàëüíîé òåì-
ïåðàòóðû (ñì. Ëåêöèþ 10):

E =
1
2

∫∫∫

V

ρSu2dxdydz +
1
2

∫∫∫
ρS

g2

N2

θ2

Θ2
S

dxdydz, (6a)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç Pbc
.= APEbc è åñòü áàðî-

êëèííàÿ äîñòóïíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ àòìîñôåðû. Íàïîìíèì
äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî äîñòóïíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áàðîòðîïíîé
àòìîñôåðû çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì:

APEbt =
1
2

∫∫
L−2

0 ψ2dxdy.

Îáà âèäà ýíåðãèè, êàê ýòî óæå îáñóæäàëîñü íà Ëåêöèè 11, ìîæíî
ó÷åñòü â îäíîé ìîäåëè, ïåðåõîäÿ ê p-êîîðäèíàòàì.

Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî APEbc â òîì âèäå, êàê îíà çäåñü
îïðåäåëåíà, íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì âûðàæåíèåì äëÿ äîñòóï-
íîé áàðîêëèííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâè-
ñèò îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Òàêîå âûðàæåíèå, â ÷àñò-
íîñòè, íå ïðèãîäíî, åñëè â êà÷åñòâå ôîíîâîãî âçÿòü ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåïîäâèæíîé íåéòðàëüíî ñòðàòèôèöè-
ðîâàííîé àòìîñôåðå. Ýòî, íàïðèìåð, îïðàâäàíî, åñëè ðå÷ü èäåò î
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ ñëàáîðàññëîåííîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå N2 ≈ 0, à äîñòóïíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ðàññëîåííîñòüþ ñðåäû. Ïðîñòåé-
øèé ïðèìåð òàêîãî ðîäà ðàññìîòðåí â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé.
Ñòðîãèé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ APE ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè
Êóðãàíñêîãî (1993). Çäåñü äëÿ íàñ âàæíî ïîêàçàòü ëèøü ñàìó ðîëü
APEbc â ìåõàíèçìå áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè.

2. Òåîðåìà ×àðíè-Ñòåðíà (Charney, Stern 1962). Åñëè ïðè-
çåìíàÿ òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà, òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè áàðîêëèí-
íîãî ãåîñòðîôè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì óðîâíå z = const ïîòåíöèàëüíûé âèõðü çîíàëüíîãî
äâèæåíèÿ ìîíîòîííî óáûâàë â íàïðàâëåíèè ïîëþñ-ýêâàòîð.

Çàìå÷àíèå. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ×àðíè è Ñòåðí â îòëè÷èå
îò íàñ èñïîëüçîâàëè p-êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ è òðåáîâàëè ïîýòîìó ïîñòîÿíñòâà ïðèçåìíîé ïëîòíîñòè, à íå
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òåìïåðàòóðû. Îáà ïðåäïîëîæåíèÿ äîâîëüíî ãðóáûå è äî îïðåäå-
ëåííîé ñòåïåíè ñïðàâåäëèâû ëèøü â ñðåäíèõ øèðîòàõ, äîñòàòî÷íî
óäàëåííûõ îò ýêâàòîðà è ïîëþñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà G (ñì. (8)) ïîñòîÿííà â ñèëó óñëî-
âèé òåîðåìû. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèîíàëîì F = E + I, ò.å.

F =
∫∫∫

V

[
1
2
ρS (∇ψ)2 +

1
2
ρS

f2
0

N2

(
∂ψ

∂z

)2

+ Φ (z,Π)

]
dxdydz.

Òîãäà

δF =
∫∫∫

V

[
ρS∇ψ0δ∇ψ + ρS

f2
0

N2

∂ψ0

∂z
δ
∂ψ

∂z
+

∂Φ
∂Π

δΠ

]
dxdydz =

(ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì)

=
∫∫∫

V

{
−ρSψ0δ4ψ − ψ0δ

[
∂

∂z

(
ρS

f2
0

N2

∂ψ

∂z

)]}
dxdydz

+
∫∫∫

V

{
∂Φ
∂Π

δΠ(y, z)
}

dxdydz =
∫∫∫

V

(
−ρSψ0 +

∂Φ
∂Π

)
δΠdxdydz,

ïîòîìó ÷òî

δ4ψ + δ

[
1
ρS

∂

∂z

(
ρS

f2
0

N2

∂ψ

∂z

)]
= δΠ.

Çäåñü ψ0 = ψ0 (y, z) � ôóíêöèÿ òîêà çîíàëüíîãî áàðîêëèííîãî òå-
÷åíèÿ, èññëåäóåìîãî íà óñòîé÷èâîñòü.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû â êà÷åñòâå øèðîòíîé êîîðäèíàòû âìå-
ñòî y ìîæíî âçÿòü Π, ò.å. ïîëîæèòü, ÷òî ψ0 (y, z) = Ψ (Π, z). Òîãäà
δF = 0 âëå÷åò ρSΨ = ∂Φ/∂Π. Âû÷èñëÿåì âòîðóþ âàðèàöèþ:

δ2F =
∫∫∫

V

ρS

[
(δ∇ψ)2 +

f2
0

N2

(
δ
∂ψ

∂z

)2

+
∂Ψ
∂Π

(δΠ)2
]

dxdydz.

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü δ2F òðåáóåò, ÷òîáû ∂Ψ/∂Π > 0.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû èñïîëüçóåìûì ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû Ãî, ò.å. äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè íóæíî ðàññìàòðè-
âàòü äâèæåíèå âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïåðåæàþùåé
âåòåð.
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3. Ìîäåëü Èäè. Èçëîæåíèå ýëåìåíòîâ íåâÿçêîé òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé ìíå õîòåëîñü áû çà-
êîí÷èòü ðàáîòîé Èäè (Eady). Îïóáëèêîâàííàÿ åùå â 1949 ã. â èç-
âåñòíîì øâåäñêîì ìåòåîðîëîãè÷åñêîì æóðíàëå Tellus, ýòà ðàáîòà
äàâíî óæå ñòàëà õðåñòîìàòèéíîé è îïèñûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè â ëþ-
áîì ó÷åáíèêå ïî ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå èëè äèíàìè÷åñêîé
ìåòåîðîëîãèè. Äåëî â òîì, ÷òî Èäè íå òîëüêî âïåðâûå âñêðûë ìå-
õàíèçì áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ò.å. ïðè÷èíó ðîæäåíèÿ âåð-
òèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè (öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ) èç-çà íåîäíî-
ðîäíîñòè èìåííî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè èëè
ýíòðîïèè, íî è îáúÿñíèë ýòîò ìåõàíèçì ôèçè÷åñêè ñòîëü ïðîçðà÷-
íî, ÷òî âñå ïîñëåäóþùèå ðàáîòû íà ýòó òåìó äàæå â íåëèíåéíîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ëèøü êîëè÷åñòâåííî ðàçâèâàþò èäåþ, íå âíîñÿ
ñêîëüêî-íèáóäü íîâûõ êà÷åñòâåííûõ îáúÿñíåíèé. Ìîäåëü Èäè åñòü
ðåçóëüòàò åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, âî âðåìÿ ïîäãîòîâêè êîòî-
ðîé îí åùå íå ìîã çíàòü ôóíäàìåíòàëüíûõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ãëîáàëüíûõ äâèæåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïî-âèäèìîìó,
â åãî ñòàòüå îòñóòñòâóåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñà-
ìûì îòñóòñòâèå ïðåäøåñòâåííèêîâ, õîòÿ â çàêëþ÷åíèå îí óïîìè-
íàåò ðàáîòó ×àðíè (Charney, 1947), êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî ñîãëàñóåò-
ñÿ ñ åãî èññëåäîâàíèåì ("...which in many (but not all) respects is
consistent with his own.") Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå Èäè ôîðìóëèðóåò
êðàåâóþ çàäà÷ó íå äëÿ óðàâíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ, à äëÿ
óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè, äëÿ óïðîùåíèÿ êîòî-
ðîãî îí èñïîëüçóåò ïî ñóùåñòâó òàêèå æå ïðåäïîëîæåíèÿ, êàê è
ïðè âûâîäå óïîìÿíóòûõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íèæå
äàåòñÿ ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ðàáîòû Èäè, ò.å. â òåðìèíàõ ïîòåí-
öèàëüíîé çàâèõðåííîñòè, ÷òî ìíîãî ëàêîíè÷íåå îðèãèíàëà.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å âåëè÷èíó f2

0 N−2ρS ïîëîæèì ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíê-
öèåé âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû, ÷òî ïîçâîëÿåò âûíåñòè åå èç-ïîä
çíàêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z â óðàâíåíèè (1). Óìåñòíî îòìåòèòü,
÷òî ñäåëàííîå äîïóùåíèå, ñïðàâåäëèâîå äëÿ æèäêîñòè Îáåðáåêà-
Áóññèíåñêà, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñïîðíûì äëÿ ðåàëüíîé àòìîñôåðû.
Îáû÷íî òàêóþ ïðîöåäóðó äåëàþò, êîãäà ðàáîòàþò â p-êîîðäèíàòàõ
(â ýòîì ñëó÷àå ïîä çíàêîì âåðòèêàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòî-
èò âåëè÷èíà L−2

R p2, LR = NH/f0 � âíóòðåííèé ðàäèóñ äåôîðìà-
öèè, ñì. (11.7)), íî è òîãäà îíî íå âûãëÿäèò áîëåå óáåäèòåëüíîé.
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Îäíàêî, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìû íå ñîâåðøèëè áîëüøî-
ãî ãðåõà, ñëåãêà èçìåíèâ ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå äîñòóï-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå íèæå ðåçóëüòà-
òû âïîëíå ïðèãîäíû äëÿ îöåíîê ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ëèíåé-
íîé óñòîé÷èâîñòè. Ñóùåñòâåííî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî ïî âåðòèêà-
ëè ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòîé÷èâî ñòðàòèôèöèðîâàííîé (N > 0).
Òðåõìåðíîå ïîëå âåòðà â ñðåäíèõ è âûñîêèõ øèðîòàõ çåìíîé àò-
ìîñôåðû ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (2), (3), ïðè÷åì
ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âåòðà u è v îòñ÷èòûâàþòñÿ
â íàïðàâëåíèÿõ íà âîñòîê è ñåâåð ñîîòâåòñòâåííî, à ïîëîæèòåëüíàÿ
âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ââåðõ.

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà f -ïëîñêîñòè (df/dy = 0) â îáëàñòè, îãðà-
íè÷åííîé ëèøü ïî âûñîòå òâåðäûìè ïîâåðõíîñòÿìè íà óðîâíÿõ
z = 0,H. Íà óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåòñÿ ñòðîãî çîíàëüíîå (âäîëü
êðóãîâ øèðîò) äâèæåíèå àòìîñôåðû, îáëàäàþùåå âåðòèêàëüíûì
ñäâèãîì èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, çàâèõðåííîñòüþ â íàïðàâëåíèè, ïðî-
òèâîïîëîæíîì øèðîòíîìó ãðàäèåíòó ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû

u = U (z) = −∂Ψ
∂y

, v = w = 0. (9)

3.2. Ðåøåíèå ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ìîä. Îòâå÷àþùèå ñî-
ñòîÿíèþ (9) ôóíêöèÿ òîêà è ïîòåíöèàëüíûé âèõðü ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî:

Ψ(x, y) = −U (z) y + F (z) , (10)

Π (x, y) = − f2
0

N2
U
′′
y + F

′′
+ f. (11)

Òîãäà óðàâíåíèå (1), ëèíåàðèçîâàííîå îòíîñèòåëüíî ïåðâè÷íîãî òå-
÷åíèÿ, ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt
(Π + χ) =

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
χ +

∂ψ

∂x

∂Π
∂y

= 0,

ãäå ψ = ψ (x, y, z, t) � ôóíêöèÿ òîêà èíôèíèòåçèìàëüíûõ âîçìóùå-
íèé u, v è w, íàëîæåííûõ íà ïåðâè÷íîå òå÷åíèå, à

χ = 4ψ +
f2
0

N2

∂2ψ

∂z2

� ñîîòâåòñòâóþùèé èì ïîòåíöèàëüíûé âèõðü.
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Ïàìÿòóÿ òåîðåìó Ñêâàéðà, ìîæíî ïîëîæèòü äàëåå, ÷òî âîçìó-
ùåíèÿ íå çàâèñÿò îò îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè (x, z) êîîðäèíàòû y,
ò.å. ψ = ψ (x, z, t), à òåðìè÷åñêèé âåòåð Ωy = dU/dz ðàäè ïðîñòî-
òû � ïîñòîÿííûì ïî âûñîòå. Òîãäà ∂Π/∂y = 0 è ëèíåéíàÿ çàäà÷à
óñòîé÷èâîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

) (
∂2ψ

∂x2
+

f2
0

N2

∂2ψ

∂z2

)
= 0 (12)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w = − f0

N2

d

dt

∂ (Ψ + ψ)
∂z

= 0 ïðè z = 0,H,

êîòîðûå ïîñëå ëèíåàðèçàöèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
(

∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
∂ψ

∂z
− Ωy

∂ψ

∂x
= 0 ïðè z = 0,H. (13)

Êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (12) è ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (13) çàâèñÿò òîëüêî îò z. Ïîýòîìó, îáðàùàÿñü ê ìåòîäó íîð-
ìàëüíûõ ìîä, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå:

ψ (x, z, t) = ψ (z) exp {ik (x− ct)} .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â (12), (13) ñ ó÷åòîì ∂/∂x =⇒
ik, ∂/∂t =⇒ −ikc è (∂/∂t + U∂/∂x) =⇒ ik (U − c) ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

(U − c)
(
−k2ψ +

f0

N2
ψ
′′
)

= 0, (14)

(U − c) ψ
′ − Ωyψ = 0 ïðè z = 0,H. (15)

Ïîíÿòíî, ÷òî íåïðåðûâíûé ñïåêòð çàäà÷è ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
[U min, U max] è íå äàåò âêëàäà â íåóñòîé÷èâîñòü. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî U min = U (0) = 0, à U max = U (H) = ΩyH =
U0. Òîãäà ïðè c 6= U îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

ψ (z) = Achλz + Bshλz, λ =
Nk

f0
,
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ãäå, ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (15), êîýôôèöèåíòû A è B óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

ΩyA + cλB = 0,

[λ (U0 − c) shλH − ΩychλH] A + [λ (U0 − c) chλH − ΩyshλH] B = 0.

Óñëîâèå åå ðàçðåøèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî c äîëæíî áûòü êîðíåì
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

c2 − U0c +

(
U0

Ωy

λ
cthλH − Ω2

y

λ2

)

≡ c2 − U0c +

(
U2

0

λH
cthλH − U2

0

λ2H2

)
= 0. (16)

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ

D = U2
0

[
1− 4α−2 (αcthα− 1)

]
, α = λH = NkH/f0,

ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

cthα =
1
2

(
thα

2
+ cthα

2

)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

D =
4
α2

U2
0

(
α

2
− cthα

2

) (
α

2
− thα

2

)
.

Ïîñêîëüêó α/2 >th(α/2), òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå α åñòü êîðåíü
óðàâíåíèÿ

α

2
= cthα

2
, αêð ≈ 2.4.

Ïðè α > αêð çîíàëüíîå òå÷åíèå óñòîé÷èâîå (ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé äâóõ íåéòðàëüíûõ ìîä). Èíòåðåñíî îöåíèòü äëèíó
âîëíû êðèòè÷åñêîé ìîäû, ïîëàãàÿ äëÿ îöåíêè N ≈ 10−2 ñ−1, H ≈
10 êì è f0 ≈ 10−4 ñ−1. Òîãäà

Lêð =
2π

kêð
=

2πNH

f0αêð
≈ 2π10−2 · 10

10−4 · 2.4
≈ 2.6 · 103êì.
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Òàêèì îáðàçîì, áàðîêëèííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íîñèò äëèííîâîëíî-
âûé õàðàêòåð: ìîäû ñ äëèíîé âîëíû L > L (α < α) ýêïîíåíöèàëü-
íî ðàñòóò ñî ñêîðîñòüþ

k Im c =
k

α
U0

[(
α

2
− cthα

2

) (
α

2
− thα

2

)]1/2

,

ïðè÷åì ìàêñèìóì èíêðåìåíòà ïðèõîäèòñÿ íà çíà÷åíèå αm ≈ 1.75.
Åìó ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû Lm ≈ 3.6·103 êì, ÷åòâåðòü êîòîðîé
êàê ðàç è ñîïîñòàâèìà ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íàáëþäàåìûõ â àò-
ìîñôåðå öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ. Ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé çàäà-
÷å õàðàêòåðíûé ðàçìåð öèêëîíà èëè àíòèöèêëîíà ñîïîñòàâëÿòü íà-
äî èìåííî ñ ÷åòâåðòüþ óïîìÿíóòîé äëèíû, ïîòîìó ÷òî íàéäåííûå
ðåøåíèÿ ðàçáèâàþò âñþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ÷åðåäóþùèå-
ñÿ ïîäîáëàñòè öèêëîíè÷åñêîé è àíòèöèêëîíè÷åñêîé çàâèõðåííîñòè
ðàçìåðîì L/2 êàæäàÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ ðàçâèòèÿ âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè (âðåìÿ íàðàñòà-
íèÿ àìïëèòóäû ìàêñèìàëüíî íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ â e ðàç)
ðàâíî

τm ≈ Lmαm

0.3 · 2π
≈ 4ñóòîê.

Ýòî òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäàòåëüíûìè äàííûìè.
Èç ïðîäåëàííîãî àíàëèçà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî èñòî÷íèêîì

ðàññìàòðèâàåìîé íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ èìåííî äîñòóïíàÿ ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè
(6) â êà÷åñòâå âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî (16), â
îòñóòñòâèå òåðìè÷åñêîãî âåòðà (Ωy = 0) íåóñòîé÷èâûõ ìîä íå ñó-
ùåñòâóåò, à îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî óïðî-
ùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì w = 0 ïðè z = 0,H,
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ψ(x, y, z, t) = ψ (x, y, t) + F (z) .

Çäåñü ψ (x, y, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

d

dt
(f +4ψ) = 0,

à F (z) � ïðîèçâîëüíàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè, ôóíêöèÿ z,
îëèöåòâîðÿþùàÿ, òàê ñêàçàòü, íåäîñòóïíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ (íàïðèìåð, ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ôîíîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû). Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíå ∂Ψ/∂z =
dF/dz ëèøü ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ â âûðàæåíèè (6), êîòîðàÿ, áóäó÷è èíâàðèàíòîì
äâèæåíèÿ, íå ïðåîáðàçóåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, åå ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
èìåííî îòëè÷íûé îò íóëÿ òåðìè÷åñêèé âåòåð Ωy = dU/dz îáåñïå-
÷èâàåò òàêîé âåðòèêàëüíûé ñäâèã ôóíêöèè òîêà, êîòîðîìó ñîîò-
âåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïðåîáðàçóåìàÿ â êèíåòè÷åñêóþ
è ïîðîæäàþùàÿ êðóïíîìàñøòàáíóþ âåðòèêàëüíóþ çàâèõðåííîñòü,
ò.å. ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè÷èí öèêëîãåíåçà. Èäè äàåò
òàêîå îáúÿñíåíèå áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè: ïîäîáíî òîìó, êàê
â áåíàð-ðýëååâñêîé êîíâåêöèè îòðèöàòåëüíûé âåðòèêàëüíûé ãðà-
äèåíò òåìïåðàòóðû ïîðîæäàåò ïåðåâîðà÷èâàíèå æèäêîñòè â âåð-
òèêàëüíîé ïëîñêîñòè ("vertical overturning"), òàê è â àòìîñôåðå
ðàçíîñòü òåìïåðàòóð â íàïðàâëåíèè ïîëþñ-ýêâàòîð ïîðîæäàåò ïå-
ðåâîðà÷èâàíèå âîçäóõà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ("horizontal
overturning"), ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîöåññ ïðîèñõîäèò â íà-
ïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû.

Èç ïðîäåëàííîãî â ëåêöèÿõ 18 - 20 àíàëèçà ïîëåçíî èçâëå÷ü,
îñîçíàòü è çàïîìíèòü ñëåäóþùóþ âàæíóþ îñîáåííîñòü ãëîáàëüíûõ
ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî, îáà âèäà ñäâè-
ãà ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè � ãîðèçîíòàëüíûé ñäâèã è âåðòèêàëü-
íûé ñäâèã â ñèëó íåóñòîé÷èâîñòè ïîðîæäàþò êðóïíîìàñøòàáíóþ
âåðòèêàëüíóþ çàâèõðåííîñòü. Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåð-
âîì ñëó÷àå èñòî÷íèêîì öèêëîãåíåçà ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó÷àå � åãî äîñòóïíàÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Îáà ìåõàíèçìà � áàðîòðîïíàÿ è áàðîêëèí-
íàÿ íåóñòîé÷èâîñòè èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè
îáùåé öèðêóëÿöèè çåìíîé àòìîñôåðû. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåïÿòñòâèé íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ òåî-
ðèè îáùåé öèðêóëÿöèè.

Óïðàæíåíèÿ.
1. Äîâåäèòå äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ×àðíè-Ñòåðíà.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà äëÿ τm äåéñòâè-

òåëüíî ñïðàâåäëèâà.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè,
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè,
îòðàæàþùåå, òàê ñêàçàòü, ãåíåòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ðå-
àëüíîé æèäêîñòè, íå îòÿãîùåííîãî âëèÿíèåì íåîáðàòèìûõ òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå âñåãäà èìåþò ìåñòî èç-çà âíóò-
ðåííåãî òðåíèÿ (âÿçêîñòè) è òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû. Ïðèìåíè-
òåëüíî ê ãëîáàëüíûì ãåîôèçè÷åñêèì òå÷åíèÿì ñèòóàöèÿ îñëîæíÿ-
åòñÿ åùå è òåì, ÷òî ðîëü íåîáðàòèìûõ íåàäèáàòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ
áåðóò íà ñåáÿ íå òîëüêî, à âåðíåå íå ñòîëüêî, ìîëåêóëÿðíàÿ âÿç-
êîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü, ñêîëüêî ìåëêîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ, íå
ó÷èòûâàåìûå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Îñîáîå, ïðèí-
öèïèàëüíî âàæíîå, âëèÿíèå, êàê ìû óâèäèì íèæå, íà ôîðìèðîâà-
íèå îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû îêàçûâàåò çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü,
áåç òðåíèÿ î êîòîðóþ ïîãîäà è êëèìàò íà Çåìëå áûëè áû àáñîëþò-
íî íå ïðèãîäíûìè äëÿ ÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè. Íåîáðàòèìûå
äèàáàòè÷åñêèå ïðîöåññû íà÷èíàþò çàìåòíî ñêàçûâàòüñÿ íà ïîâå-
äåíèè ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé óæå íà òðåòüè ñóòêè
ïîñëå íà÷àëà íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïîãîäû íà
áîëåå äëèòåëüíûå ñðîêè è îïèñàíèÿ êëèìàòà áåç ó÷åòà óïîìÿíóòûõ
íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ íå îáîéòèñü. Íà÷íåì ñ âûâîäà óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè.

1. Âûâîä óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (C.R. Navier, 1827, G.G.
Stokes, 1845). Ñîäåðæàíèå ýòîé ëåêöèè îñíîâàíî íà ìàòåðèàëå, èç-
ëîæåííîì â ïàðàãðàôàõ 15, 16 è 49, 50 ó÷åáíèêà (Ëàíäàó, Ëèô-
øèö, 1986). Íàïîìèíàþ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäåàëü-
íîé æèäêîñòè â òåðìèíàõ óäåëüíîãî èìïóëüñà è òåíçîðíûõ îáîçíà-
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÷åíèÿõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂ρui

∂t
= −∂Πik

∂xk
, (1)

ãäå òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà

Πik = δikp + ρuiuk (2)

îïèñûâàåò ÷èñòî îáðàòèìûé ïåðåíîñ èìïóëüñà, âûçâàííûé âëèÿ-
íèåì äàâëåíèÿ è ïåðåäâèæåíèåì ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ æèäêîñòè èç
îäíîãî ìåñòà â äðóãîå.

Âÿçêîñòü èëè âíóòðåííåå òðåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â æèäêîñòè íà-
ëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî, íåîáðàòèìîãî, ïåðåíîñà èìïóëüñà â íà-
ïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòè. Åãî ìîæíî ó÷åñòü â (2) ñ ïîìî-
ùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà σ′ik, íåîáðàòèìî îòíèìàþùåãî äîëþ
"èäåàëüíîãî" ïîòîêà èìïóëüñà:

Πik = δikp + ρuiuk − σ′ik = ρuiuk − σik. (3)

Òåíçîð σ′ik íàçûâàåòñÿ âÿçêèì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé, à òåíçîð

σik = −δikp + σ′ik (4)

� òåíçîðîì íàïðÿæåíèé, âûäåëÿþùèì òó ÷àñòü ïîòîêà èìïóëü-
ñà, êîòîðàÿ íå ñâÿçàíà ñ ïåðåíîñîì èìïóëüñà äâèæóùåéñÿ ìàññîé
æèäêîñòè.

Óñòàíîâèòü îáùèé âèä òåíçîðà σ′ik ìîæíî èç ñëåäóþùèõ ñîîá-
ðàæåíèé. (à) Âíóòðåííåå òðåíèå â æèäêîñòè âîçíèêàåò òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî äâèæåíèå ÷àñòåé æèäêîñòè îòíîñèòåëü-
íî äðóã äðóãà. Ïîýòîìó σ′ik äîëæíî çàâèñåòü îò ïðîèçâîäíûõ ñêî-
ðîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Åñëè ãðàäèåíòû ñêîðî-
ñòè íå î÷åíü âåëèêè, òî â ýòîé çàâèñèìîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
òîëüêî ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì ñàìó çàâèñèìîñòü σ′ik îò
∂ui/∂xk â òîì æå ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíîé. (á) Íå
çàâèñÿùèå îò ∂ui/∂xk ÷ëåíû äîëæíû îòñóòñòâîâàòü â âûðàæåíèè
äëÿ σ′ik, ïîñêîëüêó σ′ik = 0 ïðè u (x, t) ≡ const. (â) Î÷åâèäíî, ÷òî
σ′ik = 0 ïðè òâåðäîòåëüíîì âðàùåíèè æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ Ω, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîëå ñêîðîñòè u = Ω× r.
Ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïðîèçâîäíûõ ∂ui/∂xk, îáðàùàþùèìè-
ñÿ â íóëü ïðè u = Ω× r, ÿâëÿþòñÿ ∂ui/∂xk + ∂uk/∂xi, êîòîðûå è
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äîëæíû îïðåäåëÿòü σ′ik. Íàèáîëåå îáùèì âèäîì òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (à) - (â), ÿâëÿåòñÿ

σ′ik = η

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)
+ ζδik

∂us

∂xs
(5)

ñ íåçàâèñÿùèìè îò ñêîðîñòè êîýôôèöèåíòàìè η è ζ. (Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç èçîòðîïèè æèäêîñòè êàê ñðåäû, ñâîéñòâà
êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ëèøü ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, â äàííîì
ñëó÷àå � η è ζ.) ×ëåíû â (5) ñãðóïïèðîâàíû òàê, ÷òîáû ñâåðòêà
òåíçîðà, ñòîÿùåãî â ñêîáêàõ, ò.å. ñóììà åãî äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ
(ñëåä òåíçîðà) îáðàùàëàñü â íîëü. Âåëè÷èíû η è ζ íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè âÿçêîñòè, ïðè÷åì ζ ÷àñòî íàçûâàþò êîýôôèöè-
åíòîì âòîðîé âÿçêîñòè. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îáà îíè ïîëî-
æèòåëüíû.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïîëó÷àþòñÿ òåïåðü ïðè-
áàâëåíèåì âûðàæåíèÿ ∂σ′ik/∂xk ê ïðàâîé ÷àñòè (1), êîòîðûå ñ ó÷å-
òîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+

∂

∂xs
(ρus) ≡ dρ

dt
+ ρ

∂us

∂xs
= 0, (6)

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ρ

(
∂ui

∂t
+ us

∂ui

∂xs

)
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xk
η

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)

+
∂

∂xi

(
ζ
∂us

∂xs

)
. (7)

Ýòî � íàèáîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè,
â êîòîðûõ âåëè÷èíû η è ζ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ
è òåìïåðàòóðû, à ïîòîìó íå âûíîñÿòñÿ çà çíàê äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêèìè çàâèñèìîñòÿìè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå:

ρ

[
∂u
∂t

+ (u∇)u
]

= −∇p + η4u +
(

ζ +
η

3

)
∇divu. (8)

Ýòî è åñòü çíàìåíèòîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðîå èñïîëüçó-
åòñÿ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ
âÿçêîé æèäêîñòè.
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Ïðè îïèñàíèè ñóùåñòâåííî äîçâóêîâûõ òå÷åíèé æèäêîñòü ìîæ-
íî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé, è òîãäà ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â ïðà-
âîé ÷àñòè (8) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Íàâüå-
Ñòîêñà îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå:

∂u
∂t

+ (u∇)u = −1
ρ
∇p + ν4u, (9)

ãäå âåëè÷èíó ν = η/ρ íàçûâàþò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ, êî-
òîðîé ïî ñóòè äåëà è îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòü äèññèïàöèè êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè æèäêîñòè, ò.å. ýôôåêòèâíîñòü åå âíóòðåííåãî òðåíèÿ.
Î ñàìîé η ãîâîðÿò òîãäà êàê î äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ïðèâåäåì
â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ñðàâíåíèÿ òàáëèöó çíà÷åíèé âåëè÷èí η è ν äëÿ
íåêîòîðûõ æèäêîñòåé è ãàçîâ (ïðè òåìïåðàòóðå 20◦C):

η(ã/ñ · ñì) ν
(
ñì2/ñ

)

Âîäà . . . . . 0.010 0.01
Âîçäóõ . . . 1.8·10−4 0.15
Ñïèðò . . . . 0.018 0.022
Ãëèöåðèí . . 8.5 6.8
Ðòóòü . . . . . 0.0156 0.0012

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî, õîòÿ äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
âîäû ïî÷òè íà äâà ïîðÿäêà ïðåâîñõîäèò äèíàìè÷åñêóþ âÿçêîñòü
âîçäóõà, ýôôåêòèâíî âíóòðåííåå òðåíèå âîäû ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ áîëåå, ÷åì íà ïîðÿäîê ìåíüøå âíóòðåííåãî òðåíèÿ âîçäó-
õà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ãàçîâ ïðè çàäàííîé
òåìïåðàòóðå íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ, à êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî äàâëåíèþ.

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé
æèäêîñòè (ρ = ρ0 = const)

4p = −ρ0
∂ui

∂xk

∂uk

∂xi
= −ρ0

∂2uiuk

∂xk∂xi
, (10)

êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ïîëþ ñêî-
ðîñòè, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ïîñêîëüêó
îíî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì div ê (9) ïðè ρ = ρ0 = const.
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2. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
(divu = 0). Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé è òåíçîð íà-
ïðÿæåíèé ïðèíèìàþò ïðîñòîé âèä:

σ′ik = η

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)
, (11)

σik = −δikp + σ′ik = −δikp + η

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)
. (12)

Íàèáîëåå õàðàêòåðíûå ïðèìåðû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îòíîñÿòñÿ ê
(à) òâåðäîé ñòåíêå, (á) ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ íåñìåøèâàþùèõ-
ñÿ æèäêîñòåé è (â) ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Â ñëó÷àå (à)
èç-çà ñèë ìîëåêóëÿðíîãî ñöåïëåíèÿ æèäêîñòü ïðèëèïàåò ê ñòåíêå.
Ïîýòîìó ñêîðîñòü æèäêîñòè íà òâåðäîé ñòåíêå ðàâíà ñêîðîñòè ñà-
ìîé ñòåíêè, è íà íåïîäâèæíîé ñòåíêå u =0. Òàêèì îáðàçîì â îòëè-
÷èå îò èäåàëüíîé æèäêîñòè â äàííîì ñëó÷àå íå òîëüêî íîðìàëüíàÿ,
íî è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íà òâåðäîé ñòåíêå äîëæíà
îáðàùàòüñÿ â íóëü, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîâûøåíèåì ïîðÿäêà óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïðîèçâîäíûì.

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ds, åñòü íå ÷òî
èíîå, êàê ïîòîê èìïóëüñà ÷åðåç ýòîò ýëåìåíò:

Πik = (ρuiuk − σik) dsk,

ãäå dsk = nkds, à n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû æèäêîñòè
íà òâåðäóþ ñòåíêó, íóæíî ïåðåéòè â ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé
ñòåíêà ïîêîèòñÿ: ñèëà ðàâíà ïðîñòî ïîòîêó èìïóëüñà òîëüêî ïðè
íåïîäâèæíîé ñòåíêå. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå u =0,
íàõîäèì, ÷òî ñèëà F, ïðèëîæåííàÿ ê åäèíèöå ïëîùàäè òâåðäîé ïî-
âåðõíîñòè, ðàâíà

F i =− σiknk = pni − σ′iknk. (13)

Ïåðâûé ÷ëåí åñòü îáû÷íîå äàâëåíèå æèäêîñòè, à âòîðîé � ñèëà òðå-
íèÿ î ïîâåðõíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ âÿçêîñòüþ æèäêîñòè. Óìåñòíî
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî n â (13) åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, âíåø-
íåé ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ò.å. âíóòðåííåé ïî
îòíîøåíèþ ê òâåðäîé ïîâåðõíîñòè.
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(á) Íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé ñêî-
ðîñòè îáåèõ æèäêîñòåé äîëæíû áûòü ðàâíû, à ñèëû, ñ êîòîðûìè
îíè äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà, îäèíàêîâû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâî-
ïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

σ
(1)
ik n

(1)
k + σ

(2)
ik n

(2)
k = 0.

Âåêòîðû íîðìàëåé n(1) è n(2) ê ïîâåðõíîñòÿì æèäêîñòåé 1 è 2
èìåþò âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ
n(1) = −n(2) = n, âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå:

σ
(1)
ik nk = σ

(2)
ik nk. (14)

(â) Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåíèÿ èñ÷åçàþò, ò.å.

σiknk = σ′iknk − pni = 0. (15)

3. Äèññèïàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè. Ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
(divu = 0) ðàâíà

E =
1
2

∫
V

ρu2dV,

ãäå V � îáúåì, çàíèìàåìûé âñåé æèäêîñòüþ. Åñëè æèäêîñòü çàíè-
ìàåò íåîãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà áåñêî-
íå÷íîñòè æèäêîñòü ïîêîèòñÿ. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà
â âèäå

∂ui

∂t
= −uk

∂ui

∂xk
− 1

ρ

∂p

∂xi
+

1
ρ

∂σ′ik
∂xk

è óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû
∂ρ

∂t
+ uk

∂ρ

∂xk
= 0,

âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè åäèíèöû îáúåìà
æèäêîñòè ïî âðåìåíè:

∂

∂t

(
1
2
ρu2

)
= ρui

∂ui

∂t
+

1
2
u2 ∂ρ

∂t
.

Â èòîãå ïîëó÷èì (âûïîëíèòå Óïðàæíåíèå 1)

∂

∂t

(
1
2
ρu2

)
= −div

[
ρu

(
1
2
u2 +

p

ρ

)
− u ∗ σ′

]
− σ′ik

∂ui

∂xk
, (16)
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ãäå ÷åðåç u ∗ σ′ îáîçíà÷åí âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè uiσ
′
ik.

Ïåðâûé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ ïîòîêîì ýíåð-
ãèè èäåàëüíîé æèäêîñòè (ñì. Ëåêöèþ 2), ñîçäàâàåìûì îáû÷íûì
ïåðåíîñîì ìàññû æèäêîñòè ïðè åå äâèæåíèè. À âîò âòîðîé ÷ëåí
u ∗σ′ åñòü ïîòîê ýíåðãèè, îáóñëîâëåííûé âíóòðåííèì òðåíèåì, ïî-
ñêîëüêó íàëè÷èå âÿçêîñòè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîòîêà èìïóëüñà
σ′ik (ñì.(3)), à ïåðåíîñ èìïóëüñà âëå÷åò çà ñîáîé ïåðåíîñ ýíåðãèè,
ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ ïîòîêà èìïóëüñà íà ñêîðîñòü. È íàêîíåö,
ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (16) îïèñûâàåò äèññèïàöèþ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè â åäèíèöå îáúåìà, ò.å. åå ïðåâðàùåíèå â òåïëî.

Èíòåãðèðóÿ (16) ïî âñåìó îáúåìó æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé (à) èëè îáðàùåíèÿ ñêîðîñòè â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè,
ïîëó÷èì ñêîðîñòü äèññèïàöèè âñåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêî-
ñòè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ñêîðîñòü ãåíåðàöèè
òåïëà çà ñ÷åò âÿçêîñòè:

·
Eêèí = −∫

V
σ′ik

∂ui

∂xk
dV = −1

2
∫
V

σ′ik

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)
dV

(òåíçîð σ′ik ñèììåòðè÷åí). Äåëàÿ ñþäà ïîäñòàíîâêó ôîðìóëû (11),
íàõîäèì, ÷òî ñêîðîñòü äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âñåé æèä-
êîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

·
Eêèí = −η

2
∫
V

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)2

dV. (17)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî η > 0, ïîñêîëüêó äèññèïàöèÿ
·
Eêèí < 0.

4. Ïåðåíîñ òåïëà â ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ñèñòåìà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (8) äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè è
óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div (ρu) ≡ dρ

dt
+ ρdivu =0, (18)

çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåïëà, êîòîðîå ìîæíî âûâåñòè èç
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü dQ = ρTds � ïðèòîê òåïëà ê åäè-
íèöå îáúåìà æèäêîñòè çà âðåìÿ dt, ãäå s � óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ (
ýíòðîïèÿ åäèíèöû ìàññû æèäêîñòè), T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòó-
ðà. Òîãäà óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ρT
ds

dt
=

dQ

dt
,
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ãäå ñïðàâà ñòîèò èñòî÷íèê òåïëà , ñîçäàâàåìûé äèññèïàöèåé êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè è ìîëåêóëÿðíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñàìîé æèä-
êîñòè. Ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñîãëàñíî (16), ðàâíî σ′ik∂ui/∂xk. Ïëîò-
íîñòü ïîòîêà òåïëà, ïåðåíîñèìîãî ïîñðåäñòâîì òåïëîïðîâîäíîñòè
ïî çàêîíó Ôóðüå, ðàâíà q = −κ∇T . Ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà κ
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè èëè ïðîñòî òåïëî-
ïðîâîäíîñòüþ. Òîãäà divq = −div (κ∇T ) åñòü îòòîê òåïëà â åäèíè-
öó âðåìåíè îò âûäåëåííîé åäèíèöû îáúåìà, è óðàâíåíèå áàëàíñà
òåïëà ïðèíèìàåò âèä:

ρT
ds

dt
= σ′ik

∂ui

∂xk
− divq

èëè
ρT

(
∂s

∂t
+ (u∇) s

)
= σ′ik

∂ui

∂xk
+ div (κ∇T ) . (19)

Óðàâíåíèå (19) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïåðåíîñà òåïëà.
Ãåíåðàöèþ òåïëà, ñîçäàâàåìóþ âíóòðåííèì òðåíèåì, ñ ïîìî-

ùüþ (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

σ′ik
∂ui

∂xk
= η

∂ui

∂xk

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)
+ ζ

∂ui

∂xk
δik

∂us

∂xs
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåí-
ñòâà òîæäåñòâåííî âûðàæåíèþ

η

2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)2

,

à âòîðîå -
ζ

∂ui

∂xk
δik

∂us

∂xs
= ζ

(
∂us

∂xs

)2

= ζ (divu)2 .

Â èòîãå óðàâíåíèå (19) ïðèíèìàåò âèä

ρT

(
∂s

∂t
+ (u∇) s

)
= div (κ∇T ) +

η

2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)2

+ζ (divu)2 . (20)

Ñ ïîìîùüþ (18) è (20) íåòðóäíî ïîêàçàòü (âûïîëíèòå Óïðàæ-
íåíèå 3), ÷òî

∂ (ρs)
∂t

= −div (ρsu) +
1
T

div (κ∇T )
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+
η

2T

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)2

+
ζ

T
(divu)2 . (21)

Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííûé îáúåì æèäêîñòè, ïîêîÿùåéñÿ (u =0)
è ðàâíîìåðíî íàãðåòîé (∇T = 0) íà áåñêîíå÷íîñòè. Èíòåãðèðóÿ
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî âñåìó îáúåìó òàêîé æèäêîñòè, ïîñëå ïåðå-
õîäà ê èíòåãðàëó ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèì,
÷òî âêëàä ïåðâîãî ÷ëåíà ïðàâîé ÷àñòè èñ÷åçàåò. Èíòåãðàë îò âòî-
ðîãî ÷ëåíà ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∫ 1
T

div (κ∇T ) dV =
∫
div

(κ∇T

T

)
dV +

∫ κ (∇T )2

T 2
dV,

è â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòå èìååì

∂

∂t

∫
ρsdV =

∫ κ (∇T )2

T 2
dV +

∫ η

2T

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂us

∂xs

)2

dV

+
∫ ζ

T
(divu)2 dV. (22)

Ñóììàðíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû, íå ïîäâåðæåííîé âíåøíåìó âîçäåé-
ñòâèþ, ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü, ò.å. ïðàâàÿ ÷àñòü (22) äîëæíà
áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Êðîìå òîãî, â êàæäîì èç ÷ëåíîâ ýòîé ñóì-
ìû ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ äà-
æå ïðè ðàâåíñòâå íóëþ äâóõ äðóãèõ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó êàæäûé
èç ýòèõ èíòåãðàëîâ äîëæåí áûòü âñåãäà ïîëîæèòåëüíûì. Îòñþäà
ñëåäóåò íàðÿäó ñ èçâåñòíîé óæå íàì ïîëîæèòåëüíîñòüþ η è κ ïî-
ëîæèòåëüíîñòü âòîðîãî êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè.

5. Ïåðåíîñ òåïëà â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Åñëè ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ çâó-
êà, òî âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ
íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî âûçûâàåìûì èìè èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè (è
äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (åñëè ðå÷ü
íå èäåò î ãëîáàëüíûõ òå÷åíèÿõ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè). Îäíà-
êî íåðàâíîìåðíî íàãðåòàÿ æèäêîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì âïîëíå
íåñæèìàåìîé. Íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòè ïîä âëè-
ÿíèåì èçìåíåíèé òåìïåðàòóðû, äàæå åñëè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ íåðàâ-
íîìåðíî íàãðåòîé æèäêîñòè ìàëû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü
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íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ïðè îïðåäå-
ëåíèè ïðîèçâîäíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íàäî ñ÷èòàòü ïî-
ñòîÿííûì äàâëåíèå. Òîãäà

∂s

∂t
=

(
∂s

∂T

)

p

∂T

∂t
, ∇s =

(
∂s

∂T

)

p
∇T,

è ïîñêîëüêó T (∂s/∂T )p = cp åñòü òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì
äàâëåíèè, òî

T
∂s

∂t
= cp

∂T

∂t
, T∇s = cp∇T.

Óðàâíåíèå (19) òåïåðü ïðèíèìàåò âèä:

ρcp

(
∂T

∂t
+ (u∇) T

)
= div (κ∇T ) + σ′ik

∂ui

∂xk
. (23)

Ïîëàãàÿ äàëåå, ρ = ρ0 + ρ′, T = T0 + T ′, ãäå ρ0 è T0 � ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, à èõ ïóëüñàöèè, ìàëûå ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè, ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèå
ρ′/ρ0 = −T ′/T0, âåëè÷èíó ρ â (22) ìîæíî çàìåíèòü íà ρ0, è æèä-
êîñòü ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé (divu =0, ñì. ïðèáëèæåíèå Îáåðáåêà-
Áóññèíåñêà â Ëåêöèè 15). Äåëàÿ òåïåðü ïîäñòàíîâêó ôîðìóëû (11)
â (23), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåïëà â íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè:

∂T

∂t
+ (u∇) T = k4T +

ν

2cp

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)2

, (24)

ãäå ν = η/ρ0 � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, à âìåñòî κ ââåäåí êîýôôè-
öèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè k = κ/ρ0cp. Ïîñêîëüêó òåìïåðà-
òóðà âõîäèò â (23) è (24) òîëüêî ïîä çíàêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, T
íå çàìåíÿåòñÿ íà T ′. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (24) â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷å-
òàõ, êàê ïðàâèëî, íå ó÷èòûâàåòñÿ â ñèëó åãî ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ
ñ ýôôåêòîì ìîëåêóëÿðíîé ïåðåäà÷è òåïëà.

Â çàêëþ÷åíèå óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà
áûëè âûâåäåíû Í.Í. Áîãîëþáîâûì ïóòåì ðàçëîæåíèÿ îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè � óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (òî÷-
íåå ýêâèâàëåíòíîé åìó öåïî÷êè óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà) ñíà÷àëà
(íà êèíåòè÷åñêîì ýòàïå) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε = τ/t0 (τ � âðå-
ìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë, t0 � âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ìîëåêóëîé
äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà), à çàòåì (íà ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ýòàïå)



Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 243

ïî ïàðàìåðó θ = t0/t∗ (t∗ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèé ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèõ äâèæåíèé). Ïðè ýòîì â ïåðâîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ
ïî θ ïîëó÷àþñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè,
à âî âòîðîì ïîðÿäêå � óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ñ äâóìÿ êîýôôè-
öèåíòàìè âÿçêîñòè è çàêîíîì òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå q = −κ∇T .
Ïîäðîáíî ýòè âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â ìîíîãðàôèè (Óëåíáåê, Ôîðä,
1965.)

Óïðàæíåíèÿ
1. Âûâåäèòå (16) èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè.
2. Ñôîðìóëèðóéòå ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ

ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ åå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (6), (7)
è (19), èñïîëüçóÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (ïåðâûé çàêîí
òåðìîäèíàìèêè) dε = Tds − pdV = Tds +

(
p/ρ2

)
dρ, ãäå ε � âíóò-

ðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû æèäêîñòè.
Ïîäñêàçêà: ñì. ïàðàãðàô 49 öèòèðîâàííîé âûøå êíèãè Ëàíäàó

è Ëèôøèöà.
Îòâåò:

∂

∂t

(
ρu2

2
+ ρε

)

= −div

[
ρu

(
1
2
u2 +

p

ρ

)
− u ∗ σ′ − κ∇T

]
. (25)

3. Âûâåäèòå (21) èç (18) è (20).
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Ëåêöèÿ 22

Ìåõàíèçìû òðåíèÿ â ãëîáàëüíûõ
ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ.
Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå
òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ

Îñîáåííîñòü äèíàìèêè âÿçêèõ ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷å-
íèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèññèïàöèÿ èõ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîèñ-
õîäèò ãëàâíûì îáðàçîì èç-çà òðåíèÿ ñâîáîäíîé àòìîñôåðû � îáëà-
ñòåé, óäàëåííûõ îò òâåðäûõ ãðàíèö èëè ðåçêèõ ïåðåïàäîâ ãîðèçîí-
òàëüíîé ñêîðîñòè, î òàê íàçûâàåìûå ãåîôèçè÷åñêèå ïîãðàíè÷íûå
ñëîè (ÃÏÑ). Òîðìîæåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ îáìåíîì èìïóëüñà ìåæäó
óêàçàííûìè îáëàñòÿìè è ñâîáîäíîé àòìîñôåðîé. Â ñàìèõ ÃÏÑ èç-
çà îáîñòðåíèÿ ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò óñèëåíèå âíóòðåí-
íåãî òðåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî è
êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèé, ïðè÷åì âëèÿíèå ýòîãî òðåíèÿ
ïî ðàçíîìó ïðîÿâëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòè-
êàëüíûõ ÃÏÑ. Îïèðàÿñü íà ñêàçàííîå, â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ÃÏÑ
óäîáíî ïðèíÿòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. ÃÏÑ � ýòî îáëàñòü, â êî-
òîðîé óñëîâèÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî è êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèé íàðóøàþòñÿ ïîä âëèÿíèåì ñèë âÿçêîñòè.

Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåñêîëüêî ãðîìîçäêîé ïðîöåäóðû ðàç-
ëîæåíèÿ èñõîäíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ïàðàìåòðó
Ðîññáè, êîòîðîé îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ïðè ðåäóêöèè çàäà÷è, è ñðàçó
ñôîðìóëèðîâàòü èñêîìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Íàèáîëåå ïðîçðà÷-
íî âëèÿíèå ÃÏÑ íà äâèæåíèå ñâîáîäíîé àòìîñôåðû ïðîÿâëÿåòñÿ â
îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïîýòîìó äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ëàáîðàòîðíûì àíàëîãàì ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷å-
ñêèõ òå÷åíèé, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ âî âðàùàþùèõñÿ êîëüöåâûõ
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Ðèñ. 1. à) Âåðòèêàëüíûé ðàçðåç "ëàáîðàòîðíîé"àòìîñôåðû
è ïðîôèëü ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè U â ïëîñêîñòè
(x, z), ãäå îñü x ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ãåîñòðîôè÷åñêîãî
âåòðà Vg. á) Ïîâîðîò âåòðà ñ âûñîòîé: ñïèðàëü Ýêìàíà â
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

ñîñóäàõ, çàïîëíåííûõ âîäîé. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â
âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå:

2Ω× u = −1
ρ
gradp + fν , (1)

divu≡∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0. (2)

Çäåñü Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáùåãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè ïîñòîÿí-
íîé ïëîòíîñòè ρ, u � ïîëå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â ÃÏÑ, p � îòêëîíåíèå
äàâëåíèÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ è fν = ν4u � âÿçêèå ñè-
ëû (4 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2), ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
æèäêîñòè.

1. Ïëàíåòàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé Ýêìàíà. Â îêðåñòíî-
ñòè ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíèöû ëàáîðàòîðíîé àòìîñôåðû (ðèñ. 1à),
õàðàêòåðíûé ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè äâèæå-
íèÿ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò åãî âåðòèêàëüíûé ìàñøòàá. Ïîýòîìó
â âûðàæåíèè äëÿ âÿçêèõ ñèë fν = ν

(
∂2u/∂x2 + ∂2u/∂y2 + ∂2u/∂z2

)

ïåðâûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êðîìå òîãî, ïî-
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ñêîëüêó òîëùèíà ãîðèçîíòàëüíîãî ÃÏÑ, êàê ìû óâèäèì íèæå, ìíî-
ãî ìåíüøå âûñîòû àòìîñôåðû, ãåîñòðîôè÷åñêèé âåòåð vg (x, y, t) =
ug (x, y, t) i + vg (x, y, t) j, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ

2Ω× vg = −1
ρ
∇p

(
∇ = i

∂

∂x
+ j

∂

∂y

)
,

ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Òîãäà,
âû÷èòàÿ èç (1) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ñêîðîñòè v (x, y, z, t)=u (x, y, z, t) i + v (x, y, z, t) j ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

2Ω× (v − vg) = ν
∂2v
∂z2

(3)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà íèæíåé ãðàíèöå ÃÏÑ è îá-
ðàùåíèÿ v â ãåîñòðîôè÷åñêèé âåòåð íà åãî âåðõíåé ãðàíèöû:

v|z=0 = 0, v|z=∞ = vg. (4)

Âåðõíåå óñëîâèå ñòàâèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîòîìó ÷òî îñíîâíîé

âêëàä â èíòåðåñóþùèé íàñ â äàëüíåéøåì èíòåãðàë
∞∫

0

divvdz ïðè-

õîäèòñÿ, êàê ìû óâèäèì íèæå, íà ðåàëüíóþ òîëùèíó ãîðèçîíòàëü-
íîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3), (4) c ó÷åòîì Ω = (0, 0, Ω) çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå (âûïîëíèòå Óïðàæíåíèå 1):

v (x, y, z, t) = vg (x, y, t) [1− exp (−z/δE) cos (z/δE)]

+k× vg (x, y, t) exp (−z/δE) sin (z/δE) , (5)

ãäå k � åäèíè÷íûé âåðòèêàëüíûé îðò, à δE =
√

ν/Ω è åñòü ðåàëüíàÿ
òîëùèíà ãîðèçîíòàëüíîãî ÃÏÑ, íàçûâàåìîãî ñëîåì Ýêìàíà èëè
ïëàíåòàðíûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì (ÏÏÑ). Çàìåòèì, ÷òî âðåìåííîé
çàâèñèìîñòüþ ãîðèçîíòàëüíîãî âåòðà â ñëîå Ýêìàíà óïðàâëÿåò âå-
òåð â ñâîáîäíîé àòìîñôåðå.

Íàêîíåö, äåëàÿ ïîäñòàíîâêó (5) â ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî âûñî-
òå óñëîâèå òðåõìåðíîé áåçäèâåðãåíòíîñòè òå÷åíèÿ â ñëîå Ýêìàíà,
ò.å.

wE = −
∞∫

0

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
dz,
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ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè íà
âåðõíåé ãðàíèöû ÏÏÑ:

wE = δE

(
∂vg

∂x
− ∂ug

∂y

)
. (6)

Èìåííî èç-çà íàëè÷èÿ òàêîãî íåíóëåâîãî âåðòèêàëüíîãî ïîòîêà íà
âåðõíåé ãðàíèöû ÏÏÑ ïðîèñõîäèò îáìåí ãîðèçîíòàëüíûì èìïóëü-
ñîì ìåæäó ÏÏÑ è ñâîáîäíîé àòìîñôåðîé, ÷òî è ïðèâîäèò ê çàòîð-
ìàæèâàíèþ äâèæåíèÿ ïîñëåäíåé. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ðå÷ü ïîéäåò
â ï. 3. Ïîêà æå îòìåòèì äâà ìîìåíòà.

Âî-ïåðâûõ, â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ âîäîé â êà÷åñòâå
ðàáî÷åãî òåëà ν = 0.01ñì2/ñ, à Ω = 0.1 ÷ 1.0 ñ−1. Ïîýòîìó òîëùè-
íà ëàáîðàòîðíûõ ñëîåâ Ýêìàíà êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ íåñêîëüêèõ
ìì. Ïîëàãàÿ ôîðìàëüíî äëÿ ðåàëüíîé àòìîñôåðû ν = 0.15ñì2/ñ è
Ω ∼ 10−4ñ−1, ïîëó÷èì δE ≈ 40ñì. Ýòî � òîëùèíà òàê íàçûâàåìîãî
ëàìèíàðíîãî ñëîÿ Ýêìàíà, êîòîðûé è íàáëþäàåòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ
ýêñïåðèìåíòàõ. Â ÏÏÑ ðåàëüíîé àòìîñôåðû ãîñïîäñòâóåò ðàçâè-
òàÿ òðåõìåðíàÿ ìåëêîìàñøòàáíàÿ òóðáóëåíòíîñòü � õàîòè÷åñêèå
âèõðåâûå äâèæåíèÿ, ìàñøòàáû êîòîðûõ êîëåáëþòñÿ îò ñàíòèìåò-
ðîâ äî äåñÿòêîâ ìåòðîâ. Ýòè âèõðè ïèòàþòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãè-
åé êðóïíîìàñøòàáíûõ òå÷åíèé, òîðìîæåíèå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
íåñðàâíåííî ýôôåêòèâíåå, ÷åì ïîä âëèÿíèåì ìîëåêóëÿðíîé âÿçêî-
ñòè. Ïðîñòåéøèé, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè íàèâíûé, íî åñòåñòâåííûé,
ñïîñîá ó÷åòà òàêîãî òîðìîæåíèÿ ñîñòîèò â çàìåíå ìîëåêóëÿðíîé
âÿçêîñòè ν íà òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêî-
ñòè νT , êîòîðûé â àòìîñôåðå, ñîãëàñíî ðàçëè÷íûì ýìïèðè÷åñêèì
îöåíêàì, íà øåñòü-ñåìü ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäèò ν. Â ýòîì ñëó÷àå
â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè â ïëàíåòàðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå åãî òîëùèíà âàðüèðóåòñÿ îò
íåñêîëüêèõ ñîò ìåòðîâ äî îäíîãî êèëîìåòðà.

Âî- âòîðûõ, ñîãëàñíî ðèñ. 1á, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà ñïè-
ðàëü Ýêìàíà � ãîäîãðàô âåêòîðà ñêîðîñòè (5), â ÏÏÑ ïðîèñõî-
äèò ïîâîðîò âåòðà ñ âûñîòîé, ïðè÷åì óãîë ïîâîðîòà α = 45◦, åñëè
νT = const, ò.å. íå çàâèñèò îò âûñîòû (âûïîëíèòå Óïðàæíåíèå 2).

2. Ñëîè Ïðàóäìåíà-Ñòþàðòñîíà (Praudman, 1956;
Stewartson, 1957; Ãðèíñïåí, 1975; Äîëæàíñêèé, 1999). Â îêðåñò-
íîñòè âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê óðàâíåíèÿ (1), (2) îïèñûâàþò èíîé
ìåõàíèçì äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. ×òîáû ïîíÿòü
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Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé
óñòàíîâêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåðòèêàëüíûõ ÃÏÑ.
Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ æèäêîñòüþ âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè.
Âíóòðåííèå è âíåøíèå òîðöû âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõþ
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ýòî, ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Ñòþàðòñîíó, çàäà÷ó î òå÷åíèè âÿçêîé
íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ
ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, êîòîðîå èíäóöèðóåòñÿ âñòðå÷íûì
ñòðîãî àíòèñèììåòðè÷íûì äâèæåíèåì êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé
(ðèñ. 2). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ïîëóïëîñ-
êîñòè, ðàñïîëîæåííûå ïî îäíó ñòîðîíó îò âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè
ñèììåòðèè y = 0, äâèæóòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ñ îäèíàêîâîé
ñêîðîñòüþ u0 = u0 (y). Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ íå
çàâèñÿò îò ïðîäîëüíîé (àçèìóòàëüíîé) êîîðäèíàòû x, è êðàåâàÿ
çàäà÷à çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

−2Ωv = ν

(
∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
, (1a)

2Ωv = −1
ρ

∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
, (1á)

0 = −1
ρ

∂p

∂z
+ ν

(
∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)
, (1â)

0 =
∂v

∂y
+

∂w

∂z
(2a)

ñ óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ãîðèçîíòàëüíûõ ñòåíêàõ è ðåãóëÿðíî-
ñòè íà y = ±∞. p � îòêëîíåíèå îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè y = 0 è ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè z = 0, îòñòîÿùåé îò êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé
ãðàíèöû íà ïîëîâèíå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâèæóùèìèñÿ ïëîñêîñòÿ-
ìè. Ïóñòü óêàçàííîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 2H. Òîãäà èñêëþ÷àÿ p èç
(1á) è (1â), ââîäÿ â ñèëó (2à) "âåðòèêàëüíóþ"ôóíêöèþ òîêà Ψ ñî-
ãëàñíî ðàâåíñòâàì

v =
∂Ψ
∂z

, w = −∂Ψ
∂y

è îáåçðàçìåðèâàÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáîâ äëèíû H è
õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè U , êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé
u (y, z) è Ψ(y, z) ìîæíî îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿìè

2E−1 ∂u

∂z
= 42Ψ, (7)
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−2E−1 ∂Ψ
∂z

= 4u (8)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
∂Ψ
∂y

=
∂Ψ
∂z

= 0 ïðè z = ±1, (9)

u = u0 (y) ïðè z = ±1. (10)

Çäåñü äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí íîâûõ îáîçíà÷åíèé íå ââîäèòñÿ,
à êîíñòàíòà E = ν/ΩH2 = δ2

E/H2, íàçûâàåìàÿ ÷èñëîì Ýêìàíà, â
ñèëó ñäåëàííûõ âûøå îöåíîê åñòü ìàëûé ïàðàìåòð.

Äëÿ èìèòàöèè âåðòèêàëüíîé ñòåíêè, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñ-
êîñòè y = 0, âîçüìåì â êà÷åñòâå âíåøíåãî ïðèâîäà ñòóïåí÷à-
òóþ ñêîðîñòü u0 (y) = y/|y| (0 < |y| < ∞). Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòî-
äîì äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ôóðüå-ðàçëîæåíèé ïî òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèì è ãèïåðáîëè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ÷òî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ äî-
âîëüíî ãðîìîçäêîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Ïðèâåäó ïîýòîìó
áåç äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ñòþàðòñîíà, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå
âäàëè îò ãîðèçîíòàëüíûõ ñòåíîê, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íàñ
íàèáîëüøèé èíòåðåñ:

u (y, z) = FSt (y, z) , Ψ(y, z) = ΨSt (y, z) , (11)

ãäå

FSt (y, z) = sign (y)
[
1− exp

(
−|y|/E1/4

)
−E1/6Φ(y, z)

]
, (12)

Φ (y, z) =
2
3

∞∑

n=1

(−1)n cos (nπz)

(2πn)2/3
× [exp (−γn|y|)

−2 exp
(−γn|y|

2

)
cos

(√
3

2
γn|y| − π

3

)
, (13)

ΨSt (y, z) = sign (y) E1/2
[
1
2
z exp

(
−|y|/E1/4

)
+ Γ (y, z)

]
, (14)

Γ (y, z) =
1
3π

∞∑

n=1

(−1)n sin (nπz)
n

× [exp (−γn|y|)

+2 exp (−γn|y|/2) cos

(√
3

2
γn|y|

)
. (15)
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Çäåñü γn = (2πn/E)1/3.
Êàðòèíà ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî òå÷åíèé ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 3. Ñøèâêà ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ÃÏÑ âûïîëíåíà â
ðàáîòå [Äîëæàíñêèé, 1999]. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ôîðìóë è ðèñóíêîâ
âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè âåðòèêàëüíîé ñòåíêè îáðàçóþòñÿ äâà ñëîÿ
Ïðàóäìåíà-Ñòþàðòñîíà: âíåøíèé � òîëùèíû δSt = E1/4H =

√
δEH

è âíóòðåííèé � òîëùèíû δin = E1/3H = 3

√
δ2
EH, â êîòîðûõ íàáëþ-

äàþòñÿ èíòåíñèâíûå ïîïåðå÷íûå öèðêóëÿöèîííûå ÿ÷åéêè ïðîòèâî-
ïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè, îáåñïå÷èâàþùèå ñãëàæèâàíèå ñòóïåí-
÷àòîãî ñäâèãà ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè. Ïî ñóòè äåëà
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî øèðèíà ñäâèãà ãîðèçîíòàëü-
íûõ âÿçêèõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òîë-
ùèíû âíåøíåãî ñëîÿ Ïðàóäìåíà-Ñòþàðòñîíà. Â àòìîñôåðå ñëîè
Ïðàóäìåíà-Ñòþàðòñîíà îáðàçóþòñÿ â îêðåñòíîñòè ôðîíòîâ � ãðà-
íèö, ðàçäåëÿþùèõ êðóïíîìàñøòàáíûå ìàññû âîçäóõà ñ ñèëüíî îò-
ëè÷àþùèìèñÿ äèíàìè÷åñêèìè è òåðìîäèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè. Ôîðìèðîâàíèå â òàêèõ îáëàñòÿõ ìîùíûõ âåðòèêàëüíûõ
ïîòîêîâ ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò îïèñàíèå èõ äèíàìèêè èç-çà íà-
ðóøåíèÿ óñëîâèé êâàçèäâóìåðíîñòè äâèæåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî,
è íåïðèåìëåìîñòè ðàññìàòðèâàòü ôðîíòû, êàê ýòî èíîãäà äåëàåò-
ñÿ, â êà÷åñòâå ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé äâóìåðíûõ ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. 3. Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå òðàíñ-
ôîðìàöèè ÏÂ áàðîòðîïíîé âÿçêîé àòìîñôåðû. Òåïåðü, çíàÿ
îñîáåííîñòè äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â âÿçêîé àòìîñôå-
ðå, íåòðóäíî âûâåñòè óðàâíåíèÿ åå ãëîáàëüíûõ áàðîòðîïíûõ äâè-
æåíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñâîáîäíîé àòìîñôåðû âíîâü âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåëêîâîäíûì ïðèáëèæåíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, êîòîðûå ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè çàïèñû-
âàþòñÿ â âèäå:

du

dt
− fv = −g

∂H

∂x
+ ν4u, (16)

dv

dt
− fu = −g

∂H

∂y
+ ν4v, (17)

dH

dt
+ H

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
= wE . (18)

Íàïîìèíàþ, ÷òî çäåñü u è v � ïðîäîëüíàÿ (çîíàëüíàÿ) è ïîïå-
ðå÷íàÿ (ìåðèäèîíàëüíàÿ) ñîñòàâëÿþùèå ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé àòìîñôåðû, f = f (y) � ïàðàìåòð Êîðèîëèñà,
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Ðèñ. 3. Ïîïåðå÷íàÿ öèðêóëÿöèÿ (à), âåðòèêàëüíûé ïðîôèëü
ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè u âäàëè îò ïëîñêîñòè
ðàçðûâà y = 0 (á) è ãîðèçîíòàëüíûé ïðîôèëü ïðîäîëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè âäàëè îò ãîðèçîíòàëüíûõ ñòåíîê.

H = H (x, y, t) � âûñîòà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè áàðîòðîïíîé àòìî-
ñôåðû, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò âåðõíåé ãðàíèöû ñëîÿ Ýêìàíà, à óðàâíå-
íèå (18) ñîõðàíåíèÿ ìàññû ñâîáîäíîé àòìîñôåðû çàïèñàíî ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî íà åå íèæíåé ãðàíèöå âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü wE 6= 0.

Âû÷èòàÿ èç ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî ïî x óðàâíåíèÿ (17) ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàííîå ïî y óðàâíåíèå (16), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ
âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè ω = ∂v/∂x− ∂u/∂y:

dω

dt
+ (f + ω)

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
+

df

dy
v = ν4ω.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ (18) äèâåðãåíöèè ãîðèçîíòàëüíîé
ñêîðîñòè èìååì

dω

dt
− (f + ω)

H

dH

dt
+

df

dy
v = ν4ω − wE

H
. (19)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà

v =
g

f0

∂H

∂x
.=

∂ψ

∂x
, u = − g

f0

∂H

∂y
.= −∂ψ

∂y
(ψ .= gH/f0) (20)
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(f0 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà) è ôîðìóëó (6), ñî-
ãëàñíî êîòîðîé â ñèëó (20)

wE = δE4ψ, (21)

íàõîäèì, ÷òî êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå ýâîëþöèè (òðàíñ-
ôîðìàöèè) ÏÂ âÿçêîé áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå (ñð. ñ (7.6)):

d

dt

(
4ψ − f2

0

gH0
ψ

)
+ β

∂ψ

∂x
= ν42ψ − f0δE

H0
4ψ.

Çäåñü β = df/dy. Êðîìå òîãî, ïðè âûâîäå ýòîãî óðàâíåíèÿ ó÷èòû-
âàëîñü òàêæå, ÷òî δE ¿ H0 � ñðåäíåé âûñîòû àòìîñôåðû, òàê ÷òî,
åñëè H íå âõîäèò ïîä çíàê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, åå ìîæíî çàìåíèòü
íà H0.

Âñïîìèíàÿ òåïåðü, ÷òî
√

gH0/f0 = L0 � ìàñøòàá Îáóõîâà,
δEH0 = δ2

St è δE =
√

2ν/f0, ïîëó÷àåì òðàäèöèîííóþ ôîðìó èñ-
êîìîãî óðàâíåíèÿ:

∂

∂t

(
4ψ − L−2

0 ψ
)

+ [ψ,4ψ] + β
∂ψ

∂x
= ν42ψ − λ4ψ, (22)

ãäå [a, b] = ∂a/∂x·∂b/∂y−∂a/∂y ·∂b/∂x � ÿêîáèàí ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé a = a (x, y)è b = b (x, y), à λ = 2ν/δ2

St íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì
êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ àòìîñôåðû î ïîäñòèëàþùóþ ïîâåðõíîñòü.
Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî â íàèáîëåå îáùåì âèäå óðàâíåíèå òðàíñôîð-
ìàöèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ âûâåäåíî â ðàáîòå (Îáóõîâ, 1962).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé çåìíàÿ
ïîâåðõíîñòü ïîñðåäñòâîì ýêìàíîâñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ çàòîð-
ìàæèâàåò êâàçèäâóìåðíûå ãåîôèçè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïî çàêîíó
ñóõîãî òðåíèÿ, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ýòîãî ëèíåéíîãî ïî ñêîðî-
ñòè òðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëùèíîé âíåøíåãî ñëîÿ Ïðàóäìåíà-
Ñòþàðòñîíà. Êàê ìû óâèäèì íèæå, èìåííî îíî îïðåäåëÿþùèì
îáðàçîì âëèÿåò íå òîëüêî íà äèññèïàöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
íî è íà ìåõàíèçìû áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ôîðìèðîâàíèÿ
öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ â àòìîñôåðå. Çàìåòèì, ÷òî âëèÿíèå ñëîÿ
Ýêìàíà íà áàðîêëèííóþ àòìîñôåðó ìîæíî ó÷åñòü, èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó (21) â êà÷åñòâå íèæíåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ êâàçèãåîñò-
ðîôè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÏÂ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû (ñì. (9.31)),
çàïèñàííîãî ñ ó÷åòîì âíóòðåííåé âÿçêîñòè ñðåäû.
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Óïðàæíåíèÿ.

1. Ðåøèòå êðàåâóþ çàäà÷ó (3), (4) ñ ó÷åòîì, ÷òî Ω = (0, 0,Ω).
Ïîäñêàçêà: ââåäèòå êîìïëåêñíóþ çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ W =

u + iv è íàïðàâüòå îñü Ox â ñòîðîíó ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà.
2. Ïîñòðîéòå ãîäîãðàô ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè âåòðà â ïðåäå-

ëàõ ñëîÿ Ýêìàíà è ïîêàæèòå, ÷òî âåòåð ñ âûñîòîé ïîâîðà÷èâàåòñÿ
íà 45◦. Â êàêîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò ïðîèñõîäèò ýòîò ïîâîðîò?
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Òå÷åíèå Êîëìîãîðîâà è ðîëü âíåøíåãî
òðåíèÿ

1. Ïîñòàíîâêà ëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè. Âëèÿíèå
ÏÏÑ íà áàðîòðîïíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ òå-
÷åíèé â íàèáîëåå ÷èñòîì âèäå ìîæíî âûäåëèòü, ðàññìàòðèâàÿ ïðå-
äåëüíî èäåàëèçèðîâàííóþ çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåí-
íî ïåðèîäè÷åñêîãî ïëîñêîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ñè-
íóñîèäàëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè. Ýòà çàäà÷à ïðåäëîæåíà À.Í.
Êîëìîãîðîâûì åùå â 1960 ã. íà ðóêîâîäèìîì èì ñåìèíàðå è óæå â
ñëåäóþùåì ãîäó áûëà ðåøåíà â ðàáîòå (Ìåøàëêèí, Ñèíàé, 1961)
â ñòðîãî äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Ìû æå, ñëåäóÿ óïîìÿíóòûì àâòî-
ðàì, áóäåì åå ðåøàòü â êâàçèäâóìåðíîé ïîñòàíîâêå, ò.å. ñ ó÷åòîì
âíåøíåãî ëèíåéíîãî ïî ñêîðîñòè òðåíèÿ, èìèòèðóþùåãî âëèÿíèå
äíà íà äâèæåíèå ìåëêîé âÿçêîé âîäû, à ïðèìåíèòåëüíî ê àòìî-
ñôåðå � âëèÿíèå ÏÏÑ íà êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå òå÷åíèÿ. (Ýòî, êàê
îêàçàëîñü, ïðèíöèïèàëüíîå îáîáùåíèå áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå (Áîí-
äàðåíêî, Ãàê, Äîëæàíñêèé, 1978) è ïîäðîáíî èçëîæåíî â (Ãëåä-
çåð, Äîëæàíñêèé, Îáóõîâ, 1981) è (Äîëæàíñêèé, Êðûìîâ, Ìàíèí,
1990)). ×òîáû íå îñëîæíÿòü çàäà÷ó, ìû òàêæå íå áóäåì ó÷èòû-
âàòü ñèëó Êîðèîëèñà, ïîñêîëüêó íà f -ïëîñêîñòè, ò.å. â îòñóòñòâèè
áåòà-ýôôåêòà, âèõðåâûå òå÷åíèÿ, êîòîðûå íàñ è èíòåðåñóþò, îïè-
ñûâàþòñÿ îáû÷íûì äâóìåðíûì óðàâíåíèå âèõðÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â
êà÷åñòâå èñõîäíûõ ìîæíî âçÿòü óðàâíåíèÿ:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+ ν4u− λu + f, (1)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+ ν4v − λv, (2)
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∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0. (3)

Çäåñü ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå, ν è λ � êî-
ýôôèöèåíòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òðåíèé ñîîòâåòñòâåííî, à
f = a sin (y/l) � âíåøíÿÿ ñèëà, ñîçäàþùàÿ ïåðâè÷íîå òå÷åíèå ñè-
íóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ � îáùå-
ïðèíÿòûå. Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïî y-êîîðäèíàòå ñ ïåðèîäîì 2πl
è îòñóòñòâèÿ ñóììàðíîãî ïåðåíîñà ìàññû â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-
íèè, ò.å.

∞∫

−∞
u (x, y, t) dy = 0 (4)

ïðèíèìàþòñÿ â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ.
Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííûõ ìàñøòàáîâ

äëèíû l è ñêîðîñòè U =
√

al è ââåäåíèÿ ôóíêöèè òîêà ñîãëàñíî
ðàâåíñòâàì

u = −∂ψ

∂y
, v =

∂ψ

∂x
, (5)

óðàâíåíèå äëÿ çàâèõðåííîñòè 4ψ = ∂v/∂x− ∂u/∂y, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ñèñòåìå (1) - (3) ñ óïîìÿíóòîé ñèëîé f , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂4ψ

∂t
+ [4ψ,ψ] = ν̂42ψ − λ̂4ψ − cos y. (6)

Äëÿ çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ íîâûõ
îáîçíà÷åíèé íå ââîäèòñÿ, à âîò îáðàòíûå áåçðàçìåðíûå êèíåìàòè-
÷åñêàÿ âÿçêîñòü è êîýôôèöèåíò âíåøíåãî òðåíèÿ

ν̂−1 =
Ul

ν
.= Rν è λ̂−1 =

U

λl
.= Rλ (7)

åñòü õîðîøî èçâåñòíûå êðèòåðèè ïîäîáèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îòíî-
øåíèå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâåííî ê ñèëàì âíóòðåííåãî è
âíåøíåãî òðåíèÿ è íàçûâàåìûå ÷èñëàìè Ðåéíîëüäñà ïî âíóòðåííå-
ìó è âíåøíåìó òðåíèþ, ñîîòâåòñòâåííî. ×åì áîëüøå çíà÷åíèÿ
÷èñåë Ðåéíîëüäñà, òåì áëèæå òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ê òå÷åíèþ
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Çàìåòèì òàêæå, ñîïîñòàâëÿÿ (6) ñ (22.22), ÷òî
óðàâíåíèå (6) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå âèõðÿ äëÿ íåñæèìàåìîé (L−1

0 = 0) âÿçêîé àòìîñôåðû íà
f -ïëîñêîñòè (β = 0), êîòîðàÿ (àòìîñôåðà) ïîäâåðæåíà äåéñòâèþ
çîíàëüíîé ñèëû ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ.
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Ïåðâè÷íîå òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ðàâåí-
ñòâàìè:

u0 =
1

ν̂ + λ̂
sin y, 4ψ0 = − 1

ν̂ + λ̂
cos y, ψ0 =

1
ν̂ + λ̂

cos y. (8)

Ïóñòü òåïåðü ψ = ψ0 + ϕ (x, y, t), ãäå ϕ � èíôèíèòåçèìàëüíîå âîç-
ìóùåíèå ïåðâè÷íîãî òå÷åíèÿ. Òîãäà ðåçóëüòàò ëèíåàðèçàöèè óðàâ-
íåíèÿ (6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂4ϕ

∂t
+

1
ν̂ + λ̂

sin y
∂ (4ϕ + ϕ)

∂x
= ν̂42ϕ− λ̂4ϕ. (9)

Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ϕ ïî y ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ôóðüå-
ðàçëîæåíèå, ò.å. èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

ϕ (x, y, t) = eσt
∞∑

−∞
cn exp {i (αx + ny)} . (10)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (10) â (9) è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ cn ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2
(
ν̂ + λ̂

)

α

(
α2 + n2

) [
σ + λ̂ + ν̂

(
α2 + n2

)]
cn+

[
α2 − 1 + (n− 1)2

]
cn−1 −

[
α2 − 1 + (n + 1)2

]
cn+1 = 0. (11)

Íàñ èíòåðåñóåò çíàê âåùåñòâåííîé ÷àñòè òåõ çíà÷åíèé σ, ïðè êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (11), ñòðåìÿùååñÿ
ê íóëþ ïðè |n| −→ ∞.

2. Âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ σ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

an = an

(
ν̂, λ̂, σ

)
=

2
(
ν̂ + λ̂

)

α
·

(
α2 + n2

) [
σ + λ̂ + ν̂

(
α2 + n2

)]

α2 − 1 + n2
,

dn = dn

(
ν̂, λ̂, σ

)
=

(
α2 − 1 + n2

)
cn.

Òîãäà ñèñòåìà (11) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

andn + dn−1 − dn+1 = 0. (12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (12) èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå ïîñòàâëåííûì òðåáîâàíèÿì. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò çíà÷åíèé k,
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äëÿ êîòîðûõ dk = 0. Â ñàìîì äåëå, åñëè dk = 0 è k > 0, òî ïðè
k′ 6= k âåëè÷èíà dk′ 6= 0, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøå-
íèå, ñîãëàñíî (12), áûëî áû òðèâèàëüíûì èç-çà òðåáîâàíèÿ ðåãó-
ëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó äëÿ n > k + 1 ìîæíî ââåñòè
âåëè÷èíó ρn = dn/dn−1 è ïåðåïèñàòü (12) â âèäå:

an +
1
ρn

= ρn+1 äëÿ n > k + 1. (13)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ρn = an−1 +
1

an−2 + 1
an−3+...

.

.

.

+
1

ak+1 + 1
ρk+1

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ âåùåñòâåííî è σ > −λ̂. Òîãäà an > 0 ïðè n > 0
è ρn > an−1 −→ ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ ñòðåìëåíèÿ cn

ê íóëþ ïðè n −→∞. Åñëè σ êîìïëåêñíî, ñèñòåìó (13) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü îòäåëüíî äëÿ âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ êîýôôèöèåíòîâ
an. Òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè an äàþò òàêîé æå
ðåçóëüòàò. Ñëó÷àé dk = 0 ïðè k < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èòàê, dk 6= 0 ïðè ëþáîì k, è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ìîæíî ïîëî-
æèòü

ρn = ρn

(
ν̂, λ̂, σ

)
=

dn

dn−1
(n > 0) , ρ∗n = ρ∗n

(
ν̂, λ̂, σ

)
=

dn−1

dn
(n 6 0) .

(14)
Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè

a0 +
1

a1 + 1
a2+...

.

.

.

+
1

ak + 1
ak+1+...

.= [a0; a1, a2, ..., ak, ...]



Òå÷åíèå Êîëìîãîðîâà 259

Êëþ÷åâîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè

ρ1 = − [0; a1, a2, ..., ak, ...] , (15)

òî ρn −→ 0 ïðè n −→ ∞. Åñëè ðàâåíñòâî (15) íå âûïîëíÿåòñÿ,
òî |ρn| −→ ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè Reσ > −λ̂, åñëè
Re ρn > 0, òî è Re ρn+k > 0 ïðè k > 0, èëè Re ρn+k > Re an −→ ∞
ïðè n −→ ∞, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
Re ρn < 0 ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ n. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
σ íàéäåòñÿ òàêîå k, ÷òî Re an > 1 äëÿ n > k, ïîñêîëüêó Re an −→∞
ïðè n −→ ∞. Äëÿ n > k óñëîâèå Re ρn+1 < 0 âìåñòå ñ óðàâíåíèå
(13) îçíà÷àåò,÷òî ρn íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàõîäèòñÿ âíóòðè
êðóãà ðàäèóñà 1/Re an, êàñàþùåãîñÿ ìíèìîé îñè è ëåæàùåãî â ëå-
âîé ïîëóïëîñêîñòè (âûïîëíèòå Óïðàæíåíèå 1). Ïîâòîðíûì èñ-
ïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ρn−1 íàõîäèòñÿ
âíóòðè íåêîòîðîãî êðóãà ðàäèóñà ìåíüøå, ÷åì 1/Re an, è ëåæàùåãî
â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, è ò. ä. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ρk íàõîäèòñÿ â
íåêîòîðîì êðóãå â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, èìåþùåì ðàäèóñ ìåíüøå,
÷åì 1/ Re an. Ïåðåñå÷åíèå êðóãîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ ρk ïðè ðàçëè÷-
íûõ n, íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîé òî÷êè, òàê êàê ðàäèóñû
ýòèõ êðóãîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n −→ ∞ (ïî÷åìó ýòà òî÷êà íå
ïðèíàäëåæèò ìíèìîé îñè?).

Ìîæíî ïîêàçàòü (âûïîëíèòåÓïðàæíåíèå 2), ÷òî çíà÷åíèå ρk,
çàäàííîå ôîðìóëîé

ρk = − [0; ak, ak+1, ..., ak+l, ...] ,

ïðèíàäëåæèò âñåì ýòèì êðóãàì è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì äëÿ ρk. Èñïîëüçóÿ (13) ïîëó÷àåì
ôîðìóëó (15).

Äëÿ n 6 0 àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî åäèí-
ñòâåííîå çíà÷åíèå ρ∗0, èìåþùåå ñìûñë äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ρ∗0 = [0; a−1, a−2, ..., a−n, ...] = [0; a1, a2, ..., an, ...] . (16)

Èç (12) ïðè n = 0 ñëåäóåò, ÷òî

a0 + ρ∗0 = ρ1.
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Îòñþäà â ñèëó (15) è (16)

−a0

2
= [0; a1, a2, ..., ak, ...] . (17)

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà Òåîðåìà (Ìåøàëêèí, Ñèíàé, 1961):
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (12) èìåëà ðåøåíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê íó-
ëþ ïðè n −→ ∞, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû σ óäîâëåòâî-
ðÿëî óðàâíåíèþ (17).

3. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå. Àíàëèç óðàâíåíèÿ (17) ïîçâîëÿ-
åò ñäåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû îá óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè òå-
÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (17) ÷åðåç D =
[0; a1, a2, ..., ak, ...], à ÷åðåç Dk = [0; a1, a2, ..., ak] öåïíóþ äðîáü D,
îáðåçàííóþ íà k-ì ÷ëåíå. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðè α > 1
óðàâíåíèå (17) íå èìååò ðåøåíèé σ, äëÿ êîòîðûõ Reσ > 0, ò.å. òå-
÷åíèå Êîëìîãîðîâà óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé ñ òàêèì
ïðîäîëüíûì âîëíîâûì ÷èñëîì. Â ñàìîì äåëå, ïðè α > 1 âåëè÷èíà
Re (−a0/2) < 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Dk ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì
k è Reσ > −λ̂ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (17) íåâîçìîæíî.

Óòî÷íåíèå ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè α < 1 óðàâ-
íåíèå (17) ïðè Reσ > −λ̂ èìååò òîëüêî âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Im σ > 0. Òîãäà

arg
(
−a0

2

)
> arg a1, (18)

è arg an > arg an+1 ïðè ëþáîì n > 1, ïðè÷åì ðàâåíñòâà âîçìîæ-
íû ëèøü ïðè arg σ = 0. Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî
| arg Dk+1| 6 | arg Dk| ïðè ëþáîì k > 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

| arg Dk| 6 | arg Dk−1| 6 ... 6 | arg D1| = | arg a1|.
Ïîýòîìó ðàâåíñòâî

−a0

2
= Dk (19)

ïðè ëþáîì k > 1 âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî | arg (−a0/2) | 6
| arg a1|. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (18), ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî Im σ = 0. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïðèõîäèì ê òàêî-
ìó æå ðåçóëüòàòó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Im σ 6 0.Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ (17), ó êîòîðûõ Re σ > −λ̂, îáÿçàòåëüíî âå-
ùåñòâåííû, è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï
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Ðèñ. 1. à) Êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòðîãî äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ
Êîëìîãîðîâà. á) Êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ êâàçèäâóìåðíîãî òå÷åíèÿ
(ñ ó÷åòîì âíåøíåãî òðåíèÿ) íàõîäèòñÿ ìåæäó êðèâûìè 1 è
2, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðâîìó (k = 1) è âòîðîìó (k = 2)
ïðèáëèæåíèþ ñîãëàñíî ôîðìóëå (19).

èçìåíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè Ëèíÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó êðèòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ σ = 0.

Ïðèáëèæåííûå êðèòè÷åñêèå êðèâûå � ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè
ïðè λ = 0 è λ 6= 0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ
îñíîâàíî íà íåðàâåíñòâàõ

D2 < D < D1, (20)

ïðè÷åì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè λ = 0 êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ðåé-
íîëüäñà ν̂−1

êð = Rνêð −→ ∞ ïðè α −→ 1 è Rνêð≈√2 ïðè α = 0, à
ïðè λ 6= 0 âåëè÷èíà Rνêð −→ ∞ ïðè α −→ 0 è 1. Â ÷àñòíîñòè,
ïðèáëèæåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (19)
ïðè k = 1, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé:

R2
ν ≈

2
(
1 + λ0 + α2

) (
λ0 + α2

) (
1 + α2

)

α2 (1− α2)
,

(
λ0 =

λl2

ν
=

Rν

Rλ
=

λ̂

ν̂

)
.

(21)
4. Ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè âîëí Ðîññ-

áè. Â ñâîå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòè
àòìîñôåðû Ëîðåíö (Lorenz, 1972) ðàññìîòðåë çàäà÷ó îá óñòîé÷è-
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âîñòè ýëåìåíòàðíîé âîëíû Ðîññáè

ψ0 = A0 cos k0 (x + c0t) , (22)

óäîâëåòâîðÿþùåé êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîìó óðàâíåíèþ áàðîòðîïíî-
ãî ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ áåç ó÷åòà äâóìåðíîé ñæèìàåìîñòè (L−1

0 =
0):

∂4ψ

∂t
+ [ψ,4ψ] + β

∂ψ

∂x
= 0. (23)

×òîáû âûÿñíèòü âëèÿíèå ñëîÿ Ýêìàíà íà òàêîãî ðîäà íåóñòîé÷è-
âîñòü, â ðàáîòå (Äîëæàíñêèé, 1985) ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â
òîì æå ïðèáëèæåíèè äëÿ óðàâíåíèÿ (22.22) òðàíñôîðìàöèè ïîòåí-
öèàëüíîãî âèõðÿ

∂4ψ

∂t
+ [ψ,4ψ] + β

∂ψ

∂x
= ν42ψ − λ4ψ + q, (24)

â êîòîðîì λ = 2ν/δ2
St, à q = q0 cos k0 (x + ct) � èñòî÷íèê çàâèõðåí-

íîñòè, äâèæóùèéñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x ñî ñêîðî-
ñòüþ c. Åñëè c = c0, òî èñòî÷íèê ãåíåðèðóåò âîëíó (22) ñ àìïëèòó-
äîé A0 = q0/

(
λk2

0 + νk4
0

)
. Ôîòîãðàôèè ëàáîðàòîðíûõ âîëí Ðîññáè,

ãåíåðèðóåìûõ âî âðàùàþùåìñÿ êîëüöåâîì êàíàëå äâèæóùèìèñÿ
ñ ðåçîíàíñíîé ñêîðîñòüþ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêàìè ìàññû (Äîëæàí-
ñêèé, Êóðãàíñêèé, ×åðíîóñüêî, 1979), ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.

Ïåðåõîäÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ −c0,
ò.å. äåëàÿ çàìåíó X = x + c0t, à çàòåì îáåçðàçìåðèâàÿ óðàâíåíèå
(24), ïðèõîäèì ê çàäà÷å Êîëìîãîðîâà, íî óæå äëÿ óðàâíåíèÿ

∂4ψ

∂t
+ [ψ,4ψ] + C0

∂

∂X
(4ψ + n0ψ) = κ42ψ − γ4ψ + R cosn0X.

(25)
Çäåñü C0 = c0/λr, r ñëåäóåò òðàêòîâàòü êàê ðàäèóñ ñðåäíåãî øè-
ðîòíîãî êðóãà, òîãäà n0 = k0r � ÷èñëî äëèí âîëí ôóíêöèè ψ0, óêëà-
äûâàþùèõñÿ íà ñðåäíåì øèðîòíîì êðóãå äëèíîé 2πr, κ = ν/λr2,
R = q0/λ2, à γ = 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ èëè
íåò ñëîé Ýêìàíà.

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîé êðèâîé
ïåðåíîñèòñÿ è íà óðàâíåíèå (25), îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ñõîäè-
ìîñòü öåïíûõ äðîáåé èç-çà ïðèñóòñòâèÿ áåòà-ýôôåêòà ïðèõîäèòñÿ
ðàññìàòðèâàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íåîõîäèìûå êðèòåðèè
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Ðèñ. 2. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå äëÿ ïëàíåòàðíîé âîëíû ñ
ïðîäîëüíûì âîëíîâûì ÷èñëîì n0 = 6): 1 � ïî íåâÿçêîé òåîðèè
Ëîðåíöà, 2 � ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñëîÿ Ýêìàíà.
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ñõîäèìîñòè ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â ðàáîòå (Äîëæàíñêèé,
1985). Êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

A2
êð =

2
(
γ + κl2

) [(
l2 + n2

0

)2 (
γ + κ

(
l2 + n2

0

))2 + C0n
2
0l

2
]

n2
0l

2
(
n4

0 − l4
) (

γ + κ
(
l2 + n2

0

)) , (26)

ãäå l � ìåðèäèîíàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî èíôèíèòåçèìàëüíîãî âîç-
ìóùåíèÿ

ϕ = eiσt
∞∑

n=−∞
cnei(nX+ly),

íàêëàäûâàåìîãî íà îñíîâíîå òå÷åíèå.
Êðèòè÷åñêèå êðèâûå "íåâÿçêîé" è "âÿçêîé" âîëí Ðîññáè ñ ó÷å-

òîì âëèÿíèÿ ÏÏÑ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
ς2 = l2/n2

0 è V = n0rλA, èç êîòîðîãî âèäíî, íàñêîëüêî ïðèíöèïè-
àëüíî èçìåíÿåòñÿ ôîðìà êðèòè÷åñêîé êðèâîé ïðè ó÷åòå âíåøíå-
ãî òðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî (Ëîðåíö,1972) òèïè÷íàÿ âîëíà ñ
n0 = 6 è àìïëèòóäîé V = 12ì/c íåóñòîé÷èâà, ïðè÷åì íàèáîëüøèé
èíêðåìåíò èìååò âîçìóùåíèå ñ ìåðèäèîíàëüíûì âîëíîâûì ÷èñëîì
l = 0.5n0. Ñîãëàñíî íåâÿçêîé è âÿçêîé òåîðèÿì ïðè òàêîì çíà÷åíèè
l

6.6ì/c ≈ VL < 12ì/c < VD ≈ 17.7ì/c,
ãäå VL è VD � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïî íåâÿçêîé è âÿçêîé
òåîðèÿì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ó÷åò îäíîé ëèøü âíóòðåííåé âÿç-
êîñòè íå ñòàáèëèçèðóåò ðàññìàòðèâàåìóþ âîëíó, õîòÿ è äàåò êî-
íå÷íîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû áåç èç-
ìåíåíèÿ ôîðìû êðèòè÷åñêîé êðèâîé. 5. Âûâîäû. Èç ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà è ïëàíåòàðíûõ
âîëí ïðè λ = 0 è λ 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî âíåøíåå òðåíèå ïîäàâëÿåò
íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûå äëèííîâîëíîâûå ìîäû ñòðîãî äâóìåðíîãî
òå÷åíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò ïðèíöèïèàëüíîå èçìåíåíèå
ôîðìû êðèòè÷åñêîé êðèâîé. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî íåëèíåéíîé òåî-
ðèè (Êëÿöêèí, 1972; Þäîâè÷, 1973; Íåïîìíÿùèé, 1976) âñå ìàòå-
ìàòè÷åñêè ñóùåñòâóþùèå â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ñòðîãî äâóìåð-
íîãî òå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûå è àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåãóëÿðíûå ðå-
æèìû îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, ÷òî óêàçûâàåò íà ðîæäåíèå
õàîòè÷åñêîãî òóðáóëåíòíîãî ðåæèìà ñðàçó ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè ïåðâè÷íîãî ðåæèìà. Èíà÷å îáñòîèò äåëî â êâàçèäâóìåðíîì
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Ðèñ. 3. Ñíèìîê çàêðèòè÷åñêîãî ðåæèìà (à) è ðàññ÷èòàííûå
ìåòîäîì Ãàëåðêèíà ëèíèè òîêà (á) äëÿ òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà.
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òå÷åíèè Êîëìîãîðîâà. Íàèáîëåå íåóñòîé÷èâàÿ ìîäà ñ îòëè÷íûì îò
íóëÿ âîëíîâûì ÷èñëîì α0, ñîîòâåòñòâóþùèì ìèíèìóìó êðèòè÷å-
ñêîé êðèâîé, ïðè ìàëûõ è óìåðåííûõ çàêðèòè÷íîñòÿõ ôîðìèðó-
åò âòîðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåííû íà ðèñ. 3 êàê
ðåçóëüòàò íåëèíåéíîé òåîðèè è ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Íà
ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ñäåëàííûå âûâîäû íî-
ñÿò îáùèé õàðàêòåð, ò.å. îíè ñïðàâåäëèâû â îòíîøåíèè äâóìåðíîãî
òå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n > k óñëîâèå Re ρn+1 < 0 âìåñòå ñ óðàâ-
íåíèåì (13) îçíà÷àåò, ÷òî ρn íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàõîäèòñÿ
âíóòðè êðóãà ðàäèóñà 1/Re an, êàñàþùåãîñÿ ìíèìîé îñè è ëåæà-
ùåãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïîäñêàçêà. Ñîãëàñíî óñëîâèþ Re ρn+1 < 0 è óðàâíåíèþ (13)

Re an + Re
(

1
ρn

)
< 0,

Ïóñòü ρn = rneiϕ. Òîãäà Re an + r−1
n cosϕ < 0 (−π/2 6 ϕ 6 π/2), à

rn = − cosϕ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1, êàñàþùàÿñÿ ìíèìîé îñè.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ρk, çàäàííîå ôîðìóëîé

ρk = − [0; ak, ak+1, ..., ak+l, ...] ,

ïðèíàäëåæèò âñåì êðóãàì, èìåþùèì ðàäèóñ ìåíüøå, ÷åì 1/Re an,
è íàõîäÿùèõñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

3. Ïîïûòàéòåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè öåïíûõ äðîáåé
â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âûâåñòè ïåðâîå ïðèáëèæåíèå (26) äëÿ
êðèòè÷åñêîé êðèâîé âîëíû Ðîññáè.
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Óñòîé÷èâîñòü êâàçèäâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ
òå÷åíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè

1. Íîâàÿ òðàêòîâêà ðåçóëüòàòîâ ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà. Óðàâíåíèå (23.21) êðèòè÷åñêîé
êðèâîé òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà, çàïèñàííîå â òåðìèíàõ îáðàòíûõ ÷è-
ñåë Ðåéíîëüäñà ν̂ = R−1

ν è λ̂ = R−1
λ ,

ν̂ =

√√√√ α2 (1− α2)

2
(
1 + λ̂/ν̂ + α2

) (
λ̂/ν̂ + α2

)
(1 + α2)

(1)

â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
(
α, λ̂, ν̂

)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷å-

ñòâå êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èëè ïîâåðõíîñòè íåéòðàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà, íà êîòîðîé èíêðåìåíòû σ èíôèíè-
òåçèìàëüíûõ âîçìóùåíèé (23.10) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Òàêóþ ïî-
âåðõíîñòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, íåòðóäíî ïîñòðîèòü, ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå, ÷òî êðèòè÷åñêèå êðèâûå â ïëîñêîñòÿõ λ̂ = 0 è ν̂ = 0
çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè

ν̂ =
1√
2

√
1− α2

1 + α2
, (2)

λ̂ =
α√
2

√
1− α2

1 + α2
. (3)

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (2) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè (1) ïðè λ̂ −→ 0, ïîñêîëüêó ëþáîå
ñå÷åíèå êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòüþ èìå-
åò ïîäêîâîîáðàçíóþ ôîðìó çà èñêëþ÷åíèåì ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ
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Ðèñ. 1. Ïîâåðõíîñòü íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè êâàçèäâóìåðíîãî
òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
(α, 1/Reλ, 1/Reν , )

λ̂ = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òîé æå ïðè÷èíå êðèâàÿ (3) åñòü ðàâíî-
ìåðíûé ïðåäåë ôóíêöèè λ̂ = λ̂ (α, ν̂), íåÿâíî çàäàâàåìîé ôîðìóëîé
(1), ïðè ν̂ −→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ëèíåéíàÿ
òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòðîãî äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ Êîëìîãîðî-
âà, ò.å. ïîñòðîåííàÿ áåç ó÷åòà âíåøíåãî òðåíèÿ, ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê åãî âêëþ÷åíèþ, è, íàîáîðîò, ëè-
íåéíàÿ òåîðèÿ êâàçèäâóìåðíîãî òå÷åíèÿ, ò.å. ïîñòðîåííàÿ ñ ó÷å-
òîì âíåøíåãî òðåíèÿ, êà÷åñòâåííî íå ÷óâñòâèòåëüíà ê âêëþ÷å-
íèþ èëè èñêëþ÷åíèþ âíóòðåííåé âÿçêîñòè. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïðè λ0 = λ̂/ν̂ = Rν/Rλ À 1 ðåçóëüòàòû "êâàçèäâóìåð-
íîé" ëèíåéíîé òåîðèè ïðàêòè÷åñêè àâòîìîäåëüíû ïî Rν � âûâîä,
êîòîðûé (÷òî îñîáåííî âàæíî) ïåðåíîñèòñÿ, êàê ìû óâèäèì íèæå,
è íà íåëèíåéíóþ òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè.

ßâëÿåòñÿ ëè îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ èñêëþ÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì
òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà, èëè îíà õàðàêòåðíà äëÿ òå÷åíèé ñ ïðîèç-
âîëüíûì ïðîôèëåì ñäâèãà? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò êàçàëîñü áû
âåñüìà ñëîæíûé âîïðîñ, ìû äàäèì íîâóþ òðàêòîâêó ðåçóëüòàòàì
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ïðåäøåñòâóþùåé ëåêöèè, ÷òî ïîçâîëèò íàì ñäåëàòü îïðåäåëåííûå
âûâîäû îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè êâàçèäâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå-
÷åíèé, èñïîëüçóÿ õîðîøî ïðîäâèíóòóþ òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè ñòðî-
ãî äâóìåðíûõ òå÷åíèé.

Êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü (1) åñòü ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(23.11), â êîòîðîé â ñèëó ïðèíöèïà óñòîé÷èâîñòè Ëèíÿ âåëè÷èíà
σ ïîëàãàëàñü ðàâíîé íóëþ. Ïîëîæèì òåïåðü λ̂ = 0, è áóäåì ðå-
øàòü çàäà÷ó íà îòûñêàíèå çàâèñèìîñòè èíêðåìåíòà σ âîçìóùåíèÿ
(23.10) îò âîëíîâîãî ÷èñëà α ïðè ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííîì ïî-
ëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ν̂, ò.å. íàñ èíòåðåñóåò äèñïåðñèîííàÿ çàâè-
ñèìîñòü σ = σ (α, ν̂). Äëÿ ýòîãî â (23.11) âìåñòî σ íàäî ïîëîæèòü
ðàâíûì íóëþ λ̂. Íî çàäà÷à (23.11) ïðè λ̂ = 0 è σ 6= 0 ñ òî÷íîñòüþ
äî çàìåíû λ̂ íà σ ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (23.11) ïðè σ = 0 è λ̂ 6= 0.
Ïîýòîìó èñêîìîå ðåøåíèå íåÿâíî çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

ν̂ =

√
α2 (1− α2)

2 (1 + σ/ν̂ + α2) (σ/ν̂ + α2) (1 + α2)
. (4)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ν̂ −→ 0 ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
íåâÿçêîãî òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà:

σ =
α√
2

√
1− α2

1 + α2
. (4a)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíà äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü σ =
σ (α, ν̂) äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è ñòðîãî äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ òå÷åíèÿ
Êîëìîãîðîâà, òî êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ êâàçèäâóìåðíîãî òå÷åíèÿ
Êîëìîãîðîâà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

λ̂ = σ (α, ν̂) , (5)

êîòîðîå ïî ñóòè îçíà÷àåò ðàâåíñòâî èíêðåìåíòà ðàñòóùåé ìîäû
ñòðîãî äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ åå äåêðåìåíòó, îáóñëîâëåííîãî âëèÿ-
íèåì âíåøíåãî òðåíèÿ.

2. Ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñòðîãî
äâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé è èõ íîâàÿ òðàêòîâêà. Èç
ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûé äëÿ òå-
÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
ïðèìåíèì ê ïðîèçâîëüíîìó ñäâèãîâîìó òå÷åíèþ. Äëÿ óáåäèòåëüíî-
ñòè ñôîðìóëèðóåì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè,
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êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè íà Ëåêöèè 16, äëÿ óðàâíåíèÿ òðàíñ-
ôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ (22.22)

∂

∂t

(
4ψ − L−2

0 ψ
)

+ [ψ,4ψ] + β
∂ψ

∂x
= ν42ψ − λ4ψ + q, (6)

ãäå èñòî÷íèê ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòè q çàâèñèò òîëüêî îò
ïîïåðå÷íîé (ìåðèäèîíàëüíîé) êîîðäèíàòû y. Òîãäà (6) èìååò ñòà-
öèîíàðíîå ðåøåíèå ψ = Ψ (y), îïèñûâàþùåå îñíîâíîå òå÷åíèå
U (y) = −dΨ/dy â íàïðàâëåíèè îñè x è çàâèñÿùåå òîëüêî îò y.
Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ
ê èíôèíèòåçèìàëüíûì âîçìóùåíèÿì.

Â îòñóòñòâèè áåòà-ýôôåêòà è äâóìåðíîé ñæèìàåìîñòè (β = 0,
L−1

0 = 0), ðîëü êîòîðûõ íå ïðèíöèïèàëüíà, îáåçðàçìåðåííàÿ è ðå-
äóöèðîâàííàÿ ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ìîä ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷è-
âîñòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
Îððà-Çîììåðôåëüäà (ñì. Ëèíü, 1958)

{
U −

[
cr + i

(
ci +

λ̂

α

)]} (
ϕ′′ − α2ϕ

)
− U ′′ϕ

= i
ν̂

α

(
ϕIV − 2α2ϕ′′ + α4ϕ

)
(7)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ αϕ =
ϕ′ = 0 ïðè y = y1, y2 èëè ðåãóëÿðíîñòè ïðè |y| −→ ∞, åñëè îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ íå îãðàíè÷åíà. Çäåñü ϕ � áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòóäà
ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ

ψ = ϕ (y) exp {iα (x− ct)} , c = cr + ici, (8)

α � áåçðàçìåðíîå ïðîäîëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî, αci = σ � èíêðåìåíò,
ïðèíèìàþùèé ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä. Íà-
ïîìèíàþ, ÷òî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìåðíîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ïîçâî-
ëÿåò òåîðåìà Ñêâàéðà, ñîãëàñíî êîòîðîé íàèáîëåå îïàñíûå âîçìó-
ùåíèÿ íàõîäÿòñÿ â ïëîñêîñòè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî çàäà÷à (7) ñ óïîìÿíóòûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè è λ̂ = 0 ýêâèâàëåíòíà òàêîé æå çàäà÷å, íî ïðè ci = 0 è
λ̂ 6= 0, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà è ôîðìóëà (5), â êîòîðîé
σ = σ (α, ν̂) � äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòà îò âîëíî-
âîãî ÷èñëà ïðè ðàçëè÷íûõ ν̂ äëÿ ñòðîãî äâóìåðíûõ òå÷åíèé.
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Ðèñ. 2. Äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü σ = σ(α) äëÿ
U = sin(y) (êðèâàÿ s), erf(y) (êðèâàÿ e), th(y) (êðèâàÿ t)
è êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîôèëÿ (êðèâàÿ l) â íåâÿçêîì ñëó÷àå.

Ðèñ. 3. à) Äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü γ = σ(α,Rν) äëÿ
U = th(y). á) Êðèòè÷åñêèå êðèâûå äëÿ äëÿ U = sin(y) (êðèâàÿ
s) è th(y) (êðèâàÿ t) áåç âíåøíåãî òðåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé, áîëüøèíñòâî
èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ íåâÿçêèõ äâèæåíèé (ν =
0), ò.å. ê óðàâíåíèþ Ðýëåÿ (16.7):

[U − (cr + ici)]
(
ϕ′′ − α2ϕ

)
− U ′′ϕ = 0. (9)

Íàïîìíþ, ÷òî óðàâíåíèå (9) â îòëè÷èå îò (7) èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçìå-
íåíèÿ çíàêà ci. Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì
ci âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïî-
ëîæèòåëüíûì ci. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ci 6= 0 îçíà÷àåò íåóñòîé÷è-
âîñòü â íåâÿçêîé òåîðèè � ñâîéñòâî, êîòîðûì íå îáëàäàþò ðåøåíèÿ
Îððà-Çîììåðôåëüäà. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî îòìåòèòü âàæíûé
ðåçóëüòàò Âàçîâà è Ëèíÿ (ñì. Ëèíü, 1958) ñîãëàñíî êîòîðîìó èç
íàðàñòàþùèõ (ci 6= 0) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ òîëüêî ñ ci > 0
ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà ïðè
ν −→ 0.

Òèïè÷íûå äèñïåðñèîííûå êðèâûå, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè àâòî-
ðàìè äëÿ íåâÿçêîé çàäà÷è, ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Êðèâàÿ (l) íà ýòîì
ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíîìó ïðîôèëþ

U = y ïðè |y| 6 1, U =
y

|y| ïðè |y| > 1, (10)

è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé åùå Ðýëååì (ñì. (Áåò÷îâ,
Êðèìèíàëå, 1971), (Äîëæàíñêèé, Êðûìîâ, Ìàíèí, 1990))

σ =
1
2

[
e−4α − (1− 2α)2

]1/2
. (11)

Êðèâàÿ (s) îòíîñèòñÿ ê òå÷åíèþ Êîëìîãîðîâà è îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (4). Äèñïåðñèîííûå êðèâûå (e) è (t) äëÿ ïðîôèëåé U =
erf (y) è U =thy ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì (ñì. Drazin,
Reid, 1981). Îòìåòèì, ÷òî çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì óðàâíåíèå Ðýëåÿ
íå ïîääàåòñÿ òî÷íîìó àíàëèòè÷åñêîìó èíòåãðèðîâàíèþ. Àñèìïòî-
òèêè äëÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â
îêðåñòíîñòÿõ íåéòðàëüíûõ òî÷åê α = 0 è α = αs 6= 0 ( â êîòîðûõ
σ = 0) ìîæíî íàéòè â (Áåò÷îâ, Êðèìèíàëå, 1971) è (Drazin, Reid,
1981).
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Íà ðèñ. 3à â ïëîñêîñòè (α, σ (α, Rν)) ïîêàçàíû äèñïåðñèîííûå
êðèâûå âÿçêîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì
ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà (ñì. Áåò÷îâ, Êðèìèíàëå, 1971).
Õàðàêòåð ðèñóíêà ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé
ñäâèãîâûõ òå÷åíèé, ò.å. èíâàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíè-
ÿì ôîðìû ïðîôèëÿ, êîòîðûå íåçíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà âåëè÷è-
íó è ðàñïîëîæåíèå ìàêñèìóìîâ è íóëåé äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ.
Êðèòè÷åñêèå êðèâûå äëÿ âÿçêèõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ñ ïðîôèëÿìè
U = sin y è U = th y äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3á. Èõ ôîð-
ìà òàêæå òèïè÷íà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé. Çàñëóæèâàåò, îäíàêî,
âíèìàíèÿ ðàçëè÷èå ïîðîãîâ óñòîé÷èâîñòè, ðàâíûå íóëþ è

√
2 äëÿ

thy è sin y ñîîòâåòñòâåííî. Íóëåâîé ïîðîã óñòîé÷èâîñòè èìåþò òàê-
æå ïðîôèëè (e) è (l). Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè
α = 0 äëèííîâîëíîâûå ìîäû âîñïðèíèìàþò òå÷åíèå êàê ñòóïåí-
÷àòûé ïîòîê Ãåëüìãîëüöà U = y/ |y| (îòíîøåíèå øèðèíû ñäâèãà ê
äëèíå âîëíû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè α −→ 0), êîòîðûé ýêñïîíåí-
öèàëüíî íåóñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó âîëíîîáðàçíîìó âîç-
ìóùåíèþ. Åãî äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ â ðàçìåðíûõ çíà÷åíèÿõ èí-
êðåìåíòà γ è âîëíîâîãî ÷èñëà k ïîêàçàíà íà ðèñ. 4à. (ñì. Ëåêöèþ
16, Ïðèìåð 3 ). Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 4á ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü
γ = γ (k) äëÿ "ðàçìàçàííîãî" ðàçðûâà øèðèíû D, èç êîòîðîãî
âèäíî, ÷òî óñòðàíåíèå ðàçðûâà ñêîðîñòè ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè
òå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé.

3. Ïîâåðõíîñòü íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òèïè÷íûõ
êâàçèäâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé. Èñïîëüçóÿ òåïåðü ôîð-
ìóëó (5), çàìåíèì íà ðèñ. 3à áóêâó σ íà λ̂ è ïðîâåäåì ÷åðåç íà-
÷àëî êîîðäèíàò êîîðäèíàòíóþ îñü, îðòîãîíàëüíóþ ïëîñêîñòè ðè-
ñóíêà, íà êîòîðîé áóäåì îòêëàäûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
ν̂ = R−1

ν . Â èòîãå â ïðîñòðàíñòâå
(
α, λ̂, ν̂

)
ïîëó÷èì èçîáðàæåííóþ

íà ðèñ. 5 ïîâåðõíîñòü íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè êâàçèäâóìåðíîãî
òå÷åíèÿ ñ ïðîôèëåì ñêîðîñòè U = th y, òèïè÷íóþ äëÿ âñåõ óïîìÿ-
íóòûõ âÿçêèõ òå÷åíèé, ïîäâåðæåííûõ âëèÿíèþ âíåøíåãî òðåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, è âñå âûâîäû, ñäåëàííûå â îòíîøåíèè òå÷åíèÿ Êîë-
ìîãîðîâà ïåðåíîñÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà ïðîèçâîëüíîå êâàçèäâóìåð-
íîå ñäâèãîâîå òå÷åíèå.

Òåïåðü îòìåòèì äâà âàæíûõ ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ïðè îáñóæ-
äåíèè ÃÏÑ (ñì. Ëåêöèþ 22) ïîä÷åðêèâàëîñü, ÷òî îäèí èç êðèòå-
ðèåâ ïðèìåíèìîñòè êâàçèäâóìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â òîì,



Óñòîé÷èâîñòü êâàçèäâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé 275

Ðèñ. 4. à) Ïðîôèëü ñêîðîñòè è äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ
òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà. á) Òî æå, ÷òî íà (à), íî äëÿ
"ðàçìàçàííîãî"ðàçðûâà.

Ðèñ. 5. Ïîâåðõíîñòü íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
êâàçèäâóìåðíîãî òå÷åíèÿ ñ ïðîôèëåì ñêîðîñòè U = th(y).
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Ðèñ. 6. Êðèâûå íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ U = sin(y) ïðè
Reν/Reλ = 1 (êðèâàÿ 1) è ∞ (êðèâàÿ 2).

÷òî õàðàêòåðíûé ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ � øèðèíà åãî
ñäâèãà ñêîðîñòè äîëæåí ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòü òîëùèíó âíåø-
íåãî ñëîÿ Ïðàóäìåíà-Ñòþàðòñîíà, â êîòîðîì êàê ðàç è âåëèêè âåð-
òèêàëüíûå ñêîðîñòè, à, ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå òðåõìåðíî. Äëÿ
ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ,
ïðè÷åì, ïîñêîëüêó δSt ¿ H ¿ L0, à λ = ν/δ2

St (δ2
St = HδE), òî

Rν/Rλ = (UL0/ν) / (U/L0λ) = L2
0/δ2

St = L2
0/δEH = O

(
105

) À 1. Íî
â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïî êðàé-
íåé ìåðå ëèíåéíàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíà ïî Rν . Ñî-
ïîñòàâüòå, íàïðèìåð, êðèòè÷åñêèå êðèâûå íà ðèñ. 6. Ýòî ñîâñåì íå
òðèâèàëüíûé âûâîä, îçíà÷àþùèé âîçìîæíîñòü ïðåíåáðå÷ü âíóò-
ðåííåé âÿçêîñòüþ, ò.å. ÷ëåíîì ñî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â óðàâíå-
íèÿõ äâèæåíèÿ, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, áåç äîëæíûõ îñíîâàíèé âåñü-
ìà îïàñíî. Âî-âòîðûõ, àâòîìîäåëüíîñòü ïî Rν äåëàåò âîçìîæíûì
ìîäåëèðîâàòü ãëîáàëüíûå àòìîñôåðíûå òå÷åíèÿ â ëàáîðàòîðíûõ
óñëîâèÿõ, â êîòîðûõ íå äîñòèæèìû ãèãàíòñêèå ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ
Rν , ÷òî íåðåäêî èñïîëüçîâàëîñü ñêåïòèêàìè â êà÷åñòâå îäíîãî èç
ãëàâíûõ àðãóìåíòîâ íåïðàâîìåðíîñòè ñðàâíåíèÿ íàòóðíûõ è ëà-
áîðàòîðíûõ òå÷åíèé. Óñëîâèÿ æå àâòîìîäåëüíîñòè â ëàáîðàòîðèè
ëåãêî äîñòèãàþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ýêñïåðèìåíòàõ Õàéäà è Ìåéñîíà
(Hide, Mason, 1975) è Ëàáîðàòîðèè ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè
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ÈÔÀ ÐÀÍ, øèðèíà âðàùàþùèõñÿ êîëüöåâûõ êàíàëîâ è ãëóáèíà
ñîäåðæàùåéñÿ â íèõ æèäêîñòè (âîäà), â êîòîðûõ âîñïðîèçâîäÿòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûå ðåæèìû îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû, ïîðÿä-
êà 10 ñì (íàïîìèíàþ, êâàçèäâóìåðíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ íå ìàëîé
ãëóáèíîé æèäêîñòè, à âðàùåíèåì ñèñòåìû � òåîðåìà Ïðàóäìåíà-
Òåéëîðà, ñì. Ëåêöèþ 6), à òîëùèíà ñëîÿ Ýêìàíà ïîðÿäêà 1 ìì.
Ïîýòîìó Rν/Rλ = O

(
102

)
, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ àâòîìîäåëü-

íîñòè ïî Rν .
Äðóãîé ïðèìåð: â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ íåóñòîé÷è-

âîñòè ñäâèãîâûõ òå÷åíèé â òîíêèõ ñëîÿõ ýëåêòðîïðîâîäÿùåé æèä-
êîñòè ÌÃÄ ìåòîäîì (ñì. Äîëæàíñêèé, Êðûìîâ, Ìàíèí, 1990) õà-
ðàêòåðíûå ãîðèçîíòàëüíûé (L) è âåðòèêàëüíûé (H) ìàñøòàáû ïî-
ðÿäêà íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ è ìèëëèìåòðîâ ñîîòâåòñòâåííî. Â
ìåëêîâîäíîì ïðèáëèæåíèè âÿçêîé æèäêîñòè êîýôôèöèåíò ïðè-
äîííîãî òðåíèÿ λ = 2ν/H2, è òîãäà âíîâü Rν/Rλ = 2L2/H2 =
O

(
102

)
.

4. Î íåëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè êâàçèäâóìåðíûõ
ñäâèãîâûõ òå÷åíèé. Â îòâåäåííîå íàì âðåìÿ ìíå íå õîòåëîñü áû
îïóñêàòü îáñóæäåíèå ôèçè÷åñêîé ñóòè ÿâëåíèé, êîòîðûìè ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå çàêðèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ ðàäè äåòàëüíî-
ãî îïèñàíèÿ òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîå-
íèè íåëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ òå÷åíèé, è
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èõ ïðåîäîëåíèÿ. Ïîýòîìó ÿ êîðîòêî îñòà-
íîâëþñü ëèøü íà êëþ÷åâûõ ìîìåíòàõ çàòðîíóòîé ïðîáëåìû.

Â èñêëþ÷èòåëüíûõ, íî âàæíûõ, ñëó÷àÿõ çàäà÷ó ìåòîäîì Ãàëåð-
êèíà óäàåòñÿ ñâåñòè ê èçó÷åíèþ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ìàëîãî ïîðÿäêà. Óñïåõ òàêîãî ïîäõîäà ñâÿçàí, âî ïåðâûõ, ñ óäà÷-
íûì âûáîðîì áàçèñíûõ ôóíêöèé, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ ðàçëîæåíèå
èñêîìûõ ðåøåíèé, îáåñïå÷èâàþùèì áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà.
Âî-âòîðûõ, íåðåäêî ñàìè íàáëþäàòåëüíûå äàííûå èëè ðåçóëüòàòû
ëàáîðàòîðíûõ èçìåðåíèé óêàçûâàþò íà òî, ÷òî âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ
ôîðìèðóþòñÿ èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ìîä. Êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì
òàêîãî ðîäà ìîæåò ñëóæèòü òå÷åíèå Êîëìîãîðîâà, íåóñòîé÷èâîñòü
è âòîðè÷íûå ðåæèìû êîòîðîãî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþòñÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ýòîé ìîäåëè êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ (4). Î÷åíü
ðåêîìåíäóþ óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûïîëíèâ Óïðàæíåíèå 1. Îñíîâíûå
ïðèíöèïû êîíñòðóèðîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ è äèñêðåòíûõ àíàëî-
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ãîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñôîðìóëèðîâàíû â ìîíîãðàôèè
(Ãëåäçåð, Äîëæàíñêèé, Îáóõîâ, 1981).

Ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ìÿãêèõ ðåæèìîâ ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå è íàáëþäàþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ òå÷å-
íèÿõ, ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ñòþàðòà-Âàòñîíà (ñì. Drazin,
Reid, 1981), èäåÿ êîòîðîãî âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ïóàíêàðå è Ëàí-
äàó è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíóþ çàäà÷ó
óñòîé÷èâîñòè êàê ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîé àì-
ïëèòóäû âîçìóùåíèé A (ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îçíà÷àåò ìà-
ëîñòü A ïðè ñëàáûõ çàêðèòè÷íîñòÿõ), ïðîäîëæèòü ýòî ðàçëîæåíèå
è ïîëó÷èòü äëÿ àìïëèòóäû óðàâíåíèå Ëàíäàó

·
A = σA + KL |A|2 A, A ¿ 1, (12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ KL íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëàíäàó.
Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ðîñò âîçìóùåíèé

èç-çà ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ò.å. èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ âîçìó-
ùåíèÿ ñ îñíîâíûì òå÷åíèåì, à íåëèíåéíûé ÷ëåí � ñàìîâîçäåéñòâèå
âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå çàìåäëÿåò èëè óñèëèâàåò ðîñò åãî àìïëèòóäû
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà KL. Ôèçè÷åñêè ñàìîâîçäåéñòâèå âîçíèêà-
åò èç-çà íåëèíåéíîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé: ãàðìîíè÷å-
ñêîå âîçìóùåíèå ïîðîæäàåò ñâîþ âòîðóþ ãàðìîíèêó è èñêàæàåò
ñðåäíèé ïðîôèëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ñ îòêëîíåíèåì îò
êîòîðîãî çàòåì è âçàèìîäåéñòâóåò.

Òåõíè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûâîäó è ðåøåíèþ óðàâíåíèé
äëÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî, ïðè÷åì
ëèíåéíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà ýòèõ óðàâíåíèé ïðè Rν À 1 ñîâïàäà-
åò îïåðàòîðîì óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ. Ïîñëå ýòîãî ýâîëþöèîííîå óðàâ-
íåíèå äëÿ àìïëèòóäû âûâîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâ-
íåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Åãî êîýôôèöèåíòû, âêëþ÷àÿ êîíñòàíòó
Ëàíäàó, âûðàæàþòñÿ â âèäå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ îò âîçìóùå-
íèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî
ñîâðåìåííûì èññëåäîâàíèÿì (Romanova, Annenkov, 2005) ëèíåéíàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïî-
äàâëÿåòñÿ íå êóáè÷åñêîé, à êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.

Îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìåòîäà Ñòþàðòà-Âàòñîíà â åå
êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå (λ = 0) ñâÿçàíà ñ ðåãóëÿðèçàöèåé êðèòè-
÷åñêîãî ñëîÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðèòè÷åñêèé ñëîé �
ýòî îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè y = yc óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ
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{
U −

[
cr + i

(
ci +

λ̂

α

)]} (
ϕ′′ − α2ϕ

)
− U ′′ϕ = 0,

â êîòîðîé êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Ïðè λ̂ = 0 â îêðåñòíîñòè êðèâîé íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
(αci = σ = 0) êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà áëèçêà ê âåùåñòâåííîé îñè, è õîòÿ
äëÿ òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìûõ àíòèñèììåòðè÷íûõ ïðîôèëåé
ñêîðîñòè U (y) = −U (−y) âåëè÷èíà U ′′ òîæå îáðàùàåòñÿ â íóëü,
îñîáåííîñòü âñå ðàâíî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïîðÿäêàõ ðàçëî-
æåíèÿ. ×òîáû ñøèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ ñëåâà è ñïðàâà îò
îñîáåííîñòè, â êðèòè÷åñêîì ñëîå ñòðîÿò ñïåöèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ,
âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èç ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ ïðåîáëà-
äàåò � âÿçêèé, íåëèíåéíûé èëè íåñòàöèîíàðíûé.

Âíåøíåå òðåíèå ñíèìàåò ïðîáëåìó êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ, âî ïåð-
âûõ, ïîòîìó, ÷òî λ̂ 6= 0, è îñîáàÿ òî÷êà ñìåùàåòñÿ â êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü, à, âî-âòîðûõ, ìèíèìóì êðèâîé íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè Rλ = Rλ

(
α, R−1

ν = 0
)
, â êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå, ïðè-

õîäèòñÿ íà çíà÷åíèå α = α0 6= 0. Îïèñàííûì ìåòîäîì ðàññ÷èòû-
âàëèñü âòîðè÷íûå ðåæèìû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè îñ-
íîâíîãî òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì íåîæèäàííî âûÿñíèëîñü, ÷òî õàðàêòåð
çàêðèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ êðàéíå ÷óâñòâèòåëåí ê íåçíà÷èòåëüíûì
èçìåíåíèÿì ïðîôèëÿ ïåðâè÷íîãî òå÷åíèÿ.

Èòàê, îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè Rν/Rλ À 1 ëèíåéíàÿ è ñëàáîíåëè-
íåéíàÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè êâàçèäâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé
àâòîìîäåëüíû ïî Rν . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â íàòóðíûõ è
ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ çàêðèòè÷íîñòü ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ïî Rλ

íåâåëèêà, ïðèìåíèòåëüíî ê îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùèì âûâîäàì.

(1) Îäíèì èç îïðåäåëÿþùèõ êðèòåðèåâ ïîäîáèÿ îáùåé öèð-
êóëÿöèè àòìîñôåðû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, îïðåäåëÿåìîå ïî
âíåøíåìó òðåíèþ, à íå âíóòðåííåé âÿçêîñòè.

(2) Îòíîñèòåëüíî ñïîêîéíûé õàðàêòåð îáùåé öèðêóëÿöèè àò-
ìîñôåðû îáúÿñíÿåòñÿ óìåðåííîé çàêðèòè÷íîñòüþ ïî Rλ è àâòî-
ìîäåëüíîñòüþ ïî Rν , ïðèíèìàþùåãî â àòìîñôåðå àñòðîíîìè÷å-
ñêèå çíà÷åíèÿ (Rν = UL0/ν = O

(
1012

)
ïî ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè

ν = 0.15 ñì2/ñ è Rν = O
(
106

)
ïî òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, òîãäà êàê

ïåðåõîä ê òóðáóëåíòíîñòè â îòñóòñòâèè âíåøíåãî òðåíèÿ ïðîèñõî-
äèò ïðè Rν = O

(
103

)
).
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(3) Îäíîé èç ïðè÷èí íåïðîãíîçèðóåìîñòè ïîãîäû íà äëèòåëü-
íûå ñðîêè ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ áàðîòðîïíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ãëî-
áàëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé èç-çà ñèëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè âòî-
ðè÷íûõ ðåæèìîâ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïðîôèëÿ îñíîâíîãî ïîòîêà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âûâîä î ñòðóêòóðíîé íåóñòîé÷è-
âîñòè ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñòðîãî äâóìåðíûõ òå÷åíèé
íîñèò îáùèé õàðàêòåð. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò èìåòü ìåñòî,
åñëè âìåñòî âíåøíåãî òðåíèÿ íà æèäêîñòü âëèÿåò, íàïðèìåð, ñòðà-
òèôèêàöèÿ, ìàãíèòíîå ïîëå (â ñëó÷àå ýëåêòðîïðîâîäÿùåé æèäêî-
ñòè) èëè âðàùåíèå ñèñòåìû â öåëîì.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (23.6) îáû÷íóþ ïðîöåäóðó Ãàëåðêèíà

è îãðàíè÷èâàÿñü â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè òîêà íàèáîëåå íåóñòîé÷è-
âûìè ìîäàìè n = 0, ±1, ò.å. ïîëàãàÿ

ψ = Ψ(t) cos y +


exp (iα0x)

1∑

−1

ϕn exp (iny) + ê.ñ.

 ,

âûâåäèòå íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ âåëè÷èí Ψ(t),
z0 = ϕ0 (t) è z1 = [ϕ1 (t)− ϕ−1 (t)] /2α0, ãäå α0 � çíà÷åíèå âîëíîâîãî
÷èñëà, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìíèìîìó êðèòè÷åñêîé êðèâîé êâàçè-
äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà ïðè ôèêñèðîâàííîì Rν . Íàéäè-
òå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïåðâè÷íîãî ðåæèìà ñîâïàäàþò ñ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì êðèòåðèÿ
óñòîé÷èâîñòè êâàçèäâóìåðíîãî òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà, ïîëó÷åííûì
èç åãî ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

2. Ïîïûòàéòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî ìåòîäîì Ñòþàðòà-Âàòñîíà ðå-
øèòü çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì ïðî-
ôèëåì ñêîðîñòè (10). Ýòî âåñüìà ïîó÷èòåëüíàÿ çàäà÷à, ïîêàçûâà-
þùàÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü íå âñåãäà ñïîñîáíà ïîäàâèòü ëèíåéíóþ
íåóñòîé÷èâîñòü. (Â ñëó÷àå íåóäà÷è îáðàòèòåñü ê ðàáîòå (Ìàíèí,
1989).)
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Óðàâíåíèÿ èãðóøå÷íîé ìîäåëè îáùåé
öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è èõ
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Çàêîí÷èëîñü âðåìÿ ðàç-
áðàñûâàòü êàìíè, íàñòàëî âðåìÿ ñîáèðàòü èõ. Â çàêëþ÷èòåëüíûõ
ëåêöèÿõ ÿ ïîïûòàþñü èç èçó÷åííûõ íàìè îòäåëüíûõ ìåõàíèçìîâ,
îòâåòñòâåííûõ çà ôîðìèðîâàíèå îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû,
ñêîíñòðóèðîâàòü åäèíóþ ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ãåîôèçè÷å-
ñêèõ øåñòåðåíîê, ðû÷àãîâ è âèíòèêîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëî áû íàì
îïèñàòü è ïîíÿòü, ÷òî òàêîå àòìîñôåðà ñ òî÷êè çðåíèÿ åå ðàáîòû
êàê òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ. Ñîáñòâåííî ýòî è åñòü îäíà èç îñíîâíûõ
öåëåé ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, êîòîðàÿ íå ïîääàåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó àïïàðàòó, à ïîòîìó ëèøü ÷àñòè÷íî
äîñòèãàåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì è èçîùðåííûì ÷èñëåííûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, óñëîæíåíèþ è ñîâåð-
øåíñòâîâàíèþ êîòîðîãî íå âèäíî êîíöà.

ß ïðåäëàãàþ âàøåìó âíèìàíèþ ñîâåðøåííî èíîé, â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûé, ïîäõîä, ò.å. íå
óñëîæíÿòü ðåäóêöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
à íàîáîðîò, óïðîùàòü èõ, íî ñòðîãî ñîáëþäàÿ ïðè ýòîì ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìàññû, öèðêóëÿöèîííóþ òåîðåìó
Êåëüâèíà è ëàãðàæåâó èíâàðèàíòíîñòü ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ è ïî-
òåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû. Èäåÿ òàêîãî ïîäõîäà îñíîâàíà íà ýâðè-
ñòè÷åñêîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìåííî ýòà ñèììåòðèÿ, à íå ñòåïåíü
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàçðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ñõåì, ãðàíè÷-
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íûå óñëîâèÿ èëè ãåîìåòðèÿ ñèñòåìû, èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
â ðàáîòå àòìîñôåðû êàê òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ìû èìååì èäåàëüíûé èíñòðóìåíò � óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è
Ýéëåðà-Ïóàññîíà äâèæåíèÿ òÿæåëîãî âîë÷êà, ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ
òðàêòîâêà êîòîðûõ è èõ èíâàðèàíòîâ îáñóæäàëàñü íà Ëåêöèÿõ 12
è 13. Äîáàâèì ê ýòîìó áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî óïîìÿíóòûå ìåõà-
íè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà æå
äâèæåíèÿ èäåàëüíîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè è Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà
äâèæåíèÿ íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ñ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé òî÷êè
çðåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ââåäåííûõ Â.È. Àð-
íîëüäîì (Àðíîëüä, 1979) ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî òâåðäîãî òåëà è
Ô.Â. Äîëæàíñêèì ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî òÿæåëîãî âîë÷êà, êîíôè-
ãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ êîîðäè-
íàò) êîòîðûõ ñëóæèò ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà Ëè. Îáðàçíî ãîâîðÿ,
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è Ýéëåðà-Ïóàññîíà ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè
ïðàðîäèòåëÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
à ïîòîìó ãåíåòè÷åñêè îáëàäàþò îáùèìè ñ íèìè ñèììåòðèÿìè è õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, íà Ëåêöèè 12 ìû íåïîñðåä-
ñòâåííî óáåäèëèñü â òîì, ÷òî öèðêóëÿöèîííàÿ òåîðåìà Êåëüâèíà
â ìåõàíèêå âûðàæàåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, à
òåîðåìàì Ýëåðà îá óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà âîêðóã
åãî äëèííîé è êîðîòêîé ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè ñîîòâåòñòâóåò â ãèä-
ðîäèíàìèêå òåîðåìà Ýéëåðà îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé
íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ ïðîôèëåì ñêîðîñòè áåç òî÷åê
ïåðåãèáà, ÷òî ìîæíî ïîíÿòü èç ñîïîñòàâëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ îáåèõ
òåîðåì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà-Àðíîëüäà, ïðèâåäåííûõ íà Ëåêöèÿõ 14
è 18 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìå÷åííûå àíàëîãèè íàâîäÿò íà ìûñëü î ñóùåñòâîâàíèè äðó-
ãèõ õàðàêòåðèñòèê ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé, îòðàæàþùèõ ìåíåå
î÷åâèäíûå âàæíûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Íàèáîëüøèé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðåäñêàçàòü íà îñíîâå ìåõàíè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé òàêèå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ æèäêîñòè, êîòî-
ðûå òðóäíî (åñëè âîîáùå âîçìîæíî) îáíàðóæèòü â ðåçóëüòàòå ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íà÷èíàòü,
î÷åâèäíî, ñëåäóåò ñ ñîïîñòàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé ñ òå-
÷åíèÿìè ãëîáàëüíîãî ìàñøòàáà, ãäå ìîæíî îæèäàòü íàèáîëüøåãî
ñõîäñòâà. Åñòåñòâåííûì ôèëüòðîì, îòñåèâàþùèì ìåëêîìàñøòàá-
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íûå êîìïîíåíòû è îáëåã÷àþùèì òåì ñàìûì "îõîòó íà êðóïíîãî
çâåðÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Ðàññìîòðèì â ñâÿçè ñ ýòèì ïîâåäå-
íèå êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà è òÿæåëîãî âîë÷êà â ïîëå ñèë Êîðèî-
ëèñà ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðîññáè è, ñîïîñòàâëÿÿ êâàçèãåîñòðî-
ôè÷åñêèå è òî÷íûå ðåøåíèÿ èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîïûòàåìñÿ
ïîíÿòü, ìîæíî ëè èçâëå÷ü èç òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ îïðåäåëåííûå
âûâîäû â îòíîøåíèè ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé.

2. Óðàâíåíèÿ èãðóøå÷íîé ìîäåëè îáùåé öèðêóëÿöèè
àòìîñôåðû. Îá ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïî ñóòè óæå øëà ðå÷ü íà Ëåêöèè
13, è îíè èñïîëüçîâàëèñü â äàëüíåéøåì äëÿ èëëþñòðàöèè ïîäõîäîâ
ê òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â ýòîì è ñëåäóþùåì
ïóíêòå ÿ âíîâü âîçâðàùàþñü ê èõ âûâîäó äëÿ ïîëíîòû è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïîñëåäíèõ òåõ ëåêöèé, êîòîðûé
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû,
ïîñòðîåííîé èç ïðèíöèïîâ ñèììåòðèè è åå ìåõàíè÷åñêîãî ïðîîáðà-
çà. Äâèæåíèå èäåàëüíîé ñëàáîñòðàòèôèöèðîâàííîé íåñæèìàåìîé
âðàùàþùåéñÿ àòìîñôåðû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñð.ñ (13.1),
(13.2)):

∂u
∂t

+ (u∇)u + 2Ω0×u = − 1
ρ0
∇p− gβT, (1)

∂T

∂t
+ (u∇) T = 0, divu = 0, (2)

ãäå îòêëîíåíèÿ T (x1, x2, x3, t) òåìïåðàòóðû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
T0 = const ñâÿçàíû ñ îòêëîíåíèÿìè ρ (x1, x2, x3, t) ïëîòíîñòè îò
ρ0 = const ñîîòíîøåíèåì T/T0 = −ρ/ρ0. Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà äëÿ
Ω = rotu è óðàâíåíèå äëÿ q = β∇T çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (ñð.
(13.3), (13.4)):

∂Ω
∂t

+ {Ω + 2Ω0,u}P = g × q, (3)

∂q
∂t

+ (u∇)q=−q
∂u
∂r

. (4)

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â Ëåêöèè 13, ò.å. ïîäñòàâëÿÿ
(12.4), (12.6) è ðàçëîæåíèå

T (r, t) = r·∇T =
∂T

∂x1
x1+

∂T

∂x2
x2+

∂T

∂x3
x3, ∇T = ∇T (t) , T (0, t) = 0

â (3), (4), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (ñð. ñ (13.8), (13.9))
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Ṁ = ω × (M + 2M0) + gl0 × σ,
·
σ = ω × σ, (5)

êîòîðûå â êëàññå ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåéíûõ ïîëåé ñêîðîñòè è òåì-
ïåðàòóðû îïèñûâàþò äâèæåíèå æèäêîñòè âíóòðè ýëëèïñîèäà

S ≡ x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

− 1 = 0,

âðàùàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþΩ0 âîêðóã îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð. Çäåñü M = Iω, M0 = Iω0, ïðè÷åì êîìïî-
íåíòû ω0 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû Ω0 ñîîòíîøåíèÿìè, àíà-
ëîãè÷íûìè (12.7),

σ =
1
T0

(
a1

∂T

∂x1
i + a2

∂T

∂x2
j + a3

∂T

∂x3
k
)

.

Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â Ëåêöèÿõ 12 è 13.
Â äàëüíåéøåì âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå ñîîòíîøåíèÿìè:

ω1 = −a3

a2

∂v

∂z
, ω2 =

a3

a1

∂u

∂z
, (6)

êîòîðûå ñëåäóþò èç (12.4), (12.6).
Ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ω −→ −ω, M −→ −m, 2M0−→ −m0, è

σ −→ γ ñèñòåìà (5) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òÿæåëîãî
âîë÷êà â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà (ñð. ñ (13.20), (13.21)):

ṁ = (m + m0)× ω + gγ × l0, γ̇ = γ × ω, m = Iω, m0 = Iω0.

Â îòñóòñòâèè ñòðàòèôèêàöèè (q = β∇T = 0) äâèæåíèå îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì:

Ṁ = ω × (M + 2M0) , (7)

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ áàðîòðîïíîãî âîë÷-
êà, à ñèñòåìó (5) � óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ áàðîêëèííîãî âîë÷êà.

3. Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ áàðîêëèííîãî âîë÷êà. Òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ
ñèñòåìû (5)

E =
1
2
ω ·M + gl0 · σ, Π = (M + 2M0) · σ, Θ = σ · σ (8)
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âûðàæàþò ñîõðàíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè

Eh =
1
2
ρ0

∫

D

u2δµ + ρ0β

∫

D

g · xTδµ

è ëàãðàíæåâó èíâàðèàíòíîñòü ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ

Πh = (Ω + 2Ω0) · ∇T

è òåìïåðàòóðû T äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ðåøåíèé èñõîä-
íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1), (2) (ñð.ñ (13.5), (13.6.)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîëíûé íàáîð íåîáõîäèìûõ "èíñòðóìåí-
òîâ ÷òîáû ïðèñòóïèòü ê ïîñòðîåíèþ èñêîìîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïî-
ëåçíî âñïîìíèòü â ñâÿçè ñ ýòèì îáùóþ ñõåìó, êîòîðàÿ èñïîëüçîâà-
ëàñü íà Ëåêöèè 9 äëÿ âûâîäà êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàðîêëèííîé àòìîñôåðû.

I. ×èñëî Ðîññáè ε = U/f0L = O (ω/f0) âìåñòå ñ áåçðàçìåðíûìè
ïàðàìåòðàìè

ξ =
f2
0 L2

gH0
= O (ε) , η =

N2H0

g
= O (ε) (9)

ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, ïðè÷åì îäèíàêîâûé ïîðÿäîê èõ ìàëîñòè,
êàê óïîìèíàëîñü íà Ëåêöèè 9, íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì óñëîâèåì, à
èñïîëüçóåòñÿ çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê. Çäåñü f0 � ïàðàìåòð
Êîðèîëèñà (óäâîåííàÿ ñðåäíÿÿ ïî øèðîòå âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåí-
òà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè), L è H0 � õàðàêòåðíûå ãî-
ðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ìàñøòàáû ãëîáàëüíûõ òå÷åíèé, U
è ω � èõ òèïè÷íûå ñêîðîñòü è çàâèõðåííîñòü, N � ÷àñòîòà Áðåíòà-
Âÿéñÿëÿ, êâàäðàò êîòîðîé ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì (1), (2)
ðàâåí N2 = gβ∂T/∂z ïðè óñëîâèè ∂T/∂z > 0.

II. Äâèæåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàçèãèäðîñòàòè÷åñêèì è êâàçè-
ãåîñòðîôè÷åñêèì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî O (ε) âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåðìè÷åñêîãî âåòðà (ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ îíè îçíà÷àþò ïðèáëèæåííîå ðàâíîâåñèå ìåæäó ñèëàìè
Êîðèîëèñà è äàâëåíèÿ, âûðàæåííîå â òåðìèíàõ çàâèõðåííîñòè).

III. Â îñíîâó âûâîäà êëàäóòñÿ óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíîãî âèõðÿ è ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû (â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå åå ðîëü ïðèíàäëåæèò T ), êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ìà-
ëîìó ïàðàìåòðó ε ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ O

(
ε2

)
.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñêîðåíèå g ïàðàëëåëüíî ãëàâíîé îñè
ýëëèïñîèäà Oz (ïîëóîñü a3), âîêðóã êîòîðîé ïðîèñõîäèò âðàùåíèå
ñèñòåìû â öåëîì ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω0, è ïðèìåíèì îïèñàííóþ
ñõåìó äëÿ âûâîäà êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèé
(5).

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ε, L2 è H0 åñòåñòâåííî âçÿòü âåëè÷èíû

ε =
ω

2ω0

(
ω =

√
ω2

1 + ω2
2 + ω2

3

)
, 2L2 = I3 = a2

1 + a2
2, H0 = a3. (10)

Òîãäà
ξ =

4ω2
0

(
a2

1 + a2
2

)

2ga3
=

2ω2
0I3

ga3
= O (ε) , (11)

N2 = gβ
∂T

∂z
=

gσ3

a3
, η =

N2a3

g
= σ3 = O (ε) . (12)

Äëÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé (1) è (2) ñîîòíîøåíèå òåðìè÷åñêîãî
âåòðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

−2 (Ω0∇)u = βg ×∇T + O (ε) , (13)

ïðè÷åì çàïèñü (13) îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ
ê îñòàâëåííûì ïîðÿäêà ε. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (13) ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â âèäå:

∂u

∂z
= − gβ

2Ω0

∂T

∂y
+ O (ε) ,

∂v

∂z
=

gβ

2Ω0

∂T

∂x
+ O (ε) . (13a)

Äëÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé (5) ñîîòíîøåíèå òåðìè÷åñêîãî âåòðà
èìååò âèä:

ω × 2M0 + gl0 × σ = O (ε) , (14)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (l0 = (0, 0,−a3)):

ω2 = −a3gσ2

2I3ω0
+ O (ε) , ω1 = −a3gσ1

2I3ω0
+ O (ε) . (14a)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (6) è (14a), íàõîäèì, ÷òî−ω1 è −ω2 ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
â êà÷åñòâå êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà: −ω1 ∝ ∂v/∂z ∝ ∂T/∂x,
−ω2 ∝ −∂u/∂z ∝ ∂T/∂y. Â äàëüíåéøåì ðàäè óäîáñòâà êîìïîíåí-
òàìè òåðìè÷åñêîãî âåòðà ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû ω1 è ω2,
èìåÿ â âèäó, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.
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Ñîãëàñíî (14a) è (11)

ω2/ω0 ∝ ω1/ω0 ∝ O (ε) ∝ σ2/O (ε) ∝ σ1/O (ε) .

Îòñþäà
σ1 ∝ σ2 = O

(
ε2

)
. (15)

Çàïèøåì ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ (5) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

I1ω̇1 = (I3 − I2) ω2ω3 + 2I3ω0ω2 + ga3σ2,

I2ω̇2 = (I1 − I3) ω1ω3 − 2I3ω0ω1 − ga3σ1,
(16)

I3ω̇3 = (I2 − I1) ω2ω3,
σ̇1 = ω2σ3 − ω3σ2,
σ̇2 = ω3σ1 − ω1σ3,

(17)

σ̇3 = ω1σ2 − ω2σ1. (18)

Ñèñòåìà (16)-(18) îáëàäàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèìè ñåìåé-
ñòâàìè íåïîäâèæíûõ òî÷åê, îïèñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû
âðàùåíèé âîêðóã ãëàâíûõ îñåé:

(i) ω1 = ω2 = 0, σ1 = σ2 = 0, ω3 = ω30, σ3 = σ30;
(ii) ω1 = ω3 = 0, σ1 = σ3 = 0, ω2 = ω20, σ2 = σ20,

2I3ω0ω20 + ga3σ20 = 0;

(iii) ω2 = ω3 = 0, σ2 = σ3 = 0, ω1 = ω10, σ1 = σ10,

2I3ω0ω10 + ga3σ10 = 0.

Ïåðåìåííûå, îòìå÷åííûå èíäåêñîì 0, ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèç-
âîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ (íå ïóòàòü ïåðåìåííûå ñ âíåø-
íèì ïàðàìåòðîì ω0). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü
ñåìåéñòâà (ii) èëè (iii) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ñòðîãî ãåîñòðî-
ôè÷åñêèì ñòàöèîíàðíûì ðåæèìîì äâèæåíèÿ ïðè ëþáîì ω0 6= 0.
Èç óðàâíåíèÿ (18), ñîãëàñíî ñäåëàííûì îöåíêàì (15) è ñîîòíîøåíè-
ÿì òåðìè÷åñêîãî âåòðà (14a) ñ ó÷åòîì (11), ñëåäóåò, ÷òî σ̇3 = o

(
ε3

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ3 = σ30 � êîíñòàíòà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, è ïî-
ñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (17) ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå:

σ̇1 = ω2σ30 − ω3σ2, σ̇2 = ω3σ1 − ω1σ30. (19)
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Èñêëþ÷àÿ òåïåðü èç (19) âåëè÷èíû σ1 è σ2 ñ ïîìîùüþ (14a), ïîëó-
÷àåì ñèñòåìó:

ω̇1 = −
(

ga3σ30

2I3ω0
+ ω3

)
ω2, ω̇2 =

(
ga3σ30

2I3ω0
+ ω3

)
ω1, (20)

êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê àíàëîã ðåäóöèðîâàííîãî ðàçëî-
æåíèåì ïî ïàðàìåòðó ε óðàâíåíèÿ "ïîòåíöèàëüíîé" òåìïåðàòóðû
(òî÷íåå óðàâíåíèÿ äëÿ åå ãðàäèåíòà, ñì. Ëåêöèþ 9), çàïèñàííîãî â
òåðìèíàõ êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà.

Òåïåðü îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ÷òî òàêîå ïîòåíöèàëüíûé âèõðü â
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè? Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå îöå-
íîê âûðàæåíèå äëÿ (ñì. (8))

Π = (M + 2M0) · σ = I1ω1σ1 + I2ω2σ2 + I3ω3σ3 + 2I3ω0σ3

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Π = I3 (2ω0 + ω3) σ30 + O
(
ε3

)
.

Ïîýòîìó êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé âèõðü ðàâåí

ΠG = I3 (2ω0 + ω3) σ30, Π̇G = I3σ30ω̇3, (21)

è åãî ýâîëþöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (17).
Òàêèì îáðàçîì, êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé (16) - (18) øåñòîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå
áàðîêëèííîãî âîë÷êà, ñâîäèòñÿ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå òðåòüåãî
ïîðÿäêà:

I3ω̇3 = (I2 − I1) ω1ω2,

ω̇1 = −
(

ga3σ30

2I3ω0
+ ω3

)
ω2, (22)

ω̇2 =
(

ga3σ30

2I3ω0
+ ω3

)
ω1.

Ýòà ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ
èç òåîðèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé (ñì., íàïðèìåð, Àðíîëüä è
äð. (1986)), è â äàííîì ñëó÷àå îïèñûâàåò ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ
ãëàâíûõ êîìïîíåíò ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé � âåðòè-
êàëüíóþ çàâèõðåííîñòü è òåðìè÷åñêèé âåòåð.
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2. Íàéäèòå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (22). Êàêîé èõ ôèçè÷å-
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Äâèæåíèå áàðîòðîïíîãî è áàðîêëèííîãî
âîë÷êîâ êàê ìåõàíè÷åñêèå ïðîòîòèïû îáùèõ
öèðêóëÿöèé áàðîòðîïíîé è áàðîêëèííîé
íåâÿçêèõ àòìîñôåð

1. Äâèæåíèå áàðîòðîïíîãî âîë÷êà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
áàðîòðîïíîãî âîë÷êà

Ṁ = ω × (M + 2M0) (1)

â òåðìèíàõ Ma = M + 2M0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ṁa = ω ×Ma. (2)

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî (1) íà ω, à (2) íà Ma, ïîëó÷àåì äâà ïåðâûõ
èíòåãðàëà äâèæåíèÿ:

2E = ω ·M = I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3, (3)

M2
a = (M1 + 2M01)

2 + (M2 + 2M02)
2 + (M3 + 2M03)

2 , (4)

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ðåøåíèé
îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è âûïîëíåíèå öèðêó-
ëÿöèîííîé òåîðåìû Êåëüâèíà ñîîòâåñòâåííî (ñì. Ëåêöèþ 12).

Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòû (3) è (4), êàê â ñëó÷àå Ω0 = 0 (ñì. Ëåê-
öèþ 12), ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè áàðîòðîïíî-
ãî âîë÷êà, íå èíòåãðèðóÿ åãî óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â ïðîñòðàíñòâå
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Ðèñ. 1. Ôàçîâûå ïîðòðåòû áàðîòðîïíîãî âîë÷êà â ïðîñòðàíñòâå
êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðîññáè.
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êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ òðàåêòîðèè âîë÷êà îáðàçóþòñÿ ïåðåñå÷å-
íèÿìè "ýíåðãåòè÷åñêèõ"ýëëèïñîèäîâ

M1

2EI1
+

M2

2EI2
+

M3

2EI3
= 1

ñ "öèðêóëÿöèîííûìè"ñôåðàìè

(M1 + 2M01)
2

M2
a

+
(M2 + 2M02)

2

M2
a

+
(M3 + 2M03)

2

M2
a

= 1

ðàäèóñà Ma = |M + 2M0| ñ öåíòðîì â òî÷êå −2M0.
Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû òèïè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû (1) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà Ðîññáè
ε = |M| / |2M0|. Ïðèâåäåííûå êàðòèíêè ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåí-
íûé èíòåðåñ ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè èë-
ëþñòðèðóþò ïðîöåññ ïîñòåïåííîãî èñ÷åçíîâåíèÿ ñëîæíûõ ýëåìåí-
òîâ äâèæåíèÿ ïî ìåðå óñèëåíèÿ âëèÿíèÿ ñèë Êîðèîëèñà. Âèäíî,
÷òî ñ óìåíüøåíèåì ε, íà÷èíàÿ ñ ε = ∞, ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëü-
íîå èñ÷åçíîâåíèå ñíà÷àëà îäíîé , à çàòåì è äðóãîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ
òî÷åê. Ãëîáàëüíûì ãåîôèçè÷åñêèì òå÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ìàëûå
÷èñëà Ðîññáè, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè áàðîòðîïíîãî âîë÷êà ïðàê-
òè÷åñêè îáðàçóþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ýíåðãåòè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà ñ
ñåìåéñòâîì ïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó M0. Îòñþäà ñëå-
äóþò äâà âûâîäà: à) ôàçîâûé ïîðòðåò ãåîôèçè÷åñêèõ äâèæåíèé
áàðîòðîïíîãî âîë÷êà ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé è íå ñîäåðæèò ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, á) ïðè ìàëûõ ÷èñ-
ëàõ Ðîññáè ïðîåêöèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà áàðîòðîïíîãî âîë÷-
êà íà íàïðàâëåíèå M0 ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
O

(
ε2

)
).

Äâèæåíèå ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì ïðîùå âñåãî îïèñàòü â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàïðàâëåíèå M0 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèå îä-
íîé èç ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà, íàïðèìåð, îñè z èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, x3. Â ýòîì ñëó÷àå (1) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå èìååò âèä:

I1ω̇1 = (I3 − I2) ω2ω3 + 2I3ω0ω2,

I2ω̇2 = (I1 − I3) ω1ω3 − 2I3ω0ω1, (5)
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Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
áàðîêëèííîãî âîë÷êà â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò
X,Y, Z, èëëþñòðèðóþùèé ìåõàíèçì áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè
Èäè.

I3ω̇3 = (I2 − I1) ω1ω2.

Ïðè ε ¿ 1 âåëè÷èíû Ṁ3 = O
(
ε2

)
, M3 = M30 + O

(
ε2

)
, M30 =

const = O (ε), è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ X =
√

I2M1

è Y =
√

I1M2 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε2 çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå:

Ẋ = 2
I3√
I1I2

ω0Y, Ẏ = −2
I3√
I1I2

ω0X. (6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíåö âåêòîðà M èëè, ÷òî òî æå ñàìîå Ma,
âðàùàåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè M2

1 /I1 + M2
2 /I2 = const ñ

óãëîâîé ñêîðîñòüþ

σ = −2
I3√
I1I2

ω0 = −2
a1a2√
I1I2

Ω0, (7)

ò.å. â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì âðàùåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Ó÷èòûâàÿ äóàëüíóþ òðàêòîâêó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî

òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ýòè ïðåöåññèè áàðîòðîïíîãî âîë÷êà, à
òàêæå ïðèáëèæåííóþ èíâàðèàíòíîñòü ïðîåêöèè åãî êèíåòè÷åñêî-
ãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå M0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå
ìåõàíè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ ñîîòâåòñòâåííî ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïëàíåòàðíûõ âîëí, óíîñÿùèõ êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò àòìî-
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ñôåðû â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì âðàùåíèþ Çåìëè, è ïðè-
áëèæåííîé ëàãðàíæåâîé èíâàðèàíòíîñòè âåðòèêàëüíîé çàâèõ-
ðåííîñòè ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé, âûðàæàåìîé óðàâ-
íåíèåì Îáóõîâà-×àðíè.

2. Äâèæåíèå áàðîêëèííîãî âîë÷êà. Ïîäåëèì ëåâûå è ïðà-
âûå ÷àñòè óðàâíåíèé (25.22) íà ω2

0. Òîãäà àääèòèâíóþ êîíñòàíòó,
âõîäÿùóþ â ñêîáêè ïðàâûõ ÷àñòåé ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé, ñ
ó÷åòîì (25.11), (25.12) è 4ω2

0 = f2
0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

S =
ga3σ30

2I3ω2
0

=
N2H2

0

f2
0 L2

=
L2

R

L2
, (8)

ãäå LR
.= NH0/f0 � óæå èçâåñòíûé íàì âíóòðåííèé ðàäèóñ äåôîð-

ìàöèè Ðîññáè (ñì. (10.12)), à âåëè÷èíà S, âõîäÿùàÿ â îáåçðàçìåðåí-
íîå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå (9.31) ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ
áàðîêëèííîé àòìîñôåðû êàê çàäàííûé ïàðàìåòð, íàçûâàåòñÿ ïà-
ðàìåòðîì ñòðàòèôèêàöèè (ñì.,íàïðèìåð, (Ïåäëîñêè 1984)).

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

X =
ω1

ω0
, Y =

ω2

ω0
, Z = S +

ω3

ω0
, τ = ω0t (ìåäëåííîå âðåìÿ)

ñèñòåìà (25.22) çàïèñûâàåòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîé ôîðìå:

Ẋ = −Y Z, Ẏ = ZX, Ż = ΓXY, (9)

ãäå Γ = (I2 − I1) /I3 =
(
a2

1 − a2
2

)
/

(
a2

1 + a2
2

)
.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü a1 > a2, òàê ÷òî 0 <
Γ < 1. Ñèñòåìà (9) èìååò äâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ïåðâûõ
èíòåãðàëà äâèæåíèÿ:

2EG = ΓX2 + Z2, ΘG = X2 + Y 2. (10)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Îáóõîâà (ñì. Ãëåäçåð, Äîëæàíñêèé, Îáóõîâ
(1981)), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàðîêëèííîãî âîë÷êà ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíè-
ÿì Ýéëåðà äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãèðîñêîïà, çàïèñàííûõ â òåð-
ìèíàõ ãëàâíûõ õàðàêòåðèñòèê îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû �
âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè, êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà è
ïàðàìåòðà ñòðàòèôèêàöèè. Óìåñòíî çàìåòèòü â ñâÿçè ñ ýòèì,
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÷òî êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ ìåëêîé âîäû òàêæå ñîâïàäàåò ñ ìåõà-
íè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà è îïèñûâàåò ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ
âîëí Ðîññáè (Lorenz, 1980).

Ñåìåéñòâà (i)-(iii) (ñì. Ëåêöèþ 25) ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïîë-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (25.16)-(25.18) èñ÷åðïûâàþò ñîâîêóïíîñòü
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû (9) è â íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

(i) X = Y = 0, Z = Z0;
(ii) X = Z = 0, Y = Y0;

(iii) Y = Z = 0, X = X0.

Çäåñü âåëè÷èíû ñ íóëåâûì èíäåêñîì ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëü-
íîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå, ïðè÷åì íóëåâîå ðåøåíèå X = Y = Z =
0 ïðè S 6= 0 îïèñûâàåò öèðêóëÿöèþ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè è ïî
ñóùåñòâó òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïðåäñòàâèòåëåè ñåìåé-
ñòâà (i).

Óïîìÿíóòûå ïåðâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (10) ñëåäóåò òðàêòî-
âàòü êàê ïîëíóþ ýíåðãèþ è àíàëîã ëàãðàíæåâîé èíâàðèàíòíîñòè
ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû. Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ
ýíåðãèè ïðè S = 0 åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âåðòèêàëüíîé çà-
âèõðåííîñòè, òîãäà êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå, îïðåäåëÿåìîå îäíîé èç
êîìïîíåíò òåðìè÷åñêîãî âåòðà, ïî ñóòè ñëåäóåò èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê ìåðó äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. È âîò
ïî÷åìó.

Íå ó÷èòûâàåìàÿ â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãîðèçîíòàëüíîé çàâèõðåííîñòè ïîðîæäàåòñÿ ãî-
ðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû è ïî-
òîìó ïðèïèñûâàåòñÿ ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêîé ñèñòåìû. (Ýòî óòâåðæäåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îòíîñÿùååñÿ
ê ëþáûì ãëîáàëüíûì ãåîôèçè÷åñêèì òå÷åíèÿì.) Ñòàöèîíàðíîìó
ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû (9)

X = X0 6= 0, Y = Z = 0 (A)

ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ X-êîìïîíåíòîé òåðìè÷åñêîãî âåòðà ñîîòâåò-
ñòâóåò â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ãîðèçîíòàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü
ω10 ∝ −∂T/∂x. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýòîé çàâèõðåííîñòè
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ðàâíà
KX =

1
2
I1ω

2
10 =

1
2

(
a2

2 + a2
3

)
ω2

10.

Òàêîé æå çàâèõðåííîñòè â Y -íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèî-
íàðíîå ðåøåíèå

X = 0, Y = X0 6= 0 Z = 0, (B)

íî ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé

KY =
1
2
I2ω

2
10 =

1
2

(
a2

1 + a2
3

)
ω2

10.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íå çàïðåùàþò ïåðåõîä
îò ñîñòîÿíèÿ (A) ê íåñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ

X = 0, Y = X0 6= 0 Z =
√

ΓX0,

â êîòîðîì êîìïîíåíòû X è Y îáìåíèâàþòñÿ ðîëÿìè, íî çàïðåùà-
þò îáðàòíûé ïåðåõîä èç-çà íàðóøåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
Ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ñîñòîÿíèé (A) è (B)

4K = KY −KX =
1
2

(
a2

1 − a2
2

)
ω2

10

è åñòü ìåðà èçáûòêà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðûì îáëàäàåò
ñîñòîÿíèå (A) ïî îòíîøåíèþ ê ñîñòîÿíèþ (B), ò.å. äîñòóïíàÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïîðîæäàþùàÿ âåðòèêàëüíóþ çàâèõðåí-
íîñòü. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýòà ýíåðãèÿ è ðàâíà

Pbc =
1
2

(
a2

1 − a2
2

)
ω2

1

I3ω2
0

=
1
2
ΓX2. (11)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (9) èçîáðàæåí íà ðèñ. 2, èç êîòî-
ðîãî ñëåäóåò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (ii) óñòîé÷èâà, à (iii), êàê
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà, íåóñòîé÷èâà. Ïî ñóòè äåëà ðèñ. 2 èëëþ-
ñòðèðóåò ïèîíåðñêèé ðåçóëüòàò Èäè, îáñóæäàâøèéñÿ íàìè íà Ëåê-
öèè 20, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òå÷åíèå ñ íóëåâîé âåðòèêàëüíîé çà-
âèõðåííîñòüþ è îòëè÷íûì îò íóëÿ òåðìè÷åñêèì âåòðîì ∂u/∂z =
− (gβ/2Ω0) ∂T/∂y îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì èç-çà èçáûòêà äî-
ñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ïðåâðàùàÿñü â êèíåòè÷å-
ñêóþ ýíåðãèþ âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè, ïîðîæäàåò àòìîñôåð-
íûé öèêëîãåíåç. Èìåííî òàêîé ìåõàíèçì îïèñûâàåò è ìîäåëü (9).
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Â ñëó÷àå S 6= 0 âåëè÷èíó Z2 óæå íåëüçÿ òðàêòîâàòü êàê ìå-
ðó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Íå ñëó÷àéíî ïîýòîìó, êàê ìû
óâèäèì íèæå, òî÷íûå è êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå ðåøåíèÿ äîñòèãàþò
íàèáîëüøåãî ñîãëàñèÿ ïðè S = 0: ÷åì áîëüøå S îòëè÷íî îò íóëÿ,
òåì áîëüøå ðàñõîæäåíèå ìåæäó òî÷íûìè è êâàçèãåîñòðîôè÷åñêè-
ìè òðàåêòîðèÿìè. Ïîýòîìó ïàðàìåòð ñòðàòèôèêàöèè â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ
òðàåêòîðèé èñõîäíîé ìîäåëè îò ìåäëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îïèñû-
âàåìîãî ñèñòåìîé (9).

Çàìå÷àíèå. Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ êâàçèãåîñòðîôè-
÷åñêèõ è èñõîäíûõ àòìîñôåðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äîñòèãàþò
íàèëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ïðè S = O (1), à íå íóëþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íà-
ïîìèíàþ (ñì. Ëåêöèþ 9), ÷òî êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå àòìîñôåðíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ îòêëîíåíèé îò ñîñòîÿ-
íèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ óñòîé÷èâûì âåðòèêàëüíûì ïðîôè-
ëåì ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëü-
íîå çíà÷åíèå N2. Â íàøåì æå ñëó÷àå ìû îòòàëêèâàëèñü îò ðàâ-
íîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ N2 = 0, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âûáîðîì ïðèáëè-
æåíèÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà äëÿ îòêëîíåíèé îò ñîñòîÿíèÿ ñòàòè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîðîäíûì ïðîôèëåì ñðåäíåé òåìïåðàòóðû
T0 = β−1 = const.

3. Ñðàâíåíèå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ è òî÷íûõ äâèæå-
íèé áàðîêëèííîãî âîë÷êà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
ñòðàòèôèêàöèè ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ ÷èñëàõ Ðîññáè. Â
ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé (a1 = a2 = a3) èëè öèëèíäðè÷åñêîé (âîë÷îê
Ëàãðàíæà) ñèììåòðèé àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êâàçèãåîñòðîôè÷å-
ñêîãî òðèïëåòà ìîæíî áûëî áû ñîïîñòàâèòü ñ èçâåñòíûìè àíàëè-
òè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè èñõîäíûõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêîå ñî-
ïîñòàâëåíèå äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà áûëî ñäåëàíî
â ðàáîòå (Ãëóõîâñêèé, Äîëæàíñêèé, 1980). Ýòî, îäíàêî, íàèìåíåå
èíòåðåñíûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî èñêëþ-
÷åí ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ìåõàíèçì íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ω-
êîìïîíåíò, îòâåòñòâåííûé çà ãåíåðàöèþ àãåîñòðîôè÷åñêîé êîìïî-
íåíòû äâèæåíèÿ (ñì. (25.16)). ×òîáû èçáåæàòü òàêîãî óïðîùåíèÿ,
ÿ ïðèâåäó ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ
è èñõîäíûå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé, âûïîëíåííûå À.Å. Ãëåäçåðîì
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûå ïîðòðåòû êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ è
"òî÷íûõ"äâèæåíèé áàðîêëèííîãî âîë÷êà â ïëîñêîñòè X, Y , ïðè
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ S: íóìåðàöèÿ ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó
âíèç S=0.2; -0.2, 0.6, -0.6, 0.65, -0.65. Æèðíûå êðèâûå
ñîîòâåòñòâóþò êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, òîíêèå
ëèíèè � òî÷íûì òðàåêòîðèÿì.
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è Â.Ì. Ïîíîìàðåâûì è îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòàõ (Äîëæàíñêèé,
Ïîíîìàðåâ, 2002; Äîëæàíñêèé, 2005; Ãëåäçåð À.Á. è äð., 2006).
(Íåèíòåãðèðóåìîñòü àñèììåòðè÷íîãî òÿæåëîãî âîë÷êà áûëà äîêà-
çàíà åùå Ñ. Êîâàëåâñêîé. Ñîâðåìåííîå äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî
â (Çèãëèí, 1980).) Êîððåêòíîñòü âû÷èñëåíèé îñíîâûâàëàñü íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ äâóõ êðèòåðèåâ òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ:
à) ñòåïåíü âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (25.8) è (10) è á) òî÷-
íîñòü âîçâðàùåíèÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó ïðè èíòåãðèðîâàíèè íàçàä.

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå ïðèìåðàõ ïîãðåøíîñòè âûïîëíåíèÿ
óïîìÿíóòûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è âîçâðàùåíèÿ â èñõîäíóþ òî÷êó
íå ïðåâûøàëè ñîîòâåòñòâåííî 10−6 è 10−4 ïðîöåíòà. Âñå ÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïî ñîïîñòàâëåíèþ ðåøåíèé êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ è
èñõîäíûõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâîäèëèñü äëÿ ýëëèïñîèäà ñ ïî-
ëóîñÿìè a1 = 3, a2 = 1, a3 = 2. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ
èñïîëüçîâàëîñü íåóñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå êâàçèãåîñò-
ðîôè÷åñêîãî òðèïëåòà ω/ω0 = (0.1, 0, 0) ñ íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì
ω
′
/ω0 =

(
0, 0, 10−5

)
, à ñîîòâåñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò σ1 è σ2

âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì òåðìè÷åñêîãî âåòðà (25.14a). Îò âàðè-
àíòà ê âàðèàíòó èçìåíÿëñÿ ëèøü ïàðàìåòð ñòðàòèôèêàöèè S.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 è 4 â âèäå ïðî-
åêöèé ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðèáëèæåííîé è èñõîäíîé ìîäåëåé íà
äâóìåðíîå (X, Y ) è òðåõìåðíîå (X, Y, Z) ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé S
(íàïîìíèì, ÷òî S - èíâàðèàíò òîëüêî äëÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîé
ìîäåëè). Ïàðàìåòð S èçìåíÿëñÿ â ïðåäåëàõ 0 6 |S| 6 1.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðè |S| ¿ 1 ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðè-
áëèæåííîé è èñõîäíîé ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ýòî óêà-
çûâàåò íà ñàìî ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîãî ìåäëåííîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ - èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé íåâÿç-
êèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, â îêðåñòíîñòè
êîòîðîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèìè, èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, çàäàâàåìîãî ãèïåðïîâåðõíîñòüþ àäèàáàòè÷åñêîãî (ïî ôè-
çè÷åñêîé òåìèíîëîãèè) èíâàðèàíòà (6.5). Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
è óñòîé÷èâîñòè êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âïåðâûå çà-
òðîíóòàÿ À.Ì. Îáóõîâûì (1949), àêòèâíî îáñóæäàåòñÿ â ñîâðåìåí-
íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, Lorenz, 1980,
1986; Lorenz, Krishnamurthy, 1987 è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû).
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Ðèñ. 4. Ôàçîâûå ïîðòðåòû êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ è
"òî÷íûõ" äâèæåíèé áàðîêëèííîãî âîë÷êà â ïðîñòðàíñòâå
X,Y, Z ïðè äîêðèòè÷åñêèõ è çàêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà (ïðàâûé íèæíèé) S. Æèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, òîíêèå ëèíèè � òî÷íûì
òðàåêòîðèÿì.

Ðèñ. 5. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â ïëîñêîñòè X, Y ïðè à)
äîêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà S = −0.6 è çàêðèòè÷åñêîì
çíà÷åíèè.
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Ïðè ìàëûõ è óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ |S| "òî÷íûå"òðàåêòîðèè îò-
ðàæàþòñÿ îò ìåäëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ âíóòðü èëè âíå åãî â çàâè-
ñèìîñòè îò çíàêà S, êàê åñëè áû îíî áûëî ñâîåîáðàçíûì êðèâûì
çåðêàëîì. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå |S|, òåì áîëüøå àìïëèòóäà îòêëî-
íåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óêàçàííàÿ îñîáåííîñòü íàáëþäàåòñÿ äàæå
òîãäà, êîãäà àãåîñòðîôè÷åñêàÿ àìïëèòóäà ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé
(èëè äàæå ïðåâûøàþùåé) ïî âåëè÷èíå ñ ãåîñòðîôè÷åñêîé êîìïî-
íåíòîé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðà ñòðàòèôèêàöèè
âïëîòü äî S = 1 è |S| ≈ 0.64 ïðè îòðèöàòåëüíûõ åãî èçìåíåíèÿõ.
Ïðîáîé "çåðêàëà"ïðîèñõîäèò ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïðè S ≈ −0.65, è
òðàåêòîðèÿ çàïîëíÿåò ðàíåå íåäîñòóïíîå ïðîñòðàíñòâî â òå÷åíèè
êîíå÷íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè 4τ ∼ 102, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ñîïðî-
âîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì õàîñà. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ.
5, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ äîêðèòè-
÷åñêîãî è çàêðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèé S. Èåðàðõèÿ ìîäåëåé, çàíèìà-
þùèõ ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèìè
è èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ áàðîêëèííîãî âîë÷êà è ïîç-
âîëÿþùèìè àíàëèòè÷åñêè îïèñàòü åãî ïîâåäåíèå ïðè óìåðåííûõ
çíà÷åíèÿ S, ñêîíñòðóèðîâàíû â (Ãëåäçåð 2003).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííûå ðåçóëüòàòû âåñüìà ñõîæè
ñ ðåçóëüòàòàìè Ý.Ëîðåíöà (Lorenz 1980), êîòîðûé ñðàâíèâàë òî÷-
íûå ðåøåíèÿ îáðåçàííûõ ïî Ãàëåðêèíó àòìîñôåðíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè èõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Â ìîäåëè Ëîðåíöà ðîëè ìåäëåííûõ è áûñòðûõ äâèæåíèé èãðàþò
ñîîòâåòñòâåííî ïëàíåòàðíûå è èíåðöèîííî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíû.
Â íàøåì æå ñëó÷àå ïðè S 6= 0 ìåäëåííûå ýâîëþöèè âåðòèêàëü-
íîé çàâèõðåííîñòè è òåðìè÷åñêîãî âåòðà ñîïðîâîæäàþòñÿ âûñîêî-
÷àñòîòíûìè èíåðöèîííî-ãðàâèòàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè, êîòîðûå
ïåðèîäè÷åñêè îòäàëÿþò ôàçîâûå òðàåêòîðèè îò ìåäëåííîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ (ñì. ðèñ. 3 è 4).

Ïîäâåäåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå èòîãè. Ïðîñòåéøàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáëàäàþùàÿ ãëàâíûìè ñèììåòðèÿìè óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, îòðàæàåò
òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ýëåìåíòû îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôå-
ðû êàê âîëíû Ðîññáè, ïåðåíîñÿùèå ìîìåíò èìïóëüñà (çàâèõðåí-
íîñòü) íà çàïàä, ïðèáëèæåííóþ èíâàðèàíòíîñòü ïðîåêöèè çàâèõ-
ðåííîñòè íà íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ, áàðîêëèííûé ìåõàíèçì
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íåóñòîé÷èâîñòè Èäè, ìåäëåííîå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå è åãî âëèÿíèå íà àãåîñòðîôè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Ïîä÷åðêè-
âàþ, ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåøåé â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ åå ðå-
äóêöèÿ îçíà÷àåò ïîòåðþ õîòÿ áû îäíîé èç ôóíäàìåíàëüíûõ ñèì-
ìåòðèé.
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Èãðóøå÷íàÿ îáùàÿ öèðêóëÿöèÿ âÿçêîé
àòìîñôåðû

1. Ó÷åò òðåíèÿ è âíåøíåãî íàãðåâàíèÿ. ×èòàòåëþ óæå èç-
âåñòíî (ñì Ëåêöèþ 22), ÷òî â ãåîôèçè÷åñêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ äèññèïàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì
â ïëàíåòàðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, êîòîðûé çàòîðìàæèâàåò äâèæå-
íèå ñâîáîäíîé àòìîñôåðû ïðèáëèçèòåëüíî ïî ëèíåéíîìó çàêîíó
òðåíèÿ. Âíåøíåå íàãðåâàíèå, êàê ýòî íåðåäêî äåëàåòñÿ â òåîðåòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ìîæíî ó÷åñòü ïî ôîðìóëå Íüþòîíà. Ñîãëàñíî
åé óäåëüíûå ïðèòîêè òåïëà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû îòêëîíåíèÿì
òåìïåðàòóðû îò åå ôîíîâîãî çíà÷åíèÿ. Çà ôîíîâîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû ïðèíèìàåòñÿ òåìïåðàòóðíîå ïîëå, êîòîðîå óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ â íåïîäâèæíîé æèäêîñòè èç-çà âíåøíåãî íåîäíîðîäíîãî
íàãðåâàíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû. Òîãäà, ñëåäóÿ óêàçàííûì
ïðåäïîëîæåíèÿì, âÿçêîå äâèæåíèå áàðîêëèííîãî âîë÷êà îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèÿìè:

Ṁ = ω× (M + 2M0)+gl0×σ−λM, σ̇ = ω×σ +µ (σB − σ) . (1)

Çäåñü σB ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî ëèíåéíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ôîíîâîé òåìïåðàòóðû, à âåëè÷èíû λ è µ ñëåäóåò òðàêòî-
âàòü êàê ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ðàçìåðíîñòè îáðàòíîãî âðåìåíè, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, çà-
äàþòñÿ ôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ñðåäû. Âñïîìíèòå, ÷òî, íàïðè-
ìåð, äëÿ àòìîñôåðû âåëè÷èíà λ ' 2ν/δ2

St, êîòîðîé ìû ïîëüçóåìñÿ
ïðè âûïîëíåíèè êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê. Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ
ïðåæíèå.
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2. Èãðóøå÷íûå öèðêóëÿöèé Õýäëè è Ðîññáè. Ðàññìîòðèì
òèïè÷íóþ ãåîôèçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé äâèæåíèå âÿçêî-
ãî áàðîêëèííîãî âîë÷êà ïðîèñõîäèò ïîä âëèÿíèåì ãîðèçîíòàëüíî
íåîäíîðîäíîãî íàãðåâàíèÿ. Ïîëîæèì ïî ïðåæíåìó, ÷òî a1 > a2, à
âåêòîðû g è Ω0 ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ è ïàðàëëåëüíû
îñè x3. ×òîáû âêëþ÷èòü ìåõàíèçì áàðîêëèííîé íåóñòîé÷èâîñòè,
íàïðàâèì ãðàäèåíò ôîíîâîé òåìïåðàòóðû âäîëü îñè x1. Â ýòîì
ñëó÷àå σB = (σB1, 0, 0).

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ íà Ëåêöèè 25, ïîëó÷àåì êâà-
çèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìû (1):

I3ω̇3 = (I2 − I1) ω1ω2 − λI3ω3,

ω̇1 = −ω2ω3 − µω1 − µga3σB1/2I3ω0, (2)

ω̇2 = ω3ω1 − µω2.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà σ3 íå âõîäèò â ñèñòåìó (2) íè ïàðàìåòðè-
÷åñêè (ñð. ñ (25.22)), íè â âèäå óðàâíåíèÿ äëÿ íåå, ïîñêîëüêó σ3

â êîíå÷íîì èòîãå çàòóõàåò èç-çà îäíîðîäíîñòè âåðòèêàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ôîíîâîé òåìïåðàòóðû (ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ).

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

X =
ω1

µ
, Y =

ω2

µ
, Z =

ω3

µ
, τ = µt

ñèñòåìà (2) ïðèíèìàåò âèä:

Ẋ = −Y Z −X −D, Ẏ = ZX − Y, Ż = ΓXY − ζZ. (3)

Òàêîé âûáîð ìåäëåííîãî âðåìåíè ïðîäèêòîâàí òåì, ÷òî äëÿ ãåîôè-
çè÷åñêèõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, µ−1 ' λ−1 À Ω−1

0 (íàïðèìåð, õàðàê-
òåðíîå âðåìÿ ðàäèàöèîííîãî âûõîëàæèâàíèÿ çåìíîé àòìîñôåðû
îêîëî 10 ñóòîê, à λ−1 âû ìîæåòå îöåíèòü ñàìè, ïîëàãàÿ ν = νT =
105 ñì2/c, ñì. Ëåêöèþ 22). Âåëè÷èíó ζ = λ/µ ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ýôôåêòèâíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, à D = ga3σB1/2I3ω0µ -
êàê áåçðàçìåðíûé òåðìè÷åñêèé ïðèâîä.

Ïóñòü âåêòîð σB íàïðàâëåíà â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó îñè x1,
òàê ÷òî D = − |D|. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè, âîç-
áóæäàåìîé âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà, ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ω2. Ñèñòåìà (3) èìååò äâà òèïà ñòàöèîíàðíûõ
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ðåøåíèé:
H) X = |D|, Y = Z = 0, (4)

R+,−) X = D0 ≡ (ζ/Γ)1/2 , Y = ±D
1/2
0 (|D| −D0)

1/2 ,

Z = ±D
−1/2
0 (|D| −D0)

1/2 . (5)

Ñìûñë ýòèõ ðåøåíèé ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñëè ñîïîñòàâèòü
èõ ñ ðåæèìàìè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ïî ìåõàíèçìó äåé-
ñòâèÿ èãðóøå÷íîé è ðåàëüíîé ñèñòåì êàê òåïëîâûõ ìàøèí. Íà÷íåì
ñ òîãî, ÷òî ñîãëàñíî àíàëèçó ðåøåíèé èñõîäíîé ìîäåëè (ñì. Äîë-
æàíñêèé, Ïëåøàíîâà, 1980; Ãëåäçåð, Äîëæàíñêèé, Îáóõîâ, 1981)
â ðåæèìå H îáå âåëè÷èíû Y è Z ïðåíåáðåæèìî ìàëû, íî ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíû, ïðè ëþáîì D 6= 0, íå íàðóøàþùèì êâàçèãåîñò-
ðîôè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Ìàëîñòü è ïîëîæèòåëüíîñòü Y îçíà÷àåò,
÷òî åñòåñòâåííàÿ êîíâåêöèÿ, âîçíèêàþùàÿ â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíè-
ÿõ, îðòîãîíàëüíûõ îñè x2, êðàéíå íå ýôôåêòèâíà ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïåðåäà÷è òåïëà îò íàãðåâàòåëÿ ê õîëîäèëüíèêó. Èíòåíñèâíàÿ öèð-
êóëÿöèÿ âîêðóã îñè x1 íå óâåëè÷èâàåò ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ðåæè-
ìà. Â èòîãå â æèäêîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòó-
ðû, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùåå ñ ôîíîâûì (ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì
òåðìè÷åñêîãî âåòðà X = −D, Y = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ∇T = ∇TB). Ñ
ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåæèì Õýäëè (Hadley), íàáëþäàåìûé
â ïðèðîäå è ëàáîðàòîðíûõ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìîäåëè-
ðîâàíèþ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû (ÎÖÀ), õàðàêòåðèçóåòñÿ
àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè � ìîùíûì, íî íå ýôôåêòèâíûì çîíàëü-
íûì òå÷åíèåì, îðòîãîíàëüíûì íàïðàâëåíèþ ïîëþñ-ýêâàòîð è ñëà-
áåíüêîé åñòåñòâåííîé êîíâåêöèåé â ìåðèäèîíàëüíîé (ðàäèàëüíîé)
ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 1à è 2à). Èíòåíñèâíîñòü ìåðèäèîíàëüíîé öèð-
êóëÿöèè íà äâà ïîðÿäêà ñëàáåå çîíàëüíîãî ïîòîêà (Ëîðåíö, 1970).

Â ðåæèìàõ R ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ. Èíòåíñèâíîñòü
öèðêóëÿöèè âîêðóã îñè x1, à ïî ñîîòíîøåíèÿì òåðìè÷åñêîãî âåò-
ðà è ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íà ýòîé îñè óæå íå çàâèñÿò îò D, ò.å.
îò ìîùíîñòè âíåøíåãî òåïëîâîãî èñòî÷íèêà. Åñëè 4T � óêàçàí-
íàÿ ðàçíîñòü òåìïåðàòóð, òî îòíîøåíèå 4T/4TB = |D0/D| < 1,
è, ñëåäîâàòåëüíî, â ðåæèìàõ R ðàññìàòðèâàåìàÿ òåïëîâàÿ ìàøè-
íà ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî ýôôåêòèâíåå. Èíòåíñèâíîñòè æèäêèõ
âðàùåíèé âîêðóã îñåé, îðòîãîíàëüíûõ ∇TB, ñ óâåëè÷åíèåì D âîç-
ðàñòàþò ïî çàêîíó

√|D| −D0. Íî, åñëè â ðåæèìå R+ îáà ýòèõ âðà-
ùåíèÿ ñïîñîáñòâóþò ïåðåäà÷å òåïëà îò íàãðåâàòåëÿ ê õîëîäèëüíè-
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Ðèñ. 1. Ñõåìû îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû: à) ïî Õýäëè
(1735); á) ïî Ôåððåëó (1859)

Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðåæèìîâ Õýäëè è
Ðîññáè, íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ ñ âðàùàþùèìèñÿ
êîëüöåâûìè êàíàëàìè ñ æèäêîñòüþ, íàãðåâàåìîé íà ïåðèôåðèè
è îõëàæäàåìîé â öåíòðå. Ïðåäñòàâëåíû âèäû ñâåðõó è ñáîêó.
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êó, òî â ðåæèìå R− öèðêóëÿöèÿ âîêðóã îñè x2 ïðîèñõîäèò â íà-
ïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè. Ñ ýòèì ÿâ-
ëåíèåì, êîòîðîå íàëþäàåòñÿ â åñòåñòâåííûõ è ëàáîðàòîðíûõ óñëî-
âèÿõ (ñì. ðèñ. 1á è 2á), â ñâîå âðåìÿ ñâÿçûâàëè òàê íàçûâàåìûé
ýôôåêò îòðèöàòåëüíîé âÿçêîñòè (Ñòàðð, 1971). È âíîâü ñ ýíåðãå-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ ñõîæà ñ àòìîñôåðíû-
ìè è ëàáîðàòîðíûìè ðåæèìàìè Ðîññáè (Rossby). Äåéñòâèòåëüíî,
èç ðèñ. 2á, íà êîòîðîì ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ëà-
áîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ ÎÖÀ (cì. Ëîðåíö,
1970; Hide, Mason, 1975) âèäíî, ÷òî îòðèöàòåëüíîå âëèÿíèå "ïðîòè-
âîåñòåñòâåííîé" êîíâåêöèè â ðàäèàëüíîé (ìåðèäèîíàëüíîé) ïëîñ-
êîñòè êîìïåíñèðóåòñÿ èíòåíñèâíûì ãîðèçîíòàëüíûì ñòðóéíûì òå-
÷åíèåì, êîòîðîå ïîî÷åðåäíî ïðèõîäÿ â ñîïðèêîñíîâåíèå ñ íàãðå-
âàòåëåì è õîëîäèëüíèêîì îñóùåñòâëÿåò ïåðåíîñ òåïëà â íóæíîì
íàïðàâëåíèè. Ýòîìó æå ñïîñîáñòâóþò êðóïíîìàñøòàáíûå âèõðè,
îãèáàåìûå ñòðóéíûì òå÷åíèåì, ðîëü êîòîðûõ â èãðóøå÷íûõ ðå-
æèìàõ Ðîññáè èñïîëíÿåò âåðòèêàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü ω3. Ñõîæàÿ
êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â àòìîñôåðå.

2.1. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ Õýäëè è Ðîññáè.
Â ñâÿçè ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè ðåæèìîâ H è R ïðåäñòàâëÿ-
åò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå èõ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
íà ïðåäìåò ñîïîñòàâëåíèÿ ñ òàêèìè æå îáëàñòÿìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðåæèìîâ íàòóðíûõ èëè ëàáîðàòîðíûõ ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè-
÷åñêèõ òå÷åíèé. Ñîãëàñíî (5), çíà÷åíèå |D| = D0 åñòü íèæíÿÿ ãðà-
íèöà îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ R. Â ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðî-
äèíàìèêå êîíâåêöèþ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè ïðèíÿòî îïèñûâàòü
â òåðìèíàõ òåðìè÷åñêîãî ÷èñëà Ðîññáè è ÷èñëà Òåéëîðà

RoT =
1
2

gHβ4T

Ω2
0L

2
, Ta = 4Ω2

0H
4ν−2,

ãäå H � ãëóáèíà æèäêîñòè, L � õàðàêòåðíûé ãîðèçîíòàëüíûé ìàñ-
øòàá (øèðèíà êîëüöåâîãî êàíàëà â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ
èëè ðàäèóñ Çåìëè äëÿ íàòóðíûõ òå÷åíèé), β � êîýôôèöèåíò òåï-
ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ è4T ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íàãðåâàòåëÿ è õîëî-
äèëüíèêà (ýêâàòîðà è ïîëþñà äëÿ àòìîñôåðû èëè âíåøíåé è âíóò-
ðåííåé áîêîâûõ ñòåíîê êîëüöåâîãî êàíàëà â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïå-
ðèìåíòàõ), à â êà÷åñòâå ν áåðóò ìîëåêóëÿðíóþ êèíåìàòè÷åñêóþ
âÿçêîñòü â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ è òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü
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äëÿ àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé, íà øåñòü - ñåìü ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäÿ-
ùóþ ìîëåêóëÿðíóþ.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýòè âåëè÷èíû åñòå-
ñòâåííî îïðåäåëèòü ôîðìóëàìè:

RoT =
ga3|σB1|
2I3ω2

0

, Ta =
ω2

0

λ2
. (6)

Â òåðìèíàõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ

|D| = RoT Ta1/2ζ. (7)

Òîãäà â ïëîñêîñòè âíåøíèõ êðèòåðèåâ ïîäîáèÿ (Ta, RoT ) óïîìÿ-
íóòàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà çàäàåòñÿ êðèâîé:

RoT = (ζΓTa)−1/2 , (8)

êîòîðàÿ â ðàìêàõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîâïàäàåò
ñ íèæíåé ãðàíèöåé óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ R, ÷òî íå óäèâèòåëü-
íî. Óäèâèòåëüíî äðóãîå: ýòà êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé
íèæíåé ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ Ðîññ-
áè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ, íàéäåííîé Ëîðåíöåì (Lorenz, 1962) òåî-
ðåòè÷åñêè íà îñíîâå îáðåçàííîé äâóõñëîéíîé ìîäåëè áàðîêëèííîãî
òå÷åíèÿ.

Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå, âûïîëíåííîå â ðàáîòàõ (Äîëæàíñêèé,
Ïëåøàíîâà, 1980) è (Ãëåäçåð, Äîëæàíñêèé, Îáóõîâ, 1981) íà îñíî-
âå íåðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé (1) è îòêîððåêòèðîâàííîå â (Äîë-
æàíñêèé, 2005) äîïîëíèòåëüíûìè ðàñ÷åòàìè, ïîêàçûâàåò, ÷òî îá-
ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ Ðîññáè èìåþò ôîð-
ìó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3, ïðè÷åì âåðõíÿÿ âåòâü
àñèìòîòè÷åñêè âåäåò ñåáÿ êàê RoT ∼ Ta1/2. Ýòî íå çíà÷èò, ÷òî
îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ R+ è R− ñîâïà-
äàþò. Â ÷àñòíîñòè, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 3 âîñïðîèçâîäèò ãðà-
íèöó óñòîé÷èâîñòè ðåæèìà R−, òîãäà êàê ðåæèì R+ óñòîé÷èâ íå
òîëüêî âíóòðè îáëàñòè, î÷åð÷åííîé ýòîé êðèâîé, íî âî âíåøíåé åå
îêðåñòíîñòè.
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Ðèñ. 3. Êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðåæèìà R− â ïëîñêîñòè âíåøíèõ
ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ Ta, RoT; àñèìïòîòèêà íèæíåé âåòâè
ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé íèæíåé ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè
ðåæèìîâ Ðîññáè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ, òåîðåòè÷åñêè
ïîëó÷åííîé Ëîðåíöîì (Lorenz, 1962).
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Ðèñ. 4. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà íåóñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ
êîíâåêöèè íåîäíîðîäíî íàãðåòîé ïî ãîðèçîíòàëè æèäêîñòè âî
âðàùàþùèõñÿ êàíàëàõ (Hide, Mason, 1975). Êâàäðàò óãëîâîé
ñêîðîñòè Ω2 ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó Òýéëîðà, à ïàðàìåòð θ,
ðàâíûé îòíîøåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé ðàçíîñòè ïëîòíîñòåé ê Ω2,
ïðîïîðöèîíàëåí òåðìè÷åñêîìó ÷èñëó Ðîññáè.
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Êðèâàÿ óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ Ðîññáè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ,
íàéäåííàÿ â óïîìÿíóòîé ðàáîòå Ëîðåíöà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâ-
ëåííîé íà ðèñ. 3 ïîâåäåíèåì âåðõíåé âåòâè, êîòîðàÿ â åãî ñëó÷àå
àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå. Áûëî áû ñëèøêîì ñìåëî
äàâàòü ýòîìó ðàçëè÷èþ ñòðîãîå îáúÿñíåíèå (ìîäåëè âåäü ðàçíûå).
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â îòëè÷èå îò Ëîðåíöà â íàøåì ñëó÷àå ïðè
ïîñòðîåíèè âåðõíåé âåòâè êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå
ïðèìåíÿëîñü.

Åñëè òåïåðü ñîïîñòàâèòü òåîðåòè÷åñêèå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè
ðåæèìîâ Ðîññáè ñ ýêïåðèìåíòàëüíîé êðèòè÷åñêîé êðèâîé, ïðåä-
ñòàâëåííîé íà ðèñ. 4, ìû âèäèì, ÷òî, õîòÿ âñå êðèâûå èìåþò ôîðìó
íàêîâàëüíè, íèæíÿÿ âåòâü ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé âåäåò ñåáÿ
êàê RoT ∼ Ta−1, à íå RoT ∼ Ta−1/2. Â îòíîøåíèè âåðõíåé âåò-
âè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íåäîñòàòî÷íî. Ïðè÷èíà òàêîãî ðàñ-
õîæäåíèÿ äî íåäàâíåãî âðåìåíè îñòàâàëàñü íåÿñíîé. Ìû âåðíåìñÿ
ê ýòîìó âîïðîñó â ïóíêòå 3.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà îòìåòèì äâà ìîìåíòà. Âî- ïåðâûõ,
êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðåæèìà R+ íå ñòðîèëàñü èç-çà òðóäíîñòè îò-
ëè÷èòü ýòîò ðåæèì îò ðåæèìà H â îêðåñòíîñòè âåðõíåé âåòâè.
Âî-âòîðûõ, õîòÿ â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèè ðåæèìû
R± ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîïðàâíû, ïåðåõîä H −→ R+

ïðåîáëàäàåò íàä H −→ R− â ðàìêàõ èñõîäíîé ìîäåëè.
2.2. ÊÏÄ èãðóøå÷íûõ ðåæèìîâ Õýäëè è Ðîññáè. Èíòå-

ðåñíî òåïåðü êîëè÷åñòâåííî ñîïîñòàâèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåæèìîâ
Õýäëè è Ðîññáè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðåäà÷è òåïëà îò íàãðåâàòåëÿ ê
õîëîäèëüíèêó è ïðîèçâîäñòâà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â îòñóòñòâèè
âðàùåíèÿ (Ω0 = 0) ðåæèì H � ýòî îáû÷íàÿ êîìíàòíàÿ êîíâåêöèÿ,
ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîé ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

à) ÊÏÄ êîìíàòíîé êîíâåêöèè íåâðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Åñ-
ëè σB íàïðàâèòü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x1, òî äëÿ
ïðèíÿòîé íàìè êîíôèãóðàöèè (l0 = (0, 0,−a3)) êîìíàòíàÿ êîíâåê-
öèÿ ñîãëàñíî (1) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

I2
·

ω2 = −ga3σ1 − λI2ω2,

·
σ1 = ω2σ3 − µσ1 + µσB1, (9)

·
σ3 = ω2σ1 − µσ3,

ω1 = ω3 = 0, σ2 = 0,
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ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ êîòîðîé â òåðìèíàõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-
íûõ

x =
σ1

σB1
, y =

ω2

µ
, z =

σ3

σB1

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

Rax + y = 0, yz − x + 1 = 0, xy + z = 0, (10)

Ra =
ga3σB1

I2λµ
. (11)

Çäåñü Ra � ÷èñëî Ðýëåÿ (â òåðìèíàõ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè), êîòîðûì îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò
êîíâåêöèþ íåâðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (10), ñâîäÿùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî
y ê íåïîëíîìó êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

y3 + y + Ra = 0,

èìååò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðè Ra À 1,
õàðàêòåðíûõ äëÿ ïðèðîäíûõ è ëàáîðàòîðíûõ òå÷åíèé, ñ õîðîøåé
òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = R−2/3
a , y = −R1/3

a , z = R−1/3
a . (12)

ÊÏÄ êîíâåêöèè åñòü îòíîøåíèå

η =
ñêîðîñòü ãåíåðàöèè ÊÝ =

·
K

ñîëíå÷íàÿ èíñîëÿöèÿ � íàêà÷êà = Q
, (13)

ÊÝ - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Òåïåðü íàäî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå Q â
äàííîé ìîäåëè? Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû (9) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

·
E = −λI2ω2 + µga3σ3, (14)

ãäå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
E =

1
2
I2ω

2
2 − ga3σ3. (15)

Âåëè÷èíà Q åñòü êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò äèíàìè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ çàäà÷è. Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â âèäå (14)
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íå äàåò íàì íèêàêîé èíôîðìàöèè î Q. Îäíàêî â òåðìèíàõ γ =
σB1 − σ3, ω2, σ1 îí ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

·
E = −λI2ω

2
2 − µga3γ + µga3σB1, (14a)

ïðè÷åì ïîä ïîëíîé ýíåðãèåé ìîæíî òåïåðü ïîäðàçóìåâàòü âåëè÷è-
íó

E =
1
2
I2ω

2
2 + ga3γ. (15a)

Ñäåëàííîé çàìåíîé ìû ÿâíî ââåëè ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íàãðåâà-
òåëÿ è õîëîäèëüíèêà êàê ìåðó âíåøíåé òåðìè÷åñêîé íàêà÷êè:

Q = µga3σB1. (16)

Òîãäà, ïîñêîëüêó â äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ
·

K ðàâíà âçÿòîé ñ
îáðàòíûì çíàêîì ñêîðîñòè äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, òî
ñîãëàñíî (11), (12)

η =

·
K

Q
=

λI2ω
2
2

µga3σB1
=

(
ga3σB1

I2λµ

)−1 ω2
2

µ2
= R−1/3

a . (17)

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
ñêîðîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè P = ga3γ â êè-
íåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â åäèíèöàõ Q, ò.å.

·
P/Q òàêæå ðàâíà R

−1/3
a .

Ïîëàãàÿ äëÿ àòìîñôåðû âåðòèêàëüíûé ìàñøòàá H = a3 = 10
êì, ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá L =

√
I2 = 5 · 103 êì, λ−1 = µ−1 = 10

ñóòîê, σB1 = 4T/T0 = 60/300 (60◦K - ðàçíîñòü òåìïåðàòóð ìåæäó
ýêâàòîðîì è ïîëþñîì) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

η ≈ 12%. (18)

Îöåíêà î÷åâèäíî çàâûøåíà, íî ó÷èòûâàÿ óñëîâíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû (17) ê ðåàëüíîé àòìîñôåðå, åå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèåìëå-
ìîé äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ÊÏÄ èãðóøå÷íûõ ðåæèìîâ Õýäëè è Ðîññ-
áè ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ.

á) ÊÏÄ ðåæèìîâ Õýäëè è Ðîññáè. Ðàññìîòðèì òåïåðü ýôôåê-
òèâíîñòü ðåæèìîâ Õýäëè è Ðîññáè â ðàìêàõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñè-
ñòåìû (3) èìååò âèä

·
E = −ζZ2 − ΓX2 + Γ |D|X, (19)
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à ñóììà êèíåòè÷åñêîé (ÊÝ) è äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé
(ÄÏÝ) èãðóøå÷íîé îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ðàâíà

E =
1
2
Z2 +

1
2
ΓX2. (20)

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàêà÷êè ïåðåïèøåì ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ (19)
â âèäå

·
E = −ζZ2 − Γ

(
X2 − |D|X +

1
4
|D|2 − 1

4
|D|2

)
=

= −ζZ2 − Γ
(

X − 1
2
|D|

)2

+
1
4
Γ |D|2 .

Îòñþäà
QG =

1
4
Γ |D|2 , (21)

à ýíåðãèÿ è åå áàëàíñ â ïåðåìåííûõ Z, Θ = X − |D| /2 ïðèíèìàþò
ôîðìó

E =
1
2
Z2 +

1
2
Γ

(
Θ +

1
2
|D|

)2

, (20a)

·
E = −ζZ2 − ΓΘ2 + QG.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (4), (5), íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü âåñü ýíåðãåòè÷å-
ñêèé öèêë

ïðîèçâîäñòâî ÄÏÝ
QG

=
ñêîðîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÏÝ â ÊÝ

QG

=
ñêîðîñòü ãåíåðàöèè ÊÝ

QG
=

ζZ2

QG
= ηG,

ãäå â ðåæèìàõ

H) ηG = 0; R) ηG =
4
Λ

(
1− 1

Λ

)
, (22)

Λ =
|D|
D0

= (ζΓTa)1/2 RoT .
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Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòü ðåæèìà H ðàâíà íóëþ (ïîñòóïàþùàÿ ðàäèàöèîí-
íàÿ ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â àãåîñòðîôè÷åñêóþ êîìïîíåíòó è ïå-
ðåèçëó÷àåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî), à â ðåæèìàõ R ðåàëèçóåòñÿ öèêë
Îîðòà (ñì. Ëîðåíö, 1967) ñ ÊÏÄ

ηG ≈ 17%,

åñëè ïðèíÿòü äëÿ àòìîñôåðû ζ = λ/µ ≈ 1, à òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ
RoT ≈ 0.03 è Ta = 106 ñ ïîïðàâêîé íà òî, ÷òî îïðåäåëåííîå íàìè
÷èñëî Òåéëîðà ïðèáëèçèòåëüíî â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå òðàäèöèîí-
íîãî. Íà äèàãðàììå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3 òî÷êà ñ âûáðàííû-
ìè çíà÷åíèÿìè Ta è RoT ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
è óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ Ðîññáè. Êðîìå òîãî, ïðè âû÷èñëåíèè Γ
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàçíîñòü òåìïåðàòóð ∆T = 60◦K â íàïðàâ-
ëåíèè ïîëþñ-ýêâàòîð óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè â ÷åòâåðòü
äëèíû ýêâàòîðèàëüíîé îêðóæíîñòè, à õàðàêòåðíûé ãîðèçîíòàëü-
íûé ìàñøòàá â íàïðàâëåíèè ïî äîëãîòå ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå
íåóñòîé÷èâîé áàðîêëèííîé ìîäå, ÷èñëî äëèí âîëí êîòîðîé, óêëà-
äûâàþùèõñÿ íà ñðåäíåì øèðîòíîì êðóãå, ðàâíî 6. Ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò Γ ≈ 0.6 è Λ ≈ 24.

Íóëåâàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðåæèìà H ïðàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî
ÊÏÄ ðåæèìà Õýäëè íå ïðåâûøåò îäíîãî ïðîöåíòà, ïîñêîëüêó â
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòà ÷èñëà Ðîññáè. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ïåðåõîäå îò ðåæèìà H ê ðåæèìó R ýôôåêòèâíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òåïëîâîé ìàøèíû âîçðàñòàåò ïî÷òè íà ïîðÿäîê. Ñëå-
äóåò, îäíàêî, îáðàòèòü âíèìàíèå íà îäíî ñóùåñòâåííîå ðàñõîæäå-
íèå â ýíåðãåòè÷åñêèõ öèêëàõ èãðóøå÷íîé è ðåàëüíîé îáùèõ öèð-
êóëÿöèé. Èãðóøå÷íûé ðåæèì Ðîññáè ïî÷òè ïîëíîñòüþ èñòîùàåò
ðåçåðâóàð ÄÏÝ:

ÄÏÝ
ÊÝ = Γ

X2

Z2
= ζ [Λ− 1]−1 ≈ 4%,

òîãäà êàê â ðåàëüíîé àòìîñôåðå óêàçàííîå îòíîøåíèå ïðèáëèçè-
òåëüíî ðàâíî 3.7 (Ëîðåíö, 1970).

Òàêîå ðàñõîæäåíèå, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿòñÿ îòñóòñòâèåì â
òðàêòîâêå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè çîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ÄÏÝ.
Ïîýòîìó îáíàðóæåííîå ðàñõîæäåíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
íåèçáåæíóþ ðàñïëàòó çà ñäåëàííûå óïðîùåíèÿ.
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Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ îöåíêà "êâàçè-
ãåîñòðîôè÷åñêîãî" ÊÏÄ áëèçêà ê ìàêñèìàëüíî òåðìîäèíàìè÷åñêè
äîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ (TE − TP ) /TE ≈ 20% (TE è TP � òåìïåðàòó-
ðû ýêâàòîðà è ïîëþñà ñîîòâåòñòâåííî). Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (22) íà
êðèâîé Λ = 2 = (ζΓTa)1/2 RoT çíà÷åíèå ηG = 1, ÷òî â äàííîì ñëó-
÷àå íå çàïðåùåíî çàêîíàìè òåðìîäèíàìèêè, ïîñêîëüêó ïî ñàìîìó
ïîñòðîåíèþ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå âûäåëÿåò ëèøü òó
÷àñòü QG ìîùíîñòè âíåøíåãî ïðèâîäà, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò òîëüêî
äîñòóïíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (ñì. ïåðâîå óðàâíåíèå (3)), ìå-
ðîé êîòîðîé â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñëóæèò âåëè÷èíà ΓX2/2. Â
ïðèíÿòûõ íàìè áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåð-
ãèè íåðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

·
E = −ζ

(
I1

I3
X2 +

I2

I3
Y 2 + Z2

)
− ga3

I3µ2
γ + Q,

ãäå γ = |σB1| − σ3, à áåçðàçìåðíàÿ ìîùíîñòü âíåøíåãî ïðèâîäà

Q =
ga3 |σB1|

I3µ2
= 2ζ2TaRoT .

Ïî ôîðìóëå (21)

QG =
1
4
Γ |D|2 =

1
4
Γζ2TaRo2

T .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñòèííûé ÊÏÄ âåðòèêàëüíîé çàâèõðåííîñòè

η =
ζZ2

Q
=

QG

Q
ηG =

1
8
ΓRoT ηG

ñîñòàâëÿåò ëèøü äîëè ïðîöåíòà.
3. Âëèÿíèå óãëà íàêëîíà îñè îáùåãî âðàùåíèÿ îòíîñè-

òåëüíî ñèëû òÿæåñòè. Èç ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 4 ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé äèàãðàììû, âèäíî, ÷òî â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèòè÷å-
ñêîé êðèâîé ðåæèìîâ Ðîññáè, íàðÿäó ñî ñòàöèîíàðíûìè ðåæèìàìè
íàáëþäàþòñÿ òàêæå ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèå è íåðåãóëÿðíûå àâòî-
êîëåáàíèÿ. Îäíàêî â ðàìêàõ ïðåäøåñòâóþùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è
íèêàêèõ àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå (1) îáíàðóæèòü íå óäàåòñÿ. Íà-
ìè áûë óïóùåí âàæíûé ôàêòîð � áåòà-ýôôåêò. Ãëîáàëüíûå áàðî-
êëèííûå ãåîôèçè÷åñêèå òå÷åíèÿ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê íàêëîííàÿ
êîíâåêöèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ôîðìèðóþùàÿñÿ â óñëîâèÿõ,
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Ðèñ. 5. Äâå îðèåíòàöèè ýëëèïñîèäà îòíîñèòåëüíî
íåïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëåíèé ãðàâèòàöèè è îáùåãî âðàùåíèÿ,
ñîçäàþùèå îäèíàêîâûé â êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè
ñëîïèíã-ýôôåêò.

êîãäà îñü îáùåãî âðàùåíèÿ íå ïàðàëëåëüíà ñèëå òÿæåñòè, ÷òî è
ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ áåòà-ýôôåêòà.

Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ñûìèòèðîâàòü áåòà-ýôôåêò, îãðàíè÷èì-
ñÿ ó÷åòîì "íàêëîííîñòè" êîíâåêöèè � ñëîïèíã-ýôôåêòà (sloping
convection). Ïóñòü ω0 è −g îáðàçóþò óãîë ϕ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.
5 äëÿ äâóõ îðèåíòàöèé ýëëèïñîèäà ïî îòíîøåíèþ ê ãðàâèòàöèè è
îáùåìó âðàùåíèþ. Óãîë ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû
íå ïîâëèÿòü íà ñîîòíîøåíèÿ òåðìè÷åñêîãî âåòðà (25.14a).

Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ϕ êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñèñòå-
ìû (1) äëÿ îáåèõ îðèåíòàöèé â òåðìèíàõ X, Y è Z çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå:

Ẋ = −Y Z −X −D, Ẏ = XZ − Y, Ż = ΓXY − βY − ζZ, (23)

ãäå β = β0Ta1/2ζ è β0 = 2 (a1/a3) ϕ èëè β0 = 2 (I1/I3) ϕ â çàâèñè-
ìîñòè îò îðèåíòàöèè à èëè á (ðèñ. 5).

Ïðè Γ = 0 (a1 = a2) çàìåíîé ïåðåìåííûõ

X = (ζ/β) z −D, Y = − (ζ/β) y, Z = x,

ñèñòåìà (23) ñâîäèòñÿ ê çíàìåíèòîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé
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Ðèñ. 6. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå ðåæèìà R− äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
(2,3) è îòðèöàòåëüíîãî (1,4) ñëîïèíã-ýôôåêòîâ ïðè |ϕ| = 1◦ è
ζ = 1.
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Ðèñ. 7. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå ðåæèìà R−, ïåðèîäè÷åñêîãî C è
ñòîõàñòè÷åñêîãî L ðåæèìîâ ïðè ζ = 3 äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ñëîïèíã-ýôôåêòà, σB1ϕ > 0, |ϕ| = 1◦. Ñèìâîë L îçíà÷àåò, ÷òî
õàîñ àíàëîãè÷åí õàîñó â àòòðàêòîðå Ëîðåíöà.
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ñèñòåìå Ëîðåíöà òðåòüåãî ïîðÿäêà (Lorenz, 1963):

ẋ = ζ (y − x) , ẏ = −xz − y + rx,
·
z = yx− bz, (24)

ãäå b = 1 è r = (β/ζ) D = sign (σB1) β0ζRoT Ta.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, îáñóæäàåìûõ

íèæå, ñèñòåìà (23) îïèñûâàåò ñòîõàñòè÷åñêèå ðåæèìû èãðóøå÷íûõ
ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî â ãåîôèçè÷å-
ñêîé òðàêòîâêå óðàâíåíèÿ (24) îïèñûâàþò ìåäëåííîå êâàçèãåîñòðî-
ôè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå â ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ïëàíåòàðíûõ è èíåðöèîííî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (Lorenz,
1980).

Ñèñòåìû (23) è (24) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû D →
−D, β → −β (σB1 → −σB1, ϕ → −ϕ). Ïîýòîìó ïîëîæèì ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñëîïèíã-ýôôåêò ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì), åñëè Dβ
èëè σB1ϕ > 0 (Dβ èëè σB1ϕ < 0). Òàê êàê ñëîïèíã-ýôôåêò íàðó-
øàåò ñèììåòðèþ ïåðâîíà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ñèë, ñóùåñòâóåò
äâà òèïà ðåæèìîâ Ðîññáè â çàâèñèìîñòè îò åãî çíàêà. Êàê è ðà-
íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σB1 < 0. Ïîýòîìó äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ñëîïèíã-ýôôåêòà, ò.å. ïðè D < 0 è β < 0 ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû
Õýäëè è Ðîññáè îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè:

H) X = |D|, Y = Z = 0,

R+,−) X = D1 ≡
√

β2/4Γ2 + ζ/Γ− |β|/2Γ,

Y = ±D
1/2
1 (|D| −D1)

1/2 , Z = ±D
−1/2
1 (|D| −D1)

1/2 .

Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî ñëîïèíã-ýôôåêòà, ò.å. ïðè D < 0 è β > 0

H) X = |D|, Y = Z = 0,

R+,−) X = D2 ≡
√

β2/4Γ2 + ζ/Γ + |β|/2Γ,
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Y = ±D
1/2
2 (|D| −D2) , Z = ±D

−1/2
2 (|D| −D2)

1/2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ íèæíèõ âåòâåé îáëàñòè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ Ðîññáè çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè |D| = D1,2. Â
ïëîñêîñòè âíåøíèõ êðèòåðèåâ ïîäîáèÿ (Ta, RoT ) îíè îïèñûâàþò-
ñÿ êðèâûìè (âîñïîëüçóéòåñü (6) è ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì
äëÿ β)

RoT =
√

β2
0/4Γ2 + 1/ζΓTa∓ |β0|/2Γ, (25)

êîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêè ïðè Ta −→ ∞ âåäóò ñåáÿ êàê RoT =
(ζ|β0|Ta)−1 è RoT = β0/Γ = const ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëîæè-
òåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ñëîïèíã-ýôôåêòîâ.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé (23)
ôîðìóëû (25) îïèñûâàþò òàêæå êðèòè÷åñêèå êðèâûå ðåæèìîâ H
è R. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (8) è (25) âèäíî, ÷òî ñëîïèíã-ýôôåêò äåñòà-
áèëèçèðóåò èëè ñòàáèëèçèðóåò ðåæèì H â çàâèñèìîñòè îò çíàêà
ñëîïèíã-ýôôåêòà.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ H
è R− íà îñíîâå íåðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 6 äëÿ ζ = 1, ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî
ñëîïèíã-ýôôåêòîâ, íà ðèñ. 7 äëÿ ζ = 3, σB1ϕ > 0 è íà ðèñ. 8 äëÿ
ζ = 0.4, σB1ϕ < 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðàñ÷åòàì ãëàâíûå ïîëó-
îñè ýëëèïñîèäà a1 = 3, a2 = 2, a3 = 1, à óãîë ìåæäó −g è Ω0 ðàâåí
|ϕ| = 1◦. Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ïðèìåðîâ àñèìïòîòèêà íèæíåé
âåòâè êðèòè÷åñêîé êðèâîé ñîãëàñóåòñÿ ñ "ãåîñòðîôè÷åñêîé" êðè-
âîé óñòîé÷èâîñòè.

Â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ íà ðèñ. 6 (ζ = 1) êðèòè÷åñêèìè êðè-
âûìè ðåæèìà R−, àâòîêîëåáàíèé íå áûëî îáíàðóæåíî. Ðèñóíîê
èëëþñòðèðóåò âëèÿíèå ñëîïèíã-ýôôåêòà íà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèî-
íàðíûõ ðåæèìîâ Ðîññáè. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå ñìåùàþòñÿ âíèç èëè
ââåðõ, à ñêîðîñòü óáûâàíèÿ èõ íèæíèõ âåòâåé âîçðàñòàåò èëè óáû-
âàåò â çàâèñèìîñòè îò σB1ϕ ≷ 0 ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî ðîñò âåðõ-
íèõ âåòâåé çàìåòíî çàìåäëÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñëîïèíã-ýôôåêòà
ëþáîãî çíàêà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñëîïèíã-ýôôåêò ñïîñîáñòâóåò
ïåðåõîäó H −→ R−, êîòîðûé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñòàíî-
âèòñÿ äîìèíèðóþùèì. Íå ýòèì ëè îáúÿñíÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-
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Ðèñ. 8. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå ðåæèìà R−, ïåðèîäè÷åñêîãî C è
ñòîõàñòè÷åñêîãî X ðåæèìîâ ïðè ζ = 0.4 äëÿ îòðèöàòåëüíîãî
ñëîïèíã-ýôôåêòà σB1ϕ < 0, |ϕ| = 1o. Ñèìâîë X îçíà÷àåò, ÷òî
ìåõàíèçì ïåðåõîäà ê õàîñó íå óñòàíîâëåí.
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Ðèñ. 9. Ôàçîâûé ïîðòðåò êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî è
"òî÷íîãî"àòòðàêòîðà â îáëàñòè ïåðåìåííûõ (ω1, ω2, ω3) ïðè
ïîëîæèòåëüíîì ñëîïèíã-ýôôåêòå è ζ = 3, Ta = 450, RoT = 0.2.

ñòâî, ÷òî â àòìîñôåðå íàáëþäàåòñÿ ðåæèì Ðîññáè íå ñ îáû÷íîé,
à îáðàòíîé ôåððåëåâñêîé ìåðèäèîíàëüíîé öèðêóëÿöèåé?

Êðèâàÿ 1 − 1
′ íà ðèñ. 7 îòäåëÿåò îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðåæè-

ìîâ H è R−. Õàîñ, ðîäñòâåííûé àòòðàêòîðó Ëîðåíöà, íàáëþäàåòñÿ
â îáëàñòè L, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè 2−2

′ è 3
′−3. Îòìåòèì, ÷òî çà-

âèñèìîñòü RoT ∼ Ta−1, îïèñûâàþùàÿ âåòâü 2−2
′ , íàéäåíà ÷èñëåí-

íî è íå èìååò òåîðåòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ. Ïðè ζ > 1 êðèòè÷åñêèå
êðèâûå ñìåùàþòñÿ â îáëàñòü ìàëûõ ÷èñåë Ðîññáè, ÷òî ñïîñîáñòâó-
åò ñáëèæåíèþ òî÷íûõ è êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèõ ôàçîâûõ òðàåêòî-
ðèé. Â ÷àñòíîñòè, ðèñ. 9 èëëþñòðèðóåò ñòåïåíü áëèçîñòè òî÷íîãî è
êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî ñòîõàñòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, è ýòî òèïè÷íî
äëÿ ïîäàâëÿþùåé ÷àñòè îáëàñòè L.

Íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ, ñäåëàííûå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà-
íèè õàîñà â îáëàñòè L, ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1) Êâàçèãåîñòðîôè÷åñêàÿ ìîäåëü (23) õîðîøî îïèñûâàåò óñòà-
íîâèâøèåñÿ ðåæèìû, íî ïåðåõîäíûå ñòàäèè òî÷íûõ è ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ. Êðîìå òîãî, óñòàíî-
âèâøèåñÿ òî÷íûå è êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå òðàåêòîðèè çíà÷èòåëüíî
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Ðèñ. 10. Ôàçîâûé ïîðòðåò àâòîêîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà â îáëàñòè
(ω1, ω2, ω3) ïðè îòðèöàòåëüíîì ñëîïèíã-ýôôåêòå è ζ = 0.4.

ðàçëè÷àþòñÿ ôàçàìè.
2) Êàê ïðàâèëî, "òî÷íûé" õàîñ ñîïðîâîæäàåòñÿ êâàçèãåîñòðî-

ôè÷åñêèì, òîãäà êàê îáðàòíîå íåâåðíî. Â ÷àñòíîñòè, êâàçèãåîñòðî-
ôè÷åñêèé õàîñ íàáëþäàåòñÿ âî âíåøíåé îêðåñòíîñòè âåòâè 3

′ − 3.
3) Èíîãäà ïåðåõîä R− −→ L îçíà÷àåò âïàäàíèå â ìåòàñòàáèëü-

íîå ñîñòîÿíèå. Àòòðàêòîð Ëîðåíöà ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü äëè-
òåëüíîå âðåìÿ, íî çàòåì ìåäëåííî äåãðàäèðóåò â ðåæèì R+, ò.å.
ðåàëèçóåòñÿ äâîéíîé ïåðåõîä R− −→ L −→ R+. Ñèòóàöèÿ, òèïè÷-
íàÿ äëÿ îêðåñòíîñòè êðèâîé 2 − 2

′ , ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò
åå ïîñòðîåíèå. Åñëè ïåðèîä îáùåãî âðàùåíèÿ ïðèíÿòü çà ñóòêè, òî
äëèòåëüíîñòü ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âàðüèðîâàëàñü â ýêñïåðè-
ìåíòàõ îò íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ äî íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé. Óìåñò-
íî îòìåòèòü, ÷òî ðåæèìû R+ è L ñîñóùåñòâóþò, ò.å. îáà ðåæèìà
óñòîé÷èâû â îáëàñòè L èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èç íèõ ìåòàñòà-
áèëüíûé.

Ïðè ζ > 1 è îòðèöàòåëüíîì ñëîïèíã-ýôôåêòå àâòîêîëåáàíèé
â ïðîäåëàííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íå íàáëþäàëîñü. Ýòî íå
ñëèøêîì óäèâèòåëüíî, ïîòîìó ÷òî êâàçèãåîñòðîôè÷åñêàÿ ìîäåëü
åùå óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò äâèæåíèå áàðîêëèííîãî âîë÷êà
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â ïîäàâëÿþùåé ÷àñòè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè R-ðåæèìîâ, à èçìåíå-
íèÿ çíàêà ñëîïèíã-ýôôåêòà âëå÷åò èçìåíåíèå çíàêà êîýôôèöèåíòà
r â ñèñòåìå Ëîðåíöà (24). Ñîãëàñíî ïåðâîíà÷àëüíîé òðàêòîâêå Ëî-
ðåíöà (Lorenz, 1963), îíè îïèñûâàþò ðýëååâñêóþ êîíâåêöèþ æèä-
êîñòè, ïîäîãðåâàåìîé ñíèçó, à r � ÷èñëî Ðýëåÿ. Èçìåíåíèå çíàêà r
îçíà÷àåò ïîäîãðåâ ñâåðõó, à â ýòîì ñëó÷àå òðóäíî îæèäàòü âîçíèê-
íîâåíèÿ êîëåáàíèé.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè, ñîõðàíÿÿ çíàê ñëîïèíã-ýôôåêòà îò-
ðèöàòåëüíûì, ïîëîæèòü ζ < 1. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 10,
ñîîòâåòñòâóþùåì ζ = 0.4 è σB1ϕ < 0 (|ϕ| = 1o). Â ýòîì ñëó÷àå
êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 8, ñäâèíóëàñü â îáëàñòü
"àãåîñòðîôè÷åñêèõ" ÷èñåë Ðîññáè. Ïîýòîìó êâàçèãåîñòðîôè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ (23) "ðàáîòàþò" ëèøü â îêðåñòíîñòè íèæíåé âåòâè êðè-
òè÷åñêîé êðèâîé. Ðåãóëÿðíûå àâòîêîëåáàíèÿ è õàîñ íåèçâåñòíîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ âîçíèêàþò â îáëàñòÿõ C è X ñîîòâåòñòâåííî (ñì.
ðèñ. 8) è îïèñûâàþòñÿ òîëüêî íåðåäóöèðîâàííûìè óðàâíåíèÿìè.

4. Âûâîäû. Ïîäâîäÿ èòîãè ýòîé çàêëþ÷èòåëüíîé ëåêöèè, îòìå-
òèì ñëåäóþùåå. Âî-ïåðâûõ, ïîä âëèÿíèåì ñëîïèíã-ýôôåêòà àñèìï-
òîòèêà ïîâåäåíèÿ íèæíåé âåòâè êðèòè÷åñêîé êðèâîé ìåíÿåò-
ñÿ ñ RoT ∼ Ta−1/2 íà RoT ∼ Ta−1 èëè RoT = const â çàâè-
ñèìîñòè îò ïîëîæèòåëüíîñòè èëè îòðèöàòåëüíîñòè ñëîïèíã-
ýôôåêòà ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè èçìåíåíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè óãëå
|ϕ| = 1◦ è âïîëíå ðåàëèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Òåéëîðà, ò.å. õà-
ðàêòåðíûõ äëÿ áîëüøèíñòâà ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îáñóæ-
äàåìûõ â ðàáîòàõ (Ëîðåíö, 1970) è (Hide, Mason, 1975) (ñì. òàêæå
äèàãðàììó íà ðèñ. 4). Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ âðàùàþùèìè-
ñÿ êîëüöåâûìè ñîñóäàìè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè, çà-
ïîëíÿþùåé èõ. Èñêðèâëåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîä âëèÿíèåì
öåíòðîáåæíûõ ñèë ñîçäàåò ïîëîæèòåëüíûé ñëîïèíã-ýôôåêò, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìàëûì, íî êîíå÷íûì çíà÷åíèÿì ϕ. Âåðîÿòíî ìàëîñòü
ýòîãî óãëà ïîáóäèëà Ëîðåíöà (Lorenz, 1962, 1963a) ïðè ïîñòðîåíèè
8-ìè è 12-òè êîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ïðåíåáðå÷ü áåòà-ýôôåêòîì ,ñî-
çäàâàåìûì öåíòðîáåæíûìè ñèëàìè, ÷òî è ïðèâåëî ê àñèìïòîòèêå
RoT ∼ Ta−1/2. Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ìàëîãî óãëà íàêëîíà Ω0

ïî îòíîøåíèþ ê −g äàåò ðåçóëüòàò, ñîãëàñóþùèéñÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòîì (íà ýòî îáðàòèë âíèìàíèå À. Å. Ãëåäçåð, ñîïîñòàâüòå ðèñ.
4 ñ ðèñ. 6 è 7).

Âî-âòîðûõ, ñëîïèíã-ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ
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â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëå-
áàíèé, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàþòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ (ðèñ. 4). Äëÿ èõ îáíàðóæåíèÿ è îïèñàíèÿ Ëîðåíö âìå-
ñòî 8-ìè ñêîíñòðóèðîâàë 12-òè êîìïîíåíòíóþ ñèñòåìó. Â êàêîé ñòå-
ïåíè íàéäåííûå çäåñü àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ñîîòâåòñòâóþò
ðåàëüíîñòè, åùå ïðåäñòîèò âûÿñíèòü, óòî÷íèâ, â ÷àñòíîñòè, çíà÷å-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ λ è òåïëîïðîâîäíîñòè µ,
àäåêâàòíûõ ýêñïåðèìåíòó (áîëåå ïðåäìåòíî ýòîò âîïðîñ îáñóæäà-
åòñÿ â ðàáîòå (Ãëåäçåð è äð., 2006)). Îäíàêî ñàì ôàêò âîçíèêíîâå-
íèÿ ìàëîêîìïîíåíòíîé òóðáóëåíòíîñòè ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ
òå÷åíèé èç-çà ñëîïèíã-ýôôåêòà âàæåí ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîíèìàíèÿ
ïðè÷èí èõ íåïðåäñêàçóåìîñòè.

È, íàêîíåö, â òðåòüèõ, òÿæåëûé âîë÷îê â ïîëå ñèë Êîðèîëè-
ñà äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìåõàíè÷å-
ñêîãî ïðîîáðàçà àòìîñôåð âðàùàþùèõñÿ ïëàíåò: îí âîñïðîèçâî-
äèò áàðîêëèííûé ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè Èäè, ýíåðãåòèêó è
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåæèìîâ Õýäëè è Ðîññ-
áè, îáðàòíóþ êîíâåêòèâíóþ ÿ÷åéêó Ôåððåëÿ, ìàëîêîìïîíåíòíóþ
òóðáóëåíòíîñòü è íåïðåäñêàçóåìîñòü ãëîáàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ
òå÷åíèé, à òàêæå ñîñóùåñòâîâàíèå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ðå-
æèìîâ äâèæåíèÿ è íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè íåìîòèâèðîâàííîãî
èçâíå âçàèìíîãî ïåðåõîäà îäíîãî ìåòàñòàáèëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå (ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ äëÿ
êëèìàòîëîãîâ)
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Ëåêöèÿ A

Î ñëó÷àéíûõ ïîëÿõ è èõ ñòàòèñòè÷åñêîì
îïèñàíèè

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Â îñíîâíîì êóðñå èç-çà
îãðàíè÷åííîñòè âðåìåíè, ïðåäîñòàâëåííîãî äëÿ ÷òåíèÿ ëåêöèé, ÿ
îñòàâèë áåç âíèìàíèÿ, õîòÿ è íåîäíîêðàòíî óïîìèíàë, îäíó èç ôóí-
äàìåíòàëüíûõ îñîáåííîñòåé äâèæåíèÿ àòìîñôåðû � åãî õàîòè÷íûé
èëè, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, òóðáóëåíòíûé õàðàêòåð. Èìåííî äëÿ
òàêîãî ñïåöèôè÷åñêîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè Ëåîíàðäî äà Âèí÷è,
îáëàäàâøèé ìîùíûì âîîáðàæåíèåì è íåçàóðÿäíûì ÷óâñòâîì þìî-
ðà, ââåë òåðìèí òóðáóëåíòíîñòü, îçíà÷àâøèé â òó ýïîõó ñîñòîÿ-
íèå òîëïû âî âðåìÿ íàðîäíûõ âîëíåíèé. Õàîòè÷íîñòü îõâàòûâàåò
ïðàêòè÷åñêè âåñü ñïåêòð ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ
àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé, íî èìååò ðàçíîå ïðîèñõîæäåíèå â îáëà-
ñòÿõ áîëüøèõ è ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Óæå ïðîñòîå çàäóì÷èâîå
íàáëþäåíèå áóðíûõ ãîðíûõ ïîòîêîâ çàâîðàæèâàåò õàîòè÷íîñòüþ
� íåïîâòîðèìîñòüþ äâèæåíèé, à ïîòîìó ïîäîáíî íî÷íîìó êîñòðó
âûçûâàåò æåëàíèå ïðîäîëæàòü ìåäèòàöèþ íåîãðàíè÷åííî äîëãî.
Èìåííî ýòà íåïîâòîðèìîñòü ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñêîðîñòü â
òóðáóëåíòíîì ïîòîêå êàê ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè ýêñïåðèìåíòîâ
ñ òóðáóëåíòíûì òå÷åíèåì èëè äëèòåëüíîé ìåäèòàöèè íàä íèì ìû
âñÿêèé ðàç íàáëþäàåì íîâûå ðåàëèçàöèè ïðè íåèçìåííûõ âíåøíèõ
óñëîâèÿõ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îïèñûâàòü òóðáóëåíò-
íîñòü ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (äàæå
åñëè áû ìû óìåëè èõ òî÷íî èíòåãðèðîâàòü) ñòîëü æå íåðàçóìíî,
êàê îïèñûâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â òåðìèíàõ òðàåêòî-
ðèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. Â îòëè÷èå îò òåðìî-
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äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, ïðåáûâàþùåé â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè, äàæå ðàçâèòàÿ (ò. å. óñòàíîâèâøàÿñÿ, â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå ñòàöèîíàðíàÿ îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ) òóðáóëåíòíîñòü �
ÿâëåíèå íå ðàâíîâåñíîå, ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíîå, à ïîòîìó ê åå
îïèñàíèþ íå ïðèìåíèìû òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ïîä-
õîäû.

Âîò êàê îïèñàë ðèôìîâàííûìè ñòðîêàìè ÿâëåíèå ðàçâèòîé òóð-
áóëåíòíîñòè, îñíîâûâàÿñü íà íàáëþäåíèÿõ çà îáëàêàìè, çíàìå-
íèòûé Ðè÷àðäñîí åùå â 1922 ã. â êíèãå, ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííî-
ìó ïðåäñêàçàíèþ ïîãîäû, ïåðåôðàçèðóÿ èçâåñòíóþ ñòèõîòâîðíóþ
øóòêó Äæîíàòàíà Ñâèôòà î áëîõàõ (öèòèðóþ ïî êíèãå (Ìîíèí,
ßãëîì, 1992)):

Big whorls have little whorls,
Which feed on their velocity;
Little whorls have smaller whorls,
And so on unto viscosity.
Êðóïíûå çàâèõðåíèÿ ðîæäàþò ìåëêèå çàâèõðåíèÿ.
Ïèòàþùèåñÿ çà ñ÷åò èõ ñêîðîñòè;
Ìåëêèå çàâèõðåíèÿ ðîæäàþò åùå ìåíüøèå çàâèõðå-

íèÿ,
È òàê äàëåå äî íà÷àëà äåéñòâèÿ âÿçêîñòè1.

Ïî ñóùåñòâó çäåñü ãîâîðèòñÿ î êàñêàäíîì ìåõàíèçìå ïåðåäà-
÷è ýíåðãèè ïî ñïåêòðó îò èñòî÷íèêà, êîòîðûé â ïðîñòðàíñòâå
âîëíîâûõ ÷èñåë ðàñïîëîæåí â îáëàñòè èõ ìàëûõ çíà÷åíèé, â îá-
ëàñòü áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë (ìàëûõ ìàñøòàáîâ), ãäå è ïðîèñõî-
äèò äèññèïàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èç-çà îáîñòðåíèÿ ãðàäèåí-
òîâ ñêîðîñòè. Èìåÿ â âèäó èìåííî ðàçâèòóþ òóðáóëåíòíîñòü, íèæå
äàåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ
äëÿ åå îïèñàíèÿ.

2. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ è ïîíÿòèÿ îäíîðîäíûõ è
èçîòðîïíûõ ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Îñíîâîé ñòàòèñòè-

1Â âîëüíîì ïåðåâîäå Â.Í. Øòåðíà, êîòîðûé îñîáåííî íðàâèëñÿ À.Ì. Îáó-
õîâó, óêàçàííîå ÷åòâåðîñòèøèå çâó÷èò òàê:

Â ïîòîê áóðëÿùèé áðîñèâ âçãëÿä,
Âèõðåé óâèäèøü òàì êàñêàä:
Ìåíüøîé ýíåðãèþ ó áîëüøåãî áåðåò,
Ïîêà ìåëü÷àéøèõ âÿçêîñòü íå ñîòðåò.
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÷åñêîãî ïîäõîäà ê òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ðàñ-
ñìîòðåíèÿ îäíîãî åäèíñòâåííîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ � ðåàëèçà-
öèè ê ðàññìîòðåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè âîçìîæíûõ ðå-
àëèçàöèé ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ñêîðîñòü, òåìïåðàòóðà è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíî-
ãî òå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Èç-çà íåèçâåñò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå ðåàëèçàöèé ê
âåñüìà òîíêîìó âîïðîñó î âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìû ïî-
äîéäåì òàê, êàê ýòî ïðèíÿòî íà ñîâðåìåííîì ýòàïå. Ïîä ñðåä-
íèì "çíà÷åíèåì" 〈f (r, t)〉 ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f (r, t) ïîäðàçóìåâàåò-
ñÿ ñðåäíåå ïî ñîâîêóïíîñòè âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé (èëè, êàê åùå
ãîâîðÿò, "ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ"), êîòîðîå â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèÿõ, îñíîâûâàÿñü íà ýðãîäè÷åñêîé ãèïîòåçå, çàìåíÿåòñÿ ñðåä-
íèì ïî âðåìåíè. Ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âðåìåííûå ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ
ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåòè÷åñêèì ñðåäíèì çíà÷åíèÿì.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ ïî-
ëåé ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f (r) = 〈f (r)〉+ ξ (r) � ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé r, 〈f (r)〉 � åå ñðåäíåå
(â èäåàëå ïî àíñàìáëþ) ïîëå, à ξ (r) � ôëóêòóàöèÿ èëè îòêëîíå-
íèå îò ñðåäíåãî. Êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f (r)
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

B (r1, r2) = 〈[f (r1)− 〈f (r1)〉] [f (r2)− 〈f (r2)〉]〉 = 〈ξ (r1) ξ (r2)〉 .
(1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, B (r1, r2) åñòü ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ ôëóê-
òóàöèé â òî÷êàõ r1 è r2.

Ñëó÷àéíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè åãî ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ïîñòîÿííî, à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè îä-
íîâðåìåííîì ñìåùåíèè óïîìÿíóòîé ïàðû òî÷åê â îäíîì è òîì æå
íàïðàâëåíèè íà îäíó è òóæå âåëè÷èíó:

〈f (r)〉 = const, B (r1, r2) = B (r1 + r0, r2 + r0) . (2)

Ïîëàãàÿ â (2) r0 = −r2, ïîëó÷àåì

B (r1 − r2, 0) .= B (r1 − r2) = B (r) , (3)



334 Ëåêöèÿ À

à ðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

B (r) .= B (ρ + r, ρ) = 〈[f (ρ+r)− 〈f〉] [f (ρ)− 〈f〉]〉 = 〈ξ (ρ+r) ξ (ρ)〉 ,
(4)

ãäå ρ - âåêòîðíàÿ êîîðäèíàòà ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.
Òàêèì îáðàçîì, â îäíîðîäíîì ñëó÷àéíîì ïîëå êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè r = r1 − r2, ò. å. îò ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷åê r1 è r2 îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, è àâòîìîäåëüíà îò-
íîñèòåëüíî âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò.

Î÷åâèäíî, ÷òî B (r1, r2) = B (r2, r1) è, ñëåäîâàòåëüíî,

B (r) = B (−r) . (5)

Åñëè ñîáûòèÿ â òî÷êàõ r1 è r2 íåçàâèñèìû, òî 〈f (r1) f (r2)〉 =
〈f (r1)〉 〈f (r2)〉, è B (0) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B (r) õàðàêòåðèçó-
åò ñòàòèñòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ôëóêòóàöèÿìè ôóíêöèè f (r) â
òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ äðóã îò äðóãà íà âåêòîðíîì ðàññòîÿíèè
r. Ýòà ñâÿçü òåì ñèëüíåå, ÷åì áëèæå òî÷êè ðàñïîëîæåíû äðóã ê
äðóãó. Ïîýòîìó

B (0) > |B (r)| , (6)

÷òî ôîðìàëüíî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ:
〈
[ξ (ρ+r)− ξ (ρ)]2

〉
=

〈
[ξ (ρ+r)]2

〉
− 2 〈ξ (ρ+r) ξ (ρ)〉+

〈
[ξ (ρ)]2

〉
=

= 2B (0)− 2B (r) > 0 ⇒ B (0) > B (r) ,

〈
[ξ (ρ+r) + ξ (ρ)]2

〉
= 2B (0) + 2B (r) > 0 ⇒ B (0) > −B (r) .

Îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå f (r) íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè
B (r) = B (r), ò. å. åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò ëèøü îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íàáëþäåíèÿ.

3. Ëîêàëüíî îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ
è èõ ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå. Ðåàëüíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ òóð-
áóëåíòíûõ òå÷åíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíûå è èçî-
òðîïíûå ëèøü ñ î÷åíü áîëüøîé íàòÿæêîé. Â ÷àñòíîñòè, ñòàòèñòè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè èç-çà ðàññëî-
åííîñòè ñðåäû îáû÷íî çàâèñÿò îò âûñîòû. Íàëè÷èå òâåðäûõ ãðà-
íèö ( íàïðèìåð,ïîäñòèëàþùàÿ ïîâåðõíîñòü), â îêðåñòíîñòè êîòî-
ðûõ ïðîèñõîäèò îáîñòðåíèå ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè èç-çà ïðèëèïàíèÿ
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íà ñòåíêàõ, âðàùåíèå æèäêîñòè â öåëîì, ïîäàâëÿþùåå âåðòèêàëü-
íûå äâèæåíèÿ, ïðèìåíÿåìîå â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìàã-
íèòíîå ïîëå, îêàçûâàþùåå íà äâèæåíèå ýëåêòðîïðîâîäÿùåé æèä-
êîñòè âëèÿíèå, àíàëîãè÷íîå âðàùåíèþ, � âñå ýòî ôàêòîðû, êîòî-
ðûå íàðóøàþò ñòðîãóþ îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü ñëó÷àéíûõ
ïîëåé. Ïî ñàìîìó ïîñòðîåíèþ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè B (r1, r2)
íà åå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè âñåõ ìàñøòà-
áîâ, à ïîòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îíà çàâèñèò îò êàæäîãî
èç àðãóìåíòîâ r1 è r2 â îòäåëüíîñòè, à íå òîëüêî îò ðàçíîñòè r1−r2.
Èíà÷å ãîâîðÿ, B (r) êàê ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r, ïðîñòî
íå ñóùåñòâóåò. Ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, îäíàêî, ïîäñêàçûâàåò, ÷òî,
åñëè L � ãåîìåòðè÷åñêèé ìàñøòàá õàðàêòåðíîãî èçìåíåíèÿ íåîä-
íîðîäíîñòè, òî åãî âëèÿíèå íà f (r1) − f (r2) � ðàçíîñòü çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ â òî÷êàõ r1 è r2 áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå
ðàññòîÿíèå |r1 − r2| ïî ñðàâíåíèþ ñ L: ýòà ðàçíîñòü ôèëüòðóåò âëè-
ÿíèå íàèáîëüøèõ íåîäíîðîäíîñòåé. Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê ïî-
íÿòèÿì ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ è åãî ñòðóêòóðíîé
ôóíêöèè, ââåäåííûì À.Í. Êîëìîãîðîâûì â 1941 ã.

Ïóñòü f (r) = 〈f (r)〉 + ξ (r) � ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé r. Âåëè÷èíà

D (r1, r2) =
〈
{[f (r1)− 〈f (r1)〉]− [f (r2)− 〈f (r2)〉]}2

〉

=
〈
[ξ (r1)− ξ (r2)]

2
〉

(7)

íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f (r). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, D (r1, r2) åñòü ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ôëóêòóàöèè
â òî÷êàõ r1 è r2.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíó ñìûñë ââåäåííîãî À.Í. Êîëìîãîðîâûì ïî-
íÿòèÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè. Îí (ñìûñë) ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ðàç-
íîñòü çíà÷åíèé ôëóêòóàöèé â äâóõ òî÷êàõ r1 è r2 îñíîâíîå âëèÿíèå
îêàçûâàþò ëèøü òå íåîäíîðîäíîñòè ïîëÿ f (r), êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøèõ èëè ïîðÿäêà r = |r1 − r2|. Åñëè r ¿ L,
òî âëèÿíèå íàèáîëüøèõ íåîäíîðîäíîñòåé ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâà-
åòñÿ íà ξ (r1) − ξ (r2), à ïîòîìó ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ ïðè òàêèõ
çíà÷åíèÿ r ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ r = r1− r2. Òåïåðü
ïîíÿòèå ëîêàëüíîé îäíîðîäíîñòè è ëîêàëüíîé èçîòðîïíîñòè ìîæíî
ââåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ñëó÷àéíîå ïîëå f (r) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îäíîðîäíûì, åñëè
ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈f (r1)− f (r2)〉 è ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ (7) çà-
âèñÿò ëèøü îò r = r1 − r2. Ïîëàãàÿ r2 = ρ, r1 = ρ + r, ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé:

D (ρ+r,ρ) = D (r) . (8)

Ëîêàëüíî îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå f (r) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
èçîòðîïíûì, åñëè åãî ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò ëèøü îò
r = |r1 − r2| 2:

D (r) = D (r) . (9)

Ïðåäïîëàãàÿ âðåìåííî ãëîáàëüíóþ îäíîðîäíîñòü è èçîòðîï-
íîñòü, óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó B (r) è D (r), êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ
(ñì. íèæå) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ñòðóêòóðíîé
ôóíêöèè ïî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ôëóê-
òóàöèé ñêîðîñòè.

D (r) .= D (ρ+r,ρ) =
〈
[ξ (ρ+r)− ξ (ρ)]2

〉
=

=
〈
[ξ (ρ+r)]2

〉
− 2 〈ξ (ρ+r) ξ (ρ)〉+

〈
[ξ (ρ)]2

〉
=

= B (0)− 2B (r) + B (0) .

Îòñþäà
D (r) = 2B (0)− 2B (r) . (10)

Åñëè B (r) ñóùåñòâóåò, òî, êàê ïðàâèëî, B (∞) = 0 ⇒ D (∞) =
2B (0), è ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ B (r) ïî èç-
âåñòíîé D (r):

B (r) =
1
2

[D (∞)−D (r)] . (11)

4. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ñëó÷àéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ

2*) Ñòîðîãî ãîâîðÿ, â îïðåäåëåíèÿõ (8) è (9) ñëåäîâàëî áû ãîâîðèòü îá èíâà-
ðèàíòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f (r1) − f (r2) îòíî-
ñèòåëüíî òðàíñëÿöèé, âðàùåíèé è çåðêàëüíûõ îòðàæåíèé âåêòîðà r = r1 − r2

ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê îïðåäåëåíèÿì îäíîðîäíî-
ñòè è èçîòðîïíîñòè, äàííûå â ïóíêòå 2.
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ïîëå ñêîðîñòè u òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Ñïåöèôèêà îïèñàíèÿ ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèþ ñêà-
ëÿðíûõ ïîëåé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî êîððåëÿöèîííûé è ñòðóê-
òóðíîé ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ êîððåëÿöèîííûé òåíçîð

Bij (ρ + r,ρ) = 〈[ui (ρ+r)− 〈ui (ρ+r)〉] [uj (ρ)− 〈uj (ρ)〉]〉 (12)

è ñòðóêòóðíûé òåíçîð

Dij (ρ + r,ρ) = 〈[ui (ρ+r)− ui (ρ)] [uj (ρ+r)− uj (ρ)]〉 . (13)

Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè (ãëîáàëüíî) îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ âåëè÷èíû Bij (ρ + r,ρ) = Bij (r) è Dij (ρ + r,ρ) = Dij (r) è
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (ñð. ñ (10))

Dij (r) = 2Bij (0)− 2Bij (r) . (14)

Äëÿ èçîòðîïíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f (r) âåëè÷èíà 〈f (r1) f (r2)〉
íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè âåêòîðà r = r1 − r2. Â ñëó÷àå æå âåê-
òîðíûõ ïîëåé ïîíÿòèå èçîòðîïíîñòè íåñêîëüêî ñëîæíåå è ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Ëþáîé òåíçîð Bij (r), çàâèñÿùèé îò âåêòîðíîé êî-
îðäèíàòû r è èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé è çåðêàëüíûõ
îòðàæåíèé âåêòîðà r, åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

Bij (r) = P (r) δij + Q (r) ninj , (15)

ãäå ni = xi/r (i = 1, 2, 3) � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà â íà-
ïðàâëåíèè r, P (r) è Q (r) � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ r = |r|.
Ïðîòèâíîå ýòîìó óòâåðæäåíèþ îçíà÷àåò âûäåëåíèå íåêîòîðîãî íà-
ïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Àíàëîãè÷íî

Dij (r) = R (r) δij + S (r) ninj . (16)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ èçîòðîïíîñòè ñâîäÿò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ
êîìïîíåíò ó êàæäîãî èç êîððåëÿöèîííîãî è ñòðóêòóðíîãî òåíçîðîâ
ê äâóì.

Ïóñòü îñü z = x3 ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ
ñ r. Òîãäà n =(0, 0, 1), è ñîãëàñíî (15) è (16)

B11 = B22 = P, D11 = D22 = R,

B33 = P + Q, D33 = R + S.
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Ðàâíûå ìåæäó ñîáîé ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
ñèìâîëàìè

Btt = B11 = B22, Dtt = D11 = D22

(îáîçíà÷åíèå t îò transversal). Ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû îáîçíà÷à-
þòñÿ ñèìâîëàìè Brr è Drr. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ (15) è (16) çàïè-
ñûâàþòñÿ â âèäå:

Bij (r) = Btt (r) δij + [Brr (r)−Btt (r)]ninj , (15a)

Dij (r) = Dtt (r) δij + [Drr (r)−Dtt (r)]ninj . (16a)

Èç âåêòîðíîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå
âåêòîðíîå ïîëå ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïîòåíöèàëüíóþ (îïèñûâàåìóþ
ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì) è ñîëåíîèäàëüíóþ (áåçäèâåðãåíòíóþ è
îïèñûâàåìóþ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì) ñîñòàâëÿþùèå. Àíàëîãè÷-
íîå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ñëó÷àéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îãðàíè÷èìñÿ ïîäðîáíûì ðàññìîòðå-
íèåì ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé, êàêèì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïîëå ñêî-
ðîñòè u (r) íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ çàâèõðåí-
íîñòüþ (rotu 6=0). Ïî îïðåäåëåíèþ

divu (r) =
∂ui

∂xi
= 0. (17)

Äàëåå, íà÷èíàÿ ñ (17), áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ,
ïîäðàçóìåâàÿ ñóììèðîâàíèå ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì, íî íå îòíî-
ñÿ ê òåíçîðíûì èíäåêñû t è r. Êðîìå òîãî, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñîëåíîèäàëüíîãî è ïîòåíöèàëüíîãî ïîëåé áóäåì ñíàáæàòü
âåðõíèì èíäåêñîì s è p ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëàãàÿ â (12), (13) âåëè÷èíó 〈u〉 = 0, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòè
âûðàæåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà r. Ñ ó÷åòîì (17) ïîëó÷èì:

∂Bs
ij (r)

∂xi
=

∂Bs
ij (r)

∂xj
= 0, (18)

∂Ds
ij (r)

∂xi
=

∂Ds
ij (r)

∂xj
= 0. (19)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàâåíñòâà (19) ïîëó÷åíû äëÿ ñòðóêòóðíîãî òåí-
çîðà ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ïîëÿ , íî îíè âûïîëíÿþòñÿ è â
ñëó÷àå ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî ïîëÿ, êîãäà êîððåëÿöèîííûé òåíçîð,
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çàâèñÿùèé òîëüêî îò r, óæå íå ñóùåñòâóåò. Èñïîëüçóÿ (18) è
(19) íåòðóäíî (âûïîëíèòå Óïðàæíåíèå 1) âûâåñòè ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè êîìïîíåíòàìè òåí-
çîðîâ Bs

ij è Ds
ij , âïåðâûå ïîëó÷åííûå Êàðìàíîì (Karman Th. von):

äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè èçîòðîïíûõ ïîëåé

Bs
tt =

1
2r

d

dr

(
r2Bs

rr

)
; (20)

äëÿ ëîêàëüíî èçîòðîïíûõ ïîëåé

Ds
tt =

1
2r

d

dr

(
r2Ds

rr

)
. (21)

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷åðåç ïðîäîëüíóþ êîì-
ïîíåíòó êàæäîãî èç êîððåëÿöèîííîãî è ñòðóêòóðíîãî òåíçîðîâ âû-
ðàæàþòñÿ âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ýòèõ òåíçîðîâ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå
ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

vi =
∂ϕ (r)
∂xi

, (22)

ãäå ϕ (r) � îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ñ êîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèåé

〈ϕ (r1) ϕ (r2)〉 = Φ (|r1 − r2|) (〈Φ〉 = 0) , (23)

íåòðóäíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ

Bp
rr (r) =

d [rBp
tt (r)]

dr
, Dp

rr (r) =
d [rDp

tt (r)]
dr

, (24)

ñâÿçûâàþùèå ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû êîððåëÿöèîí-
íîãî è ñòðóêòóðíîãî òåíçîðîâ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ. Óìåñòíî òàêæå
óïîìÿíóòü ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Ñòàòèñòè÷åñêè (ëîêàëüíî) èçîòðîïíîå ñêàëÿðíîå ïîëå è ñòà-
òèñòè÷åñêè (ëîêàëüíî) èçîòðîïíîå âåêòîðíîå ïîëå íå êîððåëèðó-
þò, ò. å.

Bi (r1, r2)
.= 〈ui (r1) ϕ (r2)〉 = 0, (25)

Di (r1, r2)
.= 〈[ui (r1)− ui (r2)] [ϕ (r1)− ϕ (r2)]〉 = 0, (26)

åñëè ϕ (r) è u (r)- ïîëÿ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.
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Óïðàæíåíèÿ.
1. Âûâåäèòå ñîîòíîøåíèÿ (20) è (21), äèôôåðåíöèðóÿ (15a) è

(16a) ñ ó÷åòîì ôîðìóë

∂r

∂xi
=

xi

r
= ni,

∂nj

∂xi
=

∂

∂xi

(
xj

r

)
=

δij − ninj

r
,

∂ni

∂xi
=

2
r
, ni

∂nj

∂xi
= 0, r =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3.

2. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå (25), äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü
(25) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Bi (r1, r2) = B (r) ni, è óñëîâèÿ ñîëåíîè-
äàëüíîñòè (17). Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå (26).

3. Âûâåäèòå ïåðâóþ ôîðìóëó (24), äèôôåðåíöèðóÿ (23) ïî êî-
îðäèíàòàì òî÷åê r1 è r2.

Ïîäñêàçêà: ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ñìûñëîâîé íà-
ãðóçêè ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Âû ïîëó÷èòå ôîðìóëó

Bij = −∂2Φ(r)
∂xi∂xj

.

Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà è ñîïîñòàâüòå
ðåçóëüòàò ñ (15). Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ âòîðàÿ ôîðìóëà (24).
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Ëåêöèÿ B

Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòèê
òóðáóëåíòíîñòè. Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

1. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé
òóðáóëåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Ìåõàíèçì íåëèíåéíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìîä ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà è ñâÿçàííûé ñ íèì ïðîöåññ
ïåðåäà÷è ýíåðãèè ïî ñïåêòðó â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè óäîáíåå îïè-
ñûâàòü è íàãëÿäíåå ïðåäñòàâëÿòü â K-ïðîñòðàíñòâå � ïðîñòðàí-
ñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè íàðÿäó ñ
òðàäèöèîííûì îïèñàíèåì ÿâëåíèé â R-ïðîñòðàíñòâå � ðåàëüíîì
ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå â ðàâíîé ñòåïåíè èñïîëüçóåòñÿ ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèå èëè K- ïðåäñòàâëåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è óðàâ-
íåíèé, èìè óïðàâëÿþùèõ. Äëÿ îòûñêàíèÿ èñêîìûõ ñïåêòðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ãèïî-
òåçó À.Í. Êîëìîãîðîâà î ëîêàëüíîé îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïíîñòè
ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè â îáëàñòè ìàëûõ ìàñøòàáîâ, ïðèâëåêàÿ
íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, óñëîâíî ïîëà-
ãàÿ, ÷òî òóðáóëåíòíîñòü ãëîáàëüíî îäíîðîäíà è èçîòðîïíà. Ïîëó-
÷åííûå â èòîãå ôîðìóëû, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ëèøü ñòðóêòóð-
íûå ôóíêöèè îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ëîêàëüíî èçîòðîï-
íîé òóðáóëåíòíîñòè, õîòÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè êàê ôóíêöèè
îäíîãî ëèøü ðàññòîÿíèÿ r = |r1 − r2| â ýòîì ñëó÷àå óæå íå ñóùå-
ñòâóþò.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ êîððåëÿöèîííîé è
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèé îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
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ñêîðîñòåé u (r) ñ ó÷åòîì èõ ÷åòíîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

Bij (r) = 〈ui (ρ + r) uj (ρ)〉 =
∞∫∫∫

−∞
cos (k · r)Φij (k) d3k, (1)

Dij (r) = 〈[ui (ρ + r)− ui (ρ)] [uj (ρ + r)− uj (ρ)]〉

= 2
∞∫∫∫

−∞
[1− cos (k · r)] Φij (k) d3k, (2)

ïðè÷åì (2) ñëåäóåò èç (A.10). Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Φij (k) êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèè Bij (r) íàçûâàþò ñïåêòðàëüíûì òåíçîðîì ïî-
ëÿ ñêîðîñòåé, ñëåä êîòîðîãî åñòü óäâîåííàÿ òðåõìåðíàÿ ñïåêòðàëü-
íàÿ ïëîòíîñòü ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ôëóêòóàöèé, ïðèõî-
äÿùåéñÿ íà åäèíèöó ìàññû æèäêîñòè (íàïîìèíàþ, ÷òî 〈u〉 = 0, ò.
å. u � îòêëîíåíèå îò ñðåäíåé ñêîðîñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ):

Bii (0) = 〈ui (ρ) ui (ρ)〉 =
〈
u2

1

〉
+

〈
u2

2

〉
+

〈
u2

3

〉
=

〈
u2

〉
=

∞∫∫∫

−∞
Φii (k) d3k.

(3)
Îñíîâûâàÿñü íà óïîìÿíóòîé ãèïîòåçå À.Í. Êîëìîãîðîâà, ñïåê-

òðàëüíîå îïèñàíèå óäîáíî ïðîâîäèòü â òåðìèíàõ îäíîìåðíîé ïëîò-
íîñòè E (k) ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K åäèíèöû ìàññû æèä-
êîñòè, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå:

K
.=

1
2
Bii (0) =

∞∫

0

E (k) dk. (4)

Ñâÿçü ìåæäó Φij (k) è E (k) íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå, ÷òî ñîãëàñíî ãèïîòåçå À.Í. Êîëìîãîðîâà òåíçîð Φij (k) çà-
âèñèò ëèøü îò k = |k| è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (ñð. ñ
(A.15), (A.16)):

Φij (k) = F (k) δij + G (k) kikj . (5)

Óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè (A.18) äàþò ðàâåíñòâî

kiF (k) + kik
2G (k) = 0,
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êîòîðîå âìåñòå ñ (5) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü Φij (k) ÷åðåç F (k):

Φij (k) =
(

δij − kikj

k2

)
F (k) . (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (3), ââîäÿ â K-ïðîñòðàíñòâå ñôåðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû è èíòåãðèðóÿ ïî óãëàì, ïîëó÷àåì

Bii (0) = 8π
∞∫

0

F (k) k2dk. (7)

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (7) ñ (4) ñëåäóåò ôîðìóëà

F (k) =
E (k)
4πk2

, (8)

ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â (6) äàåò èñêîìóþ ñâÿçü

Φij (k) =
1

4πk2

(
δij − kikj

k2

)
E (k) . (9)

Òîãäà ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñëåäà Dii (r) ñòðóêòóð-
íîãî òåíçîðà ÷åðåç E (k) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (9) â (2) ñ ó÷åòîì
Φii = 2F = E (k) /2πk2 è èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëîâûì ïåðåìåí-
íûì:

Dii (r) = 4
∞∫

0

(
1− sin kr

kr

)
E (k) dk. (10)

Ñîãëàñíî (A.16a) è (A.21)

Dii (r) = 2Dtt (r) + Drr (r) , Dtt =
1
2r

d

dr

(
r2Drr

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Dii (r) = Drr (r) +
1
r

d

dr

(
r2Drr

)
,

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðîãî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Drr (0) = 0, ïî-
ëó÷èì

Drr (r) =
1
r3

r∫

0

ρ2Dii (ρ) dρ. (11)
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Ïîäñòàíîâêà (10) â (11) äàåò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðî-
äîëüíîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè:

Drr (r) = 4
∞∫

0

(
1
3

+
cos kr

k2r2
− sin kr

k3r3

)
E (k) dk, (12)

à ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîïåðå÷íîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè
çàäàåòñÿ ïîëóðàçíîñòüþ âûðàæåíèé (10) è (12):

Dtt (r) = 2
∞∫

0

(
2
3
− sin kr

kr
− cos kr

k2r2
+

sin kr

k3r3

)
E (k) dk. (13)

2. Äèññèïàöèÿ òóðáóëåíòíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è
åå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñîãëàñíî (21.17) äèññèïàöèÿ
ε êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â åäèíèöå ìàññû æèäêîñòè âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

ε =
ν

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)2

= ν




(
∂ui

∂xj

)2

+
∂ui

∂xj

∂uj

∂xi


 ,

ãäå ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈ε〉 ñêîðîñòè äèññèïà-

öèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðîå â äàëüíåéøåì ìû òàêæå áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç ε, îïóñêàÿ çíàê îñðåäíåíèÿ. Îñðåäíÿÿ âûðàæåíèå
äëÿ ε, ïîëó÷èì

ε = ν




〈(
∂ui

∂xj

)2〉
+

〈
∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

〉
 . (14)

Ïåðâûé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
〈(

∂ui

∂xj

)2〉
= lim
|r1−r2|→0

〈
∂ui (r1)

∂xj1

∂ui (r2)
∂xj2

〉
, (15)

à ïðàâóþ ÷àñòü (15) ïðåîáðàçóåì ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

〈
∂ui (r1)

∂xj1

∂ui (r2)
∂xj2

〉
=

∂

∂xj1

∂

∂xj2
〈ui (r1) ui (r2)〉 =
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=
∂2Bii (r1 − r2)

∂xj1∂xj2
= −∂2Bii (r1 − r2)

∂xj1∂xj1
= −∂2Bii (r)

∂x2
j

. (16)

Çäåñü xj � j-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà r = r1 − r2. Òåïåðü ñ ó÷åòîì
∂2/∂x2

j = 4 (îïåðàòîð Ëàïëàñà) è ðàâåíñòâà 4Bii = −4Dii/2,
ñëåäóþùåãî èç (A.14), âìåñòî (15) èìååì:

〈(
∂ui

∂xj

)2〉
=

1
2

[4Dii (r)]r=0 =
1
2
4Dii (0) . (17)

Äàëåå,
〈

∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

〉
= lim
|r1−r2|→0

〈
∂ui (r1)

∂xj1

∂uj (r2)
∂xi2

〉
=

= lim
|r1−r2|→0

∂

∂xj1

∂

∂xi2
Bij (r1 − r2) = 0

â ñèëó ∂Bij/∂xi = 0 (ñì. (A.18)). Ïîýòîìó

ε =
ν

2
4Dii (0) . (18)

Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè Dii (r) ïðè ìàëûõ r íà÷è-
íàåòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà:

Dii (r) = ar2 + O
(
r4

)
,

ïîòîìó ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Dii (0) = 0, à D′
ii (0) = 0 (øòðèõ îçíà÷à-

åò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî r) èç-çà ÷åòíîñòè ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè.
Ïîýòîìó

4Dii =
1
r2

d

dr

(
r2 dDii

dr

)
= 6a ïðè r = 0.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî çíà÷åíèÿ â (18), ïîëó÷èì a = ε/3ν è,
ñëåäîâàòåëüíî,

Dii (r) =
ε

3ν
r2 + O

(
r4

)
. (19)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (19) â (11) è èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì ñíà÷àëà

Drr (r) =
1
15

ε

ν
r2 + O

(
r4

)
, (20)
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à çàòåì ñ ïîìîùüþ (A.21) è ïîïåðå÷íóþ êîìïîíåíòó

Dtt (r) =
2
15

ε

ν
r2 + O

(
r4

)
. (21)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ r ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è êèíå-
ìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ.

Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èíû
ε â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òóðáóëåíòíîé êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè E (k), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10), êîòîðóþ ïîñëå ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè (1− sin kr/kr) â ðÿä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Dii (r) = 4
∞∫

0

[
k2r2

6
+ O

(
k4r4

)]
E (k) dk. (22)

Ñîãëàñíî (19)

D′′
ii (0) =

2
3

ε

ν
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ (22) äâàæäû â íóëå è ñîïîñòàâ-
ëÿÿ ñ ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ïðåäñòàâëåíèþ:

ε = 2ν

∞∫

0

k2E (k) dk. (23)

Çàìå÷ó, ÷òî ôîðìóëó (23) ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç
K-ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (âûïîëíèòå Óïðàæíå-
íèå), çàïèñûâàÿ äëÿ íåãî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ãè-
ïîòåçû Êîëìîãîðîâà î ëîêàëüíîé èçîòðîïíîñòè òóðáóëåíòíîñòè.
Ïðèâåäåííûé âûâîä, îäíàêî, èíòåðåñåí òåì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (23) ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû Êîëìîãîðî-
âà, ïîñêîëüêó Dii (r) = O

(
r2

)
ïðè ìàëûõ r. Èç-çà áûñòðî ðàñòóùåãî

ìíîæèòåëÿ k2 äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî èíòåãðàëà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
E (k) óáûâàëà ïðè áîëüøèõ k áûñòðåå, ÷åì k−3. Íèæå ìû ïîäðîá-
íåå îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì âîïðîñå.

3. Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ
âïîëíå åñòåñòâåííûì âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà

∂ui

∂t
= −uj

∂ui

∂xj
− 1

ρ

∂p

∂xi
+ ν4ui (24)
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(íàïîìèíàþ, ÷òî ðå÷ü èäåò òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ íåñæèìàåìîé
âÿçêîé æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè) ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ýâî-
ëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè Drr (r). Óìíîæàÿ
(24) íà ul (r′) è çàòåì óñðåäíÿÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, ýâîëþöèîí-
íûé ÷ëåí 〈ul (r′) ∂ui (r) /∂t〉 è âÿçêèé ÷ëåí ν 〈ul (r′)4ui (r)〉 ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ Dil (r) è çàìåíèòü èõ âû-
ðàæåíèÿìè ∂Dil (r,t) /∂t è ν4Dil (r,t) ñîîòâåòñòâåííî. ×ëåí ñ äàâ-
ëåíèåì îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñèëó (A.26). Îäíàêî íåëèíåéíûé ÷ëåí
óðàâíåíèÿ uj∂ui/∂xj ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ul (r′) áóäåò ñîäåðæàòü
âûðàæåíèå òèïà 〈ul (r′) uj (r) ui (r)〉, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ïî-
ëó÷åíèå çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè.

Ââåäåì òåíçîð

Dijl (r) =
〈[

ui
(
r + r′

)− ui
(
r′

)] [
uj

(
r + r′

)− uj
(
r′

)] [
ul

(
r + r′

)− ul

(
r′

)]〉
.

Ïîäîáíî òîìó êàê âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà Dij (r) ñ ïîìîùüþ óñëî-
âèé íåñæèìàåìîñòè è èçîòðîïíîñòè âûðàæàëèñü ÷åðåç åäèíñòâåí-
íóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ Drr (r), âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà Dijl (r)
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîäîëüíóþ ôóíêöèþ

Drrr (r) =
〈{

n
[
u

(
r + r′

)− u
(
r′

)]}3
〉

, (25)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè r.
Â èòîãå ïîñëå íåñëîæíûõ, íî äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ, ïðåîáðàçî-

âàíèé ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ (24) íà ul (r′) è ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè
îñðåäíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

−1
2

∂Drr

∂t
− 2

3
ε =

1
6r4

∂
(
r2Drrr

)

∂r
− ν

r4

∂

∂r

(
r4 ∂Drr

∂r

)
. (26)

Óðàâíåíèå (26) îïèñûâàåò çàòóõàþùóþ òóðáóëåíòíîñòü, ïî-
ñêîëüêó èñõîäíîå óðàâíåíèå (24) íå ñîäåðæèò âíåøíèõ ñèë. Ïîëî-
æåíèå ìîæíî èñïðàâèòü ïóòåì ââåäåíèÿ âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ýíåð-
ãèè ìîùíîñòüþ ε íà êàæäóþ åäèíèöó ìàññû è èñêàòü ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (26), ïîëàãàÿ â íåì ∂Drr/∂t = 0 è ðàññìàòðè-
âàÿ ε êàê âíåøíèé èñòî÷íèê ýíåðãèè, êîìïåíñèðóþùèé åå ïîòåðè
çà ñ÷åò âÿçêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, óìíîæàÿ (26) íà r4 è èíòåãðèðóÿ
ïî r ñ ó÷åòîì îáðàùåíèÿ â íóëü ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïðè r = 0,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

Drrr = −4
5
εr + 6ν

dDrr

dr
, (27)
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ñâÿçûâàþùåå ôóíêöèè Drrr è Drr.
Ïðèìåð ñ âûâîäîì óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà èëëþñòðèðóåò

íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàçâè-
òîé òóðáóëåíòíîñòè, ïîñêîëüêó ëþáîå óðàâíåíèå äëÿ ìîìåíòà ê -ãî
ïîðÿäêà (ôóíêöèè òèïà Dr...r � ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñòðóêòóð-
íîãî òåíçîðà ê -ãî ðàíãà), ïîëó÷åííîå îïèñàííûì ìåòîäîì èç óðàâ-
íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, áóäåò ñîäåðæàòü ìîìåíò ñëåäóþùåãî ïîðÿä-
êà, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò ýòó ñèòóàöèþ îò ïîëîæåíèÿ äåë â
òåðìîäèíàìèêå. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî äàæå ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü �
ñèñòåìà íå ðàâíîâåñíàÿ, îïèñàíèå êîòîðîé äî ñèõ ïîð îñíîâûâàåòñÿ
íà äîïîëíèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ èëè ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ
â çàâèñèìîñòè îò ïðîíèöàòåëüíîñòè èëè èíòóèöèè ïðåäëàãàþùèõ
èõ àâòîðîâ. Íèæå ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îñíî-
âàííûå íà ãèïîòåçàõ è ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ À.Í Êîëìîãîðîâà
è À.Ì. Îáóõîâà.

Óïðàæíåíèå
K-ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (24), îïèñûâàþùåãî

äâèæåíèå æèäêîñòè â êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷-
íîñòè ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå:
(

∂

∂t
+ νk2

)
vi (k)+

i

2
4ijl (k)

∑

k1

vj (k1) vl (k− k1) = 0, i, j, l = 1, 2, 3;

4ijl (k) = 4il (k) kj +4ij (k) kl, 4ij (k) = δij − kikj

k2
, k = |k| .

Çäåñü

u (x, t) =
∑

k

eik·xv (k, t) , k =
2π

L
(m,n, p) , k · v (k, t) = 0,

m, n, p � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, âêëþ÷àÿ
íóëü.

Ñôîðìóëèðóéòå äëÿ ýòîãî K-ïðåäñòàâëåíèÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è ïîêàæèòå, ÷òî

K =
∞∫

0

E (k) dk, ε = 2ν

∞∫

0

k2E (k) dk.
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×òî òàêîå çäåñü E (k)?
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Çàêîíû ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ïî
ñöåíàðèþ Ðè÷àðäñîíà-Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà

Ýñêèç ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, ñäåëàííûé Ðè÷àðäñîíîì ñ åãî
êàñêàäíûì ìåõàíèçìîì äðîáëåíèÿ âèõðåé, òðóäàìè À.Í. Êîëìî-
ãîðîâà è À.Ì. Îáóõîâà ïðåâðàòèëñÿ â íàñòîÿùèé øåäåâð íàó÷íîé
ìûñëè, øèðîêî ïðèìåíÿåìûé äëÿ îïèñàíèÿ ïðèðîäíûõ è òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ äâèæåíèé æèäêîñòè òàêèõ êàê õàîòè÷åñêèå òå÷åíèÿ
â òðóáàõ, ðåêàõ, îêåàíå, àòìîñôåðå, çâåçäàõ è äàæå ãàëàêòèêàõ.
Ñóòü òåîðèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óæå íà ïðèìåðå òå÷åíèÿ Êîë-
ìîãîðîâà ìû âèäåëè, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðâè÷íîãî òå÷åíèÿ
ïðè äîñòèæåíèè ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì âèõðåé, óñòóïàþùèõ ïî ñâîèì
ðàçìåðàì è ñêîðîñòÿì â íèõ ïåðâè÷íîìó ðåæèìó, à, ñëåäîâàòåëü-
íî, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ è ìåíüøèì, ÷åì ïåðâîíà÷àëüíîå, çíà÷åíè-
åì ñâîåãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ñ óâåëè÷åíèåì ïåðâè÷íîãî èëè, êàê
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ãëîáàëüíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ðàñòåò è ÷èñ-
ëî Ðåéíîëüäñà âòîðè÷íîãî ðåæèìà, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü, òåðÿÿ
óñòîé÷èâîñòü, óñòóïàåò ìåñòî íîâîìó âèõðåâîìó ðåæèìó ñ ìåíü-
øèì, ÷åì âòîðè÷íîå, çíà÷åíèåì ìåñòíîãî èëè ëîêàëüíîãî ÷èñëà
Ðåéíîëüäñà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè î÷åíü áîëüøèõ ãëîáàëüíûõ ÷èñëàõ
Ðåéíîëüäñà òàêîé ðè÷àðäñîíîâñêèé ïðîöåññ äåëåíèÿ âèõðåé áóäåò
ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíîå ëîêàëüíîå ÷èñëî Ðåé-
íîëüäñà íå îêàæåòñÿ äîêðèòè÷åñêèì, íå ïðåâûøàþùèì êðèòè÷å-
ñêîãî çíà÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, çà êîòîðîå èñêëþ-
÷èòåëüíî ðàäè óäîáñòâà ðàññóæäåíèé ìû ïðèìåì åäèíèöó.

Ýòîìó ðè÷àðäñîíîâñêîìó íàáðîñêó ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ïî
êðàéíåé ìåðå íå ïðîòèâîðå÷àò ìíîãî÷èñëåííûå íàáëþäàòåëüíûå
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíîé
ìîùíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè (à) è
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñêîðîñòè äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé
ýíåðãèè îò âîëíîâîãî ÷èñëà (á).
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äàííûå è ðåçóëüòàòû ëàáîðàòîðíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé,
ñîãëàñíî êîòîðûì òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
E (k) òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 2νk2E (k)
ñêîðîñòè äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè îò âîëíîâîãî ÷èñëà ïðè
áîëüøèõ ãëîáàëüíûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà èìåþò âèä, ïðåäñòàâëåí-
íûé íà Ðèñ. 1à è 1á ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî îáëàñòè íàêà÷êè
� ïðèòîêà è äèññèïàöèè � ñòîêà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ëîêàëèçî-
âàíû è ñèëüíî ðàçíåñåíû â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, â ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ ïóëüñàöèé
(âîçìóùåíèé èëè îòêëîíåíèé ñðåäíåãî òå÷åíèÿ), à ìåæäó íèìè íà-
õîäèòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé äèññèïàöèÿ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Â
êàæäîé èç óêàçàííûõ îáëàñòåé, íàçûâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî ýíåð-
ãåòè÷åñêèì èíòåðâàëîì, èíòåðâàëîì äèññèïàöèè è èíåðöèîííûì
èíòåðâàëîì äåéñòâóþò ñâîè çàêîíû òóðáóëåíòíîñòè, óñòàíîâëåí-
íûå À.Í. Êîëìîãîðîâûì è À.Ì. Îáóõîâûì.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñ ýíåðãåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óñòàíîâèâøèéñÿ ïðîöåññ, â êî-
òîðîì ìîùíîñòü âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè óðàâíîâåøèâàåòñÿ
ñêîðîñòüþ åå äèññèïàöèè

ε = 2ν

∞∫

0

k2E (k) dk. (1)

Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ âíåøíèõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ðàç-
âèòîé òóðáóëåíòíîñòè åñòåñòâåííî âûáèðàþòñÿ ôèçè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñðåäû � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ν, ïëîòíîñòü ρ, ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü U òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ, åå õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå (àì-
ïëèòóäà) 4U è ëèíåéíûé ìàñøòàá L, íà êîòîðîì ýòî èçìåíåíèå
íàáëþäàåòñÿ. Â ïðèíÿòûõ îãðàíè÷åíèÿõ âåëè÷èíà ε åñòü êîíñòàí-
òà ðàçìåðíîñòè ñì2/c3, êîòîðóþ, èñêëþ÷àÿ 4U , òàêæå èñïîëüçó-
þò â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà â çàâèñèìîñòè îò
óäîáñòâà òðàêòîâêè òîãî èëè èíîãî ôèçè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà. Êðî-
ìå òîãî, åñëè ðå÷ü íå èäåò î äàâëåíèè è ñâÿçàííûõ ñ íèì õàðàêòå-
ðèñòèêàõ, òî èç ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ ïëîòíîñòü, ïîñêîëüêó
ðàçìåðíîñòè èíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí, òàêèå êàê ñêîðîñòü, ñïåê-
òðàëüíûå ïëîòíîñòè è ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè, íå ñîäåðæàò ðàçìåð-
íîñòü ìàññû. Îòìåòèì åùå îäèí îáùèé äëÿ âñåãî ñïåêòðà òóðáó-
ëåíòíîñòè ôàêò, ñâÿçàííûé ñ âêëþ÷åíèåì U â ÷èñëî îïðåäåëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäíèé ïåðåíîñ íå âëèÿåò (âàæíà
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ëèøü åãî ìàêñèìàëüíàÿ èçìåí÷èâîñòü 4U) íè íà ïðîñòðàíñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ýéëåðîâûõ ïîëåé ñêîðîñòè, íè íà âðåìåííûå
äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ëàãðàíæåâûõ (äâèæóùèõñÿ âìåñòå
ñ æèäêîñòüþ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, æèäêèõ) ÷àñòèö, íî ñêàæåò-
ñÿ íà âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ýéëåðîâûõ ïîëåé, ïîòîìó ÷òî
èõ âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ çà âðåìÿ τ â äàííîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà ïðîèñõîäèò èç-çà ïðèõîäà â ýòó òî÷êó æèäêîé ÷àñòè-
öû, îòñòîÿùåé îò íåå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ðàññòîÿíèè
Uτ . Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ êîíêðåòíûõ çàêîíîâ, ãîñïîä-
ñòâóþùèõ â êàæäîì èç óïîìÿíóòûõ èíòåðâàëîâ.

à) Ýíåðãåòè÷åñêèé èíòåðâàë óäîáíî îïðåäåëèòü êàê îêðåñò-
íîñòü âîëíîâîãî ÷èñëà k = K0, â êîòîðîì ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ýíåðãèè äîñòèãàåò ìàêñèìóìà (Ðèñ. 1à), à âåëè÷èíó L0 = 2π/K0

ïðèíÿòü çà âíåøíèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè. Áîëüøèå çíà÷åíèÿ
ãëîáàëüíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

R =
4UL0

ν
(2)

îçíà÷àþò îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ âÿçêîñòè (àâòîìîäåëüíîñòü ïî âÿç-
êîñòè) â ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå, à, ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîáðà-
æåíèé ðàçìåðíîñòè

ε ∼ (4U)3

L0
= 4UL0

(4U

L0

)2

. (3)

Â ñèëó (B.14) ( âòîðîå ñëàãàåìîå â íåì ðàâíî íóëþ) âåëè÷èíà ε ñî-
ïîñòàâèìà ñî ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè â ãèïîòåòè÷åñêîé æèäêîñòè,
âÿçêîñòü êîòîðîé ν = 4UL0, èçìåðåííàÿ âÿçêîñòüþ ðàññìàòðèâà-
åìîé æèäêîñòè, ðàâíà 4UL0/ν = R (íà ñàìîì äåëå îíà ðàâíà îò-
íîøåíèþ R/Rêð, íî ìû äîãîâîðèëèñü ñ Âàìè ïîëàãàòü Rêð óñëîâ-
íî ðàâíûì åäèíèöå). Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò òóðáóëåíòíîé âÿçêî-
ñòüþ, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì â ñîãëàñèè ñ èäååé ðè÷àðäñîíîâñêîãî
êàñêàäà äèññèïàòèâíóþ ðîëü ïóëüñàöèé ñêîðîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
ñðåäíåìó òå÷åíèþ.

á) Èíòåðâàë äèññèïàöèè çàäàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ âîëíîâîãî ÷èñ-
ëà k = k0, íà êîòîðîì ñêîðîñòü äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà (ñì. Ðèñ. 1á). Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìàñøòàá
äëèíû l0 = 2π/k0 íàçûâàþò âíóòðåííèì ìàñøòàáîì òóðáóëåíò-
íîñòè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ε è òðåáî-
âàíèÿ, ÷òî â èíòåðâàëå äèññèïàöèè ëîêàëüíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà
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ïîðÿäêà åäèíèöû:

ε ∼ (4U)3

L0
∼ ν

(
u0

l0

)2

, Rl0 =
u0l0
ν

∼ 1.

Çäåñü u0 � õàðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà ñêîðîñòè íà äèñòàíöèè l0.
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2) ñëåäóåò, ÷òî

l0 ∼
(

ν3

ε

)1/4

= L0R
−3/4, u0 ∼ (εν)1/4 = 4UR−1/4. (4)

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè l0, êîòî-
ðûé åùå íàçûâàþò ìàñøòàáîì Êîëìîãîðîâà, âìåñòå ñ àìïëèòóäîé
ïóëüñàöèé ñêîðîñòè â èíòåðâàëå äèññèïàöèè ïàäàþò ñ óâåëè÷åíèåì
ãëîáàëüíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ïðèðàâíèâàÿ äèññèïàöèþ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè â ôîðìå (3) ê äèññèïàöèè â îáëàñòè λ ¿ l0, ò. å.
ïîëàãàÿ

4UL0

(4U

L0

)2

∼ ν

(
uλ

λ

)2

,

ïîëó÷èì
uλ ∼ 4U

L0
λR1/2 ∼ u0

l0
λ, (5)

÷òî óêàçûâàåò íà ëàìèíàðíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâà-
åìîé îáëàñòè â ñîãëàñèè ñ äîêðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ÷èñëà Ðåé-
íîëüäñà.

Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî îöåíêè (4) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ
èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, ïî ñóòè íå ìåíåå ñòðîãèõ, ÷åì ïðèâå-
äåííûé çäåñü ÿêîáû âûâîä ýòèõ îöåíîê, êîòîðûé ñëåäóåò ðàññìàò-
ðèâàòü ëèøü êàê ôèçè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ê íèì. Ýòî çàìå÷àíèå
îòíîñèòñÿ è êî âñåì ïîñëåäóþùèì ôèçè÷åñêèì ðàçúÿñíåíèÿì, ñî-
ïóòñòâóþùèì ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè.

â) Èíåðöèîííûé èíòåðâàë. Ê íåìó îòíîñÿòñÿ âîëíîâûå ÷èñëà
k è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàñøòàáû λ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

K0 ¿ k ¿ k0, L0 À λ À l0, (6)

÷òî ïîçâîëÿåò ôîðìóëèðîâàòü óíèâåðñàëüíûå çàêîíû òóðáóëåíò-
íîñòè, ñâîáîäíûå îò âëèÿíèÿ "êðàåâûõ ýôôåêòîâ" � äâèæåíèé â
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ýíåðãåòè÷åñêîé è äèññèïàòèâíîé îáëàñòÿõ. Ñîãëàñíî ïåðâîé ãèïî-
òåçå Êîëìîãîðîâà î ëîêàëüíîé îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïíîñòè òóð-
áóëåíòíîñòè âíå ýíåðãåòè÷åñêîãî èíòåðâàëà â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþ-
ùèõ íåçàâèñèìûõ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
ìîæíî âçÿòü ε, U , ν. Ñëåäóþùèé ðåøàþùèé øàã, ñäåëàííûé À.Í.
Êîëìîãîðîâûì, ñîñòîèò â ãèïîòåçå (âòîðàÿ ãèïîòåçà Êîëìîãîðî-
âà) î ïîñòîÿíñòâå ïîòîêà ýíåðãèè ïî ñïåêòðó âî âñåì èíåðöèîííîì
èíòåðâàëå. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðåäà÷à ýíåðãèè ïî ñïåêòðó ïðîèñõîäèò áåç ó÷àñòèÿ âÿçêîñòè ñî
ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè ãåíåðàöèè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñî
ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè ε êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî âòîðîé ãèïîòåçå Êîëìîãîðîâà â èíåð-
öèîííîì èíòåðâàëå õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíîñòè àâòîìî-
äåëüíû ïî ν è çàâèñÿò ëèøü îò ε, U è âîëíîâîãî ÷èñëà k èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, îò ðàññòîÿíèÿ λ, íà êîòîðîì èçìåíåíèå ñêîðî-
ñòè ðàâíî uλ. Îòñþäà ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè ñ ó÷åòîì çà-
ìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî îòíîñèòåëüíî U , ñëåäóåò çàêîí Êîëìîãîðîâà-
Îáóõîâà

uλ ∼ (ελ)1/3 ∼
(

ε

k

)1/3

, (7)

êîòîðûé â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðèíèìàåò
âèä

E (k) ∼ ε2/3k−5/3, (8)

èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì "çàêîí -5/3 Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà".
Âíîâü, êàê è ðàíåå, ôîðìóëèðóÿ (7) è (8), ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåð-

íîñòè ìîæíî ïîäêðåïèòü ôèçè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè, âûðàæàÿ ε
â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ÷åðåç òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü ν = λuλè
êâàäðàò ãðàäèåíòà ñêîðîñòè:

ε ∼ λuλ

(
uλ

λ

)2

=
u3

λ

λ
,

èëè ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ÷òî

u2
λ =

∞∫

k

E (k) dk ∼
(

ε

k

)2/3

∼ (ελ)2/3 .

Âèäíî, ÷òî îáå îöåíêè äàþò çàêîí Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà, ïîëó÷åí-
íûé èç ñîîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè.
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×àñòîòíûé ñïåêòð ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, åñëè ðå÷ü èäåò
î êîëåáàíèÿõ ýéëåðîâûõ ïîëåé ñêîðîñòè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíÿåò ïî óïîìÿíóòîé âûøå ïðè÷èíå èíòåðâàë,
íèæíèé êîíåö êîòîðîãî Ω0 ∼ U/L0, à âåðõíèé � ω0 ∼ U/l0 =
(U/L0) R3/4. Èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó ïðèíàäëåæàò ÷àñòîòû ω ∼
U/λ ∼ Uk è õàðàêòåðíûå âðåìåíà τ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

U

L0
¿ ω ¿ U

L0
R3/4,

L0

U
À τ À L0

U
R−3/4, (9)

ïðè÷åì ñèëüíîå íåðàâåíñòâî ω À U/L0 îçíà÷àåò, ÷òî ëîêàëü-
íûå õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíîñòè ïðàêòè÷åñêè "íå çàìå÷à-
þò"íåñòàöèîíàðíîñòè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, åñëè òàêîâàÿ ïðèñóòñòâó-
åò.

Àìïëèòóäà (èçìåíåíèå) uτ ýéëåðîâà ïîëÿ ñêîðîñòè â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà çà âðåìÿ τ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
λ = Uτ â (7):

uτ ∼ (εUτ)1/3 . (10)

Êðîìå (7) ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû èñïîëüçóåòñÿ ãèïîòåçà "çà-
ìîðîæåííîé"òóðáóëåíòíîñòè (ãèïîòåçà Òýéëîðà (1938)), ñîãëàñíî
êîòîðîé çà âðåìÿ τ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïîëÿ ïóëüñàöèé
ñî ñêîðîñòüþ U ýòè ïóëüñàöèè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó
îäíîâðåìåííàÿ àìïëèòóäà ðàçíîñòåé ïóëüñàöèé ñêîðîñòè uλ íà ðàñ-
ñòîÿíèè λ ðàâíà àìïëèòóäå ðàçíîñòè, èçìåðåííîé â îäíîé òî÷êå ñ
ïðîìåæóòêîì âðåìåíè τ ïåðåíîñà íà ðàññòîÿíèå λ = Uτ. Ïîíÿòíî,
÷òî ôîðìóëà (10) õîðîøî ðàáîòàåò â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå èëè
ñèëüíîì âåòðå ïðè íàòóðíûõ èçìåðåíèÿõ, êîãäà U ∼ 10− 20 ì/ñ, à
τ ïðèíàäëåæèò èíåðöèîííîìó èíòåðâàëó âðåìåíè, ò.å. äîñòàòî÷íî
ìàëà. Èçìåíåíèå vτ ñêîðîñòè ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû çà òî æå âðåìÿ
τ íå çàâèñèò îò U , è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè
ðàâíî

vτ ∼ (ετ)1/2 . (11)

Ôîðìóëû (7) è (10), èñïîëüçóÿ (3), ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìè-
íàõ 4U è L0:

uλ

4U
∼

(
λ

L0

)1/3

,
uτ

4U
∼

(
τ

T

)1/3

. (12)
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Îòñþäà âèäíî ñâîéñòâî ïîäîáèÿ ëîêàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè: ìåë-
êîìàñøòàáíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷å-
íèé îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìàñøòàáàìè èçìåðåíèÿ äëèí è ñêîðîñòåé
èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, äëèí è âðåìåí.

Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó k ∼ ω/U â (8), ïîëó÷àåì ÷àñòîòíóþ ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè

E (ω) = (Uε)2/3 ω−5/3, ω ∼ kU (13)

äëÿ êîëåáàíèé ýéëåðîâûõ ïîëåé ñêîðîñòè, ïðè÷åì E (ω) dω åñòü
ýíåðãèÿ, çàêëþ÷åííàÿ â ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå dω.

×àñòîòà êîëåáàíèé ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû íå çàâèñèò îò U è ðàâ-
íà σ ∼ ukk ∼ uλ/λ. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè

E (σ) ∼ εσ−2, σ ∼ ukk ∼ uλ/λ. (14)

Ôîðìóëû (13) è (14) ñîîòíîñÿòñÿ ïîäîáíî (10) è (11), ïðè÷åì ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî E (ω) dω = E (σ) dσ.

Îòìåòèì åùå îäíó âàæíóþ îñîáåííîñòü ðàçâèòîé òóðáóëåíòíî-
ñòè â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå � çàêîí äèôôóçèè ëàãðàíæåâûõ ÷à-
ñòèö, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè λ. Ñêîðîñòü óäàëåíèÿ ÷àñòèö,
ðàâíàÿ ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè

dλ

dt
∼ (ελ)1/3 , (15)

ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì λ, ò. å. ïðîöåññ ñàìîóñêîðÿþùèéñÿ. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò ïîä âëèÿíèåì òîëüêî òåõ
ïóëüñàöèé, ìàñøòàá êîòîðûõ 6 λ: ïóëüñàöèè áîëüøèõ ìàñøòàáîâ
îñóùåñòâëÿþò ëèøü òðàíñëÿöèþ � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÷àñòèö
áåç èçìåíåíèÿ äèñòàíöèè ìåæäó íèìè.

Çàêîí Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà â òåðìèíàõ ñòðóêòóðíûõ ôóíê-
öèé. Ñîãëàñíî ïåðâîé ãèïîòåçå Êîëìîãîðîâà î ëîêàëüíîé îäíîðîä-
íîñòè è èçîòðîïíîñòè ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè λ ¿ L0 åå ïðî-
ñòðàíñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò ëèøü îò λ, ν è ε. Â ÷àñòíî-
ñòè, ôîðìóëû (B.19)-(B.21), ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåéëåêöèè, ñ
òî÷íîñòüþ äî çàìåíû r íà λ îïèñûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé â äèññèïàòèâíîì èíòåðâàëå ïðè λ ¿ l0
èìåííî â òåðìèíàõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ:

λ ¿ l0 : Dii (λ) ≈ ε

3ν
λ2, Dλλ (λ) ≈ 1

15
ε

ν
λ2, Dtt (λ) =

2
15

ε

ν
λ2. (16)
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Â èíåðöèîííîì æå èíòåðâàëå (6) ñîãëàñíî âòîðîé ãèïîòåçå Êîë-
ìîãîðîâà çàâèñèìîñòü îò ν èñ÷åçàåò, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñîîá-
ðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè ñïåêòðàëüíîìó çàêîíó -5/3 Êîëìîãîðîâà-
Îáóõîâà (8) â K-ïðîñòðàíñòâå îòâå÷àåò çàêîí -2/3 Êîëìîãîðîâà-
Îáóõîâà â R-ïðîñòðàíñòâå:

Dλλ (λ) = Cε2/3λ2/3, L0 À λ À l0, (17)

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûé çàêîí ñïðàâåäëèâ äëÿ ïîïåðå÷íîé

ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè è ñëåäà ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà:

Dtt (λ) =
4
3
Cε2/3λ2/3, Dii (λ) =

11
3

Cε2/3λ2/3, L0 À λ À l0, (18)

ïðè÷åì âõîäÿùèå â íèõ êîíñòàíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç C ïóòåì ïîä-
ñòàíîâêè (17) â ôîðìóëû (ñì. Ëåêöèþ Â, äâå ôîðìóëû, ñëåäóþùèå
ïîñëå (B.10)):

Dtt =
1
2λ

d

dλ

(
λ2Dλλ

)
, Dii (λ) = 2Dtt (λ) + Dλλ (λ) . (19)

Â òîì, ÷òî -2/3-çàêîíó â R-ïðîñòðàíñòâå îòâå÷àåò -5/3-çàêîí â
K-ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíè-
åì, èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé,
î êîòîðûõ øëà ðå÷ü íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Â ÷àñòíîñòè (âûïîë-
íèòå âåñüìà ïîëåçíîå è íå ñîâñåì ïðîñòîå Óïðàæíåíèå 1), ñïåê-
òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñâÿçàíà ñî ñëåäîì ñòðóêòóðíîãî òåí-
çîðà ñîîòíîøåíèåì

E (k) = − k

2π

d

dk


1

k

∞∫

0

sin (kλ)
dDii (λ)

dλ
dλ


 , (20)

ïîñëå ïîäñòàíîâêè â êîòîðîå âòîðîé ôîðìóëû (18) ïîëó÷èì " - 5/3-
çàêîí"ñ êîíñòàíòîé, âûðàæåííîé ÷åðåç C:

E (k) =
55
27

Γ
(

2
3

)
cos

(
π

6

)
Cε2/3k−5/3 = 0.76Cε2/3k−5/3. (21)

Òàêèì îáðàçîì, ïî èçâåñòíîé êîíñòàíòå îäíîãî èç ïðåäñòàâ-
ëåíèé çàêîíà Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà ìîæíî âîññòàíîâèòü êîíñòàí-
òó ëþáîãî äðóãîãî åãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îäíàêî îöåíèòü ëþáóþ èç
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óïîìÿíóòûõ êîíñòàíò, íàïðèìåð C, èç ñîîáðàæåíèé ïîäîáèÿ óæå
íåâîçìîæíî, íà ÷òî óêàçûâàë åùå À.Í. Êîëìîãîðîâ. Ìíîãî÷èñ-
ëåííûå îöåíêè íà îñíîâå íàáëþäàòåëüíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîé êîëìîãîðîâñêîé
îöåíêè è êîëåáëþòñÿ â ïðåäåëàõ 1.5 / C / 2. Ïîïûòêè òåîðåòè-
÷åñêîé îöåíêè êîíñòàíòû C, íà÷àòûå åùå â 60-å ãîäû ïðîøëîãî
âåêà è ïðîäîëæàåìûå ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà òåîðèè ðåíîðìãðóï-
ïû êâàíòîâûõ òåîðèé, êàê ïðàâèëî, äàþò çàâèñèìîñòü C = C(qi)
îò ðÿäà íåêîòîðûõ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ qi, ñâÿçàííûõ ñ ïðèíè-
ìàåìûìè â òåîðèÿõ ãèïîòåçàìè. Ìåæäó òåì âîçìîæíà ñèòóàöèÿ,
êîãäà ýòè âíåøíèå ïàðàìåòðû ìîãóò ñëàáî âëèÿòü íà ÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû C(qi). Â íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå ýòà èäåÿ áû-
ëà ðåàëèçîâàíà Å.Á. Ãëåäçåðîì (1986) íà îñíîâå äèñêðåòíîãî àíà-
ëîãà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, âîñïðîèçâîäÿùåãî ðè÷àðäñîíîâñêèé
êàñêàäíûé ìåõàíèçì ïåðåäà÷è ýíåðãèè ïî ñïåêòðó â äèñêðåòíîì
ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë. Çàâèñèìîñòü C îò êîýôôèöèåíòà q
äðîáëåíèÿ ìàñøòàáîâ � îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ âîçìó-
ùåíèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÿðóñîâ (ñòóïåíåé êàñêàäà) ïðåäñòàâëåíà
íà Ðèñ. 2. Íàèáîëåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòîèò â ñóùåñòâî-
âàíèè øèðîêîãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ q, â êîòîðîì C åñòü ìåä-
ëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ q ñî çíà÷åíèÿìè, áëèçêèìè ê ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î íåé êàê îá óíèâåðñàëüíîé
êîíñòàíòå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè.

Ñîíì àòìîñôåðíûõ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ è íåîäíîêðàò-
íî âîñïðîèçâåäåííûõ ëàáîðàòîðíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé
ïîäòâåðæäàþò ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíîâ Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà â ðå-
àëüíûõ õîðîøî ðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ. Äî ñèõ ïîð, îä-
íàêî, íå óäàëîñü óáåäèòåëüíî ðåøèòü ïðîáëåìó ñøèâêè èíåðöè-
îííîãî è äèññèïàòèâíîãî èíòåðâàëîâ. Äåëî â òîì, ÷òî èíòåãðàë â
âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ε = 2ν

∞∫

0

k2E (k) dk

ïîñëå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè â íåãî (21) îêàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿ-
ùèìñÿ, õîòÿ åãî ñõîäèìîñòü ñëåäóåò êàê èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæå-
íèé, òàê è èç ïîâåäåíèÿ (16) ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïðè λ ¿ l0.
Íåîäíîêðàòíûå, ïîðîé âåñüìà óòîí÷åííûå, ïîïûòêè íàéòè ïðîäîë-
æåíèå -5/3 çàêîíà íà äèññèïàòèâíîì èíòåðâàëå íàòàëêèâàþòñÿ íà
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îïðåäåëåííûå ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Äåëî â òîì, ÷òî â
ðàññìàòðèâàåìîì ñöåíàðèè ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè öåíòðàëüíàÿ
ðîëü îòâîäèòñÿ ε, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé,
÷òî àâòîìàòè÷åñêè ëîêàëèçóåò ïðîöåññ äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé
çíåðãèè â îêðåñòíîñòè ìàñøòàáà Êîëìîãîðîâà l0 =

(
ν3/ε

)1/4. Îä-
íàêî, âûïîëíåííûå çà ïîñëåäíèå ãîäû ïðåöèçèîííûå èçìåðåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè ε = ε (r,t) åñòü ôóíêöèÿ êîîð-
äèíàò è âðåìåíè, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ íà ìàñøòàáû, ñóùåñòâåííî
ìåíüøèå ìàñøòàáà Êîëìîãîðîâà. Êðîìå òîãî, â ðàçâèòûõ òóðáó-
ëåíòíûõ òå÷åíèÿõ îáíàðóæåíû âèõðåâûå ñòðóêòóðû â âèäå íèòåé,
íàçûâàåìûõ â òåîðèè ïîëÿ ñòðóíàìè, ñ ïðîäîëüíûì ìàñøòàáîì ïî-
ðÿäêà L0 è ïîïåðå÷íûì ìàñøòàáîì ïîðÿäêà l0. Ýòî ïðèâîäèò ê
àíèçîòðîïèè äèññèïàöèè, êîòîðàÿ ôîêóñèðóåòñÿ íà áîêîâûõ ñòåí-
êàõ ñòðóíû � îáëàñòÿõ íàèáîëüøåãî îáîñòðåíèÿ ãðàäèåíòîâ ñêîðî-
ñòè. Áûñòðûå ðîæäåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ñòðóí ïîðîæäàåò burst-û
� âñïûøêè äèññèïàöèè, ñ êîòîðûìè ñâÿçûâàþò ïðîöåññ ïåðåìåæà-
åìîñòè òóðáóëåíòíîñòè � ýïèçîäè÷åñêèå íåðåãóëÿðíûå àâòîêîëåáà-
íèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà ñ àìïëèòóäàìè, ñîïîñòàâèìûìè ñ âåëè÷èíîé
ñðåäíåãî òå÷åíèÿ. Òðóäíî ñêàçàòü, ÷òî çäåñü êóðèöà, à ÷òî � ÿé-
öî, îäíàêî åùå îñíîâîïîëîæíèêè òåîðèè À.Í. Êîëìîãîðîâ è À.Ì.
Îáóõîâ, à òàêæå Ë.Ä. Ëàíäàó óêàçûâàëè íà âîçìîæíîñòü çàâèñè-
ìîñòè ε = ε (r,t) è åå ðåøàþùåãî âëèÿíèÿ íà ïîâåäåíèå êðóïíîìàñ-
øòàáíûõ êîìïîíåíò òóðáóëåíòíîñòè. Íà óòî÷íåíèè è ïîñòðîåíèè
òåîðèè îáðèñîâàííîãî çäåñü íîâîãî ñöåíàðèÿ ðàçâèòîé òóðáóëåíò-
íîñòè è ñîñðåäîòî÷åíû ñîâðåìåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè-
÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ñðåäè êîòîðûõ îòìå÷ó ðàáîòó Å.Á. Ãëåäçåðà
(2005), ñîäåðæàùóþ, â ÷àñòíîñòè, îáçîð ñîâðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ
äåë â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíñàìáëü
äèñêðåòíûõ è êîíòèíóàëüíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà,
îïèñûâàþùèõ óïîìÿíóòûå ñöåíàðèè òóðáóëåíòíîñòè êàê ñèòóàöèþ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à èñêëþ÷åíèåì èç ïðàâèëà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîíà-
÷àëüíûé ñöåíàðèé. Óïîìÿíóòü ñëåäóåò è ïðîáëåìó îïèñàíèÿ òàê
íàçûâàåìûõ êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð � ïðîñòðàíñòâåííî óïîðÿäî÷åí-
íûõ îáðàçîâàíèé, íàáëþäàåìûõ ïðè ñèëüíî çàêðèòè÷åñêèõ ÷èñëàõ
Ðåéíîëüäñà. Íå îáñóæäàÿ ãèïîòåç âîçíèêíîâåíèÿ òàêîé ñàìîîðãà-
íèçàöèè êðóïíîìàñøòàáíûõ ìîä, îòìå÷ó ëèøü íåðåãóëÿðíîñòü èõ
âðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ, âîçìîæíî ñâÿçàííóþ ñ òàê íàçûâàåìîé ìà-



Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü 361

ëîêîìïîíåíòíîé òóðáóëåíòíîñòüþ, ñ êîòîðîé ìû óæå èìåëè äåëî
ïðè îáñóæäåíèè ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè Ëîðåíöà ïðèìåíèòåëüíî ê
îïèñàíèþ ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñîãëàñíî (B.2) è (B.9) òðåõìåðíîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
ñëåäà ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà èìååò âèä

Dii (r) = 2
∞∫∫∫

−∞
[1− cos (k · r)] Φii (k) d3k, (22)

ãäå äëÿ ëîêàëüíî îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè

Φii (k) =
E (k)
2πk2

. (23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëîêàëüíî îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü îäíîìåðíîå ðàçëîæåíèå

Dii (r) = 2
∞∫

−∞
[1− cos (kr)]V (k) dk. (24)

Äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî

Φii (k) = − 1
2π

dV (k)
dk

, (25)

à çàòåì è ôîðìóëó (20).

Ðåøåíèå. Äåéñòâóÿ ãðàäèåíòîì íà (22), ïîëó÷èì ôóðüå-
ðàçëîæåíèå äëÿ ∇Dii (r):

∇Dii (r) = 2k
∞∫∫∫

−∞
sin (k · r) Φii (k) d3k.

Îáðàùàÿ ýòó ôîðìóëó, ò.å. áåðÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
èìååì

Φii (k) =
k

16π3k2

∞∫∫∫

−∞
sin (k · r)∇Dii (r) d3k, (26)
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ïðè÷åì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ

k∇Dii (r) =
kr
r

dDii (r)
dr

.

Ââîäÿ â K-ïðîñòðàíñòâå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è èíòåãðèðóÿ ïî
óãëîâûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

Φii (k) =
1

4πk2

∞∫

0

[sin (kr)− kr cos (kr)]
dDii (r)

dr
dr. (27)

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ îäíîìåðíîå ðàçëîæåíèå (24) è îá-
ðàùàÿ ðåçóëüòàò, íàõîäèì

V (k) =
1

2πk

∞∫

0

sin (kr)
dDii (r)

dr
dr. (28)

Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìóëû (28)
ïî k ñ (27), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (25), êîòîðàÿ ñîâìåñòíî (23) è (28)
äàåò (20).

2. Èñïîëüçóÿ (18), ïðîèíòåãðèðóéòå (20).
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Ñïåöèôèêà àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè

Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ñ ó÷åòîì íåñæèìàåìîñòè
ñðåäû (ρ = ρ0 =const) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂ 〈ui〉
∂t

+ 〈uj〉 ∂ 〈ui〉
∂xj

= − 1
ρ0

∂ 〈p〉
∂xi

−
∂

〈
u′iu

′
j

〉

∂xj
+ ν4〈ui〉 , (1)

ãäå 〈u′i〉 = 0 (i = 1, 2, 3), à âåëè÷èíà

τij =
〈
u′iu

′
j

〉
(2)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà.
Ïî àíàëîãèè ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ âÿçêîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé

è êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
(Ëåêöèÿ 21) òðàäèöèîííûé ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ñïîñîá çàìûêàíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì äèññèïàòèâíîãî âëèÿíèÿ ïóëüñàöèé ñêîðî-
ñòè u′i íà ñðåäíåå òå÷åíèå 〈ui〉 ñîñòîèò â òðàêòîâêå òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé Ðåéíîëüäñà êàê òåíçîðà íàïðÿæåíèé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè:

τij = −νòóðá

(
∂ 〈ui〉
∂xj

+
∂ 〈uj〉
∂xi

)
, (3)

ãäå òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü ν ∼ 4UL0 (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ãèïîòåçû çà-

ìûêàíèÿ (3) âûáîð çíà÷åíèé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè çàâèñèò îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ, ïî êîòîðûì äâèæåíèå
óñðåäíÿåòñÿ, è, êàê ïðàâèëî, νòóðá íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâîñ-
õîäèò êèíåìàòè÷åñêóþ âÿçêîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ïîñëåä-
íèì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè (1). Íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè àò-
ìîñôåðíîãî ñëîÿ Ýêìàíà, èñõîäÿ èç íàáëþäåíèé, ÷òî âûñîòà ïëà-
íåòàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ àòìîñôåðû δE = (ν/Ω)1/2 ïîðÿäêà
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íåñêîëüêèõ ñîòåí ìåòðîâ, çíà÷åíèå òóðáóëåíòíîãî êîýôôèöèåíòà
âÿçêîñòè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 105 + 106 ñì2ñ−1, ïðåâîñõîäÿùèì
çíà÷åíèå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè âîçäóõà íà øåñòü-ñåìü ïîðÿä-
êîâ.

Îäíà èç îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî îáëàñòè ïðèòîêà è ñòîêà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ðàçíåñåíû íå òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë, íî è â ðå-
àëüíîì ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Äèññèïàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ïðîèñõîäèò ãëàâíûì îáðàçîì â ïëàíåòàðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå,
âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ïðèçåìíûé ñëîé âûñîòîé íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
ìåòðîâ, â êîòîðîì äîìèíèðóåò òðåíèå î ïîäñòèëàþùóþ ïîâåðõ-
íîñòü, ðàñïðîñòðàíÿþùåå ñâîå âëèÿíèå èç-çà òóðáóëåíòíîãî ïåðå-
ìåøèâàíèÿ íà âåñü ñëîé. Ðàññìîòðèì îáà ýòèõ ñëîÿ ñ ïîçèöèé òåî-
ðèè òóðáóëåíòíîñòè.

1. Òóðáóëåíòíîñòü â ïðèçåìíîì ñëîå àòìîñôåðû. Îãðà-
íè÷èìñÿ ðàäè ïðîñòîòû èçó÷åíèåì íåéòðàëüíî ñòðàòèôèöèðîâàí-
íîãî ñëîÿ, ñâîáîäíîãî îò âëèÿíèÿ àðõèìåäîâûõ ñèë. Ïîñêîëüêó â
îêðåñòíîñòè çåìíîé ïîâåðõíîñòè ñèëû äàâëåíèÿ è Êîðèîëèñà ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëàìè òðåíèÿ, òî íåéòðàëüíî ñòðàòèôèöèðîâàí-
íûé ïðèçåìíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáëàñòü, â êî-
òîðîé íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ óðàâíîâåøèâàþòñÿ íàïðÿæåíèÿìè Ðåé-
íîëüäñà τij =

〈
u′iu

′
j

〉
. Î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðíûé ãîðèçîíòàëüíûé

ìàñøòàá óñðåäíåííûõ äâèæåíèé â ïðèçåìíîì ñëîå ìíîãî áîëüøå
åãî âûñîòû, à ïîòîìó âñå óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ
èç-çà îòñóòñòâèÿ âûäåëåííîãî ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü çàâèñÿùèìè ëèøü îò âûñîòû z, à òóðáóëåíòíûé ïîòîê
èìïóëüñà íàïðàâëåííûì ïî âåðòèêàëè.

Ïóñòü îñü x ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì ñðåäíåé ñêî-
ðîñòè âåòðà 〈u〉, òàê ÷òî 〈ux〉 .=u (z), 〈uy〉 .= v = 0, 〈uz〉z .= w = 0.
Òîãäà â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé è ñîîáðàæåíèé ñèììåò-
ðèè τ12 = τ21 = τ23 = τ32 = 0, à 〈w′u′〉 = τ31 - âåðòèêàëüíûé ïîòîê
ãîðèçîíòàëüíîãî èìïóëüñà, ðàâíûé 〈u′w′〉 = τ13 - ãîðèçîíòàëüíî-
ìó ïîòîêó âåðòèêàëüíîãî èìïóëüñà (ïî÷åìó?) è óðàâíîâåøèâàþ-
ùèé íàïðÿæåíèå òðåíèÿ, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Î÷åâèäíî,
÷òî ýòà êîíñòàíòà îòðèöàòåëüíà (àòìîñôåðà îòäàåò èìïóëüñ Çåì-
ëå), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

−u2
∗ =

〈
u′w′

〉
= τ13, (4)
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èìåÿ â âèäó åå ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ñêîðîñòè.
Ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè, êàê è ñàìà ñêîðîñòü â ïðèçåìíîì ñëîå,

çàâèñèò ëèøü îò z è ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè åäèíñòâåííûì
îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû z è u∗:

du

dz
=

u∗
κz

, (5)

ãäå ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà κ íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Êàðìàíà, ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîé ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0.4.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3), ïîëàãàÿ â íåé i = 1, à j = 3,

−u2
∗ = −ν

u∗
κz

.

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà òóðáóëåíòíîé âÿç-
êîñòè:

νòóðá = κu∗z, (6)

çàâèñÿùåãî îò âûñîòû. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ãèïîòåçû çàìûêàíèÿ (3) â òóðáóëåíòíûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ
íåäîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òóðáóëåíòíîñòè â îä-
íîé òî÷êå, à íàäî èìåòü â âèäó åãî âîçìîæíóþ çàâèñèìîñòü îò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé áà-
ëàíñà ñèë, ïðèñóùåãî ðàññìàòðèâàåìîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ.

Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó (3) â (1) íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü (ñì. âûâîä ôîð-
ìóëû (21.17)) óäåëüíóþ (ïðèõîäÿùóþñÿ íà åäèíèöó ìàññû) ñêî-
ðîñòü äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ε = νòóðá

(
∂ 〈ui〉
∂xj

+
∂ 〈uj〉
∂xi

)
∂ 〈ui〉
∂xj

=
1
2
νòóðá

(
∂ 〈ui〉
∂xj

+
∂ 〈uj〉
∂xi

)2

.

(7)
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì 〈u〉 = (u (z) , 0, 0) è ôîðìóë (5)
è (6)

ε =
u3∗
κz

. (8)

Èíîãäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó νòóðá ∼ L04U = L2
04U/L0 êîýôôè-

öèåíò òóðáóëåíòíîñòè çàïèñûâàþò â âèäå

νòóðá = L2
0

∣∣∣∣
du

dz

∣∣∣∣ ,
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÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü âíåøíèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè â ïðèçåì-
íîì ñëîå:

L0 = κz. (9)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (5), ïîëó÷àåì èçâåñòíûé èç íàáëþäåíèé
â ïðèçåìíîì ñëîå ëîãàðèôìè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåòðà ïî
âûñîòå:

u (z) =
u∗
κ

ln
z

z0
. (10)

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ z0 òðàêòóåòñÿ êàê âûñîòà øåðîõîâàòî-
ñòè, çàâèñÿùàÿ îò ñòðóêòóðû ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ
íå ó÷èòûâàëàñü ïðè ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèÿ (5), à ïîòîìó íàé-
äåííûé çàêîí ñïðàâåäëèâ ëèøü äëÿ z À z0. Ôîðìóëîé (10) ïîëüçó-
þòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ u∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåéíîëüä-
ñîâûõ íàïðÿæåíèé â ïðèçåìíîì ñëîå ïî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì èç-
ìåðåíèÿì ñðåäíåé ñêîðîñòè âåòðà íà ðàçëè÷íûõ âûñîòàõ.

2. Òóðáóëåíòíûé ïëàíåòàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé è åãî
âëèÿíèå íà äâèæåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìàñøòàáà (Dolzhanskii,
Manin, 1993; Danilov, Dolzhanskii, Manin, 1993). Âëèÿíèå ïëàíåòàð-
íîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà êðóïíîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ àòìîñôå-
ðû îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç âåðòèêàëüíûå òîêè íà åãî âåðõíåé ãðà-
íèöå, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáìåí ãîðèçîíòàëüíûì èì-
ïóëüñîì ìåæäó ñâîáîäíîé àòìîñôåðîé è ïîãðàíè÷íûì ñëîåì, ÷òî
è ïðèâîäèò â êîíå÷íîì èòîãè ê çàòîðìàæèâàíèþ ãëîáàëüíûõ òå-
÷åíèé. Ýòîò ìåõàíèçì òîðìîæåíèÿ â íàèáîëåå ÿâíîì âèäå ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ ïðè âûâîäå êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðàíñôîðìà-
öèè ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ âÿçêîé áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû, êîòî-
ðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (ñì. Ëåêöèþ 22, âîñïîëüçóéòåñü óðàâ-
íåíèåì (22.19) è ïåðåéäèòå ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà
Ψ ñîõðàíÿÿ íåòðîíóòûì ÷ëåí, ñîäåðæàùèé âåðòèêàëüíóþ ñêîðîñòü
wE íà âåðõíåé ãðàíèöå ýêìàíîâñêîãî ñëîÿ):

∂

∂t

(
4Ψ− L−2

0 Ψ
)

+ [Ψ,4Ψ] + β
∂Ψ
∂x

= − f0

H0
wE + q, (11)

Ux = −∂Ψ
∂y

, Uy =
∂Ψ
∂x

.

×åðåç q çäåñü îáîçíà÷åíà ñóììà âíåøíåãî èñòî÷íèêà çàâèõðåííî-
ñòè è åå äèññèïàöèè ν42Ψ èç-çà âÿçêîñòè. Â îòëè÷èå îò Ëåêöèè 21
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ôóíêöèþ òîêà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñâîáîäíîé
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àòìîñôåðå, îáîçíà÷àþòñÿ çäåñü çàãëàâíûìè áóêâàìè Ux, Uy è Ψ
ñîîòâåòñòâåííî. Ñïðàâåäëèâîå â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî (ëàáîðàòîð-
íîãî) ñëîÿ Ýêìàíà âûðàæåíèå äëÿ âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè

wE = δE4Ψ, (12)

ðàñïðîñòðàíÿëîñü â Ëåêöèè 22 è íà ñëó÷àé òóðáóëåíòíîãî àòìî-
ñôåðíîãî ïëàíåòàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ çàìåíîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé âÿçêîñòè ν íà òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü νòóðá. Ïîñëåäíÿÿ, êàê
óæå óïîìèíàëîñü âûøå, îöåíèâàåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî èçâåñòíóþ èç
íàáëþäåíèé âûñîòó ÏÏÑ, êîëåáëþùóþñÿ îò íåñêîëüêèõ ñîò ìåòðîâ
äî îäíîãî êèëîìåòðà, ìîæíî ïðèðàâíÿòü ê δEòóðá = (2νòóðá/f0)

1/2.
Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ áîëåå,
÷åì íà ïîðÿäîê. Óæå ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðÿìîëèíåéíàÿ çà-
ìåíà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ýìïèðè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì òóð-
áóëåíòíîé âÿçêîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíîãî ïëàíåòàðíîãî ñëîÿ è
åãî âëèÿíèÿ íà ãëîáàëüíûå äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíûì íàèâ-
íûì óïðîùåíèåì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ìû ðàññìîòðèì ñ Âà-
ìè ìåíåå èäåàëèçèðîâàííóþ, õîòÿ òàêæå âåñüìà äàëåêóþ îò ðåàëü-
íîñòè, ñèòóàöèþ, â êîòîðîé äâèæåíèå ÏÏÑ åñòü ðàçâèòàÿ ïî ñöå-
íàðèþ Ðè÷àðäñîíà-Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà òóðáóëåíòíîñòü. Òî÷íåå,
ðå÷ü èäåò î âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

1. Ïëàíåòàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé åñòü îáëàñòü ðàçâèòîé
òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè.

2. Õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ìàñøòàá λ âèõðåé, ó÷àñòâóþùèõ
â êàñêàäíîì ïðîöåññå ïåðåäà÷è ýíåðãèè ïî ñïåêòðó, ìíîãî ìåíüøå
âûñîòû ÏÏÑ δET (λ ¿ δET ).

3. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ τ ðåëàêñàöèè òóðáóëåíòíîñòè â ÏÏÑ
ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ ïîãîäû ( τ ¿ f−1

0 ).
4. Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòè òóðáóëåíòíîñòè ïî

ãîðèçîíòàëè ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ìàñøòàá åå íåîäíîðîäíî-
ñòè ïî âåðòèêàëè.

5. Ïëàíåòàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé íåéòðàëüíî ñòðàòèôèöè-
ðîâàí.

Ïðåäëàãàåìàÿ èäåàëèçàöèÿ íå ó÷èòûâàåò íè âåðòèêàëüíîé òåì-
ïåðàòóðíîé ðàññëîåííîñòè ðåàëüíîãî ÏÏÑ, íè ïðèñóòñòâèå â íåì
òàê íàçûâàåìûõ êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç óïîðÿäî÷åí-
íûõ ñèñòåì âèõðåé ðàçìåðîì ïîðÿäêà òîëùèíû ñëîÿ è çàêðó÷åí-
íûõ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ îñåé. Íàøà ãëàâíàÿ
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öåëü � âûÿñíèòü âëèÿíèå "ìåëêîçåðíèñòîé" òðåõìåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè ñ ìàñøòàáàìè âèõðåé ïîðÿäêà 0.1 - 10 ì íà äèíàìèêó
ãëîáàëüíûõ òå÷åíèé ðàçìåðàìè ïîðÿäêà 1000 è áîëåå êèëîìåòðîâ.

Ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü òóðáó-
ëåíòíîñòü â ÏÏÑ êàê óñòàíîâèâøèéñÿ ãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíûé
è, ñîãëàñíî ïåðâîé ãèïîòåçå Êîëìîãîðîâà, ëîêàëüíî èçîòðîïíûé
â ïðîñòðàíñòâå ïðîöåññ, ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî ïðèñïîñàáëèâàþ-
ùèéñÿ ê èçìåíåíèÿì äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé àòìîñôåðû. Çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè è ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò x è y ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü
ïàðàìåòðè÷åñêè ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíóþ ñêîðîñòü âåòðà U (x, y, t) íà
âåðõíåé ãðàíèöå ÏÏÑ è ïàðàìåòð Êîðèîëèñà f (x, y). Ñîãëàñíî æå
âòîðîé ãèïîòåçå Êîëìîãîðîâà óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ÏÏÑ àâòîìîäåëüíû ïî ν, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî îò-
ëè÷àåò òóðáóëåíòíûé ïëàíåòàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé îò ëàìèíàð-
íîãî ñëîÿ Ýêìàíà èëè åãî ñóððîãàòíîãî òóðáóëåíòíîãî "îïïîíåí-
òà"ñ òóðáóëåíòíûì êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè νòóðá.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèÿì îò áåçðàçìåðíîé âåðòè-
êàëüíîé êîîðäèíàòû ζ = zf/U , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîé èç ñîîá-
ðàæåíèé ðàçìåðíîñòè äâóìÿ âíåøíèìè ïàðàìåòðàìè ÏÏÑ U è f .
Òîãäà â ñèñòåìå îòñ÷åòà ñ îñüþ x, ñîâïàäàþùåé ïî íàïðàâëåíèþ
ñ êâàçãåîñòðîôè÷åñêèì âåòðîì U (x, y, t) íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ,
óñðåäíåííûå ïî àíñàìáëþ ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
âíóòðè ÏÏÑ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u = U (x, y, t) ϕ1 (ζ) , v = U (x, y, t) ϕ2 (ζ) , U = |U| . (13)

Çäåñü ϕ1 (ζ) è ϕ2 (ζ) � óíèâåðñàëüíûå áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè áåç-
ðàçìåðíîé âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû ζ, óäîâëåòâîðÿþùèå åñòå-
ñòâåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ϕ1 (0) = ϕ2 (0) = ϕ2 (∞) = 0, ϕ1 (∞) = 1. (14)

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â òåîðèÿõ ïîãðàíè÷íûõ
ñëîåâ, óñëîâíî óäàëÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü, à ϕ2 (ζ) òîæäåñòâåííî
íå ðàâíà íóëþ èç-çà óæå èçâåñòíîãî íàì ïîâîðîòà âåòðà ñ âûñîòîé
(ñì. Ëåêöèþ 22). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íå âûäåëåííîå çäåñü ÿâíî
âëèÿíèå ïðèçåìíîãî ñëîÿ íà âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîí-
òàëüíîãî âåòðà ó÷èòûâàåòñÿ â äàëüíåéøåì ïðè îöåíêàõ çíà÷åíèé
íå îïðåäåëÿåìûõ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè è ïîäîáèÿ ôóíêöèè
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ëàìèíàðíîãî è
òóðáóëåíòíîãî ïëàíåòàðíûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.

ϕ1 (ζ) è ϕ2 (ζ) ïî äàííûì èçìåðåíèé íåçàâèñèìûõ ëàáîðàòîðíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ.

Îäíî èç ãëàâíûõ è ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé òóðáóëåíòíî-
ãî ÏÏÑ îò ëàìèíàðíîãî, ñõåìàòè÷åñêè ïðîèëëþñòðèðîâàííîå íà
Ðèñ.1, ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàæå ïðè f = f0 = const åãî òîëùèíà
δET ∼ U/f , îïðåäåëÿåìàÿ äâóìÿ, à íå òðåìÿ (ν, U è f) âíåøíèìè
ïàðàìåòðàìè, åñòü ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, ÷òî, êàê ìû óâè-
äèì íèæå, èìååò âåñüìà íåîæèäàííûå ïîñëåäñòâèÿ. Â äàëüíåéøåì
ðàäè ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèå ÏÏÑ ïðîâîäèòñÿ áåç ó÷åòà çàâèñèìî-
ñòè f îò êîîðäèíàò.

2.1. Âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü íà âåðõíåé ãðàíèöå òóðáó-
ëåíòíîãî ÏÏÑ. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïî âûñî-
òå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ
íåñæèìàåìîé è îäíîðîäíîé, ïîëó÷àåì

wE = −
δET∫

0

divudz

(
divu =

∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
, (15)



370 Ëåêöèÿ D

Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðà êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè äâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. kf � âîëíîâîå ÷èñëî
íàêà÷êè; ñïðàâà îò íåãî èíòåðâàë ýíñòðîôèè; ñëåâà �-
èíòåðâàë ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ïîòîêîì ýíåðãèè ε.
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ïðè÷åì â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îò íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû δET

òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû îíà áûëà ìíîãî ìåíüøå âûñîòû àòìîñôåðû.
Ôîðìóëû (13) äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëÿ âåòðà ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â èíâàðèàíòíîé ôîðìå:

u =A (ζ)U (x, y, t) , A (ζ) =

(
ϕ1 (ζ)− ϕ2 (ζ)
ϕ2 (ζ) ϕ1 (ζ)

)
. (16)

Îòñþäà
divu =Aik

∂Uk

∂xi
− ζ

U

∂U

∂xi
A′ik (ζ) Uk. (17)

Çäåñü Aik � ýëåìåíòû ìàòðèöû A, Uk � êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî
ïîëÿ U, ìîäóëü êîòîðîãî îáîçíà÷åí ÷åðåç U , øòðèõ îçíà÷àåò äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî ζ, à ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (17) â (15) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìå-
åì:

wE =
1
f

Bik
∂ (UUk)

∂xi
, B =

(
κ1 κ0

−κ0 κ1

)
, (18)

ãäå

κ0 =
∞∫

0

ϕ2 (ζ) dζ, κ1 =
∞∫

0

[1− ϕ1 (ζ)] dζ (19)

� ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ( ñì. íèæå). Èñïîëüçóÿ òåïåðü ëåãêî
ïðîâåðÿåìûå òîæäåñòâà

div (UU) = rotz (k×UU) , rotz (UU) = div (k×UU) , (20)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ wE :

wE =
κ0

f
rotz (UU)+

κ1

f
rotz (k×UU) =

κ0

f
div (k×UU)+

κ1

f
div (UU) .

(21)
Çäåñü k � åäèíè÷íûé âåðòèêàëüíûé îðò, rotz (UU) = ∂ (UUy) /∂x−
∂ (UUx) /∂y, ïðè÷åì ïðè âûâîäå (21) èñïîëüçîâàëèñü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (14) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè [1− ϕ1 (ζ)] è ϕ2 (ζ)
óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå, ÷åì 1/ζ. Ãèäðîäèíàìè÷åñêèé
ñìûñë äóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (21) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè
âñïîìíèòü, ÷òî wE èãðàåò â óðàâíåíèè (11) ðîëü èñòî÷íèêà (ñòîêà)
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çàâèõðåííîñòè, à â óðàâíåíèè (22.18) ñîõðàíåíèÿ ìàññû ñâîáîäíîé
àòìîñôåðû � ðîëü èñòî÷íèêà ìàññû.

Ïîëîæèòåëüíîñòü êîíñòàíò κ0 è κ1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåòåð â
ÏÏÑ ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ñòîðîíó äåôèöèòà äàâëåíèÿ, à, ñëåäîâàòåëü-
íî, êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âåòðà â óïîìÿíóòîé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò âíóòðè ñëîÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Êðîìå òîãî, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî êîíñòàíòû κ0 è κ1 ìàëû è èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿ-
äîê ìàëîñòè. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü κ1 = ακ0, ãäå α = O (1) è
κ0 ¿ 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 èìåþò
ïîðÿäîê åäèíèöû, òî κ0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áåçðàçìåðíóþ
òîëùèíó ÏÏÑ, ò.å. èçìåðåííóþ â åäèíèöàõ U/f .

2.2. Óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíûõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ
òóðáóëåíòíîãî ïëàíåòàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ôîðìàëüíî
óðàâíåíèå (11) ïðè L−1

0 = 0 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèå âèõðÿ
äëÿ ñòðîãî äâóìåðíîé àòìîñôåðû ñ âíåøíèì èñòî÷íèêîì çàâèõðåí-
íîñòè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì rotz ê äâóìåðíûì ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, çàïèñàííûì â òåðìèíàõ ñêîðîñòè. Òîãäà

− f

H0
wE = rotzF,

ãäå F ñîãëàñíî ïåðâîé ôîðìóëå (21) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

F = − 1
D0

(UU+αk×UU) +∇Φ. (22)

Çäåñü Φ = Φ (x, y, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ãîðèçîí-
òàëüíûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè, à D0 = H0/κ0.

Âîññòàíàâëèâàÿ òåïåðü óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ðàññìàò-
ðèâàåìîé ãèïîòåòè÷åñêîé ñòðîãî äâóìåðíîé àòìîñôåðû, ïîëó÷àåì
ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûì òðåíèåì è äèôôå-
ðåíöèàëüíûì âðàùåíèåì:

dU
dt

+
(

1 + α
U

D0f

)
fk×U = −1

ρ
∇p− 1

D0
UU + Fq, (23)

d

dt
=

∂

∂t
+ Ux

∂

∂x
+ Uy

∂

∂y
,

Fq � ñèëà, ñîçäàþùàÿ âíåøíèé èñòî÷íèê çàâèõðåííîñòè q = rotzFq,
à Φ âêëþ÷åíà â äàâëåíèå. Ïðè L−1

0 6= 0 ïîäñòàíîâêà (21) â (11) ñ
ó÷åòîì òîæäåñòâ

rotz (UU) ≡ div (k×UU) ≡ |∇Ψ|4Ψ +∇Ψ∇|∇Ψ| , (24)
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rotz (k×UU) ≡ div (UU) ≡ [Ψ, |∇Ψ|] (25)

äàåò êâàçèãåîñòðîôè÷åñêîå óðàâíåíèå òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëü-
íîãî âèõðÿ äëÿ áàðîòðîïíîé àòìîñôåðû ñ ó÷åòîì òóðáóëåíòíîãî
ÏÏÑ:

∂

∂t

(
4Ψ− L−2

0 Ψ
)

+
[
Ψ,

(
4Ψ + f +

α

D0
|∇Ψ|

)]
=

= − 1
D0

(|∇Ψ|4Ψ +∇Ψ∇|∇Ψ|) + q. (26)

Ãèðîñêîïè÷åñêèé ÷ëåí â (26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

f +
α

D0
|∇Ψ| = f

(
1 +

ακ0 |∇Ψ|
H0f

)
= f

(
1 + α

δET

H0

)
.

Çäåñü δET = κ0 |∇Ψ| /f = κ0U/f è åñòü óïîìÿíóòàÿ âûøå ýâî-
ëþöèîíèðóþùàÿ âûñîòà òóðáóëåíòíîãî ÏÏÑ, ñîçäàþùàÿ íåëèíåé-
íûé îðîãðàôè÷åñêèé áåòà-ýôôåêò, îïèñûâàåìûé â óðàâíåíèè (26)
α-÷ëåíîì.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ëàìèíàðíîãî ñëîÿ Ýêìàíà òóð-
áóëåíòíûé ïëàíåòàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé çàòîðìàæèâàåò ñâî-
áîäíóþ àòìîñôåðó ïî íåëèíåéíîìó çàêîíó òðåíèÿ, ñîçäàâàÿ äîïîë-
íèòåëüíî íåëèíåéíûé îðîãðàôè÷åñêèé áåòà-ýôôåêò. Ôèçè÷åñêàÿ
òðàêòîâêà ýòîãî ÿâëåíèÿ äîâîëüíî ïðîñòà: â òóðáóëåíòíîì ÏÏÑ â
îòëè÷èå îò ëàìèíàðíîãî âîçáóæäåíû íå òîëüêî ïîñòóïàòåëüíûå, íî
è âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, à ïåðåìåííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó è
âðåìåíè òîëùèíà ÏÏÑ ýêâèâàëåíòíà îðîãðàôè÷åñêîìó ýôôåêòó.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà îòìåòèì äâà ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ,
íåñìîòðÿ íà ïðåäëîæåííóþ çäåñü äîâîëüíî ñèëüíóþ èäåàëèçàöèþ
òóðáóëåíòíîãî ïëàíåòàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áåç ó÷åòà êîãåðåíò-
íûõ ñòðóêòóð è ñòðàòèôèêàöèè, îñíîâíîé âûâîä î åãî íåëèíåé-
íîì âëèÿíèè íà ðåàëüíóþ àòìîñôåðó îñòàåòñÿ â ñèëå õîòÿ áû óæå
ïîòîìó, ÷òî ìåëêîìàñøòàáíàÿ òóðáóëåíòíîñòü äåéñòâèòåëüíî íà-
áëþäàåòñÿ ðåàëüíîì ÏÏÑ, à åãî âûñîòà ýâîëþöèîíèðóåò âî âðå-
ìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Âî-âòîðûõ, ñîãëàñíî íåçàâèñèìûì îöåíêàì
(ñì. Dolzhanskii, Manin, 1993 è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó), âû-
ïîëíåííûì ïî íàáëþäàòåëüíûì äàííûì è ðåçóëüòàòàì ëàáîðàòîð-
íûõ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè
â îêðåñòíîñòè âðàùàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïëîñêîãî
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äèñêà (òóðáóëåíòíûé âàðèàíò èçâåñòíîé çàäà÷è Êàðìàíà) çíà÷å-
íèå κ0 êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ 10−3 - 10−2, ò. å. D0 = H0/κ0 ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Ýòà îöåíêà ïðèíöèïèàëüíî âàæíà,
â ÷åì ìû óáåäèìñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

3. Ñïåöèôèêà àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè íà êðóï-
íûõ ìàñøòàáàõ. Ñ îáùåôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òîò ôàêò, ÷òî
ðàçâèòàÿ ìåëêîìàñøòàáíàÿ 3D-òóðáóëåíòíîñòü (three dimensional
turbulence) ìîæåò ñòîëü ñåðüåçíî ïîâëèÿòü íà áåòà-ýôôåêò è çàêîí
òðåíèÿ ãëîáàëüíûõ àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé, ìàñøòàáû êîòîðûõ â 106

- 107 ðàç ïðåâîñõîäÿò õàðàêòåðíûé ðàçìåð âèõðåé â ÏÏÑ, âåñüìà
ïîó÷èòåëåí äëÿ îñîçíàíèÿ âàæíîñòè êîððåêòíîãî ó÷åòà ìèêðîïðî-
öåññîâ ïðè îïèñàíèè ìàêðîäâèæåíèé. Ãëàâíàÿ æå îòëè÷èòåëüíàÿ
îñîáåííîñòü àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, êàê è âñåé äèíàìèêè
ãëîáàëüíûõ òå÷åíèé, ñîñòîèò â åå êâàçèäâóìåðíîñòè íà êðóïíûõ
ìàñøòàáàõ. Ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ñâÿçàíî ñåíñàöèîííîå îòêðû-
òèå òàê íàçûâàåìîãî ÿâëåíèÿ îòðèöàòåëüíîé âÿçêîñòè (êíèãà Ñòàð-
ðà (V.P. Starr, 1968) òàê è íàçûâàåòñÿ "Physics of Negative Viscosity
Phenomena"), ñäåëàííîå ìåòåîðîëîãàìè â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòî-
ëåòèÿ, êîòîðûå ïðè îáðàáîòêè äàííûõ íàáëþäåíèé îáíàðóæèëè,
÷òî íàïðÿæåíèÿ Ðåéíîëüäñà êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé ñêîðî-
ñòè, òðàêòóåìûå ïî ãèïîòåçå (3), äàþò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöè-
åíò òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè, ÷òî ìîãëî îçíà÷àòü ëèøü îáðàòíûé
(â ñòîðîíó ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë) ïîòîê ýíåðãèè ïî ñïåêòðó. Ïðè-
áëèçèòåëüíî â òå æå ãîäû Êðåé÷íàí (R.H. Kraichnan, 1967, 1971),
Ëåéò (C.E. Leith, 1968) è Áýò÷åëîð (G.R. Batchelor, 1969) îáðàòèëè
âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìåõàíèçì íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðî-
ãî 2D-ìåðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè óñòðîåí òàêèì îáðàçîì,
÷òî, åñëè íàêà÷êà ýíåðãèè ïðîèñõîäèò íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòî÷-
íîì âîëíîâîì ÷èñëå k = kf , òî ýíåðãèÿ ïî ñïåêòðó ïåðåäàåòñÿ ïðå-
èìóùåñòâåííî â íàïðàâëåíèè áîëüøèõ ìàñøòàáîâ. Îáðàùåíî áûëî
òàêæå âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç-çà íàëè÷èÿ â äâóìåðíîé ãèäðîäèíà-
ìèêå âòîðîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà äâèæåíèÿ � ñóììàðíîãî
êâàäðàòà çàâèõðåííîñòè

I =
1
2

∫∫ (
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)2

dxdy =
1
2

∫∫
(4ψ)2 dxdy, (27)

íàçûâàåìîãî ýíñòðîôèåé, ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ìîæíî
îðãàíèçîâàòü äðóãîé êàñêàäíûé ïðîöåññ � ñïåêòðàëüíûé ïåðåíîñ
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óäåëüíîé (ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó ìàññû) ýíñòðîôèè â íàïðàâ-
ëåíèè ìàëûõ ìàñøòàáîâ. Ïîñëåäíåå îïÿòü æå ñëåäóåò èç ñïåöèôè-
êè äâóìåðíîé íåëèíåéíîñòè, îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåäà÷ó ýíñòðîôèè
ïðåèìóùåñòâåííî â îáëàñòü áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë.

Èñïîëüçóÿ ïî ñóùåñòâó òå æå ðàññóæäåíèÿ è èäåè, êîòîðûå ïðè-
ìåíÿëèñü ïðè ïîñòðîåíèè ðàçâèòîé 3D òóðáóëåíòíîñòè, óïîìÿíó-
òûå àâòîðû ïðèøëè ê âûâîäó î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè
áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà äâóõ èíåðöèîííûõ èíòåðâàëîâ ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îêðåñòíîñòè íàêà÷êè (ñì. ðèñ. 2), â îäíîì èç êîòîðûõ,
ðàñïîæåííîì íà îñè âîëíîâûõ ÷èñåë ñëåâà îò íàêà÷êè, ïðîèñõî-
äèò ñïåêòðàëüíûé ïåðåíîñ ýíåðãèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ε, à â
äðóãîì � ñïðàâà îò íàêà÷êè � ñïåêòðàëüíûé ïåðåíîñ ýíñòðîôèè ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ η. Îáå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ ê åäèíèöå ìàñ-
ñû æèäêîñòè è èìåþò ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåííî [ε] =ñì2/ñ3 è
[η] =ñ−3. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè ëåâîìó èíåðöèîííîìó èí-
òåðâàëó ñîîòâåòñòâóåò "{êð - 5/3 çàêîí" ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî
ñïåêòðó (ïî ìîäóëþ âîëíîâîãî ÷èñëà)

E (k) ∼ ε2/3k−5/3, k ¿ kf , (28)

à ñïðàâà îò íàêà÷êè � "çàêîí -3"

E (k) ∼ η2/3k−3, kf À k À kd. (29)

Çäåñü k−1
d ∼ ld =

(
ν3/η

)1/6 � âíóòðåííèé ìàñøòàá ðàçâèòîé 2D
òóðáóëåíòíîñòè èëè ìàñøòàá, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
äèññèïàöèÿ ýíñòðîôèè.

Òåîðèÿ ðàçâèòîé 2D òóðáóëåíòíîñòè, îáúÿñíÿþùàÿ ýôôåêò îò-
ðèöàòåëüíîé âÿçêîñòè, ñòðàäàåò, îäíàêî, ñóùåñòâåííûì íåäóãîì �
"èíôðàêðàñíîé êàòàñòðîôîé ñâÿçàííîé ñ îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàñ-
øòàáà äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè: âíóòðåííÿÿ, êèíåìàòè÷å-
ñêàÿ, âÿçêîñòü íå ñïîñîáíà ñòàáèëèçèðîâàòü ðîñò ýíåðãèè â îêðåñò-
íîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà. Â ýòîì îòíîøåíèè èäå-
àëèçàöèÿ êâàçèäâóìåðíûõ òå÷åíèé ñòðîãî äâóìåðíûìè ôèçè÷åñêè
ïëîõî îáóñëîâëåíà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê áàðîòðîïíîé àò-
ìîñôåðå èç ðàññìîòðåíèÿ âûïàëî âíåøíåå òðåíèå −λU, ëèíåéíîå
ïî ñêîðîñòè äëÿ ëàìèíàðíîãî ÏÏÑ (ñì. (22.22)), è −D−1

0 UU, êâàä-
ðàòè÷íîå ïî ñêîðîñòè äëÿ òóðáóëåíòíîãî ÏÏÑ (ñì. (22)). Â ïåðâîì
ñëó÷àå ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè (ñð. ñ (C.4)) âíåøíèé êîëìî-
ãîðîâñêèé ìàñøòàá äèññèïàöèè (ñì. îáçîð Äîëæàíñêèé, Êðûìîâ,
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Ìàíèí, 1990)

LD ∼
(

ε

λ3

)1/2

∼ R
3/4
λ , (30)

ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ (ñì. Ëåêöèþ C)
îáðàùåíèÿ â åäèíèöó ëîêàëüíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà äëÿ ìîä ãëî-
áàëüíîãî ìàñøòàáà. Íàïîìèíàþ, ÷òî Rλ � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ïî
âíåøíåìó òðåíèþ (ñì. (23.7)).

Âî âòîðîì ñëó÷àå
LD ∼ D0,

êîòîðûé ñîãëàñíî ñäåëàííûì îöåíêàì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâåí
103 êì, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàçìåðàìè íàáëþäàåìûõ öèêëîíîâ è àí-
òèöèêëîíîâ � íàèáîëåå ýíåðãîåìêèõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Íàáðîñàííûé ýñêèç êâàçèäâóìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè íå îõâàòû-
âàåò, îäíàêî, âñå îïðåäåëÿþùèå ôàêòîðû àòìîñôåðíîé òóðáóëåíò-
íîñòè, ïîäâåðæåííîé âëèÿíèþ áåòà-ýôôåêòà è ïðåîáðàçîâàíèÿ äî-
ñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êèíåòè÷åñêóþ. Ýòè è ðÿä äðó-
ãèõ âîïðîñîâ îòíîñÿòñÿ ê ïðîáëåìå òàê íàçûâàåìîé ãåîñòðîôè÷å-
ñêîé òóðáóëåíòíîñòè (ñì, íàïðèìåð, Salmon, 1996). Â ÷àñòíîñòè, äî
ñèõ ïîð íåò ÷åòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ýí-
ñòðîôèéíîãî èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà. Ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåí-
òû ïî ìîäåëèðîâàíèþ çàòóõàþùåé êâàçèäâóìåðíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè, â ÷àñòíîñòè, óêàçûâàþò íà âàæíóþ ðîëü òðåòüåãî èçìåðåíèÿ â
ýòîì èíòåðâàëå, â êîòîðîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè ãîðèçîíòàëüíîé
ñêîðîñòè ðàñõîäóåòñÿ íà ãåíåðàöèþ âåðòèêàëüíûõ òå÷åíèé (Äàíè-
ëîâ è äð., 2002). Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèè äåë â òåîðèè êâàçèäâóìåð-
íîé òóðáóëåíòíîñòè ïîäðîáíî èçëîæåíî â îáçîðå (Äàíèëîâ, Ãóðà-
ðèÿ, 2000), â êîòîðîì ëþáîçíàòåëüíûé ÷èòàòåëü îáíàðóæèò íåìàëî
èíòåðåñíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, æäóùèõ ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ.
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