ГЛАВА 4

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛЕЙ
Математическое моделирование в иммунологии требует прежде всего предельно точной постановки исходной задачи. Именно она закладывается в основу сложнейших процессов, которые моделируются на ЭВМ. Все задачи, как правило, отображают так называемые балансные соотношения, записанные либо в алгебраической форме, либо в виде дифференциальных, интегральных или интегродифференциальных уравнений. Эти уравнения представляют собой адекватное отображение тех процессов, изучением которых мы занимаемся.

Обычно у всех моделей, с какими приходится иметь дело, неизвестные входные данные, неизвестные коэффициенты. Задача математика-исследователя состоит в том, чтобы найти те классы задач и те условия, в которых задача является корректной.

Исследователю, если он хочет установить не общестатические закономерности, а характерные особенности той или иной реакции организма на вторжение вирусов, требуется идентифицировать коэффициенты модели для описания реального процесса. В результате постановок и решения таких задач можно наиболее обоснованно перейти от математической имитационной модели к реальному управлению течением болезни.

Проблеме идентификации параметров математических моделей иммунологических процессов посвящены работы [142, 244, 247]. Рассмотрим кратко их основные результаты.

В работе (Бертуцци (Bertuzzi) и др. [142]) проводится идентификация коэффициентов модели гуморального иммунного ответа на неразмножающийся антиген. Для получения однородного набора данных была спланирована и проведена экспериментальная программа. Статистический анализ ошибок измерений наблюдаемых в эксперименте величин позволил экспериментально обосновать корректность применения метода максимального правдоподобия для решения задачи идентификации параметров. Оценки максимального правдоподобия для шести идентифицируемых параметров (α) были получены путем минимизации соответствующего функционала Φ(α) методом прямого поиска (Хука — Дживса). Для получения оценок начальных значений параметров использовались прямые и косвенные литературные данные. Значения коэффициентов, полученные в результате минимизации функционала, отличались от исходных в пределах от 10 до 500%, при этом величина самого функционала снизилась на 2 порядка. Для решения указанной задачи минимизации потребовалось около 700 вычислений Φ(α). Авторы отмечают, что найденные значения неизвестных параметров модели не являются точкой минимума Φ(α); дальнейшая минимизация Φ(α) приводила к незначительному уменьшению величины функционала, при этом параметры α принимали биологически некорректные значения. Путем графического сопоставления результатов экспериментов и решений модели для найденных значений коэффициентов был сделан вывод об удовлетворительном качестве описания данных с помощью модели.

В дальнейшем те же авторы использовали метод максимального правдоподобия для оценивания параметров распределения аффинитета антител по экспериментальным данным.

Задача оценивания параметров стохастических моделей кинетики разрушения клеток-мишеней цитотоксическими лимфоцитами решалась в работах Перельсона (Perelson) и др. [244, 247]. Для количественного приближения данных экспериментов и модели использовался метод наименьших квадратов со взвешиванием измерений. Значения двух неизвестных параметров моделей определялись путем минимизации суммы квадратов отклонений результатов измерений и модельных значений соответствующих переменных с помощью алгоритма Марквардта (модификация метода Ньютона). Отмечено, что сходимость к точке минимума достигалась за 10—20 итераций алгоритма. Получены оценки величин стандартных отклонений для каждого из идентифицируемых параметров. В основу анализа качества приближения и, следовательно, сопоставления различных моделей положены значения минимизируемого функционала в точках минимумов.

Рассмотрим связь методов идентификации параметров моделей с характером доступной информации о моделируемой системе. Проблеме идентификации систем и оцениванию параметров посвящена обширная литература, включая [7, 90, 102—104, 111, 120]. Вместе с тем единая классификация постановок задач идентификации и методов их решения к настоящему времени отсутствует [111, 120].
Решение задачи идентификации параметров модели состоит в минимизации или максимизации некоторого количественного критерия степени отличия расчетов по модели от данных, который будем называть функционалом невязки. Цель и метод идентификации, способ построения функционала невязки существенно зависит от характера доступной информации.

Известно, что любые данные наблюдений являются неточными, т. е. содержат в себе неопределенность (Бард (Bard) [7], Калман (Kalman) [55]). Эта неопределенность может быть связана с ошибками измерений, случайными эффектами, нелинейными эффектами, вкладом неизвестных процессов. Если данные наблюдений представляют собой результаты измерений, которые проявляют статистическую регулярность, то для определения параметров моделей можно использовать статистические методы оптимального оценивания. В данном случае оптимальные оценки параметров максимизируют или минимизируют выбранные критерии оптимальности — критерий максимального правдоподобия, критерий максимума апостериорной вероятности, критерий наименьших модулей и т. д. [7, 103, 111]. Как правило, статистические методы идентификации параметров позволяют получить интервальные оценки параметров моделей, асимптотически обладающие свойствами несмещенности, состоятельности, эффективности.

Существенным моментом корректного использования этих подходов является наличие достаточного количества данных о системе и интерпретация их неопределенности как следствия фиксированного вероятностного механизма — т. е. возможность применения стандартной статистической гипотезы (Калман [55]). Различные методы идентификации параметров изложены в работах Сейджа (Sage) и др. [103, 104]. В большинстве из них задача идентификации параметров нелинейных динамических систем ставится как обобщенная задача фильтрации. При этом предположение о гауссовости распределения случайных переменных существенно для реализации метода. Отмечается сложность вычислительной процедуры, поскольку наряду с основной системой уравнений модели требуется строить и решать матричное уравнение Риккати, определяющее ошибку оценивания.

В ряде задач моделирования ситуация такова, что данные наблюдений либо не дают основания для использования стандартной статистической гипотезы, либо носят характер косвенных оценок. В этих случаях в качестве количественного критерия при настройке модели на данные используется сумма квадратов отклонений результатов наблюдений от значений модельных переменных по всем моментам наблюдений с соответствующими весами (Бард [7], Поляк [90]). Задача идентификации при этом формулируется как задача поиска минимума функционала, определяемого простой дифференциальной подзадачей для системы уравнений модели (Гилл (Gill) и др. [37]).
При идентификации параметров математических моделей иммунного ответа может быть использован опыт решения задач идентификации моделей химической кинетики. Это, прежде всего, следующие вопросы: согласование точности решения прямой задачи — с используемым алгоритмом минимизации целевой функции; выбор идентифицируемых параметров на основе анализа чувствительности модели; анализ взаимозависимости параметров модели с точки зрения задачи идентификации; анализ различных ситуаций вырожденности, неустойчивости, характерных для динамических систем в химической кинетике [42, 127, 152, 238, 272].
В данной главе изложены два подхода к решению задачи идентификации параметров математических моделей иммунного ответа. В основе каждого из них лежит учет конкретных задач моделирования, специфических особенностей моделируемых процессов, данных наблюдений, свойств используемых математических моделей (размерность, сложность, нелинейность), вычислительной реализации метода идентификации.

В § 4.1 будет рассмотрен подход к идентификации, описанный Романюхой, Бочаровым в [75, 76, 98], далее в § 4.2 изложены методы идентификации, развиваемые Зуевым [48-51].
§ 4.1.  Идентификация параметров моделей путем последовательной локальной минимизации отклонений
4.1.1. Постановка задачи идентификации. Идентификация параметров математических моделей противовирусного и противобактериального иммунного ответа предполагает наличие данных наблюдений по соответствующим переменным моделей. Современный уровень клинической иммунологии, медицины не позволяет одновременно измерить динамику большинства переменных в организме. Вместе с тем имеются многочисленные данные, характеризующие развитие отдельных процессов, описанных в моделях инфекционных заболеваний, в условиях экспериментов на животных, добровольцах, иммунологических опытов «в пробирке». В связи с этим встает задача построения количественного описания моделируемых процессов — обобщенной картины заболевания, которая может рассматриваться как количественный образ заболевания, характеризующий процессы в среднем. Обобщенная картина, содержащая данные о динамике переменных моделей противовирусного и противобактериального иммунного ответов, была построена для вирусного гепатита B, гриппа A, деструктивной пневмонии и рассмотрена в гл. 6, 7. Эти данные использовались, наряду с результатами прямых измерений, для идентификации параметров моделей.

Задача количественного описания с помощью модели данных, характеризующих объект при отсутствии каких-либо предположений об их вероятностной природе, сводится к задаче подгонки параметров модели к данным (Бард [7], Поляк [90]), т. е. состоит в определении значений параметров модели, позволяющих описать имеющиеся данные так, чтобы рассогласование между математической моделью и данными было достаточно мало. Достоверность полученного описания должна быть исследована проведением вычислительных экспериментов с моделью и сопоставлением их результатов с данными реальных экспериментов.

Количественный критерий близости решений моделей к данным. Данные по обобщенной картине инфекционного заболевания характеризуются неопределенностью, обусловленной способом построения их оценок, ошибками измерений и другими факторами. У нас нет оснований связывать эту неопределенность с действием какого-либо случайного механизма с заданными статистическими свойствами и, следовательно, использовать в качестве количественного критерия известные статистические критерии близости модели к экспериментальным данным. В этом случае обычно используется взвешенная сумма квадратов отклонений между наблюдаемыми 
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 значениями зависимых переменных модели, т. е. функционал соответствующий методу наименьших квадратов:
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где wji — некоторые веса, 
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 — вектор коэффициентов модели, M — число экспериментальных наблюдений, N — размерность вектора зависимых переменных. Однако функционал Φ(α) данного вида обладает различной чувствительностью: во-первых, к отклонению значений переменных модели в большую и меньшую стороны по отношению к заданным наблюдаемым значениям yэj (j = 1, …, М), во-вторых, к разбросу абсолютных величин данных наблюдений для каждой переменной и, в-третьих, к выбору единиц измерения переменных состояния модели y(t, α). По этим причинам использовался функционал вида
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Один из способов приближения решений модели к данным может состоять в расщеплении функционала Φ(α) на компоненты 
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, и решении последовательности минимизационных задач для отдельных 
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, по выбранному из всего вектора коэффициентов модели α, на основе представлений о физике моделируемого процесса, подмножеству коэффициентов 
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Таким образом, задача идентификации математических моделей инфекционных заболеваний может быть сформулирована следующим образом: найти
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αK — некоторое подмножество множества коэффициентов модели α со значениями в 
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4.1.2. Методы численного решения задачи минимизации.
Гладкость минимизируемой функции. Свойства гладкости целевой функции Φ(α) вида (4.1.3) являются основной характеристикой, определяющей применимость методов 1-го и 2-го порядка, и, в частности, квазиныотоновских методов, для решения задачи минимизации.

Из содержательной постановки задачи идентификации коэффициентов моделей фиксированной структуры (3.2.11), (3.4.8) следует, что область определения Φ(α) представляет собой 
[image: image22.wmf]Â

+

L

 — множество векторов с положительными компонентами. Для всех 
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 решение задачи Коши для (3.2.11), (3.4.8) существует, единственно и неотрицательно при t ≥ 0. Можно показать, что для 
[image: image24.wmf][

]

+¥

<

>

Î

T

T

t

  

,

0

  

,

 

 

,

d

d

, компоненты вектор-функции решения задачи Коши для 
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 являются строго положительными. Следовательно, на множестве 
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 целевая функция 
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, построенная с учетом свойства строгой положительности 
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 и 
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, определена и непрерывна как суперпозиция конечного числа непрерывных функций.

Первая и вторая производные Φ(α) по α, представляющие собой градиент 
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 и матрицу Гессе 
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 минимизируемой функции, являются также непрерывными функциями в 
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. Действительно, для g(α) имеем (для простоты ограничимся случаем L = 1):
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Функции 
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 с учетом конкретного вида (4.1.3) определены и непрерывны при тех же значениях α, что и Φ(α), т. е. в 
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. Производные вектор-функции решения 
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 — функции чувствительности, непрерывны по α в 
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 при t > 0 в силу непрерывной дифференцируемой правой части системы (3.2.11), (3.4.8) 
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 по всем аргументам и теоремы о дифференцируемости решений задачи Коши для системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом (ЗК ДУЗА) по параметрам (Хэйл [117]). Следовательно, функция g(α) является непрерывной в 
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 как произведение двух непрерывных функций. Аналогично можно показать, что матрица Гессе G(α) целевой функции Φ(α) вида (4.1.3) непрерывна в 
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. Следовательно, в 
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 минимизируемая функция Φ(α) обладает свойствами гладкости, необходимыми для применения квазиньютоновских методов.

Расчет значений градиента g(α) и матрицы Гессе G(α) функции Φ(α) в ходе численного решения задачи минимизации осуществляется конечно-разностным способом. При этом важной становится проблема гладкости численного решения ЗК ДУЗА 
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, используемого для оценки Φ(α), по отношению к изменению параметров α, поскольку она определяет дифференцируемость 
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 и качество аппроксимации g(α) и G(α).
Известно, что наиболее эффективными методами решения задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ЗК ОДУ) ЗК ДУЗА являются адаптивные автоматические алгоритмы переменного шага и порядка. При этом они обладают неудовлетворительными свойствами гладкости, поскольку два незначительно различающихся значения какого-либо параметра задачи Коши могут порождать различные последовательности длин шагов интегрирования и величин порядков аппроксимации, приводя к небольшим скачкам (порядка O(EPS)) в значениях функции решения задачи Коши [7]. В итоге численное решение 
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 становится кусочно-гладкой функцией параметра с частыми разрывами 1-го рода. Существование и величину скачков следует учитывать при стыковке алгоритмов расчета целевой функции, определяемой дифференциальной подзадачей, и алгоритмов минимизации. Так, в работе Гира, Ву (Gear, Vu) [177] отмечено, что если интегратор не является гладким, то для оценки величины производной решения 
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 (s = 1, 2) с точностью O(δ) при величине конечно-разностного интервала ∆α следует решать задачу Коши с точностью 
[image: image47.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

d

a

s

O

EPS

~

.

Существует несколько подходов к разрешению проблемы гладкости численного решения [7, 37, 177, 228]:
— решение задачи Коши на равномерной сетке;

— решение задачи Коши на фиксированной сетке;

— построение и решение задачи Коши для системы уравнений чувствительности 
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;

— совместное интегрирование невозмущенной и возмущенной системы ДУЗА;

— повышение точности решения задачи Коши и др.

В данной работе мы выбрали последний подход — повышение точности EPS решения ЗК ДУЗА, учитывая небольшое время численного решения задачи Коши для изучаемой модели. Величина EPS = 10-8 оказалась достаточной в рамках той стратегии использования алгоритмов минимизации, которой мы придерживались и опишем в дальнейшем.

Алгоритмы минимизации целевой функции. Для решения задачи поиска минимума функции Φ(α): 
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 использовались алгоритмы, реализованные в комплексе программ MINUIT: метод многогранника и квазиньютоновский метод Дэвидона — Флетчера — Пауэлла (Джеймс, Рус (James, Roos) [201]). Система MINUIT предназначена для решения задач минимизации нелинейных функций Φ(α) без ограничений, либо при простых ограничениях типа неравенств
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,          (4.1.5)
и анализа чувствительности целевой функции Φ(α) к вариациям параметров α в окрестности точки минимума α*. Решение задачи минимизации при ограничениях (4.1.5) осуществляется путем перехода к задаче безусловной минимизации заменой переменных следующего вида:
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Как отмечалось выше, задача идентификации коэффициентов математических моделей (3.2.11), (3.4.8) сводится к ряду задач поиска минимума функции Φ(α) вида (4.1.3) при ограничении 
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возникающем вследствие требования положительности значений параметров. Используя априорную информацию о допустимой области значений параметров α, можно ввести ограничения типа неравенств в виде верхних и нижних границ по каждому параметру, перейдя от постановки (4.1.6) к (4.1.5). При этом следует иметь в виду, что наличие ограничений типа неравенств [37, 93] обычно благоприятно отражается на сходимости алгоритма минимизации, поскольку дает возможность осуществить масштабирование переменных с целью перехода от первичных единиц измерения параметров к новым значениям, имеющим близкие порядки и, следовательно, более подходящим с вычислительной точки зрения.

Метод многогранника реализован по схеме, предложенной Нелдером и Мидом (Nelder, Mead) [236]. Он является эвристическим методом прямого поиска, использующим информацию только о значениях минимизируемой функции. Поиск минимума осуществляется на основе сопоставления значений функции в пробных точках.

В качестве оценки расстояния до минимума на k-й итерации используется величина 
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, где 
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 — вершина многогранника, характеризующаяся наибольшим значением функции, a 
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 — наименьшим. Сходимость 
[image: image57.wmf](

)

a

k

L

 к α* (точке минимума) считается достигнутой, если 
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, где ε — величина, задаваемая пользователем.

Применение метода многогранника целесообразно в следующих случаях: с целью получения «хорошего» начального приближения для запуска более эффективных методов, если недостаточная информация о свойствах минимизируемой функции пли ошибка вычисления ее значений не позволяют использовать методы минимизации высокого порядка.

Квазиньютоновский метод является реализацией метода Дэвидона — Флетчера — Пауэлла, предложенной Флетчером (Fletcher) [168] и предусматривающей возможность использования двух различных формул пересчета матрицы, аппроксимирующей обратную матрицу Гессе. Он реализован по схеме, обычной для всех квазиныотоновских методов безусловной минимизации гладких функций:

1 Расчет направления поиска pk осуществляется по формуле 
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 — градиент функции Φ(α) в точке αk, а HK — аппроксимация обратной матрицы Гессе 
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, построенная на основе изменений градиента на предыдущих итерациях спуска.

2. Расчет длины шага dk осуществляется на основе приближенной одномерной минимизации с использованием квадратичной интерполяции.

3. Пересчет оценки решения 
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4. Расчет градиента gk осуществляется с помощью конечно-разностной аппроксимации или путем явного задания производных 
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 (i = 1, 2, …, L). Отметим, что выбор величины конечно-разностного интервала для аппроксимации градиента в комплексе MINUIT не согласован с точностью вычисления минимизируемой функции, что может быть причиной неэффективной работы данной реализации метода. В ходе решения своей задачи мы были вынуждены повысить относительную точность решения ЗК ДУЗА и, следовательно, точность расчета Φ(α) до 10-8.

5. Проверка соблюдения условия останова. В качестве критерия сходимости используется величина оценки расстояния до минимума δF:
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и величина δHk, характеризующая суммарную степень изменения диагональных элементов матрицы Hk,
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где ε1 и ε2 задаются пользователем.

6 Пересчет матрицы Hk осуществляется с помощью одной из двух различных формул пересчета, теоретически гарантирующих сохранение положительной определенности и симметричности.

В настоящее время считается, что квазиньютоновские алгоритмы, проявляя свойства численной устойчивости и линейной, а в ряде случаев сверхлинейной скорости сходимости, являются одним из наиболее эффективных средств решения задач безусловной минимизации гладких функций при не слишком большой размерности пространства параметров.

Поиск точки минимума α* функционала невязки Φ(α) осуществляется в два этапа: поиск начального приближения 
[image: image67.wmf] к 

 с помощью метода многогранника, а затем уточнение 

 с помощью квазиньютоновского метода. Параметры ε, ε1 и ε2, используемые в критериях сходимости алгоритмов, были выбраны равными: ε = 1, ε1 = 10-4, ε2 = 10-2. При формировании верхних и нижних границ для варьируемых при поиске минимума параметров мы стремились, чтобы их отличие не превышало трех порядков.

4.1.3. Последовательная минимизация функционала отклонений. Сложность и нелинейность рассматриваемых математических моделей не позволяет получить хорошее приближение ее решений к данным наблюдений, характеризующим моделируемый процесс путем поиска минимума соответствующего функционала отклонений Φ(α) для всего временного интервала [t1, tM], где t1 — момент времени, соответствующий первому наблюдению, a tM — последнему. При этом трудно разрешить проблемы выбора идентифицируемых параметров (т. е. тех, которые будут варьироваться в процессе минимизации) и соответствия физического смысла идентифицируемого параметра минимизирующим величину функционала свойствам.

Используя идею, заложенную в процедурах последовательного оценивания параметров Саридис [102], мы свели задачу идентификации коэффициентов модели по данным наблюдений на интервале T1,M = [t1, tM] к последовательности задач приближения вектор-функции решения ЗК ДУЗА к соответствующим данным на интервалах T1,2, T1,3, …, T1,M с помощью функционала отклонений (4.1.3); при этом для сохранения близости к локальному минимуму в функционал последовательно вводились имеющиеся значения данных наблюдений при t = tj для переменных модели. Используя качественную информацию о характере развития, взаимодействия и взаимосвязи вирусологических, клинических и иммунологических процессов, возможно на интервале T1,M выделить некоторые временные границы, в пределах которых эти процессы можно рассматривать как реализующиеся независимо. Таким образом удается осуществить разбиение всего интервала T1,M на ряд меньших, в пределах которых наблюдаемая кинетика экспериментальных данных количественно обусловлена реализацией небольшого числа процессов из всей совокупности описанных в модели. Это разбиение позволяет успешно решать соответствующие задачи приближения на интервалах T1,j (j = 1, 2, …, M) путем физически обоснованного выбора варьируемых параметров.

Изложенный подход к последовательной по данным наблюдений минимизации функционала отклонений Φ(α) может быть сформулирован следующим образом.

Для множества моментов наблюдений t1 ≤ … ≤ tm-1 < tm < tm+1 ≤ … ≤ tM построим последовательность вспомогательных минимизационных задач для m = 1, 2, …, M:
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где 
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 — функционал отклонений, построенный для данных наблюдений на отрезке [t1, tM], а 
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 дифференциальной подзадачи, определяемой системой уравнений модели
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, а в целом мы получаем последовательность уточненных компонент вектора параметров модели 
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. Тем самым построен процесс последовательного уточнения вектора параметров модели 
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Сформулированный метод приближенного решения задачи минимизации функционала отклонений Φ(α) модели от данных состоит в сведении ее к последовательности вспомогательных экстремальных задач (4.1.7), (4.1.8) меньшей трудности, чем исходная. В принципиальном плане он аналогичен методу локальных вариаций, рассмотренному в работах Моисеева [79], Черноусько, Баничук [122] для решения вариационных задач.

Следует отметить, что приближение решений ЗК ДУЗА модели к данным на интервале T1,(j+1) может сопровождаться ухудшением качества приближения по некоторым переменным, достигнутого на интервалах T1,j, T1,(j-1) и т. д. Используя структурные свойства уравнений модели, удается для некоторых переменных (Vf и CV) путем формирования связи (зависимости) между отдельными коэффициентами осуществить фиксацию приближения, достигнутого ранее на T1,j, т. е. сделать его не зависимым от вариаций соответствующих параметров при решении задачи приближения на T1,(j+1). Далее, в гл. 6, 7 в соответствии со сформулированным подходом к решению задачи идентификации будут представлены последовательные этапы его численной реализации.

4.1.4.  Уточнение начальных значений параметров путем согласования модели и сплайн-функций, интерполирующих данные наблюдений. Следует выделить ряд особенностей задачи идентификации параметров моделей противовирусного и противобактериального иммунного ответа, которые делают ее с вычислительной точки зрения сложной и трудоемкой — использование нелинейных (кубических) членов в правых частях моделей и использование немонотонных функций при задании начальных условий — это, в частности, ярко проявилось при настройке модели на данные обобщенной картины гриппа A (гл. 7). Вследствие этого, при численном решении задачи о поиске точки минимума 
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, желательно иметь хорошее начальное приближение значений коэффициентов модели α0 к α*. Один из путей достижения этой цели состоит в следующем: имея эмпирически построенную оценку α0 значений параметров модели, принадлежащую допустимой области значений, задаваемой неравенствами A ≤ α0 ≤ B, с помощью достаточно простых с вычислительной точки зрения методов уточнить α0 по данным наблюдений и, далее, уточненную оценку 
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 использовать при минимизации Φ(α) с помощью стандартных алгоритмов минимизации нелинейных функций — метода прямого поиска и квазиньютоновского метода, требующих решения модели y(t) высокой точности.

При решении обратных задач химической кинетики для дифференциальных моделей был предложен ряд упрощенных методов оценки параметров, построенных на использовании при расчете Φ(α) решений не самой дифференциальной задачи, а сплайн-функций, интерполирующих экспериментальные данные [42, 101, 185, 193, 279]. В результате исчезает необходимость процедуры численного интегрирования, и вместо задачи нелинейного программирования для функционала, определяемого дифференциальной подзадачей, решается более простая задача минимизации для функционала, определяемого алгебраическими соотношениями. Эти результаты были использованы при построении метода уточнения начальной оценки коэффициентов математических моделей иммунного ответа. Новым является снятие ограничений на наблюдаемость (наличие данных наблюдений) всех переменных модели или явную интегрируемость уравнений для ненаблюдаемых переменных модели.

Рассмотрим принципиальную постановку задачи идентификации коэффициентов системы дифференциальных уравнений модели (чтобы не загромождать изложения ограничимся случаем одного запаздывания):
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где для обозначения размерности векторных переменных или вектор-функций используются индексы справа вверху.

Пусть 
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 — множество данных наблюдений для каждой из N переменных 
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 модели в момент времени 
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 — число наблюдений для i-й переменной, M — общее число различных времен наблюдений.

Интерполируем данные наблюдений для каждой переменной модели 
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 (i = 1, 2, …, N) с помощью сплайн-функций 
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, называемый нами в дальнейшем квазирешением, соответствующим неизвестному набору параметров дифференциальной задачи, будем использовать его для построения упрощенных методов уточнения начальной оценки 
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. В случае когда по каждой из N переменных модели имеется достаточное количество данных наблюдений для построения 
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, используя прямой интегральный метод, более устойчивый к ошибкам в данных наблюдений, можно от постановки (4.1.9), (4.1.10) перейти к переопределенной системе алгебраических уравнений, определяющих вектор параметров, которая может быть эффективно решена по критерию наименьших квадратов (Лоусон, Хенсон [65]). Для этого необходимо перейти от дифференциальной задачи (4.1.10) к эквивалентной системе интегральных уравнений (Химмельблау (Himmelblau) и др. [185]):
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Подставив 
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 и рассмотрев (4.1.11) на некотором множестве моментов наблюдений 
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, получим систему алгебраических уравнений относительно αL.
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где векторы 
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i = 1, 2, …, N,  k = k1, k1 + 1, …, k2,

j = (k — 1) x N + i,  J = max {j}.

В случае когда коэффициенты αL входят в правую часть системы дифференциальных уравнений линейно, уравнение (4.1.12) преобразуется к линейной переопределенной системе алгебраических уравнений относительно αL (или некоторого подмножества коэффициентов αL, l < L, в зависимости от числа наблюдений и величины L), решение которой достаточно просто получить с помощью известных методов решения задач о линейных наименьших квадратах, реализованных в LINPACK [163], IMSL [199]:
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Таким образом, можно уточнить 
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 при условии, что есть данные наблюдений, позволяющие построить 
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 — сплайн-аппроксимацию для всех переменных модели.

В задачах математического моделирования инфекционных заболеваний ситуация такова, что имеющиеся количественные характеристики позволяют построить сплайн-функции лишь для части (n, n < N) переменных модели 
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. В этом случае возможно, используя систему дифференциальных уравнений размерности (N — n), описывающую поведение других (N — n) переменных модели 
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которая получена из (4.1.10) путем подстановки 
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 (здесь интервал 
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 выбран согласованно с множеством времен наблюдений 
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, построим недостающие сплайн-функции 
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 и в результате получим квазирешение 
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. Используя 
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, можно улучшить начальную оценку 
[image: image131.wmf]a

L

0

. Таким образом существенно расширяется применимость прямого интегрального метода (4.1.11) — (4.1.13), ибо в большинстве реальных задач идентификации моделей сложных систем данные наблюдений, позволяющие построить сплайн-аппроксимации, имеются для части переменных.

Рассмотрим еще один подход к уточнению начальной оценки путем решения упрощенной вычислительной задачи по сравнению с (4.1.9), (4.1.10). Пусть 
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 — вектор-функция квазирешения, п ≤ N, полученная по данным наблюдений с помощью сплайн-интерполяции. Обозначим через 
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 оператор проектирования, отображающий N-мерную вектор-функцию 
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 в вектор-функцию меньшей размерности п ≤ N, т. е. 
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, 1 ≤ j1, j2 ≤ N.

Вектор-функция квазирешения 
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 или его часть меньшей размерности 
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 может быть использована для понижения размерности дифференциальной системы при решении минимизационной задачи (4.1.9) для вектора параметров αL размерности l < L:
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где 
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Это позволяет снизить время расчета минимизируемого функционала 
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 и тем самым упростить задачу уточнения начальной оценки 
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 в соответствии с данными наблюдений Y. Заметим, что конкретный выбор компонент решения 
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, которые аппроксимируются по данным наблюдений с помощью сплайн-функций и исключаются из дифференциальной системы (4.1.10), определяется целями или особенностями задачи идентификации. Использование квазирешений, состоящее в фиксировании компонент вектор-функции 
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, позволяет ускорить процесс грубой настройки модели на данные, т. е. получения уточненной по сравнению с 
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 оценки параметров 
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Наличие 
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, хотя и являющейся смещенной оценкой, дает возможность эффективнее использовать более точные методы минимизации функционала невязки Φ(α) для всей модели при решении задачи идентификации.

Для численного решения задачи уточнения начальной оценки параметров был построен комплекс программ, использующий следующие алгоритмы библиотеки программ IMSL [199]:
1. IQHSCU — одномерная квазикубическая интерполяция на основе полиномов Эрмита (построение 
[image: image154.wmf](
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2. DCADRE — вычисление одномерного интеграла (4.1.12);

3. LLBQF — решение линейной задачи о наименьших квадратах (4.1.13);

4. ZXMIN — квазиньютоновский метод минимизации функций N переменных (4.1.9), (4.1.15).
Изложенные в данном параграфе методы идентификации параметров моделей использовались для согласования математических моделей противовирусного иммунного ответа с данными, характеризующими течение вирусного гепатита B, гриппа A средней тяжести и модели противобактериального иммунного ответа с данными по деструктивной пневмонии.

§ 4.2. Статистическое оценивание параметров моделей заболеваний по экспериментальным данным
4.2.1.  Стохастическая модель для описания данных наблюдений.  Решение задач оценивания коэффициентов моделей по клинико-лабораторным данным имеет важное практическое значение. При этом имеется в виду возможность определения параметров математических моделей, описывающих иммунные реакции и процесс заболевания. Параметры этих моделей, вычисленные по экспериментальным данным, являются оценками параметров реального организма, на который мы пытаемся воздействовать, выбирая терапию, обеспечивающую желаемую динамику течения заболевания. Поэтому рассмотрим задачу оценивания коэффициентов моделей заболеваний по экспериментальным данным, подробное изложение которой дано Зуевым в [49 — 51].
Математические модели, изучаемые в данной книге, представляют собой системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздыванием:
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где 
[image: image156.wmf]Â

Î

n

x

t

 — решение системы, 
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 — вектор коэффициентов. Общее свойство этих моделей состоит в том, что все они могут быть записаны так, что вектор-функция f (x, y, α) будет линейна относительно α. Эта особенность позволит в дальнейшем существенно упростить решение задачи оценивания. Наличие запаздывания, наоборот, усложняет задачу. В связи с этим напомним физические предпосылки к введению запаздывания.

Рассмотрим простейшую математическую модель заболевания. Запаздывание в правой части этой системы обусловлено тем, что антителопродуценты C появляются не сразу после попадания в организм некоторой дозы антигена. Для того чтобы соответствующие иммунокомпетентные клетки стали производить антитела F, им необходимо пройти несколько стадий деления, на что затрачивается время τ. Поэтому уравнение для C имеет вид (см. гл. 2)
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Но мы можем рассмотреть процесс прохождения клетками различных стадий. Пусть 
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 — численность популяции клеток в i-й стадии (i = 1, 2, …, k) (k соответствует 6 — 8 делениям). Тогда процесс образования плазматических клеток можно представить следующей системой уравнений:
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Таким образом, для описания простейшей схемы заболевания мы построили систему без запаздывания, решение которой, однако, не следует рассматривать как аппроксимацию решения простейшей математической модели. Эти системы представляют собой два способа моделирования одного физического явления, и при одном и том же наборе коэффициентов их решения качественно не различаются. Поэтому будем считать, что модель представляет собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений
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где 
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, а вектор-функция f (x, α) линейна по α. В дальнейшем нам потребуется существование первых и вторых частных производных правой части по x. Поэтому будем предполагать, что f (x, α) удовлетворяет этому условию. Решение задачи (4.2.3) будем обозначать 
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. Величина T соответствует времени переходного процесса в моделируемой системе. Иными словами, на интервале [0, T] происходит развитие иммунного ответа и восстановление здорового состояния организма. Например, при гепатите T ~ 40 дней, при пневмонии T ~ 30 дней.

Пусть в результате эксперимента или клинических наблюдений получена траектория фазовых переменных модели. Это означает, что имеются множество 
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 и измеренные в эти моменты значения переменных 
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. Если эксперимент поставлен на группе из m животных, то мы имеем группу траекторий 
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 соответствует наблюдениям над i-м животным. Может оказаться, что в результате эксперимента мы получаем не траектории, а множества значений переменных для 
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, а все значения 
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 являются статистически независимыми. Этот случай имеет место, когда на одном животном возможно лишь одно измерение. В любом случае предполагается, что животные одной линии, так что получаемые траектории можно рассматривать как результат повторения опыта с одним организмом. Очевидно, что реальные траектории имеют случайный характер и поэтому не могут быть реализованы в рамках модели (4.2.3) при некотором 
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Сразу отметим, что случайный характер траекторий обусловлен не только ошибкой измерения фазовых переменных, но и влиянием различных факторов, не учитываемых в модели (4.2.3), о чем говорится в предыдущих параграфах. Поэтому при описании реальных траекторий наряду с ошибкой измерения необходимо рассматривать случайные колебания, имеющие место в самой исследуемой системе. Физический смысл этих колебаний состоит в следующем. Математическая модель (4.2.3) учитывает только те факторы, которые определяют динамику исследуемого процесса и позволяют объяснить механизм изучаемого явления. Поэтому при построении модели отбрасывается множество несущественных связей, и рассматриваемый процесс тем самым «изолируется» от системы, в которой он протекает. Если наши представления о механизмах изучаемого явления соответствуют действительности, то отброшены будут те факторы, которые не оказывают определяющего влияния на исследуемый процесс, и модель должна качественно описывать его основные закономерности. В рамках модели (4.2.3) эти факторы неконтролируемы, поэтому при описании реальных траекторий их влияние естественно рассматривать как случайные возмущения, вызывающие кратковременные отклонения траекторий от некоторого решения 
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Задача определения вектора α по Xm или X'm состоит в том, что множеству выборочных траекторий Xm (X'm) необходимо поставить в соответствие одно из множества решений 
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 задачи (4.2.3). Другими словами, требуется построить функционал 
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где αm — оценка вектора коэффициентов.

Будем пока считать, что ошибка измерений отсутствует. Вначале предположим, что наблюдаемая траектория xt принадлежит множеству решений системы (4.2.3), т. е. при некотором 
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Тогда задача определения 
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 может быть решена методами теории возмущений [69] по следующей схеме.

Предполагается, что известно некоторое (невозмущенное) состояние рассматриваемой системы, которому соответствует вектор α0. Далее принимается, что наблюдаемое состояние, называемое возмущенным, описывается уравнением (4.2.3) при 
[image: image184.wmf]d

a

a

+

=

0

 и отклонения δ предполагаются малыми по сравнению с α0. На этом основании осуществляется линеаризация задачи, определяются δ и параметры, соответствующие возмущенному состоянию (подробнее см. [69]).
В рассматриваемом нами случае возмущенное состояние не может быть реализовано в рамках системы (4.2.3) указанным способом, поскольку наблюдаемые траектории, вследствие случайного характера, не принадлежат множеству решений модели. Пусть (4.2.3) описывает невозмущенное движение с набором параметров 
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, и будем считать, что возмущенному движению соответствует 
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 (i = l, 2, …, m) имеют случайный характер, то естественно рассматривать 
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 (i = l, 2, …, m) как реализации некоторого случайного процесса 
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. Поскольку мы считаем, что различия в траекториях обусловлены чисто случайными факторами, то 
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Точное равенство имеет место в пределе при 
[image: image197.wmf]¥

®

T

, если


[image: image198.wmf](

)

0

 

  

,

 

 

cov

®

¥

®

+

t

t

d

d

t

t

.

Поэтому при конечном T это справедливо, если 
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 достаточно быстро стремится к нулю, т. е. при τ << T.

Для корректной записи (4.2.4) введем в рассмотрение процесс ξt такой, что
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Положим 
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, где ε > 0 — малый параметр, и скажем, что при любых T > 0, q > 0 равномерно по t
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Такое представление можно пояснить следующим образом. Пусть, например, ξt и фазовые переменные имеют одинаковое характерное время изменения. Тогда переменная 
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Как показано в [32], для любых T > 0, δ > 0
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Следовательно, при малых ε модель (4.2.5) описывает процесс случайных колебаний траекторий вдоль общей закономерности 
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В предположении о малости ε в работах [49, 50], опирающихся на результаты, полученные в [32], для описания отклонений 
[image: image213.wmf](

)

a

x

x

u

t

t

t

-

=

 реальной траектории 
[image: image214.wmf]x

t

 от решения модели (4.2.3) 
[image: image215.wmf](

)

a

x

t

 предложено использовать следующую стохастическую модель:
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где 
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 — матрицы производных правой части (4.2.3) по x и α, a wt — гауссовский процесс с независимыми приращениями, нулевым математическим ожиданием и ковариационной матрицей Γt, где Γ = ε G.
4.2.2.  Вычисление оценок параметров по данным наблюдений. Метод вычисления оценок вектора 
[image: image218.wmf]a

 и матрицы 
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, предложенный в [50, 51] и основанный на свойствах решений (4.2.6), опирается на идею использования сопряженных уравнений, высказанную в [69] для решения обратных задач. Не останавливаясь на детальном рассмотрении этого метода, которое можно найти в [51], получим итерационный процесс вычисления интересующих нас оценок параметров.

Рассмотрим следующие системы уравнений, которые будем называть сопряженными:
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Умножим скалярно (4.2.6) на 
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где через < x, y > обозначено скалярное произведение в 
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 двух векторов x и y. Это выражение получено на том основании, что
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Равенство (4.2.8) проинтегрируем в пределах 0, T. Учитывая, что 
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Выберем вектор-функцию 
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В этом случае равенство (4.2.9) принимает вид
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где 
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а дисперсия
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 — k-й столбец матрицы 
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. Эти выражения следуют из свойств стохастического интеграла [51].
Будем считать для простоты матрицу Γ диагональной, рассматривая Γ как вектор размерности l. Тогда


[image: image243.wmf](

)

(

)

å

ò

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

j

dt

t

j

j

i

s

T

ist

y

x

f

u

0

2

  

  

,

 

 

,

 

var

a

g

a

.

Обозначим через 
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В результате можем записать
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Теперь следует сделать замечание, касающееся данных измерений. При анализе результатов иммунологических экспериментов мы имеем дело с множеством X'm. Как ранее отмечалось, это множество независимых значений фазовых переменных модели, т. е. для i ≠ j, s ≠ τ, i, j = 1, 2, …, n, 
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Другими словами, 
[image: image252.wmf]u

i

s

 и 
[image: image253.wmf]u

j

t

 принадлежат различным независимым реализациям


[image: image254.wmf](

)

[

]

{

}

W

Î

Î

w

w

is

T

t

is

t

u

  

,

 

 

,

0

  

,

 

 

 

,


[image: image255.wmf][

]

þ

ý

ü

î

í

ì

W

Î

Î

÷

ø

ö

ç

è

æ

w

w

t

t

j

T

t

j

t

u

  

,

 

 

,

0

  

,

 

 

 

.

Поэтому независимы интегралы в (4.2.10), соответствующие этим величинам. С учетом этого замечания теперь можно записать функцию максимального правдоподобия для нахождения оценок параметров. Совместная плотность векторов 
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По условию эксперимента
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 — одномерная гауссова плотность
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В соответствии с принципом максимального правдоподобия асимптотически несмещенные и асимптотически эффективные оценки параметров 
[image: image262.wmf]a

 и 
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 определяются из условия максимума функции 
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которая с точностью до постоянной имеет вид
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где 
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 — наблюдаемое в эксперименте значение i-й фазовой переменной модели (4.2.3) в момент времени t. Если в этот момент проведено 
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 независимых измерений фазовых переменных, то
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Эта функция явно зависит от независимых параметров, составляющих вектор Γ, но вместе с тем зависимость от вектора α оказывается неявной, что затрудняет решение экстремальной задачи
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Чтобы обойти эту трудность, предположим, что начальное значение α0 выбрано достаточно близким к 
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 для того, чтобы воспользоваться линейным приближением
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Очень просто убедиться в том, что
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Последний интеграл обозначим вектором
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Тогда (4.2.12) принимает вид
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Это выражение подставляем в (4.2.11). Получаем
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Теперь минимизируемая функция явно зависит от своих аргументов Γ и δα. Экстремальная задача
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решается довольно просто. Зная 
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, поскольку мы воспользовались лишь линейным приближением решения (4.2.12). Поэтому вновь выберем α1 за исходную точку и повторим весь процесс для вычисления δα1 и т. д. В результате мы пришли к следующему итерационному процессу вычисления оценок параметров:
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В работе (Зуев [51]) исследованы вопросы сходимости этого процесса и свойства получаемых оценок. В гл. 8 приводятся результаты его применения для решения одной практической задачи, связанной с анализом данных иммунологических экспериментов.

4.2.3. Критерии соответствия модели данным наблюдений.  В заключение этого параграфа отметим важную для проведения указанного анализа особенность рассмотренного способа решения задачи оценивания. Дело в том, что применение для этой цели стохастической модели не только позволяет построить итерационный процесс (4.2.14), но и использовать известные критерии математической статистики для проверки различных гипотез. Их применение основано на том, что согласно (4.2.10) и условиям эксперимента случайные величины
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независимы, имеют гауссово распределение, нулевое математическое ожидание и единичную дисперсию. Хорошо известно (Крамер [62]), что сумма квадратов таких величин
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подчиняется распределению χ2 с числом степеней свободы
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Пусть αm, Γm — оценки параметров, полученные по выборке X'm. Тогда [51] величина
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распределена по закону χ2 с числом степеней свободы r = L — 2l, где 2l — число оцениваемых параметров.

Учитывая эти свойства, проверим гипотезу о соответствии модели данным наблюдений. Пусть величина 
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 удовлетворяет условию
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где p — малая вероятность (например 0,05), а 
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2

r

 — случайная величина, имеющая распределение χ2 с числом степеней свободы r. Тогда маловероятно, что событие, состоящее в том, что
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объясняется чисто случайными факторами. Следовательно, если в результате расчетов получено, что
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то вряд ли можно считать, что модель соответствует фактическим данным. С другой стороны, неравенство
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выполняется при значениях α, Γ, образующих некоторое множество 
[image: image293.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

X

m

Q

'

, все точки которого с вероятностью 1 — p могут рассматриваться как значения параметров, не противоречащие фактическим данным. Поэтому доверительным множеством вида (1 — p)·100% для параметров является множество
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Кроме того, критерий χ2 позволяет проверить гипотезу о равенстве параметров, полученных по множествам независимых траекторий. Пусть, например, X'm — множество значений, соответствующее наблюдениям за группой зараженных животных, не получавших исследуемый препарат, а αm, Γm — соответствующие оценки параметров модели (4.2.3). Пусть также Y'm — результат наблюдений за группой, получавшей препарат, а βm и Rm — соответствующие оценки. Проверим нулевую гипотезу, состоящую в том, что препарат не повлиял на параметры изучаемого процесса, т. е. 
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. В соответствии с предыдущими рассуждениями, если нулевая гипотеза верна, то между αm и βm не должно быть значимого различия а значит,
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(4.2.16)

Если первые два неравенства выполняются, то модель не противоречит данным наблюдений. Если при этом не выполняется любое из двух последних неравенств, то из этого следует, что различия в оценках параметров обусловлены неслучайными факторами, а значит, нулевая гипотеза о равенстве 
[image: image300.wmf]b
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 должна быть отвергнута.

Охарактеризовав таким образом в общих чертах схему обработки данных иммунологических экспериментов и отсылая читателя для более детального изучения к монографии (Зуев [51]) в гл. 8 мы приведем практический пример решения задачи исследования воздействия антивирусных препаратов на процессы, происходящие в организме при гриппозной инфекции.

Изложенные в данной главе методы идентификации параметров математических моделей используются в дальнейшем при решении различных задач моделирования иммунного ответа при вирусных и бактериальных заболеваниях: настройки моделей на данные, исследования механизмов действия препаратов и др. Эти результаты представлены в гл. 6, 7, 8.
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