ГЛАВА 5
ЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕАЛИЗАЦИИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
Математические модели иммунного ответа, рассматриваемые нами, формулируются в виде систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. Использование данного класса дифференциальных уравнений связано с необходимостью описания задержки в формировании клонов цитотоксических T-лимфоцитов и плазматических клеток после антигенной стимуляции*). Решение задач идентификации, оптимального управления предполагает построение эффективных методов решения с требуемой точностью задачи Коши для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом (ДУЗА).

Задача Коши для систем уравнений простейшей модели инфекционного заболевания, противовирусного и противобактериального иммунного ответа имеет вид:
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где N — число переменных математической модели, m — число запаздываний, 
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 — вектор параметров.

Системы подобного типа широко применяются для описания процессов в электрических цепях, биологии, иммунологии и физиологии. Сложившийся к настоящему времени подход к построению численных методов решения начальной задачи для дифференциальных уравнении с запаздыванием, в принципе, основывается на совместном использовании методов численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений и аппроксимации запаздывающих переменных (имеются в виду переменные с запаздывающим аргументом).
В работах [46, 110, 237, 239 — 242] рассматриваются алгоритмы на основе методов Рунге — Кутты, в работах [144, 195, 275] рассматриваются некоторые аспекты построения методов, использующих разностные формулы Адамса. При численном решении систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, описывающих явления с сильно различающимися временными характеристиками переходных процессов, эти методы являются неэффективными. В этой связи важной является задача адаптации неявных методов для обыкновенных дифференциальных уравнений, обладающих свойствами A-, A(α)-, L- или жесткой устойчивости, применительно к ЗК ДУЗА. Результаты исследований в этом направлении изложены в работах [139, 143, 195 — 196, 266].
Для построения эффективных алгоритмов численного решения с требуемой точностью дифференциальных уравнений с различными постоянными величинами запаздываний нами использовались методы Рунге — Кутты — Фельберга и два подкласса линейных многошаговых методов: методы Адамса — Бэшфорта — Мултона (ABM) и методы, использующие формулы дифференцирования назад (BDF), реализованные по схеме предиктор—корректор: P(EC)M, M = l, 2, 3.
В данной главе изложены вопросы, связанные с построением двух различных численных алгоритмов реализации математических моделей. Рассмотрим задачу Коши для системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом (для простоты ограничимся случаем одного запаздывания):
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(5.1)

Здесь t — независимая переменная, 
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. Сделаем следующие предположения относительно задачи (5.1):
1. 
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, l раз непрерывно дифференцируема по каждому из своих аргументов, причем l ≥ p, где p — порядок аппроксимации разностных формул.

2. 
[image: image6.wmf](

)

z

y

t

f

,

,

 удовлетворяет условию Липшица по y и z с константами L1 и L2, для всех 
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3. 
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, а точка t0 является точкой разрыва функции φ(s) первого рода. Для простоты предположим также, что l* ≥ l.
При сформулированных предположениях решение ЗК (5.1) существует и единственно на 
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, а кроме того, (l + 1) раз непрерывно дифференцируемо на 
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 за исключением множества точек 
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, причем в θi непрерывны производные до (i — 1)-го порядка включительно (Хэйл [117], Эльсгольц, Норкин [126]).
§ 5.1. Численный алгоритм решения задачи Коши для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе методов Рунге — Кутты — Фельберга
5.1.1. Разностная аппроксимация. Построим метод численного интегрирования задачи Коши для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом вида (5.1) на участках достаточной гладкости решения y(t), т. е. на отрезках 
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, на которых решение y(t) (p +1) раз непрерывно дифференцируемо; при этом под значениями
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понимаются значения соответственно правостороннего и левостороннего пределов 
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, которые существуют и конечны в силу сделанных предположений относительно функций 
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Представим задачу (5.1) в следующей эквивалентной форме:
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(5.1.1)

Задачу (5.1.1) можно рассматривать как задачу Коши для неоднородного ОДУ в 
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, если z(t) — известная функция времени. На отрезке 
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 приближенное решение (5.1.1) может быть получено с помощью какой-либо разностной схемы порядка p (p ≤ l) для обыкновенных дифференциальных уравнений, поскольку функция 
[image: image21.wmf](

)

(

)

[

]

t

t

j

+

Î

-

=

t

t

t

t

t

z

0

0

 

,

 

  

,

 

 известна. При этом численное решение соответствующей разностной задачи представляет собой множество значений 
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, где 
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 — множество целых положительных чисел, являющихся приближенным решением дифференциальной задачи на дискретном множестве точек — узлов сетки 
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. Для получения приближенного решения задачи Коши (5.1.1) при 
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 с помощью той же разностной схемы для обыкновенных дифференциальных уравнений необходимо аппроксимировать функцию 
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 по имеющимся значениям 
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, поскольку при использовании разностных схем высоких порядков (p > 3) или переменного шага интегрирования h требуется вычислить значения 
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, которые, вообще говоря, не совпадают с узлами сетки (здесь hj — величина j-го шага интегрирования, 
[image: image30.wmf][

]

1

 

,

0

Î

m

 и зависит от выбора разностной схемы). Для аппроксимации запаздывающих переменных естественно воспользоваться методами интерполяции сеточных функций в виде сплайнов, полиномов Лагранжа и Эрмита и т. д., причем порядок интерполяции данных должен согласовываться с порядком аппроксимация разностного уравнения и быть не ниже последнего [69, 110]. Таким образом, объединяя какой-либо метод численного интегрирования для обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) и метод интерполяции сеточных функций, мы поставим в соответствие начальной задаче для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом некоторую разностную аппроксимацию.

Рассмотрим одношаговый метод Рунге — Кутты — Фельберга порядка p для задачи Коши системы обыкновенных дифференциальных уравнении (ЗК ОДУ):
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(5.1.2)

Конкретные значения αm, γm и βml постоянны и приведены в (Форсайт и др. [114]). Функция 
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 называется функцией приращения, так как 
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, при этом порядок аппроксимации численного метода (5.1.2) — p.

Для аппроксимации y(t) по имеющимся значениям 
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, воспользуемся интерполяционными полиномами Эрмита 
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 порядка q, которые определяются следующим образом: пусть 
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где
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а 
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; тогда величина погрешности метода интерполяции имеет вид
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5.1.2. Анализ сходимости разностной аппроксимации. Задаче Коши для ДУЗА (5.1.1) поставлена в соответствие разностная аппроксимация
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(5.1.3)

которую назовем одношаговым методом 
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 — условное обозначение метода (5.1.2). Для удобства введем обозначение 
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. Будем рассматривать случай переменного шага интегрирования hn. Для этого предположим, что существует функция θ(t) такая, что 
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. Для разностной схемы (5.1.3) и случая переменного шага интегрирования справедливо следующее утверждение о сходимости решения 
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 разностной задачи к решению 
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 дифференциальной при h → 0.
Утверждение 1. Пусть p ≥ 1 — порядок одношагового метода Рунге — Кутты — Фельберга 
[image: image55.wmf]y

p
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[image: image56.wmf]p

q

. Пусть выполнены сделанные при формулировке задачи Коши (5.1) предположения относительно гладкости 
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 (5.1.3) сходится и справедлива следующая оценка скорости сходимости: 
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, где W > 0, x = min (p, q+1), ║·║ — любая норма в 
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Следствие. Разностная схема (5.1.3), использующая одношаговый метод Рунге — Кутты — Фельберга 5-го порядка и интерполяционные полиномы Эрмита 5-го порядка, имеет 5-й порядок аппроксимации.

5.1.3.  Реализация алгоритма RKF45 — DDE.  Методы Рунге—Кутты—Фельберга 
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, предназначенные для обыкновенных дифференциальных уравнений, построены таким образом, что на каждом шаге интегрирования может быть получена оценка локальной ошибки метода 
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, а более точно — алгоритма RKF45 [114], для численного решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, связанная с введением интерполяции, должна сохранять его существенные характеристики: возможность оценки локальной ошибки и схему выбора величины шага. Необходимым условием для этого является существование асимптотического разложения ошибки метода 
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Справедливо следующее

Утверждение 2. Пусть точное решение y(t) задачи Коши для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом и функция 
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 достаточно гладкие. Тогда если локальная погрешность аппроксимации метода 
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,                             (5.1.4)
где δ(t) удовлетворяет линейному неоднородному уравнению в 
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Здесь δ(t) — гладкая функция ошибки метода 
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Вследствие наличия разрывов производных решения y(t) 3K ДУЗА в моменты 
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Указанные требования к гладкости 
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 — коэффициенты из (5.1.2), a 
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 — узлы для построения интерполяционного полинома. Таким образом, точки разрывов производных решения 
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В заключение рассмотрим основные характеристики построенного алгоритма RKF45 — DDE численного решения задачи Коши для дифференциальных уравнений с различными постоянными запаздываниями.

Метод интегрирования.  В качестве интегратора для задачи Коши (5.1) была выбрана подпрограмма RKF45 [114], предназначенная для решения с требуемой точностью обыкновенных дифференциальных уравнений на основе методов Рунге — Кутты — Фельберга 4- и 5-го порядка.

Метод интерполяции. Для аппроксимации запаздывающих переменных 
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, использовались интерполяционные полиномы Эрмита 5-го порядка. Если 
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 ближе к центральному узлу.
Точки разрывов первых производных решения. Поскольку используются методы Рунге — Кутты — Фельберга 4- и 5-го порядков, алгоритмически следует учитывать существование точек разрывов только для первых семи производных решения, т. е. точки 
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 принадлежали множеству узлов сетки. Подходя в процессе интегрирования к точке [image: image98.wmf]t
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Схема выбора шага интегрирования. Алгоритм выбора величины шага интегрирования оставлен без изменений.

Для построения интерполяционного полинома Эрмита 5-го порядка необходимо, чтобы внутри каждого интервала 
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, имелось хотя бы три узла сетки — по этой причине максимальный шаг интегрирования
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Результаты тестовых расчетов показывают, что построенный алгоритм RKF45 — DDE позволяет эффективно решать нежесткие системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом при невысоких требованиях к точности (величина относительной ошибки ≤ 10-6) [25].
§ 5.2. Численный алгоритм решения задачи Коши для систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе линейных многошаговых методов
В данном параграфе будут рассмотрены вопросы, возникающие при адаптации алгоритма DIFSUB (Гир (Gear) [175]) решения начальной задачи для жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений на случай дифференциальных уравнений с запаздыванием.

5.2.1. Разностная аппроксимация дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе линейных многошаговых методов. Построим численный метод решения задачи (5.1) на основе k-шагового линейного метода p-го порядка на участках достаточной гладкости решения y(t), т. е. на отрезках 
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 максимальная величина шага интегрирования h должна быть не больше, чем τ, тогда как при 
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Используя линейную k-шаговую формулу (Гир (Gear) [173], Лэмберт (Lambert) [210]), мы получим разностное уравнение для 
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      (5.2.1)
При этом, для 
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 по вычисленным ранее 
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, вообще говоря, не совпадающих с множеством узлов сетки 
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Рассмотрим интерполяционный полином 
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 q-го порядка аппроксимации, использующий векторы 
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(5.2.2)

Объединяя (5.2.1) и (5.2.2), получим, что разностная аппроксимация задачи Коши для системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе линейной k-шаговой формулы имеет вид
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(5.2.3)

Отметим, что 
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Разностные уравнения, аппроксимирующие задачу Коши ДУЗА (5.1) на основе методов предиктор-корректор P(EC)M, использующих формулы Адамса — Бэшфорта — Мултона (ABM) и «дифференцирования назад» (BDF), и интерполяционных полиномов 
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, можно представить в векторном виде (
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 — вектор решения разностных уравнений, An — матрица и ln — вектор, определяемый линейными k-шаговыми формулами) [173, 210]:
1) Метод ABM-P(EC)M:
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2) Метод BDF-P(EC)M:
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Отметим, что функция Fn(·, ·) в (5.2.4), (5.2.5) зависит от запаздывающей переменной, обозначенной нами как 
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(5.2.6)

Заметим, что если для построения интерполяционного полинома 
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Переход к представлению вектора решения 
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определяет в окрестности точки 
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 с полиномом, аппроксимирующим решение дифференциальной задачи на основе k-шаговой разностной формулы p-го порядка. Следовательно, применение его для аппроксимации запаздывающих переменных на 
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Пусть, например, 
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(5.2.8)

где 
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. Заметим, что хотя полином
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имеет тот же порядок аппроксимации p, что и (5.2.8), однако, теоретически, его использование приводит к большей ошибке, поскольку аппроксимация носит характер экстраполяции.

Уравнения (5.2.5), (5.2.6) можно представить как рекуррентное соотношение следующего вида с учетом того, что 
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Матрица перехода (оператор шага) S и связь функции приращения ψ с f те же, что и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений, при этом ψ уже зависит от запаздывающей переменной: 
[image: image160.wmf](
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 — некоторая функция, описывающая изменение величины шага интегрирования или неравномерность сетки.

Задаче Коши (5.2.1) поставлена в соответствие система разностных уравнений (5.2.9), которую назовем линейным k-шаговым методом для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, использующим представление вектора решения разностных уравнений в форме Нордсика, и обозначим как 
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 — условное обозначение линейного k-шагового метода p-го порядка для обыкновенных дифференциальных уравнений, а 
[image: image164] — интерполяционный полином q-го порядка, аппроксимирующий запаздывающие переменные.

Для рассматриваемых методов 

 выполнено условие:

p = k (в случае методов ABM и BDF).
Для анализа устойчивости, аппроксимации и сходимости метода 
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 более удобной представляется запись (5.2.9) в виде двухслойной разностной схемы:

            [image: image166.png]Zn+1 = SCn+LT/n + hn—H @ (tnv C'n+1.17ny Ngn+1 (Yol,ov)q hn+1)



.    (5.2.10)

5.2.2. Анализ сходимости разностной аппроксимации. Исследование вопроса сходимости метода 
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где 
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 — тот же вектор коэффициентов, что и в (5.2.4), (5.2.5), построенного на основе сходящегося метода (Гир (Gear) и др. [177, 178]) для обыкновенных дифференциальных уравнений и метода интерполяции, определяемого полиномом 
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 связано с анализом поведения глобальной ошибки 
[image: image172.wmf](
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 — вектор-функция, соответствующая вектор-функции решения 
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 разностных уравнений (5.2.11), но построенная на основе точного решения задачи Коши (5.1). Сформулируем несколько предположений.

1. Пусть метод 
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, характеризующийся функцией изменения шага 
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, имеет порядок аппроксимации p ≥ 1 и сходится с порядком p, т. е.
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В силу предположения, сделанного относительно липшиц-непрерывности функции 
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 по y и z, имеем, что при достаточно малых h функции приращения 
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 рассматриваемого вида, соответствующие схемам реализации линейных многошаговых методов в алгоритме DIFSUB, также удовлетворяют условию Липшица по 
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2. Пусть метод интерполяции, определяемый полиномом 
[image: image183.wmf](
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, имеет порядок q ≥ 0 и удовлетворяет условию Липшица на 
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(5.2.12)

где 
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. При этом ошибка интерполяции 
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где 
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. Тогда справедливы следующие утверждения [26].
Утверждение 1. Если выполнены предположения 1 — 2, то метод 
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 сходится, т. е. 
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Утверждение 2. Если p ≥ 1 — порядок аппроксимации метода 
[image: image198.wmf]y
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, а q ≥ 0 — порядок интерполяционного полинома, аппроксимирующего запаздывающие переменные, то при 
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Таким образом, для сохранения порядка сходимости метода 
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 равному p достаточно, чтобы q = p — 1.
Асимптотическое разложение глобальной ошибки метода 
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 по степеням величины шага интегрирования. В основу алгоритма DIFSUB, как отмечалось ранее, положены методы ABM и BDF переменного шага и переменного порядка, что позволяет получать решение требуемой точности (имеется в виду оценка погрешности), используя максимально возможный шаг интегрирования. Адаптация алгоритма DIFSUB для дифференциальных уравнений с запаздыванием, связанная с введением интерполяции запаздывающих переменных, вообще говоря, может приводить к необходимости модифицировать процедуру контроля ошибки и выбора величины шага, поскольку глобальная ошибка 
[image: image203.wmf](
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, определяется не только погрешностью, вносимой линейным k-шаговым методом для обыкновенных дифференциальных уравнений, но и погрешностью, вносимой за счет интерполяции запаздывающих переменных. Определим достаточные условия на порядок интерполяционного полинома, аппроксимирующего запаздывающие переменные, при котором первый член в разложении глобальной ошибки метода 
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 по степеням h асимптотически определяется главной функцией ошибки линейного k-шагового метода для обыкновенных дифференциальных уравнений. В этом случае процедура контроля ошибки решения и величины шага интегрирования (это является наиболее уязвимым местом при модификации алгоритма) может не меняться, и этот вывод асимптотически, т. е. при 
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Из теории численных методов известно, что для глобальной ошибки решения обыкновенного дифференциального уравнения, полученного с помощью линейных многошаговых методов, существует асимптотическое разложение в ряд по степеням величины шага интегрирования h [110, 173, 210]. Рассмотрим разностные методы, в основу которых положены сильно устойчивые линейные k-шаговые формулы, реализованные по схеме P(EC)M или P(EC)ME, причем порядок формулы предиктора p* ≥ p — порядку формулы корректора. В работах Штеттера [125], Крузе (Crouzeix) [155] показано, что в случае, когда погрешность задания начальных условий порядка (p + 1), т. е. 
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                            [image: image208.png]gn=Y(ta) — Yn=hPe(t,)F+ O(R**), 0<n<N



,               (5.2.13)
где функция e(t) является решением дифференциальной задачи
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(5.2.14)

При этом величина 
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 погрешности аппроксимации в точке 
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Обычный путь контроля глобальной ошибки 
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 в алгоритмах состоит в оценивании ведущего члена асимптотического разложения (5.2.15) для 
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, который и используется для выбора величины шага и порядка. Основанием для этого является связь между 
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 и 
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, устанавливаемая соотношениями (5.2.13) — (5.2.15).
Переход к многозначным методам, использующим, например, эквивалентное представление решения 
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 в форме Нордсика, может приводить к изменению характера связи между 
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: порядок сходимости может быть на единицу больше порядка аппроксимации. Это явление связано как спектральными свойствами матрицы перехода S, так и расположением векторов 
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 являются соответственно первым (ведущим) и вторым членами асимптотического разложения 
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, и изучалось в работах (Альбрехт (Albreht) [129], Скил (Skeel) и др. [269 — 271]). Для дальнейшего мы предположим, что метод 
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 удовлетворяет сильному корневому условию, т. е. λ = 1 является простым собственным числом матрицы S, а все остальные собственные числа λ лежат внутри единичного круга, и рассмотрим случай, когда

                                                 [image: image228.png]dn = hPH1D,, (t,)+ O (h**?)



                                 (5.2.16)
(отметим, что эти предположения справедливы в случае методов, реализованных в DIFSUB).
Асимптотическое поведение глобальной ошибки 
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 (h = const) для методов, использующих представление Нордсика, исследовалось в работе [269]. В ней, в частности, показано, что если начальные условия заданы точно, существует непрерывная производная
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и 
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 имеет вид (5.2.16), то справедливо разложение

                          [image: image232.png]Un — Y (£.) =€, = hPe (£,)+ O(hP*), 0<n



             (5.2.17)

где 
[image: image233.wmf](
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 является решением следующей задачи Коши:
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Поясним смысл Λ, MT и E. Используя спектральное разложение матриц, S можно представить как S = E + T, где E — сопутствующая матрица, соответствующая собственному значению λ = 1. При этом E = ΛMT, SΛ = Λ, где Λ и MT — правый и левый собственные векторы S, соответствующие λ = 1, а кроме того, 
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 [269 — 271].
Проанализируем величину глобальной ошибки метода 
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 при 
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. Часть глобальной ошибки 
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 является решением задачи Коши, аналогичной (5.2.18) с тем отличием, что f зависит как от y(t), так и от 
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, удобно рассматривать функцию 
[image: image244.wmf](

)

(

)

(

)

t

-

t

y

t

y

t

f

,

 

,

 как суперпозицию оператора
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и оператора сдвига 
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. С учетом этого производная от 
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 по y(t) в (5.2.18) является производной Фреше оператора 
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 в точке y и имеет вид
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Следовательно, поведение 
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 описывается задачей Коши для ДУЗА
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Используя эти результаты можно доказать следующее утверждение [26].
Утверждение 3. Предположим, что:

1) метод 
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, удовлетворяющий сильному корневому условию, сходится с порядком p ≥ 1;
2) метод интерполяции, определяемый полиномом 
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 порядка q ≥ 1, удовлетворяет условию 2 п. 5.2.2, т. е.
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3) функция 
[image: image255.wmf](
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 удовлетворяет сформулированным в (5.1) требованиям 1 — 2 к гладкости и липшиц-непрерывности; причем 
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 дважды непрерывно дифференцируема по y, z;
4) рассматриваются методы 
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 вида (5.2.4), (5.2.5) и, следовательно, функция 
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 обладает теми же свойствами гладкости и липшиц-непрерывности по 
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, равномерно по 
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. Тогда, если 
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 при 
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где 
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, т. е. ведущий член асимптотического разложения глобальной ошибки метода 
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 существует и определяется свойствами метода 
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, т. е. конкретными разностными формулами, лежащими в основе метода.

Таким образом, проведенное исследование условий сходимости метода 
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 на различных неравномерных сетках, используемых в алгоритмах решения обыкновенных дифференциальных уравнений на основе методов 
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 (ABM и BDF), позволило получить следующее достаточное условие (на порядок интерполяционного полинома) сходимости метода 
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 с порядком p: q ≥ p —1. Анализ асимптотического разложения глобальной (полной) ошибки метода 
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 по степеням величины шага интегрирования показал, что сохранение вида ведущего члена этого разложения независимым от используемого интерполяционного полинома требует более сильного условия на величину q: q ≥ р.

5.2.3.  Реализация алгоритма DIFSUB — DDE [27].
Метод интегрирования системы дифференциальных уравнений. Алгоритм DIFSUB — DDE содержит два подкласса линейных многошаговых методов — методы Адамса — Бэшфорта — Мултона (ABM) переменного шага и переменного порядка p (p = 1, 2, …, 7) и методы Гира (BDF) переменного шага и переменного порядка p (p = 1, 2, …, 6), реализованные по схеме P(EC)M, М ≤ 3. Для решения неявного уравнения вида
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в случае методов ABM используются простые итерации, в случае BDF-методов используется итерационный процесс на основе метода Ньютона — Рафсона.

Аппроксимация запаздывающих переменных. Для аппроксимации запаздывающих переменных используются компоненты вектора Нордсика 
[image: image274.wmf]y

n

, определяющего в окрестности точки 
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а величина 
[image: image278.wmf](

)

e

a

n

C

 описывает влияние полной погрешности аппроксимации вектор-функции 
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 с помощью 
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. Полином Нордсика 
[image: image281.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

y

C

t

y

n

n

p

n

 

 

 

 

a

t

p

=

-

 имеет порядок 
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, равный порядку линейного многошагового метода 
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, с помощью которого был получен вектор 
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 в точке 
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, и, следовательно, его использование корректно.

Точки разрыва производных решения дифференциальной задачи. В общем случае отрезок 
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, на котором требуется численно получить решение задачи Коши y(t) с помощью метода порядка p, можно разбить на два отрезка: отрезок 
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 недостаточной гладкости решения и отрезок 
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, на котором первые (p + 1) производные решения y(t) являются непрерывными. Требования к гладкости решения y(t) на каждом шаге 
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 приводят к необходимости организовать вычислительный процесс на I1 таким образом, чтобы множество точек разрывов 
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 производных решения принадлежало множеству узлов сетки 
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. В случае m различных запаздываний 
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 множеству узлов сетки должны принадлежать точки 
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Алгоритм DIFSUB — DDE использует методы переменного порядка, причем максимальный допустимый порядок 
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 методов задается пользователем. С учетом этого факта, в случае различных запаздываний, I1 и I2 имеют вид
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где M0 = 2. На первом отрезке интегрирования задачи Коши максимальная величина шага 
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 ограничена:
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где 
[image: image298.wmf]x

j

 и 
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 — соседние точки разрывов производных 
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. На отрезке I2 максимальная величина шага 
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 не ограничена. В соответствии с тем, что только первые (j— 1) производные решения y(t) непрерывны в точках 
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, j = 1, 2, …, i = l, 2, …, m, при достижении 
[image: image303.wmf](

)

q

i

j

n

t

=

 и на следующем шаге производится согласование порядка используемого метода с порядком гладкости решения.

Характеристики алгоритма. Алгоритм DIFSUB — DDE, так же как DIFSUB, использует два подкласса линейных многошаговых методов — методы Адамса — Бэшфорта — Мултона переменного шага п по​рядка р (р = 1, 2, . . ., 7) и методы Гира переменного шага и переменного порядка p (p = 1, 2, …, 6), реализованные по схеме P(EC)M (M = 1, 2, 3). Вычисление матрицы Якоби 
[image: image304.wmf]y

f

¶

¶

, используемой для решения системы нелинейных уравнений, порождаемых BDF-методами, осуществляется с помощью конечно-разностной аппроксимации.

Для аппроксимации запаздывающих переменных 
[image: image305.wmf](
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 используются интерполяционные полиномы корректора, формируемые на основе вектора Нордсика. В процессе решения задачи Коши точки разрывов восьми производных решений y(t) автоматически совмещаются с узлами сетки интегрирования.

Согласование в алгоритме DIFSUB — DDE порядка интерполяционного полинома, аппроксимирующего запаздывающие переменные с порядком аппроксимации используемого на данном шаге интегрирования линейного многошагового метода, позволяет оставить без изменений схему контроля точности решения, реализованную в DIFSUB, которая основана на согласовании требуемой величины погрешности EPS и оценки величины локальной ошибки, вносимой ABM- или BDF-методом. В результате алгоритм DIFSUB — DDE позволяет получить численное решение задачи Коши с заданной относительной точностью, используя максимально возможный шаг интегрирования, причем его величина, при достаточной гладкости решения y(t) дифференциальной задачи, не ограничена величинами запаздываний.

Анализ величины коэффициентов и характерных времен осуществления процессов, описываемых системой дифференциальных уравнений моделей, позволяет предположить, что эти системы являются жесткими в том смысле, что содержат процессы с существенно различными временами убывания. Эффективным средством решения задачи Коши систем дифференциальных уравнений, описывающих процессы, характеризующиеся наличием быстро и медленно затухающих компонент, являются BDF-методы алгоритма DIFSUB — DDE, которые будучи адаптированными для решения дифференциальных уравнений с запаздыванием, качественно сохраняют свойства неограниченности области абсолютной устойчивости для модельных уравнений, аналогичные свойствам A0-, A-, A(α)-устойчивости в случае обыкновенных дифференциальных уравнений [26, 266, 282].
В заключение данной главы отметим, что базовым методом многократного численного решения задачи Коши в ходе идентификации коэффициентов моделей был BDF-метод алгоритма DIFSUB — DDE переменного шага и порядка, позволяющий поддерживать относительную точность численного решения на заданном уровне EPS. Периодически для контроля надежности BDF-метода использовались также ABM-методы алгоритма DIFSUB — DDE и методы RKF45 — DDE. Следует отметить, что по количеству шагов интегрирования, требуемых для решения задачи Коши в интересующей области значений коэффициентов модели и для EPS = 10-8, методы ABM/DIFSUB — DDE и RKF45 — DDE оказались на 1 — 2 порядка менее эффективными, чем BDF/DIFSUB — DDE, при этом среднее время счета интересующей нас задачи Коши для системы уравнений противовирусного иммунного ответа при EPS = 10-8, на ЭВМ с быстродействием 100 000 флоп/с составляло ~ 1 мин при длине слова 8 байт.

*) Следует отметить, что явление задержки появления новых клеток при делении может быть описано, если это целесообразно, с помощью системы обыкновенных дифференциальных уравнений более высокого порядка (см. § 4.2).





_1006543198.unknown

_1006554478.unknown

_1006559287.unknown

_1006563103.unknown

_1006564963.unknown

_1006569692.unknown

_1006571501.unknown

_1006573963.unknown

_1006574418.unknown

_1006574724.unknown

_1006575093.unknown

_1006575353.unknown

_1006575442.unknown

_1006575013.unknown

_1006574623.unknown

_1006574638.unknown

_1006574295.unknown

_1006574226.unknown

_1006573229.unknown

_1006573810.unknown

_1006573948.unknown

_1006573324.unknown

_1006571973.unknown

_1006573097.unknown

_1006571811.unknown

_1006571207.unknown

_1006571402.unknown

_1006571451.unknown

_1006571279.unknown

_1006570528.unknown

_1006571149.unknown

_1006570658.unknown

_1006570494.unknown

_1006568076.unknown

_1006568878.unknown

_1006569088.unknown

_1006569203.unknown

_1006568997.unknown

_1006568715.unknown

_1006568776.unknown

_1006568500.unknown

_1006567295.unknown

_1006567511.unknown

_1006567859.unknown

_1006567382.unknown

_1006566831.unknown

_1006567175.unknown

_1006565199.unknown

_1006566320.unknown

_1006564970.unknown

_1006563855.unknown

_1006564852.unknown

_1006564894.unknown

_1006564922.unknown

_1006564696.unknown

_1006564778.unknown

_1006564770.unknown

_1006563926.unknown

_1006563715.unknown

_1006563756.unknown

_1006563259.unknown

_1006560867.unknown

_1006561531.unknown

_1006562577.unknown

_1006561638.unknown

_1006562146.unknown

_1006561061.unknown

_1006561298.unknown

_1006560966.unknown

_1006559866.unknown

_1006560306.unknown

_1006560743.unknown

_1006560215.unknown

_1006559500.unknown

_1006559689.unknown

_1006559357.unknown

_1006556916.unknown

_1006558096.unknown

_1006558379.unknown

_1006558399.unknown

_1006558358.unknown

_1006557678.unknown

_1006558048.unknown

_1006557218.unknown

_1006557125.unknown

_1006557195.unknown

_1006556943.unknown

_1006556105.unknown

_1006556362.unknown

_1006556509.unknown

_1006556341.unknown

_1006556004.unknown

_1006556035.unknown

_1006546482.unknown

_1006553641.unknown

_1006554089.unknown

_1006554218.unknown

_1006554329.unknown

_1006554179.unknown

_1006553893.unknown

_1006553974.unknown

_1006553853.unknown

_1006553421.unknown

_1006553493.unknown

_1006553621.unknown

_1006553457.unknown

_1006552873.unknown

_1006553245.unknown

_1006546839.unknown

_1006544756.unknown

_1006545140.unknown

_1006545819.unknown

_1006546410.unknown

_1006545777.unknown

_1006545802.unknown

_1006544967.unknown

_1006545063.unknown

_1006544902.unknown

_1006543675.unknown

_1006544556.unknown

_1006544626.unknown

_1006543724.unknown

_1006543381.unknown

_1006543472.unknown

_1006543291.unknown

_1006542495.unknown

_1006542514.unknown

_1006542523.unknown

_1006542528.unknown

_1006542530.unknown

_1006542531.unknown

_1006542529.unknown

_1006542526.unknown

_1006542527.unknown

_1006542525.unknown

_1006542519.unknown

_1006542521.unknown

_1006542522.unknown

_1006542520.unknown

_1006542516.unknown

_1006542518.unknown

_1006542515.unknown

_1006542505.unknown

_1006542509.unknown

_1006542512.unknown

_1006542513.unknown

_1006542511.unknown

_1006542507.unknown

_1006542508.unknown

_1006542506.unknown

_1006542500.unknown

_1006542503.unknown

_1006542504.unknown

_1006542501.unknown

_1006542498.unknown

_1006542499.unknown

_1006542497.unknown

_1006542477.unknown

_1006542486.unknown

_1006542491.unknown

_1006542493.unknown

_1006542494.unknown

_1006542492.unknown

_1006542488.unknown

_1006542490.doc
[image: image1.png]¢t—1), te=tyt, + 1],
Zp (1) = g n(t — 1) A Wg(t), t>1t, + 7,
L& [ty tyay], T=1—1,







_1006542487.unknown

_1006542482.unknown

_1006542484.unknown

_1006542485.unknown

_1006542483.unknown

_1006542479.unknown

_1006542480.unknown

_1006542478.unknown

_1006542459.unknown

_1006542468.unknown

_1006542472.unknown

_1006542475.unknown

_1006542476.unknown

_1006542474.unknown

_1006542470.unknown

_1006542471.unknown

_1006542469.unknown

_1006542463.unknown

_1006542466.unknown

_1006542467.unknown

_1006542464.unknown

_1006542461.unknown

_1006542462.unknown

_1006542460.unknown

_1006542450.unknown

_1006542454.unknown

_1006542456.unknown

_1006542458.unknown

_1006542455.unknown

_1006542452.unknown

_1006542453.unknown

_1006542451.unknown

_1006542445.unknown

_1006542447.unknown

_1006542449.unknown

_1006542446.unknown

_1006542440.unknown

_1006542443.unknown

_1006542444.unknown

_1006542442.unknown

_1006542436.unknown

_1006542438.unknown

_1006542439.unknown

_1006542437.unknown

_1006542434.unknown

_1006542435.unknown

_1006542433.unknown

_1006542431.unknown

