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��������� ������ ������������ ���������������� ��������� !���� "# ��� ���

��� ��� ���������� n$��������� ����� ���������� ������� �����	
���� p$�� ���

����� �������� ���� ���������� %&'( %)' �����*+�� ��������������� ������ ���

����������� 

������ A� ����� ��������		
� �	�
����	 Rn,x- �����	� � n� ����

��������� � 	��� ����������	�� ��	���� � ����		
� �������� p � n.

Rn,x- / & 0x0x��)1 0 · · ·0xp�p1 0o,xp-� ��� ������
� �����	�	�� ‖Rn‖E ./

maxx∈E |Rn,x-| 	� ����������� ���	��
 	� ������	� ���� �� ������� E /

%−L� #'� L � #!

��2���� ������ A �������� ��� ��������� ��	
	���� ��
	����	�
� 3��

p / & 4��� ��������� ����
����� %5' ����� ������������ ���������� 6���27��.

Rn,x- / Tn,& 0 x�n�- ���������� 8������9���( ������������ �������������

�� ����� 4������������ �������( ��*� ��2���� ������ A ��� p / ) %:' ������

������ ,W Riha %"'( C L Metzger( H Lomax( ; < =������ %>'( van der Houwen(

? ? ���������( A Abdulle %@'( J G Verwer %B'- ������*�( ��� ��� p � ) ��2��

���Rn,x- � ��������� ������������� ����� ����������( � ��������*� ���������

������������ ������ ��� ��� ���������� ����������� 3����� ��������� �����

������� ����������� ����� ���������� � ����������� �������
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�������� ���������� =��2�� �� �������2��� ���� ������������ ����� %>' ������

����� ��� p / 5 ������� ����� ���������� �� ����������������� ������� �������

��� ��2���� ������ � n / "@> ,; < =������( ? ? ���������- 

D��� ����* ������������* ������� ��� ��2���� ��� �� ����� ��
�� � ���

������ p � ) !����������( ��� ������2�� ��������� ������������ ����������

���� �����*+��� ����������* ��� ��������� g � p− & 

;�+��������� ��������� Pn,x- ������� g����
��������� ��	
	����	�( ���

�� ��� ��� ����������� �����( �� ����*������ g �� ���( ������� �� ����������±& 

E����� g$4������������ ����������� ����������� � ������� %F'	%&&' I�� ����

������� ������ ��������� ��� ����+� �����*+�� �������+�� � 3 = 6���27��

����������� K��������� ��+���������� ���������� Pn,x- ��+��������* �����

�4�����������* �����*

M / M,e- /

{
,x�w- ∈ C � . w� /

�g��∏
s
�

,x− es-

}
� e ./ {es}�g��

s
� � ,&-

������� ��������� e ������� 	 4�� ���� ��������� ������� ���������� P �
n,x-− & 

��� �������������� g$4������������� ���������� ������ M ����� g( � � �����

������ ����*��������� ����������� ����� ���������� ��� �� �������� � ������

���������� %F' 3� ����� �������������� ������ ��������� �����������������

� ��������* �� ����� �� ����� �������.

Pn,x- / ± cos

(
ni

∫ �x�w�

�e���

d�M

)
� x ∈ C � ,x�w- ∈M� ,)-

��� d�M 	 ��������� 
����� ����������� � M ������ ������������ 5$�� ����( �

����
���� � ������ ����� �� ������� �� ���� �������������� �� M ( �� ��������

����� � ������w,x- � �� ����� ��������� e ∈ e( ������ � �������� ��������� �����

�������������� 3���
������ ������������ ������� n ������ M �� ����������

��( ��� �����������*� ���������� ?����∫
Cs

d�M / )�i
ms

n
� s / &� � � � � )g� ms ∈ Z� ,5-

� ������� Cs 	 ����� � ��2���� ������������� &$������ �� ������ M  3����

���� 4��� ������2���� ������������� ������� �� ���������� ��������� ������

J,x�w- ./ ,x�w- 

8����� �� ����������� ���������� ������������ ��
�� ��2��� ������� ����

����+�� ����������� ,/�������- K������ ���������� N�������O ������(� � �����

������ �������������� ��� �����������*+�� ��2���* ��+��������� ������ � ���

��� ����� � ���������� ?���� D���� ����������( ��������� ������ ������( ���

������� � ��2��� ������� ��������������� ��������� �� ������ ���������������

������ 3���� ���� ��2���� ��
�� ������������ �� ����� ������� ,)- ;�������

��* 4���� ����� � �����+��� ������+�� ������ 

3����������� ����� ������������� ������ � ��2���* ������ � ������2�� ����

������� ������������ ���������� �������� ��� ������� ������������� p / 5 ���

2���� ���������� ��2� ������ ��� n / "@> ��� ����+� �������������� ��������

�� ������ �������� ��2� ��������� ������ ��2������ ������� �� ������������

�����*���� 
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P���� ���������� ������������� ��2���� ��������������� ������ A ��������

�� �+�������� �������� ������������� ��������� 4���� ��2���� 8����� � ����

���2�� ���������� ������������ ����� ������� �� ����������� ����� ���������

������� � �������2�� ���������.

������A′� "���� E′ # ������� ��������		�� ���! $�	����������� 	���
�� ‖Pn‖E′ �	�
����	� ��� ����		
� r 	��������
� ��	��	
� ������ 	� �
�
��%������	�
!

K Q S���2����� ��������
�� �������� �����2������ ����� ������ � �����

��������� ������� 

�����	� 
 %&)'� "���� ������ �	�
����	 �����	� � n� ���������������

��	����	
� ��	��	
� ������ ������ A′� ����� 	� ����� n − r 	���� 	� E′�
������ �� ����	����! &�
�� �� �	�� Pn,x- ������ � 	����	� �� ����	�	��

���	����		� � ��������������� ���� ��� Pn,x- ����� ,n0)−r-'������	�	�
	� E′� �!�! � 	������
� n0)−r ������ %��
� ������� �	�
����	 ���	�����
�	���	�� ±‖Pn‖E′ � ������������� �	�����!

�����	� � %"'� %F'� (����� � 	����� �� �	�
����	� ������������ �����

���	����		�� �� �	��! $	�
����	

Rn,x- / & 0 x 0
x�

)1
0 · · ·0 xp

p1
0 O,xp��- ,:-

� ������� E / %−L� #'� 	� ������� �����	�	�� ‖Rn‖E / &� �������� ���

 �	��� ������ A� ���� � ������ ���� 	� �	������� E \ {#} ����������
,n 0 &− p-'������	�	� %��
� �	�
����	�!


�������������� 8�������� 2�� {‖Pn‖�−l��� � &} � ������������ ������

������ �������� n ��� ����������� l � # ���������� ,��������( �� ������������-

�
���� ; ������� l→∞ � ��� ����*��� ������ ���������� ����������( �������

��� p � # �� �����������*� ������ ,:- K������������( ��+�����*� ����������

��� �������E ./ %−L� #' � ���������Rn,x-( �����������*+�� ������ � ���*+��

�� E ��������� & 

& 3���
��( ��� Rn,x- ������������ �������� � ��2����� ������ A′ �� ������

�� ,:- �� ������� E′ / %−L�−�'( ��� ����
�������� � ����2� �*���� �� ���� ���

��� &(L�)( &�max |P ′′n ,x-| � �������� ������� �� ���������� ���
����� {,Pn� x- .

x ∈ %−L�)� #'T ‖Pn‖�−L�−L��� � &T degPn � n} 3���� �������� ��������� Pn,x-

� ���������� �� E′ ����2�� ��� & ��� ������� r / p 0 & ������ ,:- ; ���� ���

�������� ����������� Pn,x- ������ ���� � ������� � ���������� Pn �� E ����� & 

3�������� ��������Pn,x- � ������� �����x / −L �� �����* ����2� &( �������E

��
�� ���2����� � ����������� ����� ����������Pn,x-( ��� ������������ ����

����������� E 

3�����
���� ����������� ������������� ������� � ���� � ������ �������� p

�������� ������� r / p 0 & ������������ �������� ������ ,:- �� ��� ��4������

���� ��������� ������� � n( �����������*+�� ���������� ������( ����� ��

����� n− r ����� �� ������� E′( ������ ��� ��� z / # �� ����� ������ ������� r 
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3� ������� S���2����� ��������� �������2��� ���������Rn,x- ������������ �

����� ,n 0 &− p-$���������� �� E′ 
) !������( ����� ��������� Rn,x- ����� ,n 0 p − &-$���������� �� �������

������ ��������� %−L� #-( ��������� �� ������� ����� & 3� ������� S���2�����

Rn,x- �������� ��2����� ������ � �������2�� ��������� ��� ������� ������ ,:-

�� ���
����� E′ / %−L�−�'( ��� � � # ���������� ���� Q�����2�� ���������

������������ ����� �� E′ ���������( ������ & ��� ��� 
� ������ ; ���� �������

�������� ��2���� ������ � �������2�� ��������� Rn �������� ������2�� ����

�������� ������������ 

>a@ >b@

���� �� ���,�$�'(� 7'�7�( '0�&7& !3�, /�& >a@ .�%!�� p & >b@ !�.�%!�� p

Q������ ����������� ��������� ������� ����� ����� ������2��� ����������

������������ � ��� ����������� �� ���
����� ������������ E / %−L� #' <� ����

��� ���������� ����

��		� 
� )� �	�� Rn,x- ������ ����������� A � �
� ��������	��
dRn,x-

dx
����� �� � �����
� 	���� �����
� ����� 	� E � C \ R � ���������

����������.

�&4�� !3��) Rn E C \ R

.�%!�� p n− p p

!�.�%!�� p n− pD � p− �

�&4�� !3��)
dRn
dx

E C \ R

.�%!�� p n− pD � p− �

!�.�%!�� p n− p p− �


������������� ,�� A Abdulle %@'- 3���� ��+��������� ��������� �������


��� � ���� ������������* ������* � ������ �������� p. Pn,x-−exp,x- � xp�� 

E���� �� ����� �� ����2�� ���� )%p�)' ��������� ����������� ������ D����

���������� 4���� �����
����� ��������� �� ������ ��������� ���������� �����

,order stars- %)' 

���������� �� ��������� ����������� ���������� ��� �������� ���
�����(

������������ ������������ ��+��������� ��� ; ������ ������ ���
����� �����

���� Pn,x-�exp,x- �� �����* ����2� &( � ������ ������� 	 ����2� & I�� ���
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�����( ���������� ����������� ��������( ���*� �����*+�� ����� ��������

���� �������� %)'.

,a- ������ � ����� ���
����� ���*� ����� �� ����� �������������� ���������

��T

,b- ������ ���� 4�� ���
����� ������*� ������������� ������� ��������

��,p 0 &- ������*+����� ����� ,�� ��� &-T

,c- ��
��� ������������ ���������� ������ ���
����� �����
�� ���� ������

����� ,������� ���������-T

,d- ������������ ��������� ������� ���
����� ��� ,��� �����
��� �� ���*�

�� ����������-( ��4���� 4�� ���
����� ������ 

!��*�� ��
�� �������( ��� ������ ���������� ������ ���
����� �����
�� ��

����� ������ ������� 	 ����� ������� ,d- U��� ����� ���������� �����
�� ������(

��
�+�� ������ � ������� ��� ��
��� �������������( �� � ��� ���������� ��
��

� 4��� �������������( ��� ��� ����� ���
����� ��������� ����������� ;�����

��� ����� ���������� ���
�� ���� ������������ 	 �������� ,a- ��������������

���������� ��
�� � ����� �������������� 
�� ����� �� ��� &( ��� ������ p ����

���� p ����� ��������( �� ��������*+�� �������������* ���( ��� �������� p ���

��� �������� �� ����� p−& 
�
��� �� 4��� �������� �����
���� � ������������

����� ����������( �� ��������*+�� ��+��������* ��� � �����
�+�� �������� ,c-

���� ����������Pn,x- K�������������( ��2 ��������� ����� �� ����� )%p�)' ����

�������� ������( � ��� ����������� 	 �� ����� )%,p− &-�)' ����������� ������ 

! �������
���� ������ ������2��� ���������� ������������Rn,x- � ��� ����

�������� ��
�� ������� ����2� ��
�� ��������� ������� ����������� ����

���� ����������( � ��
��� ����� ����������� ������ E �������� ����� ��� ����

�������� ��
�� ����� � ����� ������ ������ ����������� x� ��
�� ���� ����

���������� ,��� Rn,x�- / −&-( ���� ���� ��� ����������� ,���Rn,x�- / &- 3��

������ p�� �
� ��������� ,n−p-0p / n ��������� �����Rn( � ��� p �������� 	

,n−p-0,p−&- / n−& ��������� ����� dRn�dx K������������(Rn,x�- / ,−&-p

� ������������� ������ �����( ��� �����
������ � ����� 

��	������� 3��������� �+� ��� ��� ��+��������� ����� ������2��� ������

����� ������������ Rn,x- � ��� ����������� ��
�� ��������� ������� �������

����� ��
�� n− p ������ 4���� ���������� 
���� ����( �� ��������� ,x�� #- ����

���� ���������� ��� �������� p � ���� ��� ����������� ��� ������ p !��������
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��� � ������ ��������� !�������� ����

������� ��������� ������� � ������������ C �  
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d
± ./ |
±,u-du ./ d�S±y y /
∑

S∈S|〈S±〉

{
,u− S�±-−� − ,u− S�±-−�

}
du

/
∑

S∈〈S±〉|S

{
,Su− �±-−� − ,Su− �±-−�

}
dS,u-� ,&@-

��� �± 	 ���������*+��( � �± 	 ���������*+�� �������
��� ����� ������$��$

������� �������������� S±T ������������ ������� �� �������������� ���
���

������� ��������� 〈S±〉 ⊂ S( ����
������ 4��������S± Q������������ �������

��� � ,&@- �� ������ �������������� ���
��� ������� ������� �� ��
������ �����

���� ����2���� ,&"- 3������� ���������� ���� ,&:-	,&>- �� ����
������ C±
������ ������� �������( ��������� ���������� ������������� ��������������.

∫
C±

d�zz′ / #�

∫
C±

d�mz / #�

∫
C±

d
± / )�i�

∫
C±

d
∓ / #� z� z′ ∈ R�

,&B-

Q��������� ��������� X����� %&>'( %&@' 4��������� ���������� �� ����� ,&:-(

,&@- 4��������� �������*���.

,u� u′T z� z′- ./ exp

∫ u

u′
d�zz′ /

∏
S∈S

u− Sz

u− Sz′
.
u′ − Sz

u′ − Sz′
� ,&F-

E±,u- ./ exp

∫ u

∞
d
± /

∏
S∈S|〈S±〉

u− S�±
u− S�±

� ,)#-

3�� �������� ������S ������� X����� ���������*��� ��������� �������.

,S±u� u
′T z� z′- / ,u� u′T z� z′-
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E±,z′-
� ,)&-

E◦,S•u- / E◦,u-E◦•� ◦� • ∈ {0�−}� ,))-

��� ����������E◦• 	 4��������� �� ������� ������������ ������������� 	 ���
�

����������� 4���������.

E◦• / E•◦ /
∏

S∈〈S•〉|S|〈S◦〉

S�◦ − �•
S�◦ − �•

.
S�◦ − �•
S�◦ − �•

� ,)5-

8���� ������������ ������� �� ������������ ������� ���
����� ������S( � ���

���������� �������� ◦ � • �����
����� #�∞( �����������*+�� S / &( ����������

�� ��4�������� �����
���� �◦ ./ |S◦,�◦- 
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���� �������� S,u-( |S,u-( � ���������� ��������� �� ������ ���� � ,&:- ; �����

������� ������������ ������ ���� � ������ ������ ����� 
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4�������� �������� ����� ������� ���������( ������� ������������ ��2� � ����
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8������ ��� ���������� ����� 3������� ��
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����� �����*����� J ( J �� ������ S I�� �����*��� ����
���� �����������

������ M � ��������������. JS,u- ./ −S,−u-( JS,u- ./ S,u-( S ∈ S <��

���*��� J ��������� ��������� �� ������� ���
����� S|〈S�〉( S|〈S−〉 ������(

� J ��������� ������ ���
����� ������� �� ������ � �������� ; ���� 3�������
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�� ������������� �����( �����������*+�� ���� ����� ��� ��� ��� ���� ���
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|�−��,u- /
−)

u� − &
0
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� �
S∈S�∼
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[
&

u− S,−&-
− &

u− S,&-
0

&

u 0 S,&-
− &

u0 S,−&-

]
�

��� 4������� S �/ & ������S ��`������� � ������ S ∼ JS ∼ JS ∼ JJST

|
�,u- 0 |
−,u- / )
∑

S∈S|〈S�〉
Re
[
,u− S,��--−� − ,u− S,��--−�

]
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��������� ����� ������S ��
�� �������� ����� ������� X����� 

��		� � %&#'� "���� ��������	�� ��	���� F ,u- ����� �������

degF∑
s
�

,zs − z′s-

� ��	����	����	�� ������� 
����
 S� ��
�� ����������� ����������	��

F ,u- / const ·
deg F∏
s
�

,u� ∗T zs� z′s-E
m�

� ,u-E
m−
− ,u-�


�� m± ∈ Z # �������	�� ,)�i-−� logF ,u- �� ����� C±� � ������	�� ����� ∗
������ �� � 	� ������		�� � ������ ����� ������
!

��	������� \������ �������������( � � ������������ �������F ,u- ��� ���$

����� ������S( ���� ������� ������������ �� �� ������� � ����� ����� m±( ���

����� �������� �������� �� ������� �������������� ������� X����� ,)&-( ,))- 

I�� ������� 4����������� �������* ?���� �� ������� ����������� ������� 

���	�� 
� ;������� �������* x,u- ������� ����������� ��������� �����

�� G �� �������� �����( ������������*( ��� � ����2�( ��������� ,#� &�∞- →
,#�∞�−&- [������ x,u- ����� ������� ���� ��� u / # � ������� ���*�� � ����

��� u / ±&( ����� ����( �����+���� ��������� x,u- ��� ������ ��������� ����
�

������ C± ������� K������������( dx,u-�x,u- / d���,u- 0 d��−�,u- / d���,u- 0

d���,−u- � �������� ����� �������������

x,u- / −,u�∞T #� &-,−u�∞T #� &-� ,):-

���	�� �� 3���������� ����������� ��������� ?����( �������� � ��������

����*+�� ����� ��������������� ������������ ���������Pn �� ������� ,F- ?��

������������� ������������ d�M ������ M ./ D�S �������� ��+���������(

��4���� ��������� �� ����
������ C± �������*� � ����� )�i�n � ���� ������

�� ��������� ?���� ,B- I��� ������������ ����� ������� ���*�� � ������ ±&

� ��������∓&( � ������ �������� ���.

d�∗ / d�−�� 0
&

n
,d
� 0 d
−-� ,)"-

[������ ?������� ��M ��� ������� ������������*+�� ���������� u ����� ���

P̃n,x�w- ./ T̃ ,u- / exp

(
n

∫ u

�

d�∗
)

/ ,u� #T−&� &-n
E�,u-

E�,#-

E−,u-

E−,#-
� ,)>-

Q������( )$4������������ ��������� Pn,x- ���������� �� ������� ,)>- ��������

�������� ]���������.

Pn,x- ./ T ,u- /
&

)

(
T̃ ,u- 0

&

T̃ ,u-

)
� ,)@-
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n
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d�M

)
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�� ������2����� ������( ��������� �������������� ������� X����� ,))- � ���

��������* ����������� �������������� d
�,−u- / −d
�,u-( ����� ������� ���
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n
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u
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)
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n

∫ −�
�

d�S�uu 0

∫ S�u

u
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−-

)

/

(
E�,−&-

E�,&-
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E��E�− /

E��E�−
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�

) 3������ �������** ������� �������� � �������� �����������( �� �����

��� ,)B- ��������

∫
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d�∗ ∈ )�iZ�n Q��������� ,&B- �������� ��������������

����

∫
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d�∗ /
)�i

n
 !������� ��������( ��� d�∗ �������� ��������������� ����

����������� ��� ������ M / D�S D����������� d�∗ ��+���������( � ������(

��������� �� ����
����� ������ JC�( JC� ������ M ���
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���� ��������������� �� ������������ ����� ������ ������������ d�∗ �����

������� ���*�� � ���������� ������ N∞±O ./ ±& � ��������∓& � ����� ������

�������( � ������( d�∗ / d�M  

��	����� � &- \������ ,)B- 4����������� ���������� ?���� �� ���� �����

�������� G ( ���� ���������� �����+�� � 4�� ������� �������� ��� ����+� �����

3������� 
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−
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∞
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�
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�� ����B��G�BB D i�����C��BB� C���GG����D − ��� D i����B��GB�D − ��� ��G�BC�C

��� ����G����B� D i����B�B���� ��GB������D − ��� D i��G���C�B�D − ��� �������G
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