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§1. �¢¥¤¥­¨¥

� ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ±¨­£³«¿°­»µ ¨­²¥£° «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ¢¨¤ 

λ ·V.p.
∫

I

u(t)
t− x

dt−V. p.
∫

I

u(t)Ṙ(t)
R(t)−R(x)

dt = const, x ∈ I := (−1, 1), (1)

£¤¥ ¯ ° ¬¥²° ±¥¬¥©±²¢  R(x) — £« ¤ª ¿ ­¥¢»°®¦¤¥­­ ¿ § ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­»µ
(´³­ª¶¨¿ ±¤¢¨£ ) ­  ¨­²¥°¢ «¥ I , λ — ±¯¥ª²° «¼­»© ¯ ° ¬¥²°, u(x) — ­¥¨§-
¢¥±²­ ¿ ´³­ª¶¨¿, const — ­¥¨§¢¥±²­ ¿ ª®­±² ­² . �°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ´³­ª-
¶¨¨ R(x) °¥¸¥­¨¥¬ (¨«¨ ±®¡±²¢¥­­®© ¯ °®©) ³° ¢­¥­¨¿ �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢  (1)
­ §®¢¥¬ ¯ °³ (λ, u(x)) ± ª®¬¯«¥ª±­»¬ λ ¨ £¥̈«¼¤¥°®¢®© ´³­ª¶¨¥© u(x) 6≡ 0, ³¤®-
¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ±®®²­®¸¥­¨¾ (1) ± ­¥ª®²®°®© ¯®±²®¿­­®© const.

�¡®¡¹ ¿ ¬¥²®¤ ±² ²¼¨ [4], ¢ ª®²®°®© ¡»«¨ ¿¢­® ­ ©¤¥­» ¢±¥ ±®¡±²¢¥­­»¥
¯ °» (λ, u(x)) ³° ¢­¥­¨¿ (1) ± ª¢ ¤° ²¨·­®© § ¬¥­®© R(x), ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²®
³° ¢­¥­¨¥ �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢  ± ° ¶¨®­ «¼­®© ´³­ª¶¨¥© R(x) ±¢®¤¨²±¿ ª § ¤ -
·¥, ª®²®°³¾ �. �¨¬ ­ ±´®°¬³«¨°®¢ « ¢ 1857 £®¤³ [9]: � ©²¨ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¨§
n ´³­ª¶¨©, £®«®¬®°´­»µ ­  °¨¬ ­®¢®© ±´¥°¥ ± ¢»ª®«®²»¬¨ ²®·ª ¬¨ a1 . . . ap ,
ª®²®°»¥ ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ª ¦¤®© ¨§ ¢»ª®«®²»µ ²®·¥ª ¯®¤¢¥°£ ¾²±¿ ¤¥©±²¢¨¾ § -
¤ ­­®© «¨­¥©­®© ¯®¤±² ­®¢ª¨ ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨ ¨¬¥¾² ¢¡«¨-
§¨ ²®·¥ª ak °®±² ­¥ ¢»¸¥ ±²¥¯¥­­®́£®. � ¬  ¯® ±¥¡¥ ½²  § ¤ ·  ­¥ ¯°®¹¥, ·¥¬
°¥¸¥­¨¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ­ ¬¨ ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ®¤­ ª® ¢ ¯®¯»²ª µ
¥¥ °¥¸¨²¼ ¡»« ° §¢¨² ¬®¹­¥©¸¨© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨©  ¯¯ ° ² [6], ª®²®°»© ± ³±¯¥-
µ®¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¬¥­¥­ [5] ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ³° ¢­¥­¨© �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢ .
�§« £ ¥¬»© ª®¬¯«¥ª±­®-£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ¨­²¥£° «¼­®£®
³° ¢­¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ° §¢¨²¨¥¬ ¨¤¥©, ¨§«®¦¥­­»µ ¢ ° ¡®²¥ [8] ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±-
¯°®±²° ­¥­ ­  ¡®«¥¥ ®¡¹¨¥ ®¤­®¬¥°­»¥ ¨­²¥£° «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿, ¿¤°  ª®²®°»µ
¿¢«¿¾²±¿ ° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨. �­²¥°¥±­® ±° ¢­¨²¼ °¥§³«¼² ²» ¨±±«¥-
¤®¢ ­¨¿ ³° ¢­¥­¨© �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢ , ¯®«³·¥­­»¥ ¬¥²®¤ ¬¨, ¨§«®¦¥­­»¬¨
¢ ­ ±²®¿¹¥© ±² ²¼¥, ¨ ¬¥²®¤ ¬¨ ª« ±±¨·¥±ª®£® ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ «¨§  [3].
� ª, ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²¥µ­¨ª¨ ¯®§¢®«¿¥² ¤ ²¼ ¿¢­»¥ ´®°¬³«»
¤«¿ ±®¡±²¢¥­­»µ ¯ ° ­¥ª®²®°»µ ³° ¢­¥­¨© (1).

�. �³ ­ª °¥ ¢ 1896 £. ¨ �. �. �²¥ª«®¢ ¢ 1901 £. ° ±±¬®²°¥«¨ ª° ¥¢»¥ § ¤ ·¨
±® ±¯¥ª²° «¼­»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¢ £° ­¨·­»µ ³±«®¢¨¿µ. �° ¢­¥­¨¥ (1) ¢®§­¨ª ¥²
¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¨ ±«¥¤³¾¹¥© £° ­¨·­®© § ¤ ·¨ [1]:
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�³±²¼ £« ¤ª ¿ ¤³£  Γ ° §¡¨¢ ¥² ®¡« ±²¼ Ω ­  ¯«®±ª®±²¨ ­  ¤¢¥ ¯®¤®¡« -
±²¨ Ω1 ¨ Ω2 . �®±² ¢¨¬ § ¤ ·³ ­  ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿:



























∆U1 = 0 ¢ Ω1, U1 = 0 ­  ∂Ω1 \ Γ,
∆U2 = 0 ¢ Ω2, U2 = 0 ­  ∂Ω2 \ Γ,
U1 = U2 ­  Γ,

−λ ∂U1

∂n
= ∂U2

∂n
­  Γ,

(2)

£¤¥ ∆ — ®¯¥° ²®° � ¯« ± , λ — ±¯¥ª²° «¼­»© ¯ ° ¬¥²° ¨ n — ­®°¬ «¼
ª Γ. � ±«³· ¥ ®¤­®±¢¿§­»µ ®¡« ±²¥© Ωk (k = 1, 2) ¢¢¥¤¥¬ ª®­´®°¬­»¥ ®²®¡° -
¦¥­¨¿ ωk(z) ½²¨µ ®¡« ±²¥© ­  ¢¥°µ­¾¾ ¯®«³¯«®±ª®±²¼, ­®°¬¨°®¢ ­­»¥ ³±«®¢¨-
¿¬¨ ωk(Γ) = I . �®¦­® ¯®ª § ²¼ [2], ·²® §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ U1|� = U2|� , ¯¥°¥-
­¥±¥­­»¥ ± Γ ­  I ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ω1 , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢­¥­¨¾ (1) ± ´³­ª¶¨¥©
±¤¢¨£  R = ω2|� ◦ (ω1|�)−1 : I → Γ→ I .

§2. � ¤ ·  ¬®­®¤°®¬¨¨

2.1. �ª¢¨¢ «¥­²­®¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥. �¥§¤¥ ¤ «¥¥ ¬»
¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ´³­ª¶¨¾ ±¤¢¨£  R(x) ° ¶¨®­ «¼­®© ´³­ª¶¨¥© ±²¥¯¥­¨ n := degR,
³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾ ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨ § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ R : I → I ,
². ¥.

Ṙ(x) 6= 0, x ∈ [−1, 1], (3)

·²® £ ° ­²¨°³¥² [2, 3] ¤¨±ª°¥²­®±²¼ ±¯¥ª²°  § ¤ ·¨ (1). � ¬¥²¨¬, ·²® ³±«®-
¢¨¥ (3) ¢«¥·¥² §  ±®¡®© ®¤­®«¨±²­®±²¼ ´³­ª¶¨¨ R ¢ ¬ «®© ª®¬¯«¥ª±­®© ®ª°¥±²-
­®±²¨ U ®²°¥§ª  Ī .

�¨ª±¨°³¥¬ x ∈ ̂C ; ²®£¤  ³° ¢­¥­¨¥ R(z) = R(x) ®²­®±¨²¥«¼­® ¯¥°¥¬¥­­®© z
¨¬¥¥² °®¢­® n °¥¸¥­¨© z1(x) := x, z2(x), . . . , zn(x), ±°¥¤¨ ª®²®°»µ ¬®£³² ¡»²¼
¯®¢²®°¿¾¹¨¥±¿ ¨ ° ¢­»¥ ∞. �¤°® ¢²®°®£® ¨­²¥£° «  ¢ (1) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬
° §« £ ¥²±¿ ­  ¯°®±²¥©¸¨¥ ¤°®¡¨:

Ṙ(t)
R(t)−R(x)

= d
dt

ln(R(t)−R(x)) =
n
∑

k=1

1
t− zk(x)

− Q̇(t)
Q(t)

; (4)

§¤¥±¼ Q(t) — §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ R(t) ¢ ¢¨¤¥ ­¥±®ª° ²¨¬®£® ®²­®¸¥­¨¿
¬­®£®·«¥­®¢.

�¨¤ ±« £ ¥¬»µ ¢ ° §«®¦¥­¨¨ (4) ­ ¢®¤¨² ­  ¬»±«¼ ¢¢¥±²¨ ­®¢³¾ ­¥¨§¢¥±²-
­³¾ ´³­ª¶¨¾ Φ(x) — ¨­²¥£° « ²¨¯  �®¸¨ ®² u(x), ª ª®²®°®¬³ ¤«¿ ²¥µ­¨·¥-
±ª¨µ ¶¥«¥© ¤®¡ ¢«¥­  ª®­±² ­² :

Φ(x) :=
∫

I

u(t)
t− x

dt+ const′, x ∈ ̂C \ Ī , (5)

const′ := 1
λ− n

[ ∫

I

u(t)Q̇(t)
Q(t)

dt− const
]

. (6)

�¥¸¥­¨¥ u(x) ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1) ¢®±±² ­ ¢«¨¢ ¥² ´®°¬³«  �®µ®¶ª®£®–
�«¥¬¥«¿ [7]:

u(x) = (2πi)−1[Φ(x+ i0)− Φ(x− i0)], x ∈ I. (7)
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�¥¬¬  1. �°¨ 1 6= λ 6= n ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ (5), (7) ®±³¹¥±²¢«¿¾² ¢§ ¨¬-
­® ®¤­®§­ ·­®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ±®¡±²¢¥­­»¬¨ ¯ ° ¬¨ (λ, u(x)) ³° ¢­¥-
­¨¿ (1) ¨ ­¥­³«¥¢»¬¨ £®«®¬®°´­»¬¨ ¢ ̂C \ Ī °¥¸¥­¨¿¬¨ Φ(x) ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®
³° ¢­¥­¨¿

Φ+(x) + Φ−(x) = δ
n
∑

k=2

Φ(zk(x)), x ∈ I, (8)

δ = 2
λ− 1

, (9)

£° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ Φ±(x) := Φ(x ± i0) ª®²®°®£® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾
�¥̈«¼¤¥°  ­  Ī .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ (λ, u(x)) — ±®¡±²¢¥­­ ¿ ¯ °  ³° ¢­¥­¨¿ (1). � ¬¥-
²¨¬, ·²® ¬­®£®·«¥­ Q(t) ­¥ ¨¬¥¥² ­³«¥© ­  [−1, 1]; ¯®½²®¬³ ª®­±² ­²  (6) ª®­¥·-
­ . �¢®©±²¢  ¨­²¥£° «  ²¨¯  �®¸¨ £ ° ­²¨°³¾² [7], ·²® £° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿
°¥¸¥­¨¿ Φ ±³¹¥±²¢³¾² ¢® ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ ®²°¥§ª  Ī , «®ª «¼­® £¥̈«¼¤¥°®¢»
¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ´®°¬³« ¬ �®µ®¶ª®£®–�«¥¬¥«¿ (7) ¨

V.p.
∫

I

u(t)
t− x

dt+ const′ = 1
2

(Φ+(x) + Φ−(x)), x ∈ I. (10)

�®¤±² ¢¨¢ ° §«®¦¥­¨¥ ¿¤°  (4) ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1), ¬»
¯®«³·¨¬ ±³¬¬³ ¨­²¥£° «®¢ ²¨¯  �®¸¨ ¨ ­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²», ¢®§­¨ª ¾¹¥©
¯°¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ´³­ª¶¨¨ u(t) d lnQ(t) ¯® ®²°¥§ª³. �®­±² ­²  ¢ ®¯°¥¤¥«¥-
­¨¨ Φ ±¯¥¶¨ «¼­® ¯®¤®¡° ­  ² ª, ·²®¡» ¯®«³· ¾¹¥¥±¿ ²®¦¤¥±²¢® ¤«¿ ­®¢®©
¯¥°¥¬¥­­®© ­¥ ±®¤¥°¦ «® ¯®±²®¿­­®£® ±« £ ¥¬®£®.

�®ª ¦¥¬, ·²® u(±1) = 0, ®²ª³¤  ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¯°¥¤¥«¼­»µ
§­ ·¥­¨© °¥¸¥­¨¿ Φ ¢ ²®·ª µ ±1 ¨ £«®¡ «¼­ ¿ £¥̈«¼¤¥°®¢®±²¼ ¥£® £° ­¨·­»µ
§­ ·¥­¨© ­  Ī . �³±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, u(−1) 6= 0; ²®£¤  «¥¢ ¿ · ±²¼ ´®°¬³«» (8)
¨¬¥¥² «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨© °®±² ¯°¨ x → −1, ¯° ¢ ¿ ¦¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ª®­¥·­®¬³
§­ ·¥­¨¾, ¯®±ª®«¼ª³ z2(−1), . . . , zn(−1) /∈ U — ²®·ª¨ £®«®¬®°´­®±²¨ ´³­ª-
¶¨¨ Φ(x).

� ¸¨ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ®¡° ²¨¬»: ¥±«¨ £° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ £®«®¬®°´­®© ¢ ̂C \ Ī
´³­ª¶¨¨ Φ £¥̈«¼¤¥°®¢» ­  Ī , ²® ´³­ª¶¨¿ u(x), ¢®±±² ­®¢«¥­­ ¿ ¨§ (7), ±¢¿§ -
­  ± Φ(x) ³° ¢­¥­¨¥¬ (5) ± ­¥ª®²®°®© ¯®±²®¿­­®© const′ [7]. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ Φ
³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­  ° §°¥§¥ ³° ¢­¥­¨¾ (8), ²® ½²® ±®®²­®¸¥­¨¥ ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿,
³·¨²»¢ ¿ ²®¦¤¥±²¢® (4) ¨ ´®°¬³«³ �®µ®¶ª®£®–�«¥¬¥«¿ (10), ¢ ¢¨¤¥ ±¨­£³«¿°-
­®£® ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1) ± ²®© ¦¥, ·²® ¨ ¢ (6), ¯®±²®¿­­®© const.

�¯®±«¥¤±²¢¨¨ ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¯®¤¢¥°£­³²¼ ¬ «®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ° §°¥§ I , ´¨-
£³°¨°³¾¹¨© ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (8), ·²® § ª®­­® ¢¢¨-
¤³ ±«¥¤³¾¹¥© «¥¬¬»:

�¥¬¬  2. �³±²¼ J ⊂ U — ¨§®²®¯­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ¨­²¥°¢ «  I , ²®¦¤¥-
±²¢¥­­ ¿ ¢¡«¨§¨ ª®­¶®¢. �®£¤  ¢±¿ª®¥ £®«®¬®°´­®¥ ¢ ̂C \ J̄ °¥¸¥­¨¥ Φ ³° ¢-
­¥­¨¿

Φ+(x) + Φ−(x) = δ
n
∑

k=2

Φ(zk(x)), x ∈ J, (11)

£° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ Φ±(x) ª®²®°®£® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ �¥̈«¼¤¥°  ­  J̄ ,
 ­ «¨²¨·¥±ª¨ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ®¯¨± ­­®£® ¢ «¥¬¬¥ 1 °¥¸¥­¨¿ ´³­ª¶¨®­ «¼-
­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (8), ¨ ­ ®¡®°®².
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ Φ — °¥¸¥­¨¥ «¾¡®£® ¨§ ³° ¢­¥­¨© (8), (11). � ² -
ª®¬ ±«³· ¥ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ª ª
´³­ª¶¨¿  °£³¬¥­²  x, £®«®¬®°´­  ¢ U. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯°¨ x ∈ U §­ ·¥-
­¨¿ z2(x), . . . , zn(x) «¥¦ ² ¢ ̂C \ U — ®¡« ±²¨ £®«®¬®°´­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ Φ, ¨
¯®²®¬³ ±« £ ¥¬»¥ ¢ ±³¬¬¥

∑n
k=2 Φ(zk(x)) ­¥£®«®¬®°´­» «¨¸¼ ¢ ª®­¥·­®¬ ·¨-

±«¥ ²®·¥ª ¢¥²¢«¥­¨¿ x∗  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© zk(x). �°¨ ®¡µ®¤¥  °£³¬¥­² 
x ¢®ª°³£ «¾¡®© ²®·ª¨ x∗ ³¯®¬¿­³²®£® ¬­®¦¥±²¢  ±« £ ¥¬»¥ ¯¥°¥±² ¢¿²±¿ ¨
±³¬¬  ¢¥°­¥²±¿ ª ±¢®¥¬³ §­ ·¥­¨¾. �®·ª¨ x∗ ¿¢«¿¾²±¿ ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®©
±³¬¬» ¨§®«¨°®¢ ­­»¬¨ ®±®¡»¬¨ ²®·ª ¬¨ ®¤­®§­ ·­®£® µ ° ª²¥°  ¨, ¯®±ª®«¼-
ª³ Φ ®£° ­¨·¥­  ¢ ̂C \U, ³±²° ­¨¬».

−1 1qqq q���
�

�
�-

-

x∗I
J x∗U

�¨±. 1. �¥´®°¬ ¶¨¿ ° §°¥§ .

�¢¨¤³ ±ª § ­­®£® ± ¬® ´³­ª¶¨®­ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (8) (¨«¨ (11)) ®¯°¥¤¥«¿¥²
 ­ «¨²¨·¥±ª®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ Φ ·¥°¥§ ° §°¥§ ¢ ®¡« ±²¼, ®£° ­¨·¥­­³¾
ª°¨¢»¬¨ I ¨ J . �°®¤®«¦¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ Φ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±®®²­®¸¥­¨¾ (11)
(¨«¨ (8)) ­  ­®¢®¬ ° §°¥§¥. �° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ Φ ­  ­®¢®¬ ° §°¥-
§¥  ­ «¨²¨·­» ¢­¥ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «»µ ®ª°¥±²­®±²¥© ²®·¥ª ±1. �®±ª®«¼ª³ ¢
³ª § ­­»µ ®ª°¥±²­®±²¿µ ª°¨¢»¥ I ¨ J ±®¢¯ ¤ ¾², ²® ´³­ª¶¨¨ Φ± ¿¢«¿¾²±¿
£¥̈«¼¤¥°®¢»¬¨ ­  ­®¢®¬ ° §°¥§¥, ª®«¼ ±ª®°® ®­¨ ¡»«¨ £¥̈«¼¤¥°®¢»¬¨ ­  ±² -
°®¬.

2.2. �®²¨¢ ¶¨¿ ¢¢¥¤¥­¨¿ ¬®­®¤°®¬¨¨. �§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬» 2
¢¨¤­®, ·²® ´³­ª¶¨¾ Φ, ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ­  ¤®¯®«­¥­¨¨ ª ° §°¥§³ I ¯® °¥¸¥­¨¾
u ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1), ¬®¦­®  ­ «¨²¨·¥±ª¨ ¯°®¤®«¦¨²¼ ·¥°¥§ ° §°¥§
¢ ±¨«³ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® ±®®²­®¸¥­¨¿ (8). �®±²®ª ´³­ª¶¨¨ Φ+ ,  ­ «¨²¨·¥±ª¨
¯°®¤®«¦ ¥¬»© ·¥°¥§ I ¢¤®«¼ ¬ «®© ¯¥²«¨, ®£¨¡ ¾¹¥© «¾¡³¾ ¨§ ²®·¥ª ±1, ¯¥-
°¥µ®¤¨² ¢ °®±²®ª ´³­ª¶¨¨ Φ− , ¨ ­ ®¡®°®². � ª¨¬ ®¡° §®¬, Φ ¨¬¥¥² ­  ª®­¶ µ
¨­²¥°¢ «  I ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥­¨¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ®ª°¥±²­®-
±²¨ ° §°¥§  Φ(x) ¿¢«¿¥²±¿ £®«®¬®°´­®© ´³­ª¶¨¥© ­  °¨¬ ­®¢®© ¯®¢¥°µ­®±²¨
´³­ª¶¨¨

√
1− x2 .

�«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¯®«­®© °¨¬ ­®¢®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ Φ(x) ° ±±¬®²°¨¬
«®ª «¼­® ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¢¥ª²®° W (x) := (Φ(z1(x)), . . . ,Φ(zn(x)))t , £¤¥ zk(x) —
°¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ R(zk) = R(x) ­  ±´¥°¥ �¨¬ ­ . �¥£®«®¬®°´­®±²¼ ½²®£®
¢¥ª²®°  ­  CP1 ¢»§¢ ­  ¤¢³¬¿ ¯°¨·¨­ ¬¨: (1) ¢¥²¢«¥­¨¥¬ ´³­ª¶¨¨ Φ ¢ ²®·ª µ
±1 ¨ (2) ¢¥²¢«¥­¨¥¬  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© zk(x), ·²® ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¬¥±²®
«¨¸¼ ¢ ª®­¥·­®¬ ·¨±«¥ ²®·¥ª. �¥²°³¤­® ­ ©²¨ § ª®­ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¢¥ª²®° 
W ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ª ¦¤®© ¨§ ³ª § ­­»µ ®±®¡»µ ²®·¥ª x∗ .

�«¿ ª ¦¤®© ¨§ 2n ²®·¥ª x∗ ¬­®¦¥±²¢  R−1(±1) ®¤­  ¨§ ´³­ª¶¨© zk(x∗)
¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ ±1. �°¨ ®¡µ®¤¥ ²®·ª¨ x∗ ¯® ¬ «®© ¯¥²«¥ ª®¬¯®­¥­²  Wk
§ ¬¥­¿¥²±¿ ¢ ±¨«³ ³° ¢­¥­¨¿ (8) ­  ª®¬¡¨­ ¶¨¾ −Wk+δ

∑

j 6=kWj ,   ®±² «¼­»¥
ª®¬¯®­¥­²» ¬®£³² ²®«¼ª® ¬¥­¿²¼±¿ ¬¥±² ¬¨. �°¨ ®¡µ®¤¥ ®±² ¢¸¨µ±¿ ²®·¥ª
¢¥²¢«¥­¨¿ x∗ ª®¬¯®­¥­²» ¢¥ª²®°  W (x) ¯°®±²® ¯¥°¥±² ¢«¿¾²±¿. � ª¨¬ ®¡° -
§®¬, ¢¥ª²®° W (x), ¯®±²°®¥­­»© ¯® °¥¸¥­¨¾ ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1), ¿¢«¿-
¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ ­¥ª®²®°®© § ¤ ·¨ ¬®­®¤°®¬¨¨ �¨¬ ­ .
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2.3. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­»¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿. �®°¬ «¨§ ¶¨¾
° ±±³¦¤¥­¨© ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥«  ³¤®¡­® ¯°®¢¥±²¨ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ²¥®°¨¨ ­ -
ª°»²¨©, ®±­®¢­»¥ ¯®«®¦¥­¨¿ ª®²®°®© ¬®¦­® ­ ©²¨, ­ ¯°¨¬¥°, ¢ [10]. �³¤¥¬
±·¨² ²¼ R(x) : CP1 → CP1 n-«¨±²­»¬ ­ ª°»²¨¥¬, ° §¢¥²¢«¥­­»¬ ­ ¤ ²®·ª ¬¨
a1, . . . , al ±´¥°» �¨¬ ­  ¨, ¢®§¬®¦­®, ­ ¤ ²®·ª ¬¨ ±1. �³±²¼ y0 — ®²¬¥·¥­­ ¿
²®·ª  ¡ §» Y := CP1 \ {a1, . . . , al,−1, 1},   {x1, . . . , xn} := R−1(y0) — ­ ª°»¢ -
¾¹¨¥ ¥¥ ²®·ª¨ ¯°®±²° ­±²¢  X := R−1(Y ). �®­®¤°®¬¨¿ T∗ ­¥° §¢¥²¢«¥­­®£®
­ ª°»²¨¿ R : X → Y ¤¥©±²¢³¥² ¨§ π1(Y, y0) ¢ £°³¯¯³ ¬ ²°¨¶ ¯¥°¥±² ­®¢®ª
n-£® ¯®°¿¤ª  ¯® ¯° ¢¨«³

T∗([r]) · (x1, . . . , xn)t := (x1 · r, . . . , xn · r)t, r ∈ [r] ∈ π1(Y, y0). (12)
�¤¥±¼ ¯³²¼ r ¨§ ¡ §» ¤¥©±²¢³¥² ­  ²®·ª³ x ­ ª°»¢ ¾¹¥£® ¯°®±²° ­±²¢ , ¥±«¨
x ¯°®¥¶¨°³¥²±¿ ¢ ­ · «® ¯³²¨. �¥§³«¼² ² x · r — ª®­¥·­ ¿ ²®·ª  ¯®¤­¿²¨¿
¯³²¨ r ®² x ­  ­ ª°»¢ ¾¹³¾. �²® ¤¥©±²¢¨¥  ±±®¶¨ ²¨¢­®, ². ¥. (x · r1) · r2
= x · (r1 · r2), ¨ § ¢¨±¨² «¨¸¼ ®² £®¬®²®¯¨·¥±ª®£® ª« ±±  [r]. � «¥¥ ¡³ª¢ ¬¨
q, r, s, t, . . . ¬» ®¡®§­ · ¥¬ ¯³²¨ (¯¥²«¨) ¯°®±²° ­±²¢  Y, ­ ·¨­ ¾¹¨¥±¿ ¢
®²¬¥·¥­­®© ²®·ª¥ y0 . �°³¯¯®¢®¥ ±¢®©±²¢® ®²®¡° ¦¥­¨¿ T∗ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²

�¥¬¬  3. �³±²¼ s — ¯³²¼ ¨ r — ¯¥²«¿ ¢ Y, ­ ·¨­ ¾¹¨¥±¿ ¢ y0 . �®£¤ 
T∗([r])(x1 · s, . . . , xn · s)t = (x1 · rs, . . . , xn · rs)t. (13)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ²°¨¶  ¯¥°¥±² ­®¢®ª T∗([r]), ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ° ¢¥­±²¢®¬
(13), ¯®±²®¿­­  ¢¤®«¼ ¯³²¨ s ¯® ±®®¡° ¦¥­¨¿¬ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨,   ¯®²®¬³ ±®¢¯ -
¤ ¥² ± ¬ ²°¨¶¥© ¨§ (12) ¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² s.

�¢¿§ ­­®¥ ± ¨­²¥£° «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ (1) ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ T : π1(Y )→GLn(C)
¯®«³· ¥²±¿ ¢¨¤®¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¬®­®¤°®¬¨¨ ­ ª°»²¨¿ R. �®¥¤¨­¨¬ ²®·ª¨ ±1 ­ 
¡ §¥ Y ¯°®±²»¬ ¯³²¥¬ D := I , ¥±«¨ ¯®±«¥¤­¨© ­¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥-
­¨¿ ak ­ ª°»²¨¿, ¨«¨ ¥£® ¬ «®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥© D := R(J) ⊂ R(U ), ¬¨­³¾¹¥©
²®·ª¨ ¢¥²¢«¥­¨¿ (±¬. «¥¬¬³ 2). �³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ £°³¯¯  π1(Y, y0) ±¢®¡®¤­®
¯®°®¦¤¥­  ±¢®¥© ¯®¤£°³¯¯®© π1(Y \D, y0) ¨ £®¬®²®¯¨·¥±ª¨¬ ª« ±±®¬ [d] ´¨ª-
±¨°®¢ ­­®£® « ±±® d, ®µ¢ ²»¢ ¾¹¥£® «¾¡³¾ ¨§ ²®·¥ª ±1 ¨ ¥¤¨­®¦¤» ¯¥°¥±¥-
ª ¾¹¥£® ¯³²¼ D ±¯° ¢  ­ «¥¢® (D ­ ±«¥¤³¥² ®°¨¥­² ¶¨¾ ®² J ). �¯° ¢¥¤«¨¢ 

�¥¬¬  4. �®«­»© ¯°®®¡° § R−1(y0) ±®¤¥°¦¨² ¥¤¨­±²¢¥­­³¾ ²®·ª³ x1 ¯®¤-
­¿²¨¥ ®² ª®²®°®© ­  X «¾¡®© ¯¥²«¨ ª« ±±  [d] ¯¥°¥±¥ª ¥² ° §°¥§ J .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �­®¦¥±²¢® R−1(d) ±®±²®¨² ¨§ n ª®¬¯®­¥­², ¨§ ª®²®°»µ
°®¢­® ®¤­  ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± J . � · «® ½²®© ª®¬¯®­¥­²» ¯°¨¬¥¬ §  x1 . �°¨ ¤¥-
´®°¬ ¶¨¨ ¯®¤­¿²¨¿ ¯¥²«¨ d ­  X ®² ²®·ª¨ x1 ¨­¤¥ª± ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ± ° §°¥§®¬
J ­¥ ¨§¬¥­¨²±¿.

�¥¬¬  5. � ²°¨¶  T∗([d]) ª®¬¬³²¨°³¥² c ¬ ²°¨¶¥© D ¢¨¤ 

D(δ) :=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

−1 δ . . . δ
0
...
0

En−1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∈ GLn(C), (14)

£¤¥ En−1 — ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶  ° ­£  n− 1.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ²°¨¶  T∗([r]) ª®¬¬³²¨°³¥² ± D, ¥±«¨ ¯¥°¥±² ­®¢ª ,

®²¢¥· ¾¹ ¿ ¯¥²«¥ r, ±®µ° ­¿¥² ¯¥°¢»© ½«¥¬¥­². � ¢¥­±²¢® x1 · d = x1 ±«¥¤³¥²
¨§ ®¤­®«¨±²­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ R ¢ U.
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�°¥¤±² ¢«¥­¨¥ T ®¯°¥¤¥«¨¬, ¨±¯®«¼§³¿ ³ª § ­­®¥ ¢»¸¥ ° §¡¨¥­¨¥ £°³¯¯»
π1(Y ) ­  ±¢®¡®¤­»¥ ¯®°®¦¤ ¾¹¨¥:

T([d]) := DT∗([d]), T([r]) := T∗([r]), [r] ∈ π1(Y \D, y0). (15)

�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¬®­®¤°®¬¨¿ T ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¯°®¨§¢®«  ¢ ¢»¡®°¥ ° §°¥§ 
D ⊂ R(U ); § ¬¥­  ®¯®°­®© ²®·ª¨ y0 , « ±±® d ¨ ¯®°¿¤ª  ­³¬¥° ¶¨¨ ²®·¥ª
x2, x3, . . . , xn (²®·ª  x1 ¢»¡¨° ¥²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± «¥¬¬®© 4) ¯°¨¢®¤¨² ª
¯®¤®¡­®¬³ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¾ T ± ¯°¨¢®¤¿¹¥© ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥±² ­®¢®ª.

2.4. �±­®¢­ ¿ ²¥®°¥¬ . �´®°¬³«¨°³¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ®±­®¢­³¾ ²¥®°¥¬³:
�¥®°¥¬  1. �®¡±²¢¥­­»¥ ¯ °» (λ, u(x)) ³° ¢­¥­¨¿ (1) ¯°¨ 1 6= λ 6= n ¢§ -

¨¬­® ®¤­®§­ ·­® ±®®²¢¥²±²¢³¾² ­¥²°¨¢¨ «¼­»¬ ®£° ­¨·¥­­»¬ ¢¡«¨§¨ ¯°®-
ª®«®¢ ±1, a1, . . . , al £®«®¬®°´­»¬ °¥¸¥­¨¿¬ W § ¤ ·¨ �¨¬ ­  ± ¬®­®¤°®¬¨¥©
T, ®¯°¥¤¥«¥­­®© ¢ (15), (14) ¯°¨ δ ¨§ (9).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. (λ, u) → W . �³±²¼ (λ, u) — ±®¡±²¢¥­­ ¿ ¯ °  ³° ¢-
­¥­¨¿ (1) ¯°¨ 1 6= λ 6= n. �®¯®±² ¢¨¬ ¥© ¢¥ª²®° W (ỹ) ­  ³­¨¢¥°± «¼­®© ­ -
ª°»¢ ¾¹¥© ˜Y. �®·ª¨ ¯®±«¥¤­¥© ¨¬¥¾² ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ỹ = ỹ0 · t, £¤¥ t ⊂ Y —
­ ·¨­ ¾¹¨©±¿ ¢ y0 ¯³²¼ ¨ ®¯®°­ ¿ ²®·ª  ỹ0 ∈ ˜Y ­ ª°»¢ ¥² y0 . � ²®·ª µ ỹ , ­¥
«¥¦ ¹¨µ ­  ±¨±²¥¬¥ ° §°¥§®¢ ˜D, ­ ª°»¢ ¾¹¨µ D, ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥ª²®°

W (ỹ0 · t) := T([r])T−1
∗ ([r])(Φ(x1 · t), . . . ,Φ(xn · t))t, (16)

£¤¥ ¯¥²«¿ r := t · s−1 — ½²® ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ¯³²¨ t «¾¡»¬ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬ D
¯³²¥¬ s−1 ,   Φ — ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥­­®© ¯ °¥ (λ, u) °¥¸¥­¨¥ ´³­ª-
¶¨®­ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (11). �°®¢¥°¨¬ ª®°°¥ª²­®±²¼ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿: ¥±«¨
s′ — ¤°³£®© ¯³²¼, § ¬»ª ¾¹¨© t ¤® ¯¥²«¨, ²® £®¬®²®¯¨·¥±ª¨© ª« ±± ¯¥²«¨
r′ := s · s′−1 ¯°¨­ ¤«¥¦¨² π1(Y \D, y0) ¨ ¢»¯®«­¥­» ° ¢¥­±²¢ 

T([r · r′])T−1
∗ ([r · r′]) = T([r])T([r′])T−1

∗ ([r′])T−1
∗ ([r]) = T([r])T−1

∗ ([r]).

�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¥¤¥«¼­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¢¥ª²®°  W ­  ¯° ¢®¬ (−) ¨ «¥¢®¬ (+)
¡¥°¥£ µ ° §°¥§®¢ ˜D ±®¢¯ ¤ ¾² ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, W £®«®¬®°´¥­ ­  ¢±¥© ­ -
ª°»¢ ¾¹¥© ˜Y. �³±²¼ ¯³²¨ t± ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ª®­¥¶ y ∈ D, £®¬®²®¯­», ­® ¯®¤-
µ®¤¿² ª D ± ° §­»µ ±²®°®­. �¥´®°¬¨°³¿ « ±±® d ¨ ° §¡¨¢ ¿ ¥£® ­  ¤¢¥ · ±²¨
(±¬. °¨±. 2), ¬» ¬®¦¥¬ ¢»¡° ²¼ ¤¢  ®ª ­·¨¢ ¾¹¨µ±¿ ¢ y ¯³²¨ d± , ² ª¨µ, ·²®
D ∩ d± = y ¨ d− · d−1

+ ∈ [d].

−1 q� ��qa1 q 1
D

�
�
�
�

�

�

d−

d+

q y0

6t±

...q
y6

t+
...

@
@R

t−
...qa2

qa3

qal−1

qal
�¨±. 2. � ±®®²­®¸¥­¨¾ ­  ° §°¥§¥ D.

�®«®¦¨¬ r± := t± · d−1
± ; ²®£¤  [r+] = [r−][d], ¨, ¯®±ª®«¼ª³ xs · t+ ∈ J ¤«¿

­¥ª®²®°®£® s, 1 6 s 6 n, ¨¬¥¥¬ ¶¥¯®·ª³ ° ¢¥­±²¢
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W+(ỹ) := T([r+])T−1
∗ ([r+])(Φ(x1 · t+), . . . ,Φ+(xs · t+), . . . ,Φ(xn · t+))t

= T([r−])DT−1
∗ ([r−])(Φ(x1 · t+), . . . ,Φ+(xs · t+), . . . ,Φ(xn · t+))t

�.4, (13)
= T([r−])D(Φ+(x1 · d−), . . . ,Φ(xn · d−))t

(11)
= T([r−])(Φ−(x1 · d−), . . . ,Φ(xn · d−))t

�.4, (13)
= T([r−])T−1

∗ ([r−])(Φ(x1 · t−), . . . ,Φ−(xs · t−), . . . ,Φ(xn · t−))t

=: W−(y).

�£° ­¨·¥­­®±²¼ ¢¥ª²®°  W , ±¯°®¥¶¨°®¢ ­­®£® «®ª «¼­® ­  Y, ¢¡«¨§¨ ¢»-
ª®«®²»µ ²®·¥ª a1, . . . , al,±1 ±«¥¤³¥² ¨§ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ Φ ¢¯«®²¼ ¤®
° §°¥§  J . �¯°¥¤¥«¨¬, ­ ª®­¥¶, ¬®­®¤°®¬¨¾ ¢¥ª²®°  W (ỹ). �³±²¼ q — ¯¥²«¿
± ­ · «®¬ ¢ y0 ,   t, r — ²¥ ¦¥, ·²® ¢ (16); ²®£¤ 

W (ỹ0 · qt) := T([qr])T−1
∗ ([qr])(Φ(x1 · qt), . . . ,Φ(xn · qt))t (13)= T([q])W (ỹ0 · t).

2. W → (λ, u). � ¤ ¢¸¨±¼ ¢¥ª²®°®¬ W (ỹ) = (W1, . . . ,Wn)t ± ¬®­®¤°®¬¨¥© T,
®¯°¥¤¥«¨¬ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ R−1(Y \D) ®¤­®§­ ·­³¾ ´³­ª¶¨¾ Φ(x). �±«¨ ¯³²¼ s
­¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² D, ²®

Φ(xk · s) := Wk(ỹ0 · s). (17)

�°®¢¥°¨¬ ª®°°¥ª²­®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (17): ¥±«¨ s′ ² ª¦¥ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² D ¨
xk · s = xk′ · s′ , 1 6 k, k′ 6 n, ²® £®¬®²®¯¨·¥±ª¨© ª« ±± ¯¥²«¨ r := s · s′−1

¯°¨­ ¤«¥¦¨² π1(Y \D, y0),   xk · r = xk′ . �®½²®¬³ k-¿ ±²°®·ª  ° ¢¥­±²¢ 

W (ỹ0 · s) = T([r])W (ỹ0 · s′) = T∗([r])W (ỹ0 · s′)

¢»£«¿¤¨² ª ª Wk(ỹ0 · s) = Wk′(ỹ0 · s′), ®²ª³¤  ¢»²¥ª ¥² ª®°°¥ª²­®±²¼ ®¯°¥¤¥-
«¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ Φ.

�±±«¥¤³¥¬ £° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ Φ ­  ª®¬¯®­¥­² µ ¬­®¦¥±²¢ 
R−1(D). �¨ª±¨°³¥¬ ²®·ª³ y ∈ D ¨ ¤¢  ¯³²¨ d± , ² ª¨¥, ·²® [d− · d−1

+ ] = [d] ¨
D ∩ d± = y (±¬. °¨±. 2). � ¯¨± ¢ ¯®ª®¬¯®­¥­²­® ° ¢¥­±²¢®

W (ỹ0 · d−) = T([d])W (ỹ0 · d+)

± ³·¥²®¬ ²®£®, ·²® ¯¥°¥±² ­®¢ª  T∗([d]) ¯¥°¥¢®¤¨² k-© ½«¥¬¥­² ¢ m-©, ¥±«¨
xk := xm ·d, ¨, ¢ · ±²­®±²¨, ±®µ° ­¿¥² ¯¥°¢»© ½«¥¬¥­², ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¨¬
±®®²­®¸¥­¨¿¬ ¤«¿ £° ­¨·­»µ §­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨¨ Φ ­  R−1(D):

Φ−(x1 · d−) = −Φ+(x1 · d+) + δ
n
∑

k=2

Φ(xk · d+), (18)

Φ−(xm · d−) = Φ+(xk · d+), m = 2, . . . , n. (19)

� ¢¥­±²¢  (19) ± ³·¥²®¬ xm · d− = xk · d+ /∈ J ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ­  ®²«¨·­»µ
®² J ª®¬¯®­¥­² µ ¯®«­®£® ¯°®®¡° §  ° §°¥§  D £° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨
Φ ±«¥¢  ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¥¥ £° ­¨·­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ±¯° ¢ ; ¯®½²®¬³ Φ ¯°®¤®«-
¦ ¥²±¿ ¤® £®«®¬®°´­®© ¢ X \ J ´³­ª¶¨¨. � ¢¥­±²¢® (18) — ½²® ¢ ²®·­®±²¨
´®°¬³«  (11), ¨, ­ ª®­¥¶, ¯°®ª®«» ¯°®±²° ­±²¢  X ¿¢«¿¾²±¿ ³±²° ­¨¬»¬¨
®±®¡»¬¨ ²®·ª ¬¨ ´³­ª¶¨¨ Φ, ¯®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®° W ®£° ­¨·¥­ ¢¡«¨§¨ ¯°®ª®«®¢
¯°®±²° ­±²¢  Y.
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�¨±. 3. � ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¾ ´³­ª¶¨¨ Φ ¢¡«¨§¨ ±1.

�®ª ¦¥¬ £¥̈«¼¤¥°®¢®±²¼ £° ­¨·­»µ §­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨¨ Φ ­  ° §°¥§¥ J , ¯®-
±«¥ ·¥£® ¬» ±¬®¦¥¬ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ «¥¬¬ ¬¨ 1, 2 ¤«¿ ¢®±±² ­®¢«¥­¨¿ ±®¡±²¢¥­-
­®© ¯ °» ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢ . �® ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ
° §°¥§  J £° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ Φ  ­ «¨²¨·­». �±±«¥¤³¥¬ ¯®¢¥¤¥­¨¥
Φ± ¢¡«¨§¨ ª®­¶  c ° §°¥§  J . �³±²¼ a = R(c) — ®¤¨­ ¨§ ª®­¶®¢ ° §°¥§  D, Ua
— ª°³£®¢ ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ ²®·ª¨ a, ­¥ ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¤°³£¨µ ¯°®ª®«®¢, ¨ a – ­ ª¨-
­³²®¥ ­  ¯°®ª®« a « ±±®, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¥¥ D ®¤¨­ ° § ±¯° ¢  ­ «¥¢® (±¬. °¨±. 3).
�«¿ ­¥ª®²®°»µ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ D ¯¥²¥«¼ r, s ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° §«®¦¥­¨¥

[a] = [r][d][s], [r], [s] ∈ π1(Y \D, y0). (20)

�¡«¨§¨ c ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ Φ ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ Φ(x) = Wm(y), y := R(x) ∈
Ua ; §¤¥±¼ ®¤­®§­ ·­³¾ ¢¥²¢¼ ¢¥ª²®°  W ¢ ®¤­®±¢¿§­®© ®¡« ±²¨ Ua \D ®¯°¥-
¤¥«¿¥² ·¥°¥­®ª « ±±® a,   ª®¬¯®­¥­²³ m – ° ¢¥­±²¢® xm := x1 · r−1 . �¨¦¥
¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® Wm(y) ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ª ±¢®¥¬³ §­ ·¥­¨¾, ¥±«¨  °£³¬¥­² y
¤¢ ¦¤» ®£¨¡ ¥² a, ®±² ¢ ¿±¼ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ Ua . �®®²¢¥²±²¢¥­­® Φ(x) ¢¡«¨§¨
c ¥±²¼ £®«®¬®°´­ ¿ ´³­ª¶¨¿

√

R(x)− a ¨«¨
√
x− c. �¥ £° ­¨·­®¥ §­ ·¥­¨¥ ­ 

J ¿¢«¿¥²±¿ £¥̈«¼¤¥°®¢®© ´³­ª¶¨¥© ¯®ª § ²¥«¿ 1/2.
�®ª ¦¥¬, ­ ª®­¥¶, ·²® ¬®­®¤°®¬¨¿ T2([a]) ±®µ° ­¿¥² m-¾ ª®¬¯®­¥­²³ ¢¥ª-

²®°  W . �®¤­¿²¨¥ « ±±® a ®² xm — ½²® ®£¨¡ ¾¹¥¥ ²®·ª³ c « ±±®, ¨¡® R ®¤­®-
«¨±²­  ¢¡«¨§¨ c. �®½²®¬³ xm · a = xm ¨ x1 · dsr = x1 ; ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¬ ²°¨¶»
D ¨ T∗([dsr]) ª®¬¬³²¨°³¾² ¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¢»ª« ¤ª 

T2([a]) := T∗([r])DT∗([dsr])DT∗([ds]) = T2
∗([rds]). (21)

�¥°¥±² ­®¢ª  T2
∗([a]) ±®µ° ­¿¥² m-¾ ª®¬¯®­¥­²³.

§3. �­¨¢¥°± «¼­ ¿ ­ ª°»¢ ¾¹ ¿ SSS

� ¬¥²¨¬ ®¤¨­ ¨§ ¯®¤µ®¤®¢ ª °¥¸¥­¨¾ § ¤ ·¨ ¬®­®¤°®¬¨¨ �¨¬ ­ , ´¨£³°¨-
°³¾¹¥© ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ²¥®°¥¬» 1. �­ ±¢¿§ ­ ± ¯®±²°®¥­¨¥¬ ¥±²¥±²¢¥­­®£®
¯°®±²° ­±²¢ , ­  ª®²®°®¬ À¦¨¢³²Á (². ¥. ¿¢«¿¾²±¿ ®¤­®§­ ·­»¬¨ £®«®¬®°´-
­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨) °¥¸¥­¨¿ W (y) § ¤ ·¨ �¨¬ ­ . �°³£®© ¢®§¬®¦­»© ¯®¤µ®¤
±¢¿§ ­ ± ­ µ®¦¤¥­¨¥¬ £®«®¬®°´­»µ ±¥·¥­¨© ° ±±«®¥­¨¿ �¥̈°«¿, ¯®±²°®¥­­®£®
¯® ¬®­®¤°®¬¨¨ T [6, 5].

�¥¬¬  6. � ²°¨¶» ¬®­®¤°®¬¨¨ T, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ®¡µ®¤ ¬ ª ¦¤®© ¨§ ¢»ª®-
«®²»µ ²®·¥ª −1,+1, a1, . . . , al , ¨¬¥¾² ¢ GLn(C) ª®­¥·­»¥ ¯®°¿¤ª¨ m−,m+,
m1, . . . ,ml ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ² ª¨¥, ·²®

m± = ���{2, k(R, x) | x ∈ R−1(±1)},
ms = ���{k(R, x) | x ∈ R−1(as)}, s = 1, . . . , l,

(22)

£¤¥ k(R, x) — ¨­¤¥ª± ¢¥²¢«¥­¨¿ ­ ª°»²¨¿ R ¢ ²®·ª¥ x.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¥¥ ° §°¥§ D « ±±® as , ­ ¡°®-
¸¥­­®¥ ­  ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ²®·ª³ as , s = 1, . . . , l. �±«¨ k1, . . . , kp — ¨­¤¥ª±» ¢¥-
²¢«¥­¨¿ ­ ª°»²¨¿ R ¢ ¯°®®¡° § µ ²®·ª¨ as , ²® ¯¥°¥±² ­®¢ª , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ¬ -
²°¨¶¥ ¬®­®¤°®¬¨¨ T([as]) := T∗([as]), ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­  p ¶¨ª«®¢ ¤«¨­» k1, . . . , kp
¨ ¯®°¿¤®ª ¬ ²°¨¶» T([as]) ° ¢¥­ ¢ ²®·­®±²¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥¬³ ®¡¹¥¬³ ª° ²­®¬³
·¨±¥« k1, . . . , kp . �¾¡®© ¤°³£®© ®£¨¡ ¾¹¨© ²®·ª³ as ¯³²¼ ¨¬¥¥² £®¬®²®¯¨·¥-
±ª¨© ª« ±±, ±®¯°¿¦¥­­»© [as]±1 , ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬ ²°¨¶  T ¨¬¥¥² ²®² ¦¥
£°³¯¯®¢®© ¯®°¿¤®ª ms .

�±«¨ a — «¾¡®© ¨§ ª®­¶®¢ ° §°¥§  D ¨ ¯¥²«¨ a, r, s ²¥ ¦¥, ·²® ¨ ¢ (20), ²®
¤«¿ ­ ²³° «¼­»µ p ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢®

Tp([a]) = T∗([r])Tp−1
∗ ([dsr])Dp (mod 2)T∗([ds]);

 °£³¬¥­² ¶¨¿ §¤¥±¼ ²  ¦¥, ·²® ¨ ¢ ° ¢¥­±²¢¥ (21). �»¢®¤: ¯®°¿¤®ª ma ¬ ²°¨¶»
T([a]) ·¥²¥­ ¨ ª° ²¥­ ¯®°¿¤ª³ ¬ ²°¨¶» ¯¥°¥±² ­®¢®ª T∗([rds]) := T∗([a]),
¢»·¨±«¿²¼ ª®²®°»© ¬» ³¦¥ ³¬¥¥¬. �¾¡®© ¤°³£®© ®£¨¡ ¾¹¨© ²®·ª³ a ¯³²¼
¨¬¥¥² £®¬®²®¯¨·¥±ª¨© ª« ±±, ±®¯°¿¦¥­­»© [a]±1 , ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬ ²°¨¶ 
¬®­®¤°®¬¨¨ ¨¬¥¥² ²®² ¦¥ ¯®°¿¤®ª ma .

�®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ �«¥©­ –�³ ­ª °¥ ®¡ ³­¨´®°¬¨§ ¶¨¨ [11], ±³¹¥±²¢³¥² ³­¨-
¢¥°± «¼­ ¿ ­ ª°»¢ ¾¹ ¿ S ±´¥°» �¨¬ ­ , ¢¥²¢¿¹ ¿±¿ ­ ¤ ²®·ª ¬¨ −1, 1,
a1, . . . , al ± ¯®°¿¤ª ¬¨ m−,m+,m1, . . . ,ml ±®®²¢¥²±²¢¥­­®1. � ª°»²¨¥ S→ CP1
¿¢«¿¥²±¿ °¥£³«¿°­»¬,   ª®­´®°¬­»© ²¨¯ ­ ª°»¢ ¾¹¥© ±®¢¯ ¤ ¥² ± CP1 , C
«¨¡® U = {z ∈ C : |z| < 1} ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² §­ ª  (±®®²¢¥²±²¢¥­­® +, 0, −)
¢¥«¨·¨­»

χ(R) := −l + 1
m+

+ 1
m−

+
l
∑

s=1

1
ms

. (23)

�«¥¤±²¢¨¥ «¥¬¬» 6. �°¥¤±² ¢«¥­¨¥ T ª®°°¥ª²­® ®¯°¥¤¥«¥­® ­  £°³¯¯¥
±ª®«¼¦¥­¨© G ­ ª°»²¨¿ S→ CP1 .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°³¯¯  ±ª®«¼¦¥­¨© G ­ ª°»²¨¿ S→ CP1 ¨¬¥¥² ¯°¥¤±² -
¢«¥­¨¥ G ∼= π1(Y, y0)/π]1 ± £°³¯¯®© ­ ª°»²¨¿ π]1 , ¯®°®¦¤¥­­®© ¢±¥¢®§¬®¦­»¬¨
½«¥¬¥­² ¬¨ ¢¨¤  [a±]m± , [ak]mk , k = 1, . . . , l, £¤¥ ¯¥²«¿ ak § ¶¥¯«¥­  §  ¯°®ª®«
ak ¨ a+ ¨ a− — ¯¥²«¨, § ¶¥¯«¥­­»¥ §  +1, −1 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �§ «¥¬¬» 6
±«¥¤³¥², ·²® π]1 ⊂ ker T.

�®¤­¨¬ ¿ § ¤ ·³ ¬®­®¤°®¬¨¨ �¨¬ ­  ²¥®°¥¬» 1 ± Y ­  ­ ª°»¢ ¾¹³¾ S,
³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢ 

�¥®°¥¬  2. �®¡±²¢¥­­»¥ ¯ °» (λ, u(x)) ³° ¢­¥­¨¿ (1) ¯°¨ 1 6= λ 6= n ¢§ ¨¬-
­® ®¤­®§­ ·­® ±®®²¢¥²±²¢³¾² ­¥­³«¥¢»¬ £®«®¬®°´­»¬ ¢ S ¢¥ª²®° ¬ W (s)
° §¬¥°­®±²¨ n ± ±¨¬¬¥²°¨¥©

W (r̂s) = T(r̂)W (s) ∀r̂ ∈ G, s ∈ S. (24)

§4. �° ¢­¥­¨¿ ± ­¥£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®© ­ ª°»¢ ¾¹¥©

� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ª« ±±¨´¨¶¨°³¥¬ ´³­ª¶¨¨ ±¤¢¨£  R ¯® ª®­´®°¬­®¬³
²¨¯³ ­ ª°»¢ ¾¹¥© S ¨ ¤«¿ ¢±¥µ R, ¤«¿ ª®²®°»µ S 6= U, ­ ©¤¥¬ ±®¡±²¢¥­­»¥
¯ °» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨­²¥£° «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©.

1�«³· © ¤¢³µ ¢»ª®«®²»µ ²®·¥ª ±1 ¯°¨ m+ 6= m− ­¥ °¥ «¨§³¥²±¿: ±¬. ¯. 1 ¤®ª § ²¥«¼±²¢ 
²¥®°¥¬» 3.
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�¥®°¥¬  3. �««¨¯²¨·¥±ª®© ­ ª°»¢ ¾¹¥© S = CP1 ®²¢¥· ¥² ®¤­®¯ ° ¬¥-
²°¨·¥±ª®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¤°®¡­®-«¨­¥©­»µ ´³­ª¶¨©

R(x) = Λα(x) := x+ α
αx+ 1

, α ∈ (−1, 1). (25)

� ° ¡®«¨·¥±ª®© ­ ª°»¢ ¾¹¥© S = C ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¥¬¥©±²¢® ¯ ° ¬¥²°¨-
·¥±ª¨ ¯°¥¤±² ¢¨¬»µ ´³­ª¶¨© R(x):

R(s) = Λα ◦ sn(K(k)s | k),
x(s) = Λβ ◦ sn(K(k1)s | k1),

s ∈ C, α, β ∈ (−1, 1), (26)

£¤¥ ¬®¤³«¨ k, k1 ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ±¨­³±®¢ ±¢¿§ ­» ±® ±²¥¯¥­¼¾ n ´³­ª¶¨¨ R(x)
±®®²­®¸¥­¨¥¬ n·Im τ(k) = Im τ(k1) (τ(k) := iK ′(k)/K(k) — ®²­®¸¥­¨¥ ¯®«­»µ
½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ¨­²¥£° «®¢ ¬®¤³«¿ k) ¨ ¨§¬¥­¿¾²±¿ ¢ ®¤­®¬ ¨§ ¨­²¥°¢ «®¢

k ∈ (0, 1), k1 ∈ (0, 1), n ∈ N+ 1,
k ∈ i(0,∞), k1 ∈ (0, 1), n ∈ 2N,
k ∈ i(0,∞), k1 ∈ i(0,∞), n ∈ 2N+ 1.

(27)

�®°¬³« ¬¨ (25), (26) ¨±·¥°¯»¢ ¾²±¿ ¢±¥ ¢®§° ±² ¾¹¨¥ ­  [−1, 1] ­¥¢»°®¦-
¤¥­­»¥ ° ¶¨®­ «¼­»¥ ´³­ª¶¨¨ R(x) : I → I , ¤«¿ ª®²®°»µ χ(R) > 0. �¡»¢ ¾¹¨¥
´³­ª¶¨¨ ±¤¢¨£  ¯®«³· ¾²±¿ ®²±¾¤  § ¬¥­®© R→ −R «¨¡® x→ −x.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨ª±¨°³¥¬ ° ¶¨®­ «¼­³¾ ´³­ª¶¨¾ ±¤¢¨£  R, ¯°®¨§¢®¤-
­ ¿ ª®²®°®© ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼­  ­  ®²°¥§ª¥ [−1, 1]. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ª®«¨·¥-
±²¢  l ®²«¨·­»µ ®² ±1 ¢»ª®«®²»µ ²®·¥ª a1, . . . , al ° ±±¬®²°¨¬ ²°¨ ±«³· ¿.

-

'
&

$
%

q q q
a1−1 1

R(U ) D
�
�	 �
�	- �

q y0

a− a+
- -��

'
&

$
%

q q qq
a2a1

−1 1
R(U ) D
�
�	 �
�	 �
�	- � �

���
HHH

���
HHH

q y0

a− a+a1

a) b)

�¨±. 4. �»¡®° ®¡° §³¾¹¨µ £®¬®²®¯¨·¥±ª®© £°³¯¯».

1. l = 0, 1. � ½²®¬ ±«³· ¥ £®¬®²®¯¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  π1(Y, y0) (±¢®¡®¤­®, ¥±«¨
l = 1) ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ª« ±± ¬¨ ¤¢³µ « ±±® a± , ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 4 ). �®-
±ª®«¼ª³ ´³­ª¶¨¿ R ®¤­®«¨±²­  ¢ ¬ «®© ®ª°¥±²­®±²¨ U ®²°¥§ª  [−1, 1], ®¡ 
« ±±® ¬®¦­® ­ ª°»²¼ ¯¥²«¿¬¨, ¯°®¢¥¤¥­­»¬¨ ¨§ ®¤­®© ²®·ª¨ x1 ∈ R−1(y0).
�§ ´®°¬³«» degR = |π1(Y, y0) : R(π1(X, x1))| ¢»²¥ª ¥², ·²® degR = 1; ±«¥-
¤®¢ ²¥«¼­®, R ¥±²¼ ¤°®¡­®-«¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, ±®µ° ­¿¾¹¥¥ ­ ¯° ¢«¥­­»©
®²°¥§®ª [−1, 1], ². ¥. ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ (25).

2. l = 2. �±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤­  ¨§ ²®·¥ª a1 , a2 ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¨­²¥°¢ «³ I ,
²® ° ±±¬®²°¨¬ ²°¨ « ±±® a± , a1 ¢¨¤ , ³ª § ­­®£® ­  °¨±. 4b). �®¬®²®¯¨·¥-
±ª¨¥ ª« ±±» ½²¨µ « ±±® ¯®°®¦¤ ¾² £°³¯¯³ π1(Y, y0),   ± ¬¨ « ±±® ­ ª°»¢ ¾²±¿
¯¥²«¿¬¨, ¯°®¢¥¤¥­­»¬¨ ®² ®¤­®© ¨§ ²®·¥ª x1 ∈ R−1(y0), ®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²®
π1(Y, y0) = R(π1(X, x1)). � ±±³¦¤ ¿, ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯³­ª²¥, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬
ª ¢»¢®¤³, ·²® R(x) = Λα(x) ¯°¨ α ∈ (−1, 1).
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� ¢¥°¸¨¬ ½²®² ¯ ° £° ´, °¥¸¨¢ ³° ¢­¥­¨¥ (24) ­  ­ ª°»¢ ¾¹¨µ S = CP1,C .
�±­®¢­®© ±«³· © £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®© ­ ª°»¢ ¾¹¥© S = U §­ ·¨²¥«¼­® ±«®¦­¥¥
° ±±¬®²°¥­­®£® ­¨¦¥, ¨ ¢±¥ ¦¥ ¤«¿ ° ¶¨®­ «¼­»µ ´³­ª¶¨© R ¯®°¿¤ª  n = 3
³¤ ¥²±¿ ¤ ²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ °¥¸¥­¨© § ¤ ·¨ (24), µ®²¿ ¨ ­¥ ¢ ±²®«¼ ¿¢­®© ´®°-
¬¥, ª ª ¢ ¯°¨¢¥¤¥­­®© ­¨¦¥ ²¥®°¥¬¥ 4. �«¿ ¤°®¡­®-«¨­¥©­®© ´³­ª¶¨¨ ±¤¢¨£ 
­ ª°»¢ ¾¹¥¥ ¯°®±²° ­±²¢® S = CP1 ª®¬¯ ª²­® ¨ ­  ­¥¬ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² ®²«¨·-
­»µ ®² ª®­±² ­² £®«®¬®°´­»µ ´³­ª¶¨©. �§ ²¥®°¥¬» 2 ±«¥¤³¥², ·²® ±®¡±²¢¥­-
­»¬ ·¨±«®¬ ³° ¢­¥­¨¿ �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢  (1) ± R(x) ¨§ (25) ¬®¦¥² ¡»²¼ «¨¸¼
λ = 1; ¥£® ª° ²­®±²¼ ¡¥±ª®­¥·­  ¢¢¨¤³ ²®¦¤¥±²¢ 

Λ̇α(t)
Λα(t)− Λα(x)

= 1
t− x

+ α
αt+ 1

. (30)

�«³· © ¯ ° ¡®«¨·¥±ª®© ­ ª°»¢ ¾¹¥© S ®¯¨±»¢ ¥²
�¥®°¥¬  4. �±¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ ¯ °» (λ, u(x)) ³° ¢­¥­¨¿ (1) ¯°¨ ´³­ª¶¨¿µ

±¤¢¨£  R(x) ¨§ (26), ¬®¤³«¿µ k, k1 , «¥¦ ¹¨µ ¢ ®¤­®¬ ¨§ ¨­²¥°¢ «®¢ (27), ¨
1 6= λ 6= n ¯°¥¤±² ¢¨¬» ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ´®°¬³« ¬¨:

um(x) = sin
[

mπ
2K(k1)

∫ Λ−1
β (x)

−1
(1− t2)−1/2(1− k2

1t2)−1/2 dt
]

, m = 1, 2, . . . , (31)

λm =

{

th(mnπ Im τ/2) · th−1(mπ Im τ/2), k ∈ (0, 1),
[th(mnπ Im τ/2)]ε(mn) · [th(mπ Im τ/2)]−ε(m), k ∈ i(0,∞),

(32)

£¤¥ ε(j) := (−1)j ,   τ := iK ′(k)/K(k) — ®²­®¸¥­¨¥ ¯®«­»µ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ
¨­²¥£° «®¢ ¬®¤³«¿ k.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢¨¤³ ²¥®°¥¬» 2 ­ ¬ ¤®±² ²®·­® °¥¸¨²¼ ³° ¢­¥­¨¥ (24)
­  ­ ª°»¢ ¾¹¥© S = C , ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­® ®¯°¥¤¥«¨¢ ¤¢¨¦¥­¨¿ ¨§ £°³¯¯» ±ª®«¼-
¦¥­¨© ¨ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¬®­®¤°®¬¨¨ T.

�§ ²®¦¤¥±²¢  (30) ¢¨¤­®, ·²® ³° ¢­¥­¨¿ �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢  ± ´³­ª¶¨¿¬¨
±¤¢¨£  R ¨ Λα ◦ R ®¡« ¤ ¾² ®¤­¨¬ ­ ¡®°®¬ ±®¡±²¢¥­­»µ ¯ ° — ¤®¬­®¦¥­¨¥
±«¥¢  ­  Λα ¢«¨¿¥² «¨¸¼ ­  ¢¥«¨·¨­³ ª®­±² ­²» ¢ ³° ¢­¥­¨¨. �¥ ²¥°¿¿ ®¡¹­®-
±²¨, ¯®« £ ¥¬ a1 = 1/k, a2 = −1/k, £¤¥ k ∈ (0, 1) «¨¡® k ∈ i(0,∞). �¨ª±¨°³¥¬
y0 :=∞ ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¡° §³¾¹¨µ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®© £°³¯¯» π1(Y, y0)
£®¬®²®¯¨·¥±ª¨¥ ª« ±±» ¯¥²¥«¼ a1 , a2 , d, ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 5.

a) k ∈ (0, 1) b) k ∈ i(0,∞)

-q q q q
a2 a1−1 1

D�
�	 �
�	�
�	� � �

a2 d a1
-

qq qq
a2

a1
−1 1

D

�
�	 �
�	�
�	
�

�

�

a2

d

a1

�¨±. 5. �¥²«¨ a1 , a2 , d.

�«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¯¥°¥±² ­®¢®ª T∗ ³¤®¡­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ª®­±²°³ª¶¨¾ ¤¨ -
£° ¬¬» (28), ±·¨² ¿ ²®·ª ¬¨ ¯°®±²° ­±²¢  Y ®°¡¨²» £°³¯¯» ±ª®«¼¦¥­¨© G]
­ ª°»²¨¿ R] ,   ²®·ª ¬¨ ¯°®±²° ­±²¢  X — ®°¡¨²» ¥¥ ¯®¤£°³¯¯» G[ . �°¨
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¢»¡®°¥ ¡ §¨±­»µ ²®·¥ª x1 = s1 = τ ¤¥©±²¢¨¥ ®¡° §³¾¹¨µ â1 , â2 , d̂ £°³¯¯» G] ,
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ £®¬®²®¯¨·¥±ª¨¬ ª« ±± ¬ [a1], [a2], [d], ¢»£«¿¤¨² ² ª:

d̂s = 2− s, â1s = 2 + 2τ − s, â2s = −2 + 2τ − s, s ∈ C, (33)

  ¯®¤£°³¯¯  G[ ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ¢° ¹¥­¨¿¬¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  d̂, d̂â1â2 ¨ ±¤¢¨£®¬
(â1d̂)n . �®­¥¶ ¯®¤­¿²¨¿ ­  S ¯¥²«¨ d ®² ­ ª°»¢ ¾¹¥© y0 ²®·ª¨

xj := (2j − 1)τ = (â1d̂)j−1τ, j ∈ Z, (34)

¥±²¼ ²®·ª  (â1d̂)j−1d̂τ , ½ª¢¨¢ «¥­²­ ¿ ¢ ±¨«³ £°³¯¯» G[ ²®·ª¥ x2+n−j ; ¯®½²®¬³
ª« ±±³ [d] ®²¢¥· ¥² ¯¥°¥±² ­®¢ª 

T∗(d̂)(x1, x2, x3, . . . , xn−1, xn)t = (x1, xn, xn−1, . . . , x3, x2)t. (35)
�­ «®£¨·­® ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¨ ¤°³£¨¥ ¯¥°¥±² ­®¢ª¨:

T∗(âp)(x1, x2, . . . , xn−1, xn)t = (xn, xn−1, . . . , x2, x1)t, p = 1, 2. (36)
� ¸  § ¤ ·  — ­ ©²¨ £®«®¬®°´­»© ¢ C ¢¥ª²®° W ± § ª®­®¬ ¯°¥®¡° §®-

¢ ­¨¿ (24). �¥°¥±² ­®¢ª  T∗ , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ±¤¢¨£³ â1â2s = s + 4, ²°¨¢¨ «¼­ ;
¯®½²®¬³ ¢¥ª²®° W ° §« £ ¥²±¿ ¢ (° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ ­  ª®¬¯ ª² µ) °¿¤
�³°¼¥:

W (s) =
∞
∑

m=−∞
A(m)eiπms/2. (37)

�®¤±² ¢«¿¿ °¿¤ (37) ¢ (24) ¯°¨ r̂ = â1 ¨ r̂ = â1d̂, ³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ¥£® ª®½´´¨-
¶¨¥­²» ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢­¥­¨¿¬

A(m)eiπm(τ+1) = T∗(â1)A(−m), A(m)eiπmτ = T∗(â1d̂)DA(m). (38)

�±«¨ ¢ °¿¤¥ (37) ª®½´´¨¶¨¥­² A(m) ­¥­³«¥¢®©, ²® ¨ ª®½´´¨¶¨¥­² A(−m) ²®¦¥
­¥­³«¥¢®© ¨ ®¡  ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥­­»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ¬ ²°¨¶»

T∗(â1d̂)D =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
En−1

...
0
−1 δ . . . δ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

£¤¥ En−1 — ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶ ; ¯®½²®¬³ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­®±²¨
A(±m) = (±i)mγ(γn−1, γn−3, . . . , γ3−n, γ1−n)t, γ = e∓iπmτ/2, (39)

¯°¨
δ = γ − γ−1

γn−1 − γ1−n (γn + γ−n). (40)

�®ª ¦¥¬, ·²® §­ ·¥­¨¿ δ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §«¨·­»¬ |m|, ° §«¨·­». �²-
±¾¤  ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼, ·²® °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (24) ¯°¨­¨¬ ¾² ¢¨¤

W (m)(s) = A(−m)e−iπms/2 +A(m)eiπms/2, m = 0, 1, 2, . . . . (41)
�®±±² ­®¢¨¬ §­ ·¥­¨¿ ±¯¥ª²° «¼­®£® ¯ ° ¬¥²°  λ, ®¤­®§­ ·­® ±¢¿§ ­­®£® ±
¢¥«¨·¨­®© δ ´®°¬³«®© (9):

λm = th(−iπmnτ/2)
th(−iπmτ/2)

, m = 0, 1, 2, . . . ,
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®²ª³¤ , ³·¨²»¢ ¿ ·²® Re τ = 0 ¯°¨ k ∈ (0, 1) ¨ Re τ = 1 ¯°¨ k ∈ i(0,∞),
¬» ¯®«³· ¥¬ ´®°¬³«» (32) ¤«¿ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©. � ¬¥· ¿, ·²® ´³­ª¶¨¿
th(nx)/ th(x) ³¡»¢ ¥² ­  ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¯®«³®±¨, ³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ¯°¨ k ∈ (0, 1)
±®¡±²¢¥­­»¥ ·¨±«  ³¡»¢ ¾² ± °®±²®¬ m,   ¯°¨ k ∈ i(0,∞) ­¥·¥²­»¥ ±®¡±²¢¥­-
­»¥ ·¨±«  ¢®§° ±² ¾², ±²°¥¬¿±¼ ª 1, ·¥²­»¥ ¦¥ ³¡»¢ ¾², ±²°¥¬¿±¼ ª ¥¤¨­¨¶¥.
�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ° §«¨·­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ |m| ®²¢¥· ¾² ° §«¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ δ .

�±² «®±¼ ¢®±±² ­®¢¨²¼ ±®¡±²¢¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ u(x) ¯® ´®°¬³« ¬ (7), (17):

2πium(x) = Φ+(x)− Φ−(x) = W (m)
1 (s)−W (m)

1 (d̂s),
£¤¥ ²®·ª  x ∈ I ±¢¿§ ­  ± s ∈ I ¢»° ¦¥­¨¥¬ (26). �®¤±² ¢«¿¿ ±¾¤  §­ ·¥­¨¿
¨§ (41), (39) ¨ ®¡° ¹ ¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ±¨­³±, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¢»° ¦¥­¨¾ (31) ¤«¿
±®¡±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨©.

� ¬¥· ­¨¥ 1. �°¨ λ = n ³° ¢­¥­¨¥ �³ ­ª °¥–�²¥ª«®¢  ¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ª
´®°¬¥ (24), ­® ± ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬ T ¢  ´´¨­­³¾ £°³¯¯³ GA(n,C). �¥¸ ¿ ­¥®¤-
­®°®¤­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (24), ¬®¦­® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® λ = n ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥­­»¬
·¨±«®¬ ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1) ¯°¨ R ¨§ (26).

� ¬¥· ­¨¥ 2. �³¹¥±²¢³¥² ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¿ ±®¡±²¢¥­­»µ ¯ ° (31), (32) ¯°¨
k ∈ (0, 1), ±¢¿§ ­­ ¿ ± ª° ¥¢®© § ¤ ·¥© (2). �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ª° ¥¢ ¿ § ¤ · 
­  ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¯®±² ¢«¥­  ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª¥ ° §¬¥°  2× (n+1) Im τ ,
° §¡¨²®¬ ¯°¿¬®«¨­¥©­»¬ ®²°¥§ª®¬ ­  ¤¢  ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ° §¬¥°®¢ 2×n·Im τ
¨ 2× Im τ . �²  § ¤ ·  °¥¸¥­  ¢ [1] ¬¥²®¤®¬ ° §¤¥«¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥­­»µ.
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