
Î ïðèáëèæåíèè ò¼ïëèöåâûõ ìàòðèö ñóììîé

öèðêóëÿíòà è ìàòðèöû ìàëîãî ðàíãà ∗

Çàìàðàøêèí Í.Ë., Îñåëåäåö È.Â., Òûðòûøíèêîâ Å.Å.

(119991 Ìîñêâà, óë.Ãóáêèíà, 8, ÈÂÌ ÐÀÍ)

ÓÄÊ 591.6 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà

1. Ââåäåíèå. Ìàòðèöà T = [aij]
n
ij=1 íàçûâàåòñÿ ò¼ïëèöåâîé, åñëè aij =

ti−j. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ òàêèìè ìàòðèöàìè åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü èòå-

ðàöèîííûé ìåòîä. Îäíàêî äëÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî ïðåäîáóñëîâ-

ëèâàíèå. Â [1] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü öèðêóëÿíòíûå ïðåäîáóñëîâëè-

âàòåëè, ñòàâøèå ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â [2,3] è áîëüøîì ÷èñëå äðóãèõ ðàáîò.

Âñå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà áûñòðîé (ñóïåðëèíåéíîé) ñõîäèìîñòè èòåðàöè-

îííûõ ìåòîäîâ îïèðàþòñÿ íà ðàçëîæåíèå âèäà [3]

T = C + R + E,

ãäå C - öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, ||E|| ≤ ε, R � ìàòðèöà ðàíãà r = r(ε, n) � n.

Ïîëó÷åííûå â [3] è íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàáîòàõ îöåíêè ðàíãà èìåþò âèä r =

∗) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 05-01-00721).
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O(1) èëè r = o(n); ïðè ýòîì, ê ñîæàëåíèþ, r ∼ 1
εα , α > 0. Â äàííîé ðàáîòå

äîêàçàíî, ÷òî â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ (âêëþ÷àþùèõ âñå ïðèìåðû â ðàáîòàõ ïî

ïîñòðîåíèþ ñóïåðëèíåéíûõ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé) öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó

ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî r(ε, n) = O((log ε−1 + log n) log ε−1).

2. Ò¼ïëèöåâû ìàòðèöû ñ ðàöèîíàëüíûìè ñèìâîëàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî

ìàòðèöà T ïîðîæäåíà ñèìâîëîì f , åñëè

tk =
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−itkdt.

Ëåììà 1. Ïóñòü T � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà ñ ïåðâûì

ñòîëáöîì tk = αρk. Òîãäà T = C + R, ãäå C � öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, à R

� ìàòðèöà ðàíãà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå R äîñòàòî÷íî âçÿòü îäíîðàíãîâóþ ò¼ïëèöå-

âó ìàòðèöó

R = [ri−j], rk =
αρk

1− 1
ρn

, k = −n + 1, ..., n− 1.

Íàïðÿìóþ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà C = T −R öèðêóëÿíòíàÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà T ïîðîæäåíà ñèìâîëîì

f(z) =
1

1− ρz
, z = eit, |ρ| 6= 1,

òî T = C + R, ãäå C � öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, à R � ìàòðèöà ðàíãà 1.
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Ëåììà 2. Ïóñòü T � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà ñ ïåðâûì

ñòîëáöîì tk = kq, q � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà T = C + R, ãäå C �

öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, è ïðè ýòîì rankR ≤ q + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå R âîçüì¼ì ò¼ïëèöåâó ìàòðèöó

R = [ri−j], rk = p(k),

ãäå p � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè q + 1 óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

p(k)− p(k − n) = kq.

Î÷åâèäíî, ðàíã ìàòðèöû R íå áîëüøå q + 2, à ìàòðèöà C ≡ T − R áóäåò

öèðêóëÿíòíîé â ñèëó òîãî, ÷òî

ck − ck−n = tk − tk−n − rk − rk−n = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà T ïîðîæäåíà ðàöèîíàëüíûì

òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ñèìâîëîì

f(z) = P (z) +
Q(z)

L(z)
, z = eit,

ãäå P, Q,L � ìíîãî÷ëåíû, L íå èìååò êîðíåé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,

ñòåïåíü Q ìåíüøå ñòåïåíè L è îíè íå èìåþò îáùèõ êîðíåé. Òîãäà

T = C + R,

ãäå C�öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, è ïðè ýòîì rank(R) ≤ degP + degL + 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëÿåì Q(z)
L(z) â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé è èñ-

ïîëüçóåì ñëåäñòâèå 1.

2. Ò¼ïëèöåâû ìàòðèöû ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè ñèì-

âîëîâ.

Ëåììà 3. Ïóñòü T � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà ñ ïåðâûì

ñòîëáöîì

tk =


0, k = 0;

ρkk−α, k = 1, ..., n− 1, α > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóþò öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà C è ìàòðèöà R

ðàíãà r òàêèå, ÷òî

|(T − C −R)ij| ≤ |Tij|ε,

ïðè÷Jì

r ≤ log ε−1[c0 + c1 log ε−1 + c2 log n],

ãäå c0, c1, c2 çàâèñÿò òîëüêî îò α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóþò fm, wm òàêèå, ÷òî [4]

|k−α −
r∑

m=1

wme−fmk| ≤ k−αε, r ≤ log ε−1[c0 + c1 log ε−1 + c2 log n].

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 1.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà T ïîðîæäåíà ñèìâîëîì

f(z) = log(z − ζ), z = eit, |ζ| = 1.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóþò öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà C è ìàòðèöà R

ðàíãà r òàêèå, ÷òî

|(T − C −R)ij| ≤ |Tij|ε,

ïðè÷Jì

r ≤ log ε−1[c0 + c1 log ε−1 + c2 log n].

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà T ïîðîæäåíà ñèìâîëîì

f = (z − ζ)α log(z − ζ), z = eix, |ζ| = 1, α ∈ N.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóþò öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà C è ìàòðèöà R

ðàíãà r òàêèå, ÷òî

|(T − C −R)ij| ≤ |Tij|ε,

ïðè÷Jì

r ≤ log ε−1[c0 + c1 log ε−1 + c2 log n] + 2α.

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà îáúåäèíÿåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.Ïóñòü ò¼ïëèöåâà ìàòðèöà T ïîðîæäåíà êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèì

ñèìâîëîì âèäà

f = g +
l∑

α=0

m∑
k=0

Akα(z − ζk)
α log(z − ζk), z = eit, |ζk| = 1,

ãäå ôóíêèöÿ g ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå, ñîäåðæàùåì |z| = 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóþò öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà C è ìàòðèöà R òàêèå,
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÷òî

|(T − C −R)ij| ≤ |Tij|ε,

ïðè÷Jì

rank(R) ≤ log ε−1[c0 + c1 log ε−1 + c2 log n] + c3,

à c0, c1, c2, c3 íå çàâèñÿò îò n è ε.
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