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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔËÎÓÊÂÌËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏËÌËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Í ÔÓ·ÎÂÏÂ ÚËÎËÌÂÈÌÓÈ
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÚÂÌÁÓÓ‚, Ë ‰‡ÂÚÒfl Ëı Ò‡‚ÌÂÌËÂ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚. ÑÎfl ÏÂ-
ÚÓ‰‡ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì‡fl Â‡ÎËÁ‡ˆËfl Ë ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡. ÅË·Î. 12.
îË„. 2.
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 ÚËÎËÌÂÈÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl, ÏËÌËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚, ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ‡Ô-
ÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl.

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Â ÏËÌËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‚ ÔËÏÂÌÂÌËË Í ÔÓ·ÎÂÏÂ

 

ÚËÎËÌÂÈÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÚÂÌÁÓÓ‚

 

, ÍÓÚÓ‡fl ÙÓÏÛÎËÛÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì
ÌÂÍËÈ ÚÂıÏÂÌ˚È Ï‡ÒÒË‚ (ÚÂÌÁÓ) 
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„‰Â

Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â. äÓ„‰‡ ÏËÌËÏÛÏ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛, „Ó‚ÓflÚ Ó 

 

Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËË ÚÂÌÁÓ‡

 

, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ‚ ËÌÓÒÚ‡ÌÌÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ 

 

CANDECOMP

 

–

 

PARAFAC

 

. 
àÁÛ˜ÂÌËÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ÚÂıÏÂÌ˚ı Ï‡ÒÒË‚Ó‚ ‚ÔÂ‚˚Â Ì‡˜‡ÎÓÒ¸ ‚ Ù‡ÍÚÓÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ‚ ÒÚ‡ÚË-

ÒÚËÍÂ [1]. ëÂÈ˜‡Ò ÚËÎËÌÂÈÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ Á‡‰‡˜‡ı Ó·‡·ÓÚÍË ÒË„Ì‡Î‡, ıËÏËË,
ÔÒËıÓÎÓ„ËË Ë ÒÓˆËÓÎÓ„ËË. óËÚ‡ÚÂÎ˛, ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ÂÏÛÒfl ̋ ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ÔËÎÓÊÂÌËfl ÚÂıÏÂÌ˚ı
Ï‡ÒÒË‚Ó‚, Ï˚ ÂÍÓÏÂÌ‰ÛÂÏ Ó·ÁÓ [2]. Ö˘Â Ó‰ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ÔËÏÂÌÂÌËfl ÚÂÌÁÓÌ˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Ë ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ÚÂÌÁÓÌ˚ı
ÒÂÚÍ‡ı, Ú.Â. ÒÂÚÍ‡ı, fl‚Îfl˛˘ËıÒfl ÔflÏ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı [3].

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚË ÏÂÚÓ‰‡ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (1):

 

ALS

 

 – ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ,

 

GN

 

 – ÏÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡,

 

LM

 

 – ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ò ÔÓ‰·ÓÓÏ ¯‡„‡.
èÓ‚Â‰ÂÏ Ëı Ò‡‚ÌÂÌËÂ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÏÂ‡ı. ÑÎfl ÏÂÚÓ‰‡ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ Ï˚ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ

˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÛ˛ Â‡ÎËÁ‡ˆË˛ ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ (1), ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÌËÊ‡ÂÚ ‚˚˜ËÒÎË-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ ÒÓ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ Ë ÔË‚Ó‰ËÏ ÓˆÂÌÍÛ
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡.
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ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚÓ‚ 04-07-90336 Ë 05-01-00721) Ë ÔÓ-
„‡ÏÏ˚ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ éÚ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ êÄç “‚˚˜ËÒÎ. Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÔÓ-
·ÎÂÏ˚ Â¯ÂÌËfl ·ÓÎ¸¯Ëı Á‡‰‡˜” ÔÓ ÔÓÂÍÚÛ “å‡ÚË˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‚ ËÌÚÂ„. Ë ‰ËÙÙÂÂÌˆ. Û-ÌËflı”.
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éÒÂÎÂ‰Âˆ, ë‡‚ÓÒÚ¸flÌÓ‚

 

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ËÁÎÓÊÂÌË˛ ˝ÚËı ÏÂÚÓ‰Ó‚.

 

1. åÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ

 

åÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ, ÍÓÚÓ˚È ‚ ‡Ì„ÎËÈÒÍÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1], [4])
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 
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, fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡Ï˚Ï ÔÓÒÚ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (1). éÌ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÏ. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÔË·ÎËÊÂÌËfl 
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) ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ. èÓÒÎÂ ̋ ÚÓ„Ó ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl  ÌÛÊÌÓ
Â¯ËÚ¸ 
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èÓÒÎÂ ÚÓ„Ó Í‡Í ÌÓ‚‡fl Ï‡ÚËˆ‡ 

 

U

 

 Ì‡È‰ÂÌ‡, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÔÓ Ï‡ÚËˆ‡Ï 

 

U
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 ÓˆÂÌË‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÚËˆ‡ 

 

V

 

, Ë Ú‡Í ‰‡ÎÂÂ, ‰Ó ÚÂı ÔÓ, ÔÓÍ‡ ÌÂ ·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚË„ÌÛÚ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸.
åÂÚÓ‰ 

 

ALS

 

 ÌÂÒÎÓÊÌÓ Á‡ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡Ú¸, ÒÚÓËÏÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÌÂ‚ÂÎËÍ‡, Ë Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ
ËÚÂ‡ˆËË ÌÂ‚flÁÍ‡ ÌÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ. ÇÒÂ ˝ÚË ‰ÓÒÚÓËÌÒÚ‚‡ ‰ÂÎ‡˛Ú ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÏÂÚÓ‰ Ò‡Ï˚Ï ÔÓ-
ÔÛÎflÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÚÂÌÁÓÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ, ÒÏ. [1], [4]–[6]. é‰Ì‡ÍÓ 

 

ALS

 

 ËÏÂÂÚ ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ Ó˜ÂÌ¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÍÓ‚. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡ˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÓÎÛ-
˜ÂÌËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸Ì˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ËÏ (Ú˚Òfl˜Ë ËÎË ‰‡ÊÂ ÏËÎÎËÓ-
Ì˚). ÇÓ-‚ÚÓ˚ı (Ë ˝ÚÓ Ò‡ÏÓÂ „Î‡‚ÌÓÂ), ÏÂÚÓ‰ ÏÓÊÂÚ ÔÓÔ‡ÒÚ¸ ‚ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ÏËÌËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡
(1). é‰Ì‡ÍÓ ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ıÓÓ¯ÂÂ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ Í ÚÓ˜ÍÂ ÏËÌËÏÛÏ‡, ÚÓ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂ-
ÚÓ‰‡ ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓÎÂÁÌ˚Ï.

 

2. åÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡

 

2.1. éÔËÒ‡ÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ Ë Ó·˘ËÂ ÓˆÂÌÍË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË

 

éÔË¯ÂÏ ÏÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ (1). ç‡ÔÓÏÌËÏ ÓÒÌÓ‚ÌÛ˛
Ë‰Â˛ ÏÂÚÓ‰‡. èÛÒÚ¸ ÌÛÊÌÓ Â¯ËÚ¸ ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(3)
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, m > n. êÂ¯ÂÌËÂÏ Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ‚ÂÍÚÓ x, ÍÓÚÓ˚È ÏËÌËÏËÁËÛÂÚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î

||f(x)||2  min,

Ú.Â. Â¯ÂÌËÂ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Ëı Í‚‡‰‡ÚÓ‚. ãËÌÂ‡ËÁÛfl (3) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÚÓ-
ÓÈ ÚÓ˜ÍË x (Í‡Í ‚ Ó·˚˜ÌÓÏ ÏÂÚÓ‰Â ç¸˛ÚÓÌ‡), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

„‰Â Df – flÍÓ·Ë‡Ì ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl. ç‡ıÓ‰ËÏ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÒÂ‚‰ÓÂ¯ÂÌËÂ ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ÂÈÒfl ÔÂÂÓÔÂ‰Â-
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∑
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∑
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ÎÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(4)

„‰Â (Df(x))– – ÔÒÂ‚‰ÓÓ·‡ÚÌ‡fl ÔÓ åÛÛ–èÂÌÓÛÁÛ Ï‡ÚËˆ‡ Í Df(x). Ç˚‡ÊÂÌËÂ (4) Ë ÂÒÚ¸ ÙÓÏÛÎ‡
Ó‰ÌÓ„Ó ¯‡„‡ ÏÂÚÓ‰‡ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡
É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [7], ËÁ ÍÓÚÓÓÈ Ï˚ ÓÚÏÂÚËÏ ‰‚‡ Ù‡ÍÚ‡:

1) ÂÒÎË Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (3) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÚÓ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË
Ó·˚˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡;

2) ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3) ‚˚ÔÓÎÌflÚÒfl ÎË¯¸ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ε, ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÒÚ‡-
ÌÓ‚ËÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í

λ = O(||Df†||ε).

2.2. åÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ (1). èÓ‰˜ÂÍÌÂÏ, ˜ÚÓ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ·Û‰ÂÚ ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË n1n2n3 > r(n1 + n2 + n3). èÓÒÎÂ
ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(5)

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌ‡ ÌÂ‚flÁÍ‡

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÏÂÚÓ‰‡ ALS, ÒËÒÚÂÏ‡ (5) ÛÊÂ ÌÂ ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â ÒËÒÚÂÏ˚. å‡ÚËˆ‡ ÒË-
ÒÚÂÏ‡ (Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÂÂ ÓÔflÚ¸ ˜ÂÂÁ Φ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÛÍÚÛËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ë ËÏÂÂÚ ·ÎÓ˜Ì˚È ‚Ë‰

„‰Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ Φ1, Φ2, Φ3 Á‡‰‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

Ç ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËflı Φ1, Φ2, Φ3 ·˚ÎË ÔÓÌÛÏÂÓ‚‡Ì˚ ÚÂÏfl ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË (i, j, k) ‡ ÒÚÓÎ·ˆ˚ – Ô‡‡ÏË
(i'α), (j'α), (k'α) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÇÂÎË˜ËÌ‡ δii' ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ ÔË i = i' Ë ÌÛÎ˛ ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.

ëÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔflÏÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ QR-‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ

ÓÔÂ‡ˆËÈ. ÖÒÎË ÊÂ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ Ï‡ÚËˆÛ É‡Ï‡ Γ = ΦÚΦ, ÚÓ Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÛÏÂÌ¸¯ËÚ¸ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸.
ëËÒÚÂÏ‡ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(6)

Ç‚Â‰ÂÏ “Ï‡ÚËˆ˚ ÏÓÏÂÌÚÓ‚” X, Y, Z Ë Ï‡ÚËˆ˚ É‡Ï‡ Γu, Γv, Γw

∆x Df x( )( )– f ,–=

�ijk ∆uiαv jαwkα uiα∆v jαwkα uiαv jα∆wkα+ +( )
α 1=

r

∑–
2

min,

�ijk aijk uiαv jαwkα .
α 1=

r

∑–=

Φ Φ1 Φ2 Φ3, ,[ ] ,=

Φ1( ) ijk( ) i'α( ) δii'v jαwkα , Φ2( ) ijk( ) j'α( ) δj j'uiαwkα , Φ3( ) ijk( ) k'α( ) δkk'uiαv jα .===

O n1n2n3 n1 n2 n3+ +( )r2( )

∆uiα v α v β,( ) wα wβ,( )
α
∑ uiα ∆v α v β,( ) wα wβ,( )

α
∑+ �ijkv jβwkβ,

jk

∑=

∆v jα wα wβ,( ) uα uβ,( )
α
∑ v jα ∆wα wβ,( ) v α v β,( )

α
∑+ �ijkwkβuiβ,

ki

∑=

∆wkα uα uβ,( ) v α v β,( )
α
∑ wkα ∆uα uβ,( ) v α v β,( )

α
∑+ �ijkuiβv jβ.

ij

∑=

X ∆uα uβ,( ), Y ∆v α v β,( ), Z ∆wα wβ,( ),= = =

Γu UÚU uα uβ,( ), Γv VÚV v α v β,( ), Γw WÚW wα wβ,( ).= = = = = =
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éÒÂÎÂ‰Âˆ, ë‡‚ÓÒÚ¸flÌÓ‚

ÑÓÏÌÓÊ‡fl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6) Ì‡ uiα, vjα, wkα Ë ÒÛÏÏËÛfl ÔÓ i, j, k ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl Ï‡ÚËˆ ÏÓÏÂÌÚÓ‚ X, Y, Z:

(7)

„‰Â

ËÎË ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓ-‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÙÓÏÂ

(8)

óËÒÎÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÚÂÔÂ¸ ÒÚ‡ÎÓ ‡‚Ì˚Ï 3r2, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (7) ÔflÏ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ
ÚÂ·ÛÂÚÒfl O(r6) ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ. ëÛÏÏ‡Ì‡fl ÒÚÓËÏÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ï‡ÚËˆ É‡Ï‡ Ë
Ï‡ÚËˆ Q1, Q2, Q3 ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ O(n1n2n3r2) ÓÔÂ‡ˆËÈ.

Ç‡ÊÌÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ÒÚÛÍÚÛËÓ‚‡ÌÌ‡fl, Ë ÂÂ Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÁÂÊÂÌ‡. ìÏÌÓÊÂÌËÂ
Ï‡ÚËˆ˚ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ ÚÂ·ÛÂÚ O(r3) ÓÔÂ‡ˆËÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÁÛÏÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ËÚÂ‡ˆËÓÌ-
Ì˚È ÏÂÚÓ‰, Ì‡ÔËÏÂ ÏÂÚÓ‰ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı „‡‰ËÂÌÚÓ‚. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÌÛÊÌÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÔÂ‰Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÚÂÎ¸.

2.3. ëıÓ‰ËÏÓÒÚ¸
ÄÌ‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔÓ‚Â‰ÂÏ ‚ ˜‡ÒÚÌÓÏ, ÌÓ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ˜‡ÒÚÓ ‚ÒÚÂ˜‡˛˘ÂÏÒfl ÒÎÛ˜‡Â ‡·ÒÓÎ˛Ú-

ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡, Ú.Â. n1 = n2 = n3 = n, Ë

„‰Â P(i, j, k) – Î˛·‡fl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ (i, j, k). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ù‡ÍÚÓ˚ U, V, W ‚ (1) ÒÓ‚Ô‡‰‡-
˛Ú. ÑÎfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸, ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË Í‡ÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ï‡ÚËˆ‡
Φ = Df(u) ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÚÓÎ·ˆÓ‚˚È ‡Ì„, Ë ÓˆÂÌËÚ¸ ||Φ–||. éÚ‚ÂÚ Ì‡ ˝ÚË ‚ÓÔÓÒ˚ ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl

íÂÓÂÏ‡. èÛÒÚ¸ Ï‡ÚËˆ‡ U = [uiα] ∈ �
n × r

 ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÚÓÎ·ˆÓ‚˚È ‡Ì„. íÓ„‰‡ flÍÓ·Ë‡Ì
Df(u) ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÚÓÎ·ˆÓ‚˚È ‡Ì„ nr, Ï‡ÚËˆ‡ M(U) ËÁ (8) ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡ Ë ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
ÓˆÂÌÍ‡

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ‡ Df(u) Ì‡ ‚ÂÍÚÓ ∆u:

Ú‡Í Í‡Í Ï‡ÚËˆ‡ U ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÚÓÎ·ˆÓ‚˚È ‡Ì„, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡
Ψ ∈ �

n × n
, ˜ÚÓ

Ë ÔË ˝ÚÓÏ

éÔÂ‰ÂÎËÏ ‚ÂÍÚÓ :

Γv  ° Γw( )X Γw ° Y
Ú Γv  ° Z

Ú+( )Γu+ Q1,=

Γw ° Γu( )Y Γu ° Z
Ú Γw ° X

Ú+( )Γv+ Q2,=

Γu ° Γv( )Z Γv  ° X
Ú Γu ° Y

Ú+( )Γw+ Q3,=

Q1 �ijkuiαv jβwkβ, Q2 �ijkuiβv jαwkβ, Q3 �ijkuiβv jβwkα ,
ijk

∑=
ijk

∑=
ijk

∑=

M U V W, ,( )∆ q.=

aijk aP i j k, ,( ),=

σmin Df u( )( ) σmin U( )2.≥

h Df u( )∆u( )ijk ∆uiαu jαukα uiα∆u jαukα uiαu jα∆ukα .+ +
α 1=

r

∑= =

ui'αΨii'

i' 1=

n

∑ δiα , i 1 2 … n, α, , , 1 2 … r,, , ,= = =

Ψ 1
σmin U( )
-------------------.≤

ĥ

ĥ hi' j'k'Ψii'Ψ j j'Ψkk' .
i' j'k'

∑=
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íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ

„‰Â ˜ÂÂÁ Ir Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÁÏÂ‡ n Ì‡ r Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË δiα, ‡

å‡ÚËˆ‡ Df(Ir) ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÚÓÎ·ˆÓ‚˚È ‡Ì„. ÖÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â ̃ ËÒÎ‡ ÂÒÚ¸ ÍÓÌË Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â
ËÁ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚ M(Ir) = Df(Ir)ÚDf(Ir). ãÂ„ÍÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ M(Ir) fl‚ÎflÂÚÒfl
‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË Ì‡ ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË, ‡‚Ì˚ÏË Â‰ËÌËˆÂ ËÎË ÚÓÈÍÂ. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÏÂÂÏ

í‡Í Í‡Í

ÚÓ

ÔÓ˝ÚÓÏÛ

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Df(u) ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÚÓÎ·ˆÓ‚˚È ‡Ì„, Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

àÁ ÚÂÓÂÏ˚ ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ÂıÌ˛˛ ÓˆÂÌÍÛ Ì‡ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡

„‰Â ε – ˝ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl. ç‡‰Ó ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÓˆÂÌÍ‡ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ „Û·ÓÈ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ï‡ÚËˆ‡ U ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ÎËÌÂÈÌÓ-Á‡‚ËÒËÏ˚Â ÒÚÓÎ·ˆ˚, ‡ flÍÓ·Ë-
‡Ì ‚ÒÂ ‡‚ÌÓ ·Û‰ÂÚ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï.

3. åÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ò ÔÓ‰·ÓÓÏ ¯‡„‡

3.1. éÔËÒ‡ÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡

å˚ Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (1) ‰ÂÏÔÙËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ò ÔÓ‰·ÓÓÏ
¯‡„‡ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ãÂ‚ÂÌ·Â„‡–å‡Í‚‡‰Ú‡. èËÏÂÌÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÔÓ‰ıÓ‰‡, ÓÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ‚ [8], „‰Â ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1) ‚ ÒÎÛ˜‡Â r = 1 ÔËÏÂÌÂÌ Ó·˚˜Ì˚È
ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡. ÑÂÏÔÙËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „Ë·Ë‰ÓÏ ÏÂÚÓ‰‡ Ì‡ËÒÍÓÂÈ¯Â„Ó
ÒÔÛÒÍ‡ ‰Îfl ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ F(x) ¯‡„Ë ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‡ÌÚË„‡‰ËÂÌÚ‡
(steepest descent) 

‡ ‚ ÏÂÚÓ‰Â ç¸˛ÚÓÌ‡ ¯‡„Ë ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl

åÂÚÓ‰ Ì‡ËÒÍÓÂÈ¯Â„Ó ÒÔÛÒÍ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸˛, ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ – Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ,
ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÂÚÓ‰ Ì‡ËÒÍÓÂÈ¯Â„Ó
ÒÔÛÒÍ‡ ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ì‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ, ‡ ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ – Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÚ‡‰ËË ‚˚˜ËÒ-
ÎÂÌËÈ. äÓ„‰‡ x ·ÎËÁÓÍ Í ËÒÍÓÏÓÏÛ x*. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ “ÛÏÌÓ„Ó” ÔÂÂÍÎ˛˜ÂÌËfl
ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ‰‚ÛÏfl ÏÂÚÓ‰‡ÏË, Ó‰ÌËÏ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÏÔÙËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡.
Ç ÌÂÏ ¯‡„ ËÚÂ‡ˆËË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl

Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‡Î„ÓËÚÏ‡ Ì‡ ÚÂÍÛ˘ÂÈ ËÚ‡ˆËË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ µ. äÓÌÍÂÚÌÂÂ,

ĥ Df Ir( )∆û,=

∆û Ψ∆u.=

ĥ ∆û Ψ ∆u .≥ ≥

ĥ hi' j'k'Ψii'Ψ j j'Ψkk' ,
i' j'k'

∑=

ĥ Ψ 3 h ,≤

h Df u( )∆u
∆u

Ψ 2
-----------,≥=

σmin Df u( )( ) σmin U( )2.≥

λ O εcond U( )2( ),=

hsd F ' x( ),–=

F '' x( )( )hN F ' x( ).–=

F '' x( ) µI+( )h F ' x( ),–=
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éÒÂÎÂ‰Âˆ, ë‡‚ÓÒÚ¸flÌÓ‚

ÔË Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı µ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ¯‡„‡ h Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ hsd:

ÔË Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚ı – Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ hN.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‡ÏÂÚ µ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ, ÌÓ Ë ‰ÎËÌÛ ¯‡„‡, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚ÓÁ-

ÏÓÊÌ˚Ï ÔÂ‰ÎÓÊËÚ¸ ÏÂÚÓ‰, ÌÂ ÚÂ·Û˛˘ËÈ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓˆÂ‰Û˚ ‚˚·Ó‡ ‰ÎËÌ˚ ¯‡„‡. ëÛ˘Â-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, Ó‰Ì‡ÍÓ, fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÔÓÒ Ó ‚˚·ÓÂ µ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡. Ç ÏÂÚÓ‰Â ãÂ-
‚ÂÌ·Â„‡–å‡Í‚‡‰Ú‡ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ µ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÂÏ, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ıÓÓ¯Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ
ÙÛÌÍˆËË F(x) Ì‡ ÚÂÍÛ˘ÂÏ ¯‡„Â ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË·ÎËÊÂÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË

äÓÌÍÂÚÌÂÂ, Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ¯‡„Â ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚˚„Ó‰‡

ÖÒÎË ρ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍ (·ÎËÁÓÍ Í Â‰ËÌËˆÂ), ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ L(h) ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍ‡ Í ÁÌ‡˜ÂÌË˛ F(x + h), ‡ ÒÚ‡ÎÓ ·˚Ú¸, ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ıÓÓ¯Ó ÔËÏÂÌËÏ ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓ-
Ì‡ Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ µ ÏÓÊÌÓ ÛÏÂÌ¸¯ËÚ¸, ̃ ÚÓ·˚ ̄ ‡„ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ËÚÂ‡ˆËË ·˚Î ·ÓÎÂÂ ·ÎËÁÓÍ Í ̄ ‡„Û hN.
ÖÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ρ ÌÂ‚ÂÎËÍÓ ËÎË ‚ÓÓ·˘Â ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÚÓ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÔÎÓıÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË Ë ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Û‚ÂÎË˜ËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ µ, Ò ÚÂÏ ̃ ÚÓ·˚, ‚Ó-ÔÂ‚˚ı, Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ̄ ‡„ ·Ó-
ÎÂÂ ·ÎËÁÍËÏ Í ¯‡„Û ÏÂÚÓ‰‡ Ì‡ËÒÍÓÂÈ¯Â„Ó ÒÔÛÒÍ‡ hsd, ‡ ‚Ó-‚ÚÓ˚ı, ÛÏÂÌ¸¯ËÚ¸ Â„Ó ‰ÎËÌÛ.

àÁÌ‡˜‡Î¸ÌÓ ÒÚ‡ÚÂ„Ëfl ÏÓ‰ÂÌËÁ‡ˆËË µ ·˚Î‡ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡ å‡Í‚‡‰ÚÓÏ, Ï˚ ÔËÏÂÌflÂÏ ·ÓÎÂÂ
„Î‡‰ÍËÈ ÍËÚÂËÈ, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È ‚ [9]. ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÒÚ‡ÚÂ„ËË Ó·ÌÓ‚ÎÂÌËfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌ˚ „‡ÙË˜Â-
ÒÍË Ì‡ ÙË„. 1 (ÒÚ‡ÚÂ„Ëfl å‡Í‚‡‰Ú‡ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ ¯ÚËıÓ‚ÓÈ ÎËÌËÂÈ, Ò„Î‡ÊÂÌÌ‡fl – ÒÔÎÓ¯ÌÓÈ ÎË-
ÌËÂÈ).

Ç ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚Ë‰Â ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ò ‚˚·ÓÓÏ ¯‡„‡ ÔÓ ÍËÚÂË˛ ãÂ‚ÂÌ·Â„‡–å‡Í‚‡‰Ú‡
‚˚„Îfl‰ËÚ Ú‡Í:

ÄÎ„ÓËÚÏ (Newton)
ìÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ k = 0, x = x0, A = F ''(x), g = F '(x);
done = .false.
ÔÓÍ‡ (k < kmax) Ë (.no.done)

ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ k := k + 1;
Â¯ËÚ¸ (A + µI)h = –g (‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ïÓÎÂˆÍÓ„Ó);
ÂÒÎË ¯‡„ h ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î

done = .true.

h
1
µ
---F ' x( ),–≈

L h( ) F x( ) F ' x( )h
1
2
---hÚF '' x( )h.+ +=

ρ F x( ) F x h+( )–
L 0( ) L h( )–

--------------------------------------.=

1

0 0.25 0.50 0.75 1.00

2

µnew

µ
-----------

ρ

îË„. 1.
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ËÌ‡˜Â

xnew = x + h, ρ := 

ÂÒÎË ρ > 0
x := xnew, A := F ''(x), g := F '(x);
ÂÒÎË g ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î
done = .true.

µ := µmax , 1 – (2ρ – ;

ËÌ‡˜Â
µ := 2µ

ùÚÓÚ ÏÂÚÓ‰, Í‡Í Ë ÏÂÚÓ‰ Ì‡ËÒÍÓÂÈ¯Â„Ó ÒÔÛÒÍ‡, fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó·‡ÒÚÌ˚Ï, Ë, ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË
F ''(x*) ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡, Â„Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ Ì‡ ÙËÌ‡Î¸ÌÓÏ Û˜‡ÒÚÍÂ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl. ëÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡
O(n3) Ì‡ Ó‰ÌÛ ËÚÂ‡ˆË˛ (‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ïÓÎÂˆÍÓ„Ó).

3.2. îÛÌÍˆËÓÌ‡Î ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl Ë Â„Ó ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â
ÑÎfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (1) ÔÓ‚Â‰ÂÏ ÏËÌËÏËÁ‡ˆË˛ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡

É‡‰ËÂÌÚ F ' ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

„‰Â

ÉÂÒÒË‡Ì F '' ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË

„‰Â δαβ = 1 ÔË α = β Ë δαβ = 0 ÔË α ≠ β.
èÓ˜ËÂ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl „‡‰ËÂÌÚ‡ F'(x) Ë „ÂÒÒË‡Ì‡ F ''(x),

ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ.

4. óËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚

èË Ò‡‚ÌÂÌËË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏËÌËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ Ì‡Ò ‚ ÔÂ‚Û˛ Ó˜ÂÂ‰¸ ËÌÚÂÂÒÛÂÚ
ÒÍÓÓÒÚ¸ Û·˚‚‡ÌËfl ˆÂÎÂ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË F(x). ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â Ì‡ÏË ÏÂÚÓ‰˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ‚ÂÒ¸Ï‡ ‡Á-
ÌÓÈ ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍÓÈ ÒÎÓÊÌÓÒÚË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl Ëı Ò‡‚ÌÂÌËfl Û·˚‚‡ÌËÂ F(x) ÔÓÒÎÂ ÒÓ-
‚Â¯ÂÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ˜ËÒÎ‡ ËÚÂ‡ˆËÈ ·˚ÎÓ ·˚ ÌÂÍÓÂÍÚÌÓ. èÓ˝ÚÓÏÛ Ï˚ ·Û‰ÂÏ Ò‡‚ÌË-
‚‡Ú¸ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ˆÂÎÂ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË (ÌÓÏ˚ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl), ÍÓÚÓÓÂ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ÔÓËÁ‚ÂÎË
Á‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ‚ÂÏfl Ò˜ÂÚ‡.

F x( ) F xnew( )–
L 0( ) L h( )–

------------------------------------;

1
3
---

 1 )3




F u v w, ,( ) 1
2
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α
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∂v jα
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éÒÂÎÂ‰Âˆ, ë‡‚ÓÒÚ¸flÌÓ‚

ê‡ÒÒÏÓÚÂ‚ ÙË„. 2, ‰ÂÏÓÌÒÚËÛ˛˘ËÂ Û·˚‚‡ÌËÂ ÌÂ‚flÁÍË ‚ ıÓ‰Â ‡·ÓÚ˚ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÏÂ-
ÚÓ‰Ó‚ Ì‡ ÚËÔÓ‚˚ı ‰Îfl Ì‡Ò ÔËÏÂ‡ı Ï‡ÒÒË‚Ó‚, ÏÓÊÌÓ ‰‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ (ÌÂ ÔÂÚÂÌ‰Û˛˘ËÂ Ì‡ „ÎÓ-
·‡Î¸ÌÓÒÚ¸) ÍÓÏÏÂÌÚ‡ËË.

ç‡ ÙË„. 2‡ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚È Ï‡ÒÒË‚ ‡ÁÏÂ‡ 16 × 16 × 16 Ë ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡ 16. ëÎÛ˜‡ÈÌÓÂ
Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ.

åÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰‡ÂÚ ·ÓÎÂÂ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÂÏ ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ,
Ó‰Ì‡ÍÓ ·ÓÎÂÂ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÂ. åÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ÌÂ ÛÒÔÂ‚‡ÂÚ Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÏÂÌ¸¯ËÚ¸ ÌÂ‚flÁÍÛ.

ëÎÛ˜‡ÈÌ˚È Ï‡ÒÒË‚ ‡ÁÏÂ‡ 16 × 16 × 16 Ë ‡Ì„‡ 1 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 2·. ç‡ÎÓÊÂÌ ÏÛÎ¸ÚË-
ÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚È ¯ÛÏ ÔÓfl‰Í‡ 10–5. ëÎÛ˜‡ÈÌÓÂ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ. 

åÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÒıÓ‰ËÚÒfl Í ÚÓÏÛ ÊÂ Â¯ÂÌË˛, ˜ÚÓ Ë ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ, ÌÓ ‚ÚÓ-
ÓÈ ÏÂÚÓ‰ ‰ÂÎ‡ÂÚ ˝ÚÓ ·˚ÒÚÂÂ. åÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ÒıÓ‰ËÚÒfl ÒÎË¯ÍÓÏ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ.

ç‡ ÙË„. 2‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl fl‰Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl í‡ÍÍÂ‡ (ÒÏ. [10]) ‡ÁÏÂ‡ 20 × 20 × 20. àÒıÓ‰-

Ì˚È Ï‡ÒÒË‚ ËÏÂÎ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÓfl‰Í‡ 1/r, „‰Â r ~ . à˘ÂÚÒfl ÚËÎËÌÂÈÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ
‡Ì„‡ 20. ëÎÛ˜‡ÈÌÓÂ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ.

åÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ „ÎÛ·ÓÍËÈ ÏËÌËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ ÌÂ‚flÁÍË, ˜ÂÏ ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÓ ÚÂ·ÛÂÚ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË. åÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓ-
Ì‡ ‰‡ÂÚ Â˘Â ·ÓÎ¸¯ËÈ ‚˚Ë„˚¯ ÔÓ ÚÓ˜ÌÓÒÚË, Ó‰Ì‡ÍÓ Â„Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÒÚÓÎ¸ ÊÂ ÏÂ‰ÎÂÌÌ‡fl, Ë ÍÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌÂÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl.

i2 j2 k2+ +
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ü‰Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl í‡ÍÍÂ‡ ‡ÁÏÂ‡ 20 × 20 × 20 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÙË„. 2. àÒıÓ‰Ì˚È Ï‡ÒÒË‚ ËÏÂÎ
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÓfl‰Í‡ 1/r. à˘ÂÚÒfl ÚËÎËÌÂÈÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‡Ì„‡ 20. ç‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ – ÒÛ-
ÔÂÓ·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ òÛ‡ (ÒÏ. [11]).

åÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ‚ÌÓ‚¸ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‡Ï˚Ï ·˚ÒÚ˚Ï, ÌÓ Ì‡ËÏÂÌÂÂ ÚÓ˜Ì˚Ï.
åÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‡·ÓÚ‡ÂÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ, ÌÓ Ó·ıÓ‰ËÚ ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ÔÓ ÚÓ˜ÌÓÒÚË.
åÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–ç¸˛ÚÓÌ‡ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÛıÛ‰¯‡ÂÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÛ˛ ÌÂ‚flÁÍÛ, ÌÓ ‚ ËÚÓ„Â ÒıÓ‰ËÚÒfl Í Ò‡ÏÓÏÛ ÚÓ˜-
ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛, ıÓÚfl ÔÓ ÒÍÓÓÒÚË Á‡ÏÂÚÌÓ ÔÓË„˚‚‡ÂÚ ËÏ Ó·ÓËÏ.

ÇõÇéÑõ

àÚ‡Í, Ò‡Ï˚È ÔÓÒÚÓÈ ‚ Â‡ÎËÁ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ ıÓ-
Ó¯Ó ÔËÏÂÌËÏ˚Ï Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ. ÑÎfl Â˘Â ·ÓÎÂÂ ıÓÓ¯Ëı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÍÓÏ-
·ËÌ‡ˆËË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏËÌËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÚÂıÌËÍ, Ì‡ÔËÏÂ, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËÈ Ì‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ̄ ‡„Â Ë Ì‡È‰ÂÌÌÓÂ ËÏ Â¯ÂÌËÂ ÔÓ‰‡‚‡Ú¸ ‚ ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡ Í‡Í Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ
ÔË·ÎËÊÂÌËÂ. êÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÚËÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÒÍÓËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Á‡
Ò˜ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı “Ï‡ÚË˜Ì˚ı” ‡Î„Ó-
ËÚÏÓ‚, Ì‡ÔflÏÛ˛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Ëı ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚È ‚Ë‰ ÏËÌËÏËÁËÛÂÏÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ (ÌÂÍÓÚÓ˚È
Ó·ÁÓ Ú‡ÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ‚ [12]). ìÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÚËÔ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ
Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‰Ó‚ÂËÚÂÎ¸Ì˚ı Ó·Î‡ÒÚÂÈ.

Ä‚ÚÓ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ ÂˆÂÌÁÂÌÚÛ Á‡ ÔÓÎÂÁÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.

îË„. 2. (éÍÓÌ˜‡ÌËÂ).
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