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Ââåäåíèå

Ïðåäëàãàåìûé êóðñ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ öèêëà
êóðñîâ ëåêöèé, íàïðàâëåííûõ íà ïîäãîòîâêó ñïåöèàëèñòîâ
ïî ìîäåëèðîâàíèþ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è îêåà-
íà, êëèìàòà è åãî èçìåíåíèé íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-
òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà. Ñàìî íàçâàíèå êóðñà óæå ãîâîðèò î
òîì, ÷òî îí íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â äàííîé îáëàñòè. Öåëü êóðñà äðóãàÿ. Èñïîëü-
çóÿ â êà÷åñòâå îñíîâû íàèáîëåå ïðîñòóþ ìîäåëü ãåîôèçè÷å-
ñêîé ãèäðîäèíàìèêè � äâóìåðíóþ æèäêîñòü íà âðàùàþùåé-
ñÿ ñôåðå, àâòîð õîòåë äàòü ïðåäñòàâëåíèå î íîâûõ ïîäõîäàõ
è ïîíÿòèÿõ, âîçíèêøèõ ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè äèíà-
ìèêè æèäêîñòåé, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâà-
íèåì óñòîé÷èâîñòè êëèìàòà è ïðåäñêàçóåìîñòè åãî èçìåíå-
íèé. Åñëè ïîä êëèìàòîì ïîíèìàòü àíñàìáëü ñîñòîÿíèé, ïðî-
õîäÿùèõ êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìîé çà äîñòàòî÷íî áîëüøîé
(â ïðåäåëå � áåñêîíå÷íûé) ïðîìåæóòîê âðåìåíè, è ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ìîäåëü êëèìàòè÷åñêîé ñèñòåìû îáëàäàåò ãëî-
áàëüíûì àòòðàêòîðîì, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðà êàê ìíîæåñòâà è óñòîé÷èâîñòè èí-
âàðèàíòíîé ìåðû, ïîðîæäàåìîé äèíàìèêîé ñèñòåìû íà å¼
àòòðàêòîðå. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðèè êëèìà-
òà àòòðàêòîðû êëèìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èìåþò, êàê ïðàâèëî,
õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó, ñâÿçàííóþ ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿ-
ïóíîâó òðàåêòîðèÿìè íà àòòðàêòîðå, òî åñòåñòâåííî, ïðåæ-



6 Ââåäåíèå

äå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòî-
ðîâ, ðàññìîòðåòü ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé,
ïîñêîëüêó âñå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò ãëîáàëü-
íîìó àòòðàêòîðó.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, êóðñ ïîñòðîåí òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî â ïåðâûõ ëåêöèÿõ îáñóæäàþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì
êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Õîòÿ êîíå÷íàÿ öåëü � ýòî èññëåäî-
âàíèå âÿçêîé æèäêîñòè, èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâà-
íèÿ óñòîé÷èâîñòè èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñî-
âåðøåííî íåîáõîäèìûì, îñîáåííî åñëè ïðèíèìàòü âî âíè-
ìàíèå íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé èñõîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷.

Ïðè èçó÷åíèè ýòîé ïðîáëåìû öåíòðàëüíîå íàïðàâëåíèå,
èçáðàííîå â äàííîì êóðñå, ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñèñòåìû èí-
òåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ êàê êëàññ âîç-
ìîæíûõ ðåøåíèé èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷, òàê è êëàññ
ðåøåíèé óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ.

Ïî ìíåíèþ àâòîðà, âàæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîò-
ðåíèå ñèììåòðèé ãëîáàëüíûõ è ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà, ïîñêîëüêó ñàìè ïîêàçàòåëè â äèññèïàòèâíûõ ñèñòå-
ìàõ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè ðàç-
ìåðíîñòü ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ è õàðàêòåð äèíàìèêè íà
íèõ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíà ñâÿçü ïîêàçàòå-
ëåé ñ �ïîíÿòíûìè� èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òðà-
åêòîðèé ñèñòåìû òèïà ýíñòðîôèè è ýíåðãèè.

Â çàêëþ÷åíèå êóðñà ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñ-
ñëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè êàê ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ÷åðåç
ðåøåíèå ïðîáëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òàê è íåñòàöè-
îíàðíûõ, ÷åðåç âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ïîêà-
çàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè ýòîì, ÷òî ñòóäåíòû
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óæå çíàêîìû ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èçëîæåííûìè,
íàïðèìåð, â êóðñå ëåêöèé À.Í. Ôèëàòîâà �Òåîðèÿ óñòîé÷è-
âîñòè� [4]. Òåì íå ìåíåå, íàì êàæåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì äàòü
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè, â ðàìêàõ êîòîðûõ áó-
äåò ïðîâîäèòüñÿ èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ ðåøåíèé.

1. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà
óðàâíåíèé

dy

dt
= Y (t, y). (1)

Ñèñòåìà ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîìåðíîé, òàê è áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé. Ïóñòü y = ϕ(t) åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.

Ðåøåíèå ϕ(t) áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó,
åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t0 ∈ [0,∞] ìîæíî óêàçàòü δ = δ(ε, t0)
òàêîå, ÷òî åñëè

‖y0 − ϕ(t0)‖ < δ(ε, t0),

òî ‖y(t)− ϕ(t)‖ < ε äëÿ âñåõ t ≥ t0.

2. Óñòîé÷èâîñòü ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîç-
ìóùåíèÿõ. Ïóñòü íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1) èìååòñÿ çàäà÷à
ñèñòåìû

dy

dt
= Y (t, y) +R(t, y).

Ðåøåíèå ϕ(t), t ≥ 0, ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì
ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ R(t, y), åñëè äëÿ
ëþáûõ ε > 0 è t0 ∈ [0,∞] ñóùåñòâóþò ÷èñëà δ1 = δ1(ε, t0) è
δ2 = δ2(ε, t0) òàêèå, ÷òî åñëè

‖R(t, y)‖ < δ1, ‖y(t0)− ϕ(t0)‖ < δ2,

òî äëÿ âñåõ t ≥ t0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

‖y(t)− ϕ(t)‖ < ε.
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Ìû ñïåöèàëüíî ïðè ôîðìóëèðîâàíèè ýòèõ îïðåäåëåíèé
íå îãîâàðèâàëè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ðåøå-
íèÿ y(t). Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ýòè ïðîñòðàíñòâà áó-
äóò îãîâàðèâàòüñÿ ñïåöèàëüíî, îñîáåííî â ñëó÷àå áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ íîðìû íåýêâèâàëåíòíû.

Ïîñêîëüêó â äàííîì êóðñå èçëàãàåòñÿ ìíîãî ðåçóëüòà-
òîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íåäîñòàòî÷íî èçâåñòíûìè øèðîêîìó êðóãó
èññëåäîâàòåëåé, çàíèìàþùèõñÿ èçó÷åíèåì äèíàìèêè àòìî-
ñôåðû è îêåàíà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî îí áóäåò èíòåðåñíûì
è äëÿ ýòîãî êðóãà ÷èòàòåëåé.



Ëåêöèÿ 1

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äâóìåðíîé
èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé çàäà÷è â äàííîé ëåêöèè áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü óðàâíåíèå äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Äëÿ ïðîñòîòû äèíàìèêó äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
(â äàííîé ëåêöèè � èäåàëüíîé) ðàññìîòðèì â ïåðèîäè÷åñêîì
êàíàëå ñ óñëîâèåì íåïðîòåêàíèÿ íà ãðàíèöàõ êàíàëà. Â èí-
âàðèàíòíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé èäåàëüíîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè èìåþò âèä

d~u

dt
= − 1

ρ0

∇p, ~u =

(
u

v

)
,

∇ · ~u = 0.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèñòåìà óðàâíåíèé áó-
äåò èìåòü âèä

du

dt
= − 1

ρ0

∂p

∂x

dv

dt
= − 1

ρ0

∂p

∂y
,

(1)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.
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Çäåñü u, v � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, d
dt

= ∂
∂t

+ u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

�
èíäèâèäóàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ρ0 = const � ïîñòîÿííàÿ ïëîò-
íîñòü, p � äàâëåíèå.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u, v, p(x, y, t) = u, v, p(x+ Lx, y, t)

(óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî x), v = 0 ïðè y = y1, y2.
Òàê êàê æèäêîñòü áàðîòðîïíà, òî íà çàìêíóòûõ ãðàíè-

öàõ ìîæíî âûïèñàòü óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè∫
L1

udx = C1,

∫
L2

udx = C2. (2)

Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1)) ïîç-
âîëÿåò ââåñòè ôóíêöèþ òîêà:

u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
, (3)

ïðè ýòîì â ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè u è v óðàâíåíèå íåñæè-
ìàåìîñòè áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî.

Ïîñêîëüêó æèäêîñòü äâóìåðíà, òî ìû èìååì òîëüêî îäíó
(âåðòèêàëüíóþ) êîìïîíåíòó çàâèõðåííîñòè

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Èñïîëüçóÿ (3), ïîëó÷èì

ω = ∆ψ. (4)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ω áóäåò èìåòü âèä

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0, (5)

èëè
dω

dt
= 0.
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Óðàâíåíèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî ω åñòü ëàãðàíæåâ èíâàðèàíò.
Ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì áóäåò è ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
îò ω → F (ω)

dF (ω)

dt
= 0,

èëè
∂F (ω)

∂t
+ u

∂F (ω)

∂x
+ v

∂F (ω)

∂y
= 0. (6)

Â ñèëó óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîòîêà óðàâíåíèå (6) ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â òàê íàçûâàåìîé äèâåðãåíòíîé ôîðìå:

∂F (ω)

∂t
+
∂F (ω)u

∂x
+
∂F (ω)v

∂y
= 0. (7)

Èíòåãðèðóÿ (7) ïî âñåé îáëàñòè (êàíàëó) D è èñïîëüçóÿ ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

∂

∂t

∫ ∫
D

F (ω)dD = 0. (8)

Ñîîòíîøåíèå (8) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (6) ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà u, âòîðîå íà
v è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∂E

∂t
= 0, (9)

ãäå E =
∫∫
D

u2+v2

2
dD.

Ïóñòü ψ, u, v, ω ∈ Φ, ãäå Φ � íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(η, ψ) =

∫ ∫
D

ηψdD.
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3), óðàâíåíèå äëÿ ω ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ) = 0,

ãäå

J(ψ, η) =
∂ψ

∂x

∂η

∂y
− ∂ψ

∂y

∂η

∂x
,

à èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (8) è (9) â âèäå

(F (∆ψ), 1) = C3, −(∆ψ, ψ) = C4.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
, u2 =

(
∂ψ

∂y

)2

, v2 =

(
∂ψ

∂x

)2

,

òî
∫ ∫

∆ψψdD =

∫ ∫
∂2ψ

∂x2
ψdxdy +

∫ ∫
∂2ψ

∂y2
ψdxdy =

= −
∫ ∫

∂ψ

∂x

∂ψ

∂x
dxdy +

∫ ∫
∂

∂y

(
ψ
∂ψ

∂y

)
dxdy−

−
∫ ∫

∂ψ

∂y

∂ψ

∂y
dxdy = −

∫ ∫
(u2 + v2)dxdy +

∫
x

(
ψ
∂ψ

∂y

)∣∣∣∣∣∣
y=y2

y=y1

dx.

Â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé: ψ íà ãðàíèöå åñòü êîíñòàíòà,∫
x

∂ψ
∂y
|y=y1,y2dx åñòü òàêæå êîíñòàíòà � ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå

çàâèñèò îò âðåìåíè è, òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäñòàâëåíèå
ýíåðãèè âåðíî.

Ïîëó÷èì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ÿêîáèàíà, âûïîëíÿþùèõñÿ
ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

1) J(ψ, ψ) = 0, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî;

2) J(ψ, η) = −J(η, ψ) � ñâîéñòâî êîñîñèììåòðè÷íîñòè;
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3)
∫∫

J(ψ, ω)ψdD = 0 � ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè;

4)
∫∫

J(ψ, ω)ωdD = 0 � ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè

Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Òðåòüå ñîîòíîøåíèå ñëå-
äóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ÷åòâåðòîå � èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ êâàäðàòà âèõðÿ (ýíñòðîôèè). Äåéñòâèòåëüíî,

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0.

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà ω, ïîëó÷èì

∂

∂t

(ω, ω)

2
+ (J(ψ, ω), ω) = 0.

Ìîæíî âûïèñàòü åùå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â òåðìè-
íàõ ω. Íàïðèìåð:

∂

∂t
(ω, y) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂

∂t
(ω, y) =

∂

∂t

∫ ∫ (
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
ydD =

=
∂

∂t

∫ ∫
−∂u
∂y
ydD =

∂

∂t

∫ ∫
∂vy

∂x
dD = 0.

Èòàê, ìû èìååì áåñêîíå÷íûé íàáîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,
êîòîðûå äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ îïðåäåë¼ííûìè ñèììåò-
ðèÿìè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Âîçíèêàåò ôóíäàìåí-
òàëüíûé âîïðîñ: â êàêîé ñòåïåíè ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, è â ÷àñòíî-
ñòè åãî óñòîé÷èâîñòü? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû äîëæ-
íû ñíà÷àëà ïîíÿòü, ñ êàêèìè âèäàìè ñèììåòðèè ñâÿçàí íàø
íàáîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ìû çíàåì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿåò-
ñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè, èì-
ïóëüñà � îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, ìîìåíòà èìïóëüñà �
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èçîòðîïíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ïîíèìàíèå, ÷òî áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòîâ â áàðîòðîïíîé æèäêîñòè ñâÿçàíî
ñ �âìîðîæåííîñòüþ� âèõðÿ â ÷àñòèöó, òî åñòü ñ âèõðåì êàê
ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîì, êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, îäíàêî ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíà.
Íåäàâíî ñòàëî ïîíÿòíûì, ÷òî ýòè èíâàðèàíòû ñâÿçàíû ñ èí-
âàðèàíòíîñòüþ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ëàãðàí-
æåâûõ ÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü ýòè èí-
âàðèàíòû íå íåñóò â ñåáå êàêîé-òî ôèçè÷åñêîé �íàãðóçêè�.

Òåì íå ìåíåå ñàìî ñâîéñòâî �âìîðîæåííîñòè� âèõðÿ â ÷à-
ñòèöó äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå æèäêîñòè â êàíàëå, è â ÷àñòíîñòè, ïîëó-
÷èòü êîíêðåòíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ïîòîêîâ.
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà êâàäðàòè÷åñêèõ èí-
âàðèàíòà: ýíåðãèþ è ýíñòðîôèþ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
1/2):

E = −(ψ,∆ψ), Ω = (∆ψ,∆ψ).

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðîáëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∆ψi = −λiψi (10)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè ïî x è óñëîâèÿìè ψi = 0
ïðè y = y1, y2. Ðåøåíèå íàøåé èñõîäíîé çàäà÷è óäîâëåòâî-
ðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

ψy=y1 = C1, ψy=y2 = C2.

C1 ìû ìîæåì ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, íå ñíèæàÿ îáùíî-
ñòè, òàê êàê ôóíêöèÿ ψ îïðåäåëåíà â çàäà÷å ñ òî÷íîñòüþ äî
êîíñòàíòû. Êîíñòàíòà C2 îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíûé ðàñõîä∫ ∫

udxdy =

∫ ∫
∂ψ

∂y
dxdy = −

∫
x

ψy=y2dx = −C2Lx.
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Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîòîêè ñ èíòåãðàëüíûì
ðàñõîäîì, ðàâíûì íóëþ, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàññìàò-
ðèâàòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (10) êàê ïîðîæäàþùóþ ïîë-
íóþ ñèñòåìó {ψi} äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ψ â âèäå ðÿäà

ψ =
∑

αiψi.

(Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû äîëæíû â êà÷åñòâå âòîðîãî êðàå-
âîãî óñëîâèÿ ïðèíÿòü ∂ψ

∂x
|y=y2 = 0.)

Ïîñêîëüêó âñå λi â íàøåì ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíû, à ψi
îðòîãîíàëüíû, òî ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå

E =
∑

λiα
2
i , Ω =

∑
λ2
iα

2
i .

Òàê êàê E è Ω � èíâàðèàíòû, òî èíâàðèàíòîì áóäåò è âåëè-
÷èíà

λ̄ =
Ω

E
=

∑
λ2
iα

2
i∑

λiα2
i

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei âåëè÷èíó λiα2
i . Î÷åâèäíî, ÷òî Ei åñòü

ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà
ψi. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ̄ =

∑
λiEi∑
Ei

åñòü âçâåøåííîå ïî ýíåðãèè ñðåäíåå âîëíîâîå ÷èñëî (êâàä-
ðàò äåéñòâèòåëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà, åñëè ó÷åñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå λi ÷åðåç âîëíîâîå ÷èñëî ki), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òàêæå
èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ â
ñèñòåìå íå ìîæåò ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî âîëíîâûì ÷èñëàì
ïðîèçâîëüíî � åñëè îíà èä¼ò îò äâèæåíèé ñ ìàëûìè âîëíî-
âûìè ÷èñëàìè ê äâèæåíèÿì ñ áîëüøèìè âîëíîâûìè ÷èñëà-
ìè, òî äîëæíî íàáëþäàòüñÿ è îáðàòíîå äâèæåíèå ýíåðãèè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ñ ìàëîé âåëè÷èíîé äèññèïà-
öèè (íàïðèìåð, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå åñòü ìîëåêó-
ëÿðíàÿ ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ äèññèïàöèÿ, òàê ÷òî ìû äîëæíû
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ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà)

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = ε∆ω.

Óðàâíåíèå äëÿ Ω áóäåò èìåòü âèä

∂Ω

∂t
= 2ε(∆ω, ω) = −2ε(∇ω,∇ω).

Óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè èìååò âèä

∂E

∂t
= −2ε(∆ω, ψ) = −2ε(ω, ω) = −2εΩ.

Åñëè ìû âûáåðåì ε î÷åíü ìàëûì, òî â ñèëó îãðàíè÷åí-
íîñòè Ω äèññèïàöèþ ýíåðãèè ìîæíî ñ÷èòàòü î÷åíü ìàëîé,
òî åñòü ýíåðãèÿ áóäåò ïî÷òè ñîõðàíÿòüñÿ î÷åíü äîëãîå âðå-
ìÿ, â òî âðåìÿ êàê äèññèïàöèÿ ýíñòðîôèè ìîæåò áûòü íå
ìàëîé â ñèëó áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ çàâèõðåííîñòè. Åñëè äèñ-
ñèïàöèÿ ïðîèñõîäèò íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ (ñîîòâåòñòâóþùèõ
áîëüøèì âîëíîâûì ÷èñëàì), à ïðèòîê ýíåðãèè èä¼ò íà ñðåä-
íèõ ìàñøòàáàõ, òî ìû áóäåì íàáëþäàòü êàñêàä çàâèõðåííî-
ñòè îò ñðåäíèõ âîëíîâûõ ÷èñåë ê áîëüøèì (êàñêàä ýíåðãèè
ïðè ýòîì áóäåò ìàë).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñïåêòðó â
èíåðöèîííîì èíòåðâàëå � òàì, ãäå íåò âíåøíåãî ïðèòîêà
ýíåðãèè è íåò ñóùåñòâåííîé äèññèïàöèè ýíñòðîôèè, áóäåò
îïðåäåëÿòüñÿ íå ïîòîêîì ýíåðãèè, à ïîòîêîì çàâèõðåííî-
ñòè. Ýòà ïðàâäîïîäîáíàÿ ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðÿìû-
ìè ÷èñëåííûìè ðàñ÷¼òàìè. Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî íàêëîí êðèâîé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò âîëíî-
âîãî ÷èñëà â ýòîì äèàïàçîíå äîëæåí èìåòü âèä ∼ k−3 (à íå
k−5/3, êàê â îáû÷íîé òð¼õìåðíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíî-
ñòè Êîëìîãîðîâà).



Ëåêöèÿ 2

Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ. Èíâàðèàíòû
óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ

Òðàäèöèîííî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó
ðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä äà-
¼ò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó ìîæíî
âñåãäà âûáðàòü òàêîå ìàëîå âîçìóùåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ,
÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå äàñò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå íà êàê
óãîäíî áîëüøîì íàïåð¼ä çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â
òî æå âðåìÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷àåìûå â òàêîé ôîð-
ìå, åñòü òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, íî íå äîñòàòî÷íûå.

Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé ìû äàëåå èññëåäóåì, çàêëþ÷à-
åòñÿ â èññëåäîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ, ñóùåñòâóþùèõ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â èíâàðè-
àíòû, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîöåäóðå ëèíåàðèçàöèè. Èññëåäó-
åì ýòó ïðîáëåìó â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

∂u

∂t
+K(u) = 0, u|t=0 = u0, (1)

èìåþùåé ìíîæåñòâî èíâàðèàíòîâ

Ii(u) = Ci(u0),
∂Ii
∂t

= 0.
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Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé (1)
âèäà uε = u+ εv. Ïóñòü íåëèíåéíûé îïåðàòîð K(u) äèôôå-
ðåíöèðóåì ïî Ãàòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîä-
íàÿ

d

dε
K(u+ εv)

∣∣∣∣
ε=0

= A(u) · v.

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ), ñëå-
äîâàòåëüíî, áóäåò èìåòü âèä, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïî ε (ïîëàãàÿ uε = u+ εv):

∂v

∂t
+ A(u) · v = 0. (2)

ßñíî, ÷òî èíòåãðàëû Ii(u + εv) = Ci(ε, u0, v0) íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè.

Ïóñòü Ii äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî, òî åñòü ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî îò Ii ïî ε:

dIi
dε

∣∣∣∣
ε=0

= (Gi(u), v). (3)

(Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
ïî v, òî îí ïðåäñòàâèì â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3).)
Gi(u) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà Ii. Ïîñêîëüêó
Ii íå çàâèñèò îò t, òî (Gi(u), v) òàêæå íå çàâèñèò îò t, òî
åñòü (Gi(u), v) åñòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò. Òàêèì îáðà-
çîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå
Ï.Ëàêñó [11]:

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü u(t) åñòü ðåøåíèå (1), v(t) åñòü
ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (2) (óðàâíåíèÿ â âà-
ðèàöèÿõ) è ïóñòü I(u) � èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1), à G(u) �
ãðàäèåíò I. Òîãäà ôîðìà (G(u), v) åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ
(íå çàâèñèò îò t).

Èòàê, óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ èìååò òàêîå æå êîëè÷åñòâî
èíâàðèàíòîâ, ÷òî è èñõîäíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå.
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Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå äâóìåðíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0. (4)

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ) áóäåò
â ýòîì ñëó÷àå èìåòü âèä

∂δω

∂t
+ J(δψ, ω) + J(ψ, δω) = 0, (5)

ãäå δψ = ∆−1δω, ψ = ∆−1ω. Ðàññìîòðèì ñíîâà äâà èíòå-
ãðàëà ñèñòåìû (4)

(ω, ω)

2
= Ω, −(∆−1ω, ω)

2
= E

(ýíñòðîôèÿ è ýíåðãèÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàäèåíò Ω åñòü ω.
Äåéñòâèòåëüíî,

1

2

d

dε
(ω + εδω, ω + εδω)

∣∣∣∣
ε=0

= (ω, δω).

Òàêèì îáðàçîì, (ω, δω) åñòü èíâàðèàíò (íå çàâèñèò îò
âðåìåíè). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè δω â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè îðòîãîíàëüíî ω, òî δω îñòà¼òñÿ îðòîãîíàëüíî ω(t)
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ‖ω(t)‖ îãðà-
íè÷åíî, òî åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè δω(t) ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñò¼ò èëè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, òî ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòóùàÿ (óáûâàþùàÿ) êîìïîíåíòà äîëæíà ïðèíàä-
ëåæàòü ïîäïðîñòðàíñòâó, îðòîãîíàëüíîìó ω(t).

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë ýíåðãèè

1

2
(∆−1(ω + εδω), ω + εδω) =

1

2
{(∆−1ω, ω)+

+ ε(∆−1δω, ω) + ε(∆−1ω, δω) + ε2(∆−1δω, δω)}.
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Åñëè îïåðàòîð ∆−1 ñèììåòðè÷íûé (ìû ðàññìàòðèâàåì
ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ), òî ãðàäèåíò ôóíêöè-
îíàëà ýíåðãèè åñòü (∆−1ω, δω). Ïîñêîëüêó ψ = ∆−1ω, òî
(ψ, δω) åñòü èíâàðèàíò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ,
âûñêàçàííûå âûøå îòíîñèòåëüíî ω, ñïðàâåäëèâû è îòíîñè-
òåëüíî ψ = ∆−1ω.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (4), çàâè-
ñÿùèõ òîëüêî îò y. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿêîáèàíà ñëåäóåò, ÷òî
ω̄ = ω̄(y) åñòü ðåøåíèå (4). Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ óäîáíî
çàïèñàòü â âèäå

∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂

∂x
∆ψ′ +

∂ψ′

∂x

∂ω̄

∂y
= 0, (6)

ãäå ū = −∂ψ̄
∂y
. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ∆ψ′ ÷åðåç

ω′. Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) íà v′ = ∂ψ′

∂x
. Ïîëó÷èì

∂ω′v′

∂t
− ω

∂v′

∂t
+ ū

∂ω′v′

∂x
− ūω′

∂v′

∂x
= −v′2∂ω̄

∂y
,

èëè

∂ω′v′

∂t
− ω′

(
∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x

)
+ ū

∂ω′v′

∂x
= −v′2∂ω̄

∂y
. (7)

Çàìåòèì, ÷òî ∂v′

∂t
+ ū∂v

′

∂x
' dv′

dt
= a′ � âîçìóùåíèå óñêîðå-

íèÿ ÷àñòèöû. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (7) ïî îáëàñòè D.
Áóäåì èìåòü

∂

∂t

∫ ∫
D

ω′v′dD −
∫ ∫
D

ω′a′dD = −
∫ ∫
D

v′2
∂ω̄

∂y
dD.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
∫∫
D

ω′v′dD = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

∫ ∫
D

(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y

)
v′dD =

∫ ∫
D

1

2

∂v′2

∂x
dD−
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−
∫ ∫
D

(
∂u′v′

∂y
− u′

∂v′

∂y

)
dD = −

∫ ∫
D

u′
∂u′

∂x
dD =

= −
∫ ∫
D

1

2

∂u′2

∂x
dD = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñîîòíîøåíèå∫ ∫
D

ω′a′dD =

∫ ∫
D

v′2
∂ω̄

∂y
dD. (8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ íà δy. Íà óðî-
âíå y+δy çàâèõðåííîñòü ÷àñòèöû åñòü çàâèõðåííîñòü îñíîâ-
íîãî ïîòîêà ω̄(y+δy) è âîçìóùåíèÿ çàâèõðåííîñòè ω′. Â ñèëó
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âèõðÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

ω̄(y + δy) + ω′ = ω̄(y).

Òàê êàê

ω̄(y + δy) ' ω̄(y) +
∂ω̄

∂y
δy,

òî ω′ = −∂ω̄
∂y
δy. Ïîñêîëüêó δy = v′δt, òî ω′ = −∂ω̄

∂y
v′δt.

Ïóñòü ∂ω̄
∂y
> 0. Òîãäà ïðè v′ > 0, ω′ < 0 è èç ñîîòíîøå-

íèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî a′ < 0 è ÷àñòèöà íà÷í¼ò çàìåäëÿòüñÿ
(óñêîðåíèå íàïðàâëåíî â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ñêîðî-
ñòè). Òàêîé æå ðåçóëüòàò áóäåò, åñëè v′ < 0. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå ∂ω̄

∂y
> 0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè äâè-

æåíèÿ. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìû äîêàæåì
ïîçæå.

Ïîñêîëüêó ìû ïîêàçàëè, ÷òî
∫∫
D

ω′v′dD = 0, òî èç (6)

ñëåäóåò, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ∂ω̄
∂y

> 0 èìååò
ìåñòî ∫ ∫

D

ω′2

∂ω̄
∂y

dD = const.
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Îáðàùåíèå ∂ω̄
∂y

â íîëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå åñòü óñëîâèå,
íåîáõîäèìîå äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â ñè-
ñòåìå âîçìîæíû ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, íå âûçûâàþùèå âîç-
âðàùàþùåé ñèëû. Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå Ðýëåþ. Áóäåì èñêàòü ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (6) â âèäå

ψ′ = ϕ(y)eik(x−ct).

Óñëîâèå êîìïëåêñíîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè (c) � åñòü óñëî-
âèå íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó êðàåâûõ
óñëîâèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ëåêöèè 1, ýòî ðåøåíèå àâ-
òîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò ïîëó÷åííûì íàìè èíâàðèàíòàì
ïðè k 6= 0. Ïîñêîëüêó

∂ψ′

∂x
= ikψ′,

∂ψ′

∂t
= −ikcψ′,

∆ψ′ =

(
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

)
eik(x−ct),

òî èç (6) áóäåì èìåòü

ik(ū− c)

[
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

]
eik(x−ct) + ikϕeik(x−ct)

∂ω̄

∂y
= 0

èëè äëÿ k 6= 0

(ū− c)

[
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

]
= −ϕ∂ω̄

∂y
. (10)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c 6= ū (ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû íå
ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ îñíîâíîãî ïîòîêà). Òîãäà ìîæíî çà-
ïèñàòü

∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ = −

ϕ∂ω̄
∂y

ū− c
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî y îò y1 äî y2, óìíîæèâ
ïðåäâàðèòåëüíî íà ϕ∗. Èç óñëîâèÿ ∂ψ′

∂x
= 0 ïðè y1, y2 ñëåäóåò,
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÷òî ïðè k 6= 0 ϕ = 0 ïðè y1, y2. (Ñëåäîâàòåëüíî, è ϕ∗ = 0
ïðè y1, y2.) Ïîëó÷èì

y2∫
y1

(
∂2ϕ

∂y2
ϕ∗ − k2|ϕ|2

)
dy = −

y2∫
y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

ū− c
dy,

èëè

−
y2∫
y1

(
|∂ϕ
∂y
|2 + k2|ϕ|2

)
dy = −

y2∫
y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

ū− c
dy. (11)

Óìíîæèì òåïåðü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîäûíòåã-
ðàëüíîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (11) íà ū− c∗.
Áóäåì èìåòü

y2∫
y1

(
|∂ϕ
∂y
|+ k2|ϕ|2

)
dy =

y2∫
y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

(ū− c∗)

|ū− c|2
dy. (12)

Ïóñòü c∗ = cr − ici. Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè â ñîîò-
íîøåíèè (12), ïîëó÷èì

ici

y2∫
y1

|ϕ|2 ∂ω̄
∂y

|ū− c|2
dy = 0.

Åñëè ci 6= 0, òî ∂ω̄
∂y

îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â íóëü íà èíòåðâàëå
(y1, y2). Ýòî è åñòü çíàìåíèòîå óòâåðæäåíèå Ðýëåÿ.

Íåðàâåíñòâî íóëþ ci îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì ýêñïîíåí-
öèàëüíî ðàñòóùóþ è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùóþ ìîäû.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ū − c 6= 0,
âåðíî.

Íàéä¼ì èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðåàëüíîé ÷àñòè
ôàçîâîé ñêîðîñòè c. Ýòî âàæíî, ïîñêîëüêó åñëè cr ëåæèò
âíå èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ū ∈ [ūmin, ūmax], òî îïåðàöèÿ äåëå-
íèÿ, êîòîðóþ ìû ïðîèçâîäèëè âûøå, âñåãäà çàêîííà. Åñëè
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ci 6= 0, òî ôóíêöèÿ η = ϕ
ū−c áóäåò ðåãóëÿðíîé. Ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ = η(ū− c),

∂ϕ

∂y
= (ū− c)

∂η

∂y
+
∂ū

∂y
η, (14)

∂2ϕ

∂y2
= (ū− c)

∂2η

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂η

∂y
+
∂2ū

∂y2
η.

Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (10) è èìåÿ â âèäó, ÷òî ∂ω̄
∂y

= −∂2ū
∂y2

,
ïîëó÷èì

(ū− c)
∂2η

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂η

∂y
+
∂2ū

∂y2
η − k2(ū− c)η =

∂2ū

∂y2
η,

èëè

(ū− c)
∂2η

∂y2
+ 2

∂ū

∂y

∂η

∂y
− k2(ū− c)

∂2ū

∂y2
η = 0. (15)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (15) íà (ū− c) è ïðèâåä¼ì åãî ê âèäó

∂

∂y
(ū− c)2∂η

∂y
− k2(ū− c)2η = 0. (16)

Óìíîæèâ (16) íà η∗ è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî y îò y1 äî y2,
ïîëó÷èì

−
y2∫
y1

(ū− c)2|∂η
∂y
|2dy −

y2∫
y1

(ū− c)2k2|η|2dy = 0.

Ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

ci

y2∫
y1

(ū− cr)

(
|∂η
∂y
|2 + k2|η|2

)
dy = 0
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èëè ïðè ci 6= 0

cr =

y2∫
y1

ū
(
|∂η
∂y
|2 + k2|η|2

)
dy

y2∫
y1

(
|∂η
∂y
|2 + k2|η|2

)
dy

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ūmin ≤ cr ≤ ūmax, òî åñòü cr ïðèíàäëå-
æèò èíòåðâàëó [ūmin, ūmax].



Ëåêöèÿ 3

Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ïîòîêîâ

Ðàññìîòðèì ñíîâà óðàâíåíèå äëÿ ω â ôîðìå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0. (1)

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, äàþò
îñíîâàíèå íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1)
ω̄ = ω̄(y) (ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò y) è ω̄ � ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ y (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∂ω̄
∂y

> 0), òî òàêîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ïðè-
âåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå
Ò.Øåïåðäó [12].

Ïîñêîëüêó ω̄(y) åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ y, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ, åé îáðàòíóþ � Y (ω̄), ìîíîòîííî çàâè-
ñÿùóþ îò ω̄. Ïóñòü

A(ω̄, ω′) = −
ω′∫

0

{Y (ω̄ + ω′′)− Y (ω̄)} dω′′. (2)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ A(ω̄, ω′) çíàêîïîñòîÿííàÿ â ñèëó
ìîíîòîííîñòè Y (ω). Äàëåå, åñëè ω′ ìàëî, òî

A(ω̄, ω′) = −∂Y
∂ω̄

ω′2

2
= −1

2

ω′2

∂ω̄
∂y

.
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Èìåííî â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè áûëà íàìè èññëåäîâàíà
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ω̄(y) íà îñíîâå ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå äëÿ A(ω̄, ω′) áóäåò èìåòü âèä

d

dt
A(ω̄, ω′) =

∂A

∂ω̄

dω̄

dt
+
∂A

∂ω′
dω′

dt
. (3)

Èìååì

dω̄

dt
=
∂ω̄

∂t
+ u

∂ω̄

∂x
+ v

∂ω̄

∂y
=
∂ψ

∂x

∂ω̄

∂y
=
∂ψ′

∂x

∂ω̄

∂y
.

Çäåñü ìû, êàê îáû÷íî, ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (1) ïðè
âîçìóùåííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîëàãàÿ

ω = ω̄ + ω′, ψ = ψ̄ + ψ′, ω′ = ∆ψ′.

Äàëåå
∂A

∂ω̄
= −Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄) + ω′

∂Y

∂ω̄
,

(4)

∂A

∂ω′
= −Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄).

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (4) î÷åâèäíà. Ïåðâîå
óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

∂A

∂ω̄
= − ∂

∂ω̄

ω′∫
0

Y (ω̄ + ω′′)dω′′ +
∂Y

∂ω̄
ω′ =

= − ∂

∂ω̄

ω̄+ω′∫
ω̄

Y (η)dη +
∂Y

∂ω̄
ω′ =

= −Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄) +
∂Y

∂ω̄
ω′.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
A(ω̄, ω′) = (−Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄) +

∂Y

∂ω̄
ω′)

dω̄

dt
+

+ (−Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄))
dω′

dt
=

= (−Y (ω̄ + ω′) + Y (ω̄))

[
dω′

dt
+
∂ω̄

∂y

∂ψ′

∂x

]
+

+ ω′
∂ψ′

∂x

∂Y

∂ω̄

∂ω̄

∂y
.

Íî
∂Y

∂ω̄

∂ω̄

∂y
= 1,

dω′

dt
+
∂ω̄

∂y

∂ψ′

∂x
=
dω

dt
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
A(ω̄, ω′) =

∂ψ′

∂x
ω′ ≡ v′ω′.

Äàëåå

dA

dt
=
∂A

∂t
+ u

∂A

∂x
+ v

∂A

∂y
=
∂A

∂t
+
∂Au

∂x
+
∂Av

∂y
.

Ìû òàêæå ïîêàçàëè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, ÷òî∫ ∫
ω′v′dxdy = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

d

dt

∫ ∫
A(ω̄, ω′)dxdy = 0,

òî åñòü
∫∫

A(ω̄, ω′)dxdy - èíâàðèàíò äâèæåíèÿ. Èç ñóùåñòâî-
âàíèÿ ýòîãî èíâàðèàíòà óæå íåòðóäíî óñòàíîâèòü îöåíêè
äëÿ ω′ â íîðìå

‖ω′‖ = (ω′, ω′)1/2.
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Èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè Y (ω) ñëåäóåò, ÷òî

Y (ω̄ + ω′′)− Y (ω̄) =
∂Y

∂ω̄
(Θ)ω′′,

ãäå
Θ ∈ [ω̄, ω̄ + ω′′].

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà(
∂Y

∂ω

)
min

∫ ∫
ω′2

2
dxdy ≤

∣∣∣∣∫ ∫ A(ω̄, ω′)dxdy

∣∣∣∣ ≤
≤
(
∂Y

∂ω̄

)
max

∫ ∫
ω′2

2
dxdy.

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè
∫∫

A(ω̄, ω′)dxdy èìååì(
∂Y

∂ω̄

)
min

∫ ∫
ω′2

2
dxdy ≤

∣∣∣∣∫ ∫ A(ω̄, ω′)dxdy

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ ∫ A(ω̄, ω′)dxdy

∣∣∣∣
t=0

≤
(
∂Y

∂ω̄

)
max

∫ ∫
ω′2

2
dxdy

∣∣∣∣
t=0

.

Îòñþäà ∫ ∫
ω′2

2
dxdy ≡ 1

2
‖ω′‖2 ≤ 1

2

(
∂Y
∂ω̄

)
max(

∂Y
∂ω̄

)
min

‖ω′‖2
t=0. (5)

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ω̄ = ω̄(y)
ïðè ∂ω̄

∂y
> 0.



Ëåêöèÿ 4

Ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè è
óñòîé÷èâîñòü. Îöåíêè ýíåðãèè
íàñûùåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó äâóìåð-
íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, â ôîðìå ëàãðàíæåâîãî çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ âèõðÿ

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0. (1)

Ïóñòü ω̄, ū, v̄ � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ,
óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî ìû èññëåäóåì, è ïóñòü

ω = ω̄ + ω′, u = ū+ u′, v = v̄ + v′.

Óðàâíåíèå äëÿ ω′ áóäåò èìåòü âèä

∂ω′

∂t
+ ū

∂ω′

∂x
+ v̄

∂ω′

∂y
+ u′

∂ω̄

∂x
+ v′

∂ω̄

∂y
+ u′

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω′

∂y
= 0. (2)

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî

ū = ū(y), v̄ = 0, ω̄ = −∂ū
∂y
,

òàê ÷òî óðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä

∂ω′

∂t
+ ū

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω̄

∂y
+ u′

∂ω′

∂x
+ v′

∂ω′

∂y
= 0.
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Ïîñêîëüêó ω′ = ∆ψ′, u′ = −∂ψ′

∂y
, v′ = ∂ψ′

∂x
, òî ýòî óðàâíåíèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂∆ψ′

∂x
+
∂ψ

∂x

∂ω̄

∂y
+ J(ψ′,∆ψ′) = 0. (3)

Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýíåðãèÿ âîç-
ìóùåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ

E ′ = −(∆ψ′, ψ′)/2.

Ïîñêîëüêó (J(ψ′,∆ψ′), ψ′) = 0 (ñì. ëåêöèþ 1), òî ìû ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè âîçìóùåíèé

∂E ′

∂t
=

∫ ∫
ū
∂∆ψ′

∂x
ψ′dxdy +

∫ ∫
ψ′
∂ψ′

∂x

∂ω̄

∂y
dxdy. (4)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â óðàâíåíèè (4) ðàâåí íóëþ â ñèëó óñëî-
âèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïî x. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà
ðàâåíñòâ:∫ ∫

ū
∂∆ψ′

∂x
ψ′dxdy = −

∫ ∫
ū
∂2ψ′

∂2y

∂ψ′

∂x
dxdy =

=

∫ ∫
ū
∂u′

∂y
v′dxdy =

∫ ∫
ū
∂

∂y
(u′v′)dxdy−

−
∫ ∫

ūu′
∂v′

∂y
dxdy =

∫ ∫
ū
∂

∂y
(u′v′)dxdy. (5)

Èíòåãðàë
∫∫

ūu′ ∂v
′

∂y
dxdy = 0, ïîñêîëüêó ∂v′

∂y
= −∂u′

∂x
. Èòàê,

îêîí÷àòåëüíî ñîîòíîøåíèå (5) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå

∂E ′

∂t
=

∫
y

ū
∂

∂y
u′v′dy, (6)

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò çíàê óñðåäíåíèÿ ïî x.



32 Ëåêöèÿ 4

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà u′v′ = −τ̄ åñòü �íàïðÿæåíèå òðå-
íèÿ�, òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè âîçìóùåíèé ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂E ′

∂t
= −

∫
y

ū
∂τ̄

∂y
dy =

∫
y

τ
∂ū

∂y
dy.

Ýòè ðàâåíñòâà åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ñðåäíèì ïîòîêîì è âîçìóùåíèÿìè. Åñëè ýíåðãèÿ ïåðåäà¼òñÿ
îò ñðåäíåãî ïîòîêà âîçìóùåíèåì, òî ∂E′

∂t
> 0, è íàîáîðîò.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷åì îãðàíè÷åíà ýíåðãèÿ âîçìóùåíèé?
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ýòîãî âîïðîñà, ïî-

êàæåì, ÷òî â ñèñòåìå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ �ïðèíöèï Ëå Øà-
òåëüå�: âîçìóùåíèÿ, íàðàñòàÿ, äîëæíû ñíèìàòü èñòî÷íèê èõ
ðîñòà. Äåéñòâèòåëüíî, â ëåêöèè 2 ìû ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå

ω′ ≡ q′ = −∂ω̄
∂y
v′δt.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà v′ è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî x. Ïîëó÷èì

q′v′ = −∂ω̄
∂y
v′2δt. (7)

Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðàäèåíò çàâèõðåííî-
ñòè îñíîâíîãî ïîòîêà åñòü èñòî÷íèê âîçìóùåíèé, òî ïîòîê
çàâèõðåííîñòè íàïðàâëåí âñåãäà òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü ýòîò
ãðàäèåíò.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîãî âûøå âîïðî-
ñà. Î÷åâèäíî, ÷òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè ñëåäóåò,
÷òî

‖ω̄ + ω′‖t = ‖ω̄ + ω′‖t=0.

(Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω̄ åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî y.) Ðàçîáüåì
ω′ íà äâå êîìïîíåíòû: çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ [ω′] è âîëíî-
âóþ ω′′. Çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ êîìïîíåíòà åñòü ôóíêöèÿ
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òîëüêî y, à äëÿ âîëíîâîé êîìïîíåíòû ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

[ω′′] = 0,

ãäå [·] åñòü çíàê îñðåäíåíèÿ âäîëü x.
Èòàê, â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè èìååì

‖ω̄ + [ω′] + ω′′‖2 = ‖ω̄ + ω′‖2
t=0.

Ïîñêîëüêó
(ω̄ + [ω′], ω′′) = 0,

òî

‖ω̄ + [ω′]‖2 + ‖ω′′‖2 = ‖ω̄‖2 + ‖ω′‖2
t=0 + 2(ω̄, ω′)t=0. (8)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ω̄, ω′) = 0
è ‖ω′‖2

t=0 ìàëî, òî ìû ïîëó÷àåì òðèâèàëüíóþ îöåíêó:

‖ω′′‖2 ≤ ‖ω̄‖2.

Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.
Èç (8) èìååì

‖ω′′‖2 = ‖ω̄‖2 − ‖ω̄ + [ω′]‖2.

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó. Ìû ðàñïî-
ëàãàåì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíñòðîôèè è çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà. Î÷åâèäíî, ÷òî

‖ω′′‖2 ≤ ‖ω̄‖2 −min ‖ω̄ + [ω′]‖2. (9)

Áóäåì èñêàòü ìèíèìóì çîíàëüíî-îñðåäí¼ííîé âåëè÷èíû
ω ïðè óñëîâèè, ÷òî

∫∫
ωydxdy åñòü èíâàðèàíò. Â äâîéíîì èí-

òåãðàëå ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî èíòåãðàë ïî y îò çîíàëüíî-
îñðåäí¼ííîé âåëè÷èíû, òàê êàê èíòåãðàë ïî x îò �âîëíîâîé�
êîìïîíåíòû (ω′′) åñòü íóëü. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
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Èìååì
F ≡ (ω̃, ω̃) + λ{(ω̃, y)− C}, (9′)

ãäå ïîä ω̃ ïîíèìàåòñÿ çîíàëüíî-îñðåäí¼ííàÿ êîìïîíåíòà ω,
(·, ·) åñòü èíòåãðàë ïî y, λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, C � êîí-
ñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ minF ïðîâàðüèðóåì (9′). Ïîëó÷èì

(δω̃, ω̃) + (ω̃, δω̃) + λ(δω, y) = 0,

èëè
(2ω̃ + λy, δω̃) = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δω̃ áóäåì èìåòü

ω̃ = −λy
2
.

Îòñþäà (ω̃, y) = −λ
2
(y, y), (ω̃, y)2 = λ2

4
(y, y)2, (ω̃, ω̃) = λ2

4
(y, y)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(ω̃, ω̃) =
(ω̃, y)2

(y, y)
≡ C2

(y, y)
. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ
ýíñòðîôèÿ åñòü C2/(y, y), è ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

‖ω′′‖2 ≤ ‖ω̄‖2 − C2

(y, y)
. (11)
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Ñâÿçêè èíòåãðàëîâ â èññëåäîâàíèè
óñòîé÷èâîñòè

Â äàííîé ëåêöèè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèíàìèêà äâó-
ìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò íà äâóìåðíîì
òîðå (ïåðèîäè÷íîñòü ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì). Ïðè÷èíà ýòî-
ãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû ∆ (Ëàïëàñà) è ∇ (ãðà-
äèåíòà) ñòàíîâÿòñÿ ñèììåòðè÷íûì è êîñîñèììåòðè÷íûì ñî-
îòâåòñòâåííî è êîììóòàòèâíûìè, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷à-
åò âûêëàäêè. Èòàê, ðàññìîòðèì ñíîâà óðàâíåíèå ïåðåíîñà
âèõðÿ

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0. (1)

Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èíâàðèàí-
òîâ òèïà ∫ ∫

D

F (ω)dD = const,

ãäå F (ω) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è èíòåãðàë ýíåðãèè

E = −(ψ,∆ψ)/2,

êîòîðûé â ñèëó ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

E = (∇ψ · ∇ψ)/2.
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Â ýòîì âûðàæåíèè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( · ) âû÷èñëÿåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé.

Îáðàçóåì �ñâÿçêó� èíòåãðàëîâ, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, òàêæå
áóäåò èíâàðèàíòîì

I = E +

∫ ∫
F (ω)dD. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ω̄ çàäà÷è (1) îñíî-
âûâàåòñÿ òîì, ÷òî íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöè-
îíàë I, ÿâëÿþùèéñÿ èíâàðèàíòîì, èìååò ìèíèìóì. Â êîíå÷-
íîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ
âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü, à âòîðàÿ
âàðèàöèÿ äîëæíà áûòü áîëüøå íóëÿ. Îäíàêî äëÿ áåñêîíå÷-
íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòî íå òàê. Òåì íå ìåíåå, ìû ñåé÷àñ ïîëó-
÷èì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà I
îáðàùàåòñÿ â íóëü, à âòîðàÿ áóäåò áîëüøå íóëÿ. Äëÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó äâóìåðíîé æèäêî-
ñòè íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå, ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ
ω̄ (ñì. [4]).

Èòàê, íàéä¼ì ïåðâóþ âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà I (â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ψ = ψ̄ + δψ, ãäå ψ̄ � èññëåäóåìîå ðåøåíèå)

δI =

∫ ∫
D

∇ψ̄ · ∇δψdD +

∫ ∫
D

∂F

∂ω̄
δωdD.

Ïîñêîëüêó ∫ ∫
D

∇ψ̄ · ∇δψdD = −
∫ ∫
D

ψ̄∆δψdD,

à
∆δψ = δω,

òî

δI =

∫ ∫
D

(
∂F

∂ω̄
− ψ̄

)
δωdD.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðâàÿ âàðèàöèÿ îáðàùàëàñü â íóëü, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

ψ̄ =
∂F

∂ω̄
.

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà åñòü

δ2I =

∫ ∫
D

∇δψ · ∇δψ
2

dD +

∫ ∫
D

∂2F

∂ω̄2

δω2

2
dD. (4)

×òîáû ýòà âàðèàöèÿ áûëà ïîëîæèòåëüíîé, äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

∂2F

∂ω̄2
> 0.

Ïîñêîëüêó
∂2F

∂ω̄2
=
∂ψ̄

∂ω̄
=

1
∂ω̄
∂ψ̄

,

òî ýòî óñëîâèå ïåðåõîäèò â óñëîâèå

∂ω̄

∂ψ̄
> 0. (5)

Óðàâíåíèå ∂ω
∂t

+ J(ψ, ω) = 0, î÷åâèäíî, äîïóñêàåò ðåøåíèå
ω̄ = G(ψ̄), ãäå G(ψ̄) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ìû èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

ω̄ = G(ψ̄)

è äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∂G(ψ̄)

∂ψ̄
> 0,

òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà I îáðàùàåòñÿ â íóëü, à
âòîðàÿ � áîëüøå íóëÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíê-
öèè F ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî ôóíêöèîíàëà.
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Ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé âàðèàöèè ìîæåò áûòü è ïðè
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ∂2F

∂ω̄2 . Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî óäî-
âëåòâîðèòü óñëîâèþ∫ ∫

D

∇δψ · ∇δψ
2

dD +

∫ ∫
D

∂2F

∂ω̄2

δω2

2
dD > 0.

Ïîñêîëüêó ∫ ∫
D

∇δψ · ∇δψdD = −
∫ ∫
D

∆δψδψdD (7)

è îïåðàòîð ∆ íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì êîíñòàíòå
(òàì, ãäå ìû èùåì ðåøåíèå) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, à

∂2F

∂ω̄2
=
∂ψ̄

∂ω̄
,

òî íàì íóæíî, ÷òîáû ìèíèìóì âûðàæåíèÿ (7) áûë áîëüøå,
÷åì ∂ψ̄

∂ω̄
.

Ìèíèìóì (7) äîñòèãàåòñÿ íà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîìó ïî ìîäó-
ëþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λmin. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïîëî-
æèòåëüíîñòè âòîðîé âàðèàöèè ïðèìåò âèä

|λmin| >
∣∣∣∣∂ψ̄∂ω̄

∣∣∣∣ .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà òîðå âîîáùå íåâîçìîæíî ïîñòðî-

èòü ðåøåíèå ω̄ = F (ψ̄), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî

∂F

∂ψ̄
> 0.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ýíñòðîôèè Ω ≡ (ω̄, ω̄). Ïîñêîëü-
êó ω̄ = F (ψ̄), ω̄ = ∆ψ̄, òî (∆ψ̄, F (ψ̄)) = (ω̄, ω̄) > 0.



Ñâÿçêè èíòåãðàëîâ â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè 39

Â ñèëó òîãî ÷òî 4 = ∇2, à íà òîðå ∇ � êîñîñèììåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð, áóäåì èìåòü

(∆ψ̄, F (ψ̄)) = −(∇ψ̄ · ∇F (ψ̄)) = −
(
∇ψ̄ · ∂F

∂ψ̄
∇ψ̄
)
> 0,

èëè

−
∫ ∫
D

∂F

∂ψ̄
|∇ψ̄|2dD > 0. (7)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ∂F
∂ψ̄

íå ìîæåò áûòü âåëè÷èíîé ïîëî-
æèòåëüíîé.
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Äèíàìèêà äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå.
Âîëíû Ðîññáè-Áëèíîâîé

Óðàâíåíèå äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêî-
ñòè â èíâàðèàíòíîé ôîðìå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëàãðàíæåâ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âèõðÿ:

d~Ω

dt
= 0. (1)

Íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå âèõðü ÷àñòèö áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ
èç îòíîñèòåëüíîãî âèõðÿ (âèõðÿ îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò) è âèõðÿ ñàìîãî âðàùàþùåãîñÿ òåëà ~Ω0,
êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ðàâåí óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè
òâ¼ðäîãî òåëà

~Ω0 = 2~Ωb

(~Ωb � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà).
Ïîñêîëüêó äëÿ äâóìåðíîé æèäêîñòè íåíóëåâîé êîìïî-

íåíòîé áóäåò òîëüêî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âèõðÿ, òî

Ω = ω + l,

ãäå ω � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà îòíîñèòåëüíîé çàâèõðåí-
íîñòè, à l � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà óäâîåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñôåðà ðàäèóñà a = 1)

ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, λ ∈ [0, 2π],

ãäå ϕ � øèðîòà, λ � äîëãîòà, ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì:

dx = cosϕdλ, dy = dϕ

è ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü âèä

d

dt
=

∂

∂t
+

u

cosϕ

∂

∂λ
+ v

∂

∂ϕ
,

u =
dx

dt
, v =

dy

dt
.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

cosϕ

[
∂u

∂λ
+

∂

∂ϕ
(v cosϕ)

]
= 0. (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2) u è v ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèþ
òîêà:

u = −∂ψ
∂ϕ

, v =
1

cosϕ

∂ψ

∂λ
.

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà çàâèõðåííîñòè ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

ω =
1

cos2 ϕ

∂2ψ

∂λ2
+

1

cosϕ

∂

∂ϕ
(cosϕ

∂ψ

∂ϕ
) ≡ ∆ψ. (3)

Ôîðìóëà (3) åñòü ôîðìóëà äëÿ �äâóìåðíîãî� ëàïëàñèàíà íà
ñôåðå. Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü, ÷òî

l = 2Ωb sinϕ,
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åñëè îñü âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîõîäèò ÷åðåç ïî-
ëþñû ñ ϕ = ±π

2
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äëÿ àáñîëþòíîé çàâèõðåííî-
ñòè Ω = ω + l â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

∂ω

∂t
+

u

cosϕ

∂ω

∂λ
+ v

∂ω

∂ϕ
+ v

∂l

∂ϕ
= 0. (4)

Ïîñêîëüêó ω = ∆ψ, u = −∂ψ
∂ϕ
, v = 1

cosϕ
∂ψ
∂λ
, ∂l
∂ϕ

= 2Ωb cosϕ, òî
óðàâíåíèå (4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ) + 2Ωb

∂ψ

∂λ
= 0, (5)

ãäå ÿêîáèàí J îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

J(ψ, η) =
1

cosϕ

(
∂ψ

∂λ

∂η

∂ϕ
− ∂ψ

∂ϕ

∂η

∂λ

)
. (6)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) íà ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïåðèîäè÷-
íîñòè ïî λ è óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè íà ïîëþñàõ

η cosϕ→ 0 ïðè ϕ→ ±π/2.

Åñëè ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ψ, η) =

∫ ∫
S

ψη cosϕdλdϕ,

òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿêîáèàí J(ψ,∆ψ) áóäåò óäîâëå-
òâîðÿòü ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì: (J, ψ) = 0; (J,∆ψ) = 0.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî J(η, η) = 0.

ßñíî, ÷òî J(ψ,∆ψ) áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òàêæå äëÿ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

∆ψ = F (ψ),
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ãäå F åñòü íåêîòîðîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ F ìîæåò áûòü ëèíåéíîé, è ìû ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

∆ψ = −λψ. (7)

Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (7) è ñôîðìóëèðîâàííûì
âûøå �ãðàíè÷íûì� óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè
ãàðìîíèêàìè. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà èõ ñâîéñòâàõ,
ïîñêîëüêó ýòî íàì ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.

Èòàê, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

1

cos2 ϕ

∂2Yn
∂λ2

+
1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂Yn
∂ϕ

)
= −λnYn. (8)

Èçâåñòíî, ÷òî â óðàâíåíèè (8)

λn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, . . .

(Y0 = const).
Åñëè èñêàòü Yn â âèäå

Yn = P̃ (ϕ)eimλ,

òî óðàâíåíèå äëÿ P̃ (ϕ) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂P̃ (ϕ)

∂ϕ

)
− m2

cos2 ϕ
P̃ (ϕ)+n(n+1)P̃ (ϕ) = 0. (9)

Ìîæíî ñäåëàòü äâå çàìåíû ïåðåìåííûõ:

Θ = ϕ+
π

2
, cos Θ = z.

Òîãäà â òåðìèíàõ êîîðäèíàòû z óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä

(1− z2)∂
2P
∂z2 − 2z∂P

∂z
+
{
n(n+ 1)− m2

1− z2

}
P = 0,

z ∈ [−1, 1].
(10)
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Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (10) áóäóò ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíî-
ìû Ëåæàíäðà Pm

n (z) (n � ñòåïåíü, m � ïîðÿäîê ôóíêöèè).
Ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì m îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà îòðåçêå
[−1, 1]:

1∫
−1

P
|m|
n (µ)P

|m|
k (µ)dµ =

{
0, åñëè k 6= n,

2
2n+1

(n+|m|)!
(n−|m|)! , åñëè k = n.

Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëü-
íóþ ñèñòåìó ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
íà ñôåðå (ïåðèîäè÷íîñòü ïî λ è îãðàíè÷åííîñòü íà ïîëþ-
ñàõ).

Åñëè m � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, òî äëÿ êàæäîãî n
ñóùåñòâóåò 2n+ 1 íåçàâèñèìûõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñòå-
ïåíè n. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ñôåðå èíäó-
öèðóåò ðàçáèåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà íà èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà Hn ðàçìåðíîñòè 2n+ 1.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (5). Áóäåì èñ-
êàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

ψ = Yne
iσt.

Ïîñêîëüêó
∆Yn = −(n+ 1)nYn,

òî áóäåì èìåòü

−(n+ 1)niσYn + 2ΩbimYn = 0, èëè

σ =
2Ωbm

n(n+ 1)
. (11)

Òàê êàê
Yn = Pm

n (ϕ)eimλ,
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òî ðåøåíèå ψ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ψ = Pm
n (ϕ)e

im
�
λ+

2Ωb
n(n+1)

t
�

= Yn

(
ϕ, λ+

2Ωb

n(n+ 1)
t

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå âèõðÿ íà ñôåðå äîïóñ-
êàåò òî÷íûå ðåøåíèÿ â âèäå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, áåãó-
ùèõ ñ ïîñòîÿííîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ c = 2Ωb

n(n+1)
íà �çàïàä�,

åñëè Ωb > 0.
Ýòîò óíèêàëüíûé òèï âîëí áûë îòêðûò â àòìîñôåðå

Ðîññáè è Áëèíîâîé è íîñèò èõ èìåíà (âîëíû Ðîññáè-Áëè-
íîâîé). Âàæíîé ïðîáëåìîé ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ ýòîãî êóð-
ñà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èõ óñòîé÷èâîñòè. Íà ýòîé ïðîáëå-
ìå ìû îñòàíîâèìñÿ ïîçæå è ââèäó å¼ ñëîæíîñòè íåñêîëüêî
óïðîñòèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
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Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó
èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå

Äëÿ óðàâíåíèÿ âèõðÿ íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = 0 (1)

ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ

J(ψ, ω + l) = 0.

ßêîáèàí áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü, åñëè àáñîëþòíûé âèõðü
åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè òîêà:

ω + l = F (ψ). (2)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2) ñêàëÿðíî íà ω. Ïîëó÷èì

(F (ψ), ω) = (ω, ω) + (l, ω).

Ïîñêîëüêó ω = ∇ · ∇ψ, òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

(F (ψ), ω) = (F (ψ),∇ · ∇ψ) = −(∇F (ψ),∇ψ) =
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= −
(
∂F

∂ψ
∇ψ,∇ψ

)
≡ −

∫ ∫
∂F

∂ψ
|∇ψ|2 cosϕdϕdλ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî âñÿ ýòà öåïî÷êà ðàâåíñòâ ñïðàâåäëèâà
òîëüêî òîãäà, êîãäà ω, ψ,∇ψ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ðå-
ãóëÿðíûõ (îãðàíè÷åííûõ íà ñôåðå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèç-
âîäíûìè) ôóíêöèé. Äàëåå,

(l, ω) =

∫ ∫
∆ψ2Ωb sinϕ cosϕdϕdλ =

=

∫ ∫
1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ

∂ϕ

)
2Ωb sinϕ cosϕdϕdλ =

= −
∫ ∫

cosϕ
∂ψ

∂ϕ
2Ωb cosϕdϕdλ =

=

∫ ∫
2Ωb(u cosϕ) cosϕdϕdλ. (3)

Ïîñêîëüêó u cosϕ ≡ M åñòü ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, òî îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

−
∫ ∫

∂F

∂ψ
|∇ψ|2 cosϕdϕdλ =

∫ ∫
ω2 cosϕdϕdλ+

+

∫ ∫
2ΩbM cosϕdϕdλ. (4)

Èç (4) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ
Óòâåðæäåíèå. Íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

(2), ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà
ñôåðå è óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïîëîæèòåëüíîñòè ∂F

∂ψ

è ïîëîæèòåëüíîñòè óãëîâîãî ìîìåíòà. (Ìû âñåãäà ñ÷èòàåì,
÷òî Ωb > 0.)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèòóàöèþ, êîãäà F (ψ) �
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Èìååì

∆ψ + 2Ωb sinϕ = λψ.
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Åñëè ψ åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî ϕ, òî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü
âèä

1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ

∂ϕ

)
+ 2Ωb sinϕ = λψ. (5)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì (5) áóäåò ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà
Y 0
n ñ n = 1,m = 0, òî åñòü

ψ = Y 0
1 = A sinϕ. (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5), ïîëó÷èì

−2A sinϕ+ 2Ωb sinϕ = Aλ sinϕ,

èëè

λ = −2 +
2Ωb

A
.

Ïðè A > 0 äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ óãëîâîé ìîìåíò áóäåò îòðè-
öàòåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî,

u = −∂ψ
∂ϕ

= −A cosϕ < 0 ïðè ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

õîòÿ ïðè ýòîì λ ìîæåò áûòü è ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Ωb äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå.

Ïóñòü A < 0, λ < 0. Ðåøåíèå ψ = A sinϕ, u = −A cosϕ
áóäåò îïèñûâàòü òâ¼ðäîå âðàùåíèå. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü
ýòîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü ω = ω̄ + ω′, ψ = ψ̄ + ψ′. Òîãäà óðàâ-
íåíèå äëÿ âîçìóùåíèé áóäåò èìåòü âèä

∂ω′

∂t
+ J(ψ̄, ω′) + J(ψ′, ω̄) + 2Ωb

∂ψ′

∂λ
+ J(ψ′, ω′) = 0. (6′)

Óìíîæèì (6′) ñêàëÿðíî íà ω′. Ïîëó÷èì

1

2

∂(ω′, ω′)

∂t
+ (J(ψ′, ω̄), ω′) = 0. (7)
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Ïðè ýòîì ÷ëåíû
(
∂ψ′

∂λ
, ψ′
)

= 0 â ñèëó óñëîâèé ïåðèîäè÷íî-

ñòè. Óìíîæèì ñêàëÿðíî (6′) íà ψ′. Áóäåì èìåòü

1

2

∂

∂t
(ω′, ψ′) + (J(ψ̄, ω′), ψ′) = 0. (8)

Ïîêàæåì, ÷òî ∫ ∫
∆ψ′

∂ψ′

∂λ
cosϕdϕdλ = 0,

èëè∫ ∫ [
1

cos2 ϕ

∂2ψ′

∂λ2
+

1

cosϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ′

∂ϕ

)]
∂ψ′

∂λ
cosϕdϕdλ = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ â ñèëó óñëîâèé ïå-
ðèîäè÷íîñòè.

Èìååì ∫ ∫
∂ψ′

∂λ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂ψ′

∂ϕ

)
dϕdλ =

= −
∫ ∫

cosϕ
∂ψ′

∂ϕ

∂

∂λ

∂ψ′

∂ϕ
dϕdλ =

= −1

2

∫ ∫
∂

∂λ

(
∂ψ′

∂ϕ

)2

cosϕdϕdλ = 0.

Ïîñêîëüêó ∆ψ̄ = ω̄ = −2ψ̄ (n = 1,m = 0), òî

(J(ψ′, ω̄), ω′) = (J(ω′, ψ′), ω̄) =

= (J(ω̄, ω′), ψ′) = −2(J(ψ̄, ω′), ψ′),

è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂t

‖ω′‖2

4
− (J(ψ̄, ω′), ψ′) = 0.



50 Ëåêöèÿ 7

Ñêëàäûâàÿ åãî ñ óðàâíåíèåì (8), ïîëó÷èì

∂

∂t

(
‖ω′‖2 + 2(ω′, ψ′)

2

)
= 0.

Ïîñêîëüêó (ω′, ψ′) = −(∇ψ′,∇ψ′), òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

‖ω′‖2 − 2(∇ψ′,∇ψ′)

åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî îí âñåãäà
îäíîãî çíàêà, òî åãî ìîæíî ïðèíÿòü çà íîðìó, è óñòîé÷è-
âîñòü òâ¼ðäîãî âðàùåíèÿ äîêàçàíà.

Ïóñòü ψ′ =
∑
αiYi, òî åñòü ψ′ ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ñôå-

ðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì. Òîãäà

‖ω′‖2 = (ω′, ω′) =
∑

λ2
iα

2
i (Yi, Yi),

(ψ′, ω′) =
∑

λiα
2
i (Yi, Yi) = −

∑
|λi|Ei = −

∑
Ẽi,

òàê êàê λi � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà âèäà −n(n+ 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå Ẽi > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖ω′‖2

−(ω′, ψ′)
≥ min |λi| = 2,

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè Yi ∈ H1, ãäå H1 � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå n = 1. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü
2n + 1 = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû èññëåäîâàòü ïîâå-
äåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ψ′ òîëüêî íà ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå.

Ïîñêîëüêó íà ïîäïðîñòðàíñòâå H1: ω̄ = −2ψ̄, ω′ = −2ψ′,
òî óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé áóäåò

−2
∂ψ′

∂t
− 2J(ψ̄, ψ′)− 2J(ψ′, ψ̄) + 2Ωb

∂ψ′

∂λ
− 2J(ψ′, ψ′) = 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ′ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂ψ′

∂t
− Ωb

∂ψ′

∂λ
= 0,

òî åñòü ψ′ áóäåò áåãóùåé âîëíîé Ðîññáè-Áëèíîâîé ñ ïîñòîÿí-
íîé àìïëèòóäîé, ÷òî äîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó
òâ¼ðäîãî âðàùåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè òâ¼ðäîãî
âðàùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ïóò¼ì, íàïðèìåð èç âà-
ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, èñïîëüçóÿ ñâÿçêó èíòåãðàëîâ ýíåð-
ãèè è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Ïîñòàâèì òàêóþ çàäà÷ó: ïðè çàäàííîì ìîìåíòå êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ íàéòè äâèæåíèå, îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé
ýíåðãèåé. Èìååì

E = −(ψ,∆ψ) ≡ −
∫ ∫

∆ψψ cosϕdϕdλ,

M = −
∫ ∫

∂ψ

∂ϕ
cosϕ cosϕdϕdλ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà. Ïóñòü

I = E + λ̃(M − C),

ãäå C = const, à λ̃ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.
Ïðîâàðüèðóåì ôóíêöèîíàë I ïî ψ è ïðèðàâíÿåì ïåðâóþ âà-
ðèàöèþ ê íóëþ. Ïîëó÷èì

δI = δE + λ̃δM =

= −
∫ ∫

∆δψψ cosϕdϕdλ−
∫ ∫

∆ψδψ cosϕdϕdλ−

−λ̃
∫ ∫

∂

∂ϕ
δψ cos2 ϕdϕdλ = 0.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ñôåðå áóäåì
èìåòü

δE = −2

∫ ∫
∆ψδψ cosϕdϕdλ,
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δM =

∫ ∫
δψ

∂

∂ϕ
cos2 ϕdϕdλ =

= −2

∫ ∫
δψ sinϕ cosϕdϕdλ.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δψ ïîëó÷èì

∆ψ + λ̃ sinϕ = 0,

èëè
ψ = −2 sinϕ, λ̃ = 2.

Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûå âîçìóùåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïîä-
ïðîñòðàíñòâó, îðòîãîíàëüíîìó ψ̄, òî ýòè âîçìóùåíèÿ ψ íå
ìîãóò èçìåíèòü óãëîâîé ìîìåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ
âîçìóùåíèé íå ìîæåò ðàñòè çà ñ÷¼ò ýíåðãèè îñíîâíîãî äâè-
æåíèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò äðóãîå äâèæåíèå, îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé ýíåð-
ãèåé è èìåþùåå òîò æå óãëîâîé ìîìåíò (ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ
åñòü èíâàðèàíò). Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå, êîíå÷íî, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî íóëåâàÿ ïåðâàÿ âàðèàöèÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ âòî-
ðàÿ âàðèàöèÿ îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà.
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Ãàë¼ðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ.
Èíâàðèàíòû

Ñòðóêòóðà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ãåíåðèðóå-
ìûõ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà ñôåðå (ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿ-
íóòûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè), óñòðî-
åíà òàê, ÷òî â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (m,n) ìíîæåñòâî
ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñ èíäåêñîì m,n áóäåò îãðàíè÷åíî
ïðÿìûìè |m| = n, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

n

m

M

1-1 2 3 4-2-3-4 0

1

2

3

4

Ðèñ. 1. Îáëàñòü M â ïðîñòðàíñòâå èíäåêñîâ (m,n)

Îáîçíà÷èì âñå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (m,n)
÷åðåç M∞. Íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ⊂M∞, ñîõðà-
íÿþùåå ñâîéñòâî ñèììåòðèè, íàçîâ¼ì óñå÷åíèåì. Åñëè ìû
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èñïîëüçóåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèõðÿ íà ñôåðå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ωb

∂ψ

∂λ
= 0,

ω = ∆ψ,

ìåòîä Ãàë¼ðêèíà, â êîòîðîì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé
èñïîëüçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, òî åñòåñòâåííûì óñå-
÷åíèåì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíèå âñåõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, äëÿ êîòîðûõ n ≤ N , ãäå N � çàäàííîå ÷èñëî. Òàêîå óñå-
÷åíèå íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíûì. Âîçìîæíû, êîíå÷íî, è äðó-
ãèå óñå÷åíèÿ. Çàäà÷åé äàííîé ëåêöèè áóäåò äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì óñå÷åíèè óñå÷åííàÿ ñèñòåìà (ñèñòåìà
ãàë¼ðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé) áóäåò îáëàäàòü äâóìÿ êâàäðà-
òè÷íûìè èíâàðèàíòàìè � àíàëîãàìè ýíåðãèè è ýíñòðîôèè.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âîëíîâîé âåêòîð ~α = (mα, nα)
T

è åãî ñîïðÿæåííûé ~α∗ = (−mα, nα)
T . Êîýôôèöèåíòû Ôó-

ðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì fnm
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fα. Ïóñòü

ψ =
∑
α

ψαYα, (1)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó α. Òîãäà

~V =

(
u

v

)
=

(
−∂ψ
∂ϕ

1
cosϕ

∂ψ
∂λ

)
=
∑
α

ψα

(
−∂Yα

∂ϕ
1

cosϕ
∂Yα

∂λ

)
≡
∑
α

ψα~Vα,

(2)

ãäå âåêòîðû ~Vα � òàê íàçûâàåìûå �òîðîèäàëüíûå� âåêòîðû,
ïî êîòîðûì ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî ïðîèçâîëüíîå ñîëåíîè-
äàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ÿêîáèàíà ïî ñôåðè÷åñêèì ãàð-
ìîíèêàì. Ïóñòü

J(ψ, ω) =
∑
γ

Jγ(ψ, ω)Yγ.
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Òîãäà

Jγ(ψ, ω) =
1

4π

∫
S

J(ψ, ω)ȲγdS =

=
1

4π

∫
S

~V (ψ) · ∇ωȲγdS (3)

(dS = cosϕdϕdλ).

Â ôîðìóëå (3) Ȳγ � ôóíêöèè, ñîïðÿæåííûå Yγ. Ïóñòü

ω =
∑
β

ωβYβ.

Òîãäà

Jγ =
∑
β

ωβ
1

4π

∫
S

Ȳγ ~V · ∇YβdS ≡
∑
β

ωβMβγ,

ãäå

Mβγ =
1

4π

∫
S

Ȳγ ~V · ∇YβdS. (4)

Ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Mβγ =
1

4π

∫
S

Ȳγ ~V · ∇YβdS =
1

4π

∫
S

Yγ∇ · (~V Yβ)dS =

= − 1

4π

∫
S

Yβ ~V · ∇ȲγdS = −M∗
γβ. (5)

Ôîðìóëà (5) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ Mβγ, êîñîýðìèòîâà. Ïîäñòàâëÿÿ â (5) âûðàæåíèå
äëÿ ~V

~V =
∑
α

ψα~Vα,



56 Ëåêöèÿ 8

ïîëó÷èì

Mβγ =
∑
α

ψα
1

4π

∫
S

Ȳγ ~Vα · ∇YβdS =

=
∑
α

ψα
1

4π

∫
S

Ȳγ[∇Yα] · ∇YβdS, (6)

ãäå ñèìâîë [·] îáîçíà÷àåò ïîâîðîò âåêòîð-àðãóìåíòà íà 90◦

ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî åñòü [~V ] =
(
v
−u

)
. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Lβγα =
1

4π

∫
S

Ȳγ[∇Yα] · ∇YβdS. (7)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ Jγ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Jγ(ψ, ω) =
∑
β

∑
α

ωβψαLβγα.

Ýòî åñòü èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòà Ôóðüå
íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïåðåíîñà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
âèõðÿ ω è ôóíêöèè òîêà ψ. Âûðàæåíèå (8) åñòü áèëèíåéíàÿ
ôîðìà äëÿ êàæäîãî γ, Lβγα � å¼ êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå
íàçîâ¼ì êîýôôèöèåíòàìè âçàèìíîñòè. Ïóñòü

Ω2 = (ω, ω)N ≡
∑
γ

|ωγ|2.

Ω2 åñòü àíàëîã ýíñòðîôèè ïðè íåêîòîðîì ñèììåòðè÷íîì óñå-
÷åíèè. Ïî îïðåäåëåíèþ ωγ èìååì

d

dt
|ω|2 = ωγ

dω∗γ
dt

+ ω∗γ
dωγ
dt

,

à èç óðàâíåíèÿ âèõðÿ ñëåäóåò, ÷òî

dωγ
dt

+ Jγ + 2Ωbimγψγ = 0.
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Òàê êàê ω = ∆ψ, òî ωγ = −cγψγ è, ñëåäîâàòåëüíî,

dωγ
dt

+ Jγ −
2mγiΩb

cγ
ωγ = 0,

(8)

dω∗γ
dt

+ J∗γ +
2mγiΩb

cγ
ω∗γ = 0.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (8) íà ω∗γ, âòîðîå � íà ωγ è ñêëà-
äûâàÿ, ïîëó÷èì

d

dt
|ωγ|2 + ω∗γJγ + ωγJ

∗
γ = 0.

Äàëåå
Jγ =

∑
β

ωβMβγ, J∗γ =
∑
β

ω∗βM
∗
βγ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
|ωγ|2 +

∑
β

(ω∗γωβMβγ + ω∗βωγM
∗
βγ) = 0. (8′)

Ñóììèðóÿ ïî γ, ïîëó÷èì

d

dt

∑
γ

|ωγ|2 +
∑
γ

∑
β

(ω∗γωβMβγ + ω∗βωγM
∗
βγ) = 0. (9)

Íî ìû ïîêàçàëè, ÷òî

Mβγ = −M∗
γβ.

Ñëåäîâàòåëüíî,∑
γ

∑
β

(ω∗γωβMβγ + ω∗βωγM
∗
βγ) =
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=
∑
γ

∑
β

(ω∗γωβMβγ − ω∗βωγMγβ) =

=
∑
γ

∑
β

ω∗γωβMβγ −
∑
γ

∑
β

ω∗βωγMγβ.

Ìåíÿÿ âî âòîðîé ñóììå γ íà β, ïîëó÷àåì, ÷òî îáå ñóììû
òîæäåñòâåííû, è ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt

∑
γ

|ωγ|2 = 0. (10)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ýíåðãèè
òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó

E = −(ψ, ω) ≡ − 1

4π

∫
S

ψωdS

è
ω =

∑
γ

ωγYγ, ωγ = −cγψγ,

òî

E =
∑
γ

1

cγ
|ωγ|2.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (8′) íà
1

cγ
è ïðîñóììèðóåì. Ïîëó÷èì

∑
γ

d

dt

1

cγ
|ωγ|2 +

∑
γ

∑
β

c−1
γ (ω∗γωβMβγ − ω∗βωγMγβ) = 0.

Òàê êàê

Mβγ =
∑
α

ψαLβγα = −
∑
α

c−1
α ωαLβγα,

Mγβ =
∑
α

ψαLαγβ = −
∑
α

c−1
α ωαLαγβ,
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òî ∑
γ

∑
β

∑
α

c−1
γ c−1

α (ω∗γωβωαLβγα − ω∗βωγωαLγβα) = 0.

Ðàññìîòðèì ñóììó∑
γ

∑
β

∑
α

c−1
γ c−1

α ω∗βωγωαLγβα ≡ A.

Åñëè ìû ïîìåíÿåì (ïåðåîáîçíà÷èì) γ íà α â ýòîé ñóììå, òî
î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà íå ïîìåíÿåòñÿ, òî åñòü

A =
∑
α

∑
β

∑
γ

c−1
γ c−1

α ω∗βωγωαLαβγ.

Íî

Lγβα =
1

4π

∫
S

Ȳβ[∇Yα] · ∇YγdS,

ïðè÷åì
[∇Yα] · ∇Yγ ≡ J(Yγ, Yα).

Ïîñêîëüêó ÿêîáèàí � ôóíêöèÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ, òî
J(Yγ, Yα) = −J(Yα, Yγ), è ñëåäîâàòåëüíî,

Lαβγ = −Lγβα.

Èòàê, ìû èìååì A = −A, òî åñòü A = 0. Òàê êàê A = 0,
òî è A∗ = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ñèì-
ìåòðè÷íîì óñå÷åíèè ýíåðãèÿ åñòü òàêæå èíâàðèàíò.
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Ñèììåòðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

Ïóñòü ìû èìååì íåêîòîðóþ êîíå÷íîìåðíóþ (ãàë¼ðêèí-
ñêóþ) àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ âèõðÿ íà ñôåðå, êîòîðóþ
çàïèøåì â âèäå

dωi
dt

= Qi(ω), (1)

ωi|t=0 = ωio, i = 1, . . . , N.

Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ω(t). Ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó çàïèøåì â âèäå

dω′

dt
= A(ω)ω′, ω′|t=0 = ω′0 (2)

(ω′ � âåêòîð â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ââîäÿ ïîíÿòèå ðàç-
ðåøàþùåãî îïåðàòîðà L(t), ñèñòåìó (2) ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ω′(t) = L(t)ω′0. (3)

Ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðåìå Îñåëå-
äåöà [3] ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µk = lim
t→∞

1

2t
lnλk(L

∗(t)L(t)). (4)
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ßñíî, ÷òî ìàòðèöà L(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dL(t)

dt
= A(ω)L(t), L(0) = E,

E � òîæäåñòâåííàÿ ìàòðèöà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ñèñòåìà (1) èìååò ãàìèëüòîíî-

âó ñòðóêòóðó (ïðè ýòîì, êîíå÷íî, N � ÷¼òíî). Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå:

L∗(t)JL(t) = J, (5)

ãäå J � òàê íàçûâàåìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ åäèíèöà:

J =

{
O E

−E O

}
.

Çàìåòèì, ÷òî J � îðòîãîíàëüíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà, òàê ÷òî

J = −JT = −J−1.

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

L∗(t) = JL−1(t)J−1

(J � ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ), è

L(t) = J−1(L∗(t))−1J.

Ñëåäîâàòåëüíî,

L∗(t)L(t) = JL−1(t)J−1J−1(L∗(t))−1J =

= J(L−1(t)(−E)(L∗(t))−1)(−J−1) =

= J(L∗(t)L(t))−1J−1. (6)

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðû L∗L è (L∗L)−1 ñîâïàäàþò, è
ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (L∗L)−1 è ìàòðèöû
L∗L ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

λ(L∗L)−1 =
1

λ(L∗L)
,
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òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòðû ìàòðèö L∗L è (L∗L)−1 äîëæíû
ñîñòîÿòü èç ïàð (λi,

1
λi

).
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) áóäóò

ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Ïîñêîëüêó
ñâîéñòâî ñèììåòðèè íå çàâèñèò îò t, òî áóäóò ñèììåòðè÷íî
ðàñïîëîæåíû è òàê íàçûâàåìûå ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (4) ïðè ôèêñèðîâàííîì t.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàøà ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
íåâûðîæäåííîãî (â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîãî) ïðåîáðàçî-
âàíèÿ

ω = F (η)

ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ßêîáè{
∂F

∂η

}
≡ Y.

Ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷ äëÿ ω è η äîëæíû áûòü
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ω′ = Y (η)η′.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-
âàííûõ ñèñòåì áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ω′i = Y η′i, èëè η′i = Y −1ω′i.

Ìû çíàåì, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç
íîðìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ïðèâåä¼ííîé ñèñòå-
ìû áóäåì èìåòü

λi(η) = lim
t→∞

1

t

‖η′i‖
‖η′io‖

.

Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû:

σi(ω) = lim
t→∞

1

t
ln
‖ω′i‖
‖ω′io‖

= lim
t→∞

1

t
ln
‖Y η′i‖
‖Y η′io‖

≤ lim
t→∞

1

t
ln
‖Y ‖‖η′i‖
‖Y η′io‖

.
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Åñëè íîðìà ‖Y ‖ îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, òî

σi(ω) ≤ λi(η).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

λi(η) = lim
t→∞

1

t
ln
‖Y −1ω′i‖
‖η′io‖

≤ lim
t→∞

1

t
ln
‖Y −1‖‖ω′i‖
‖Y −1ω′io‖

≤ σi(ω),

åñëè îãðàíè÷åíà íîðìà ‖Y −1‖. Ñëåäîâàòåëüíî, σi = λi.
Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ãîâîðèòü òîëüêî î ñèììåòðèè

ãëîáàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé. Ýòî çàêëþ÷åíèå áóäåò íåâåðíûì îòíîñèòåëüíî ëî-
êàëüíûõ ïîêàçàòåëåé.
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Óðàâíåíèÿ äâóìåðíîé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
èìåþò âèä

d~u

dt
= − 1

ρ0

∇p+ µ∆~u,

(1)

∇ · ~u = 0.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (êàê è â ñëó÷àå íåâÿçêîé æèäêîñòè)
ìû ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ òîêà, îïðåäåëèâ ÷åðåç íå¼ êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó çà-
âèõðåííîñòè. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåì èìåòü

u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
,

ω = ∆ψ =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà óðàâíåíèå (1) áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ) = µ∆2ψ. (2)
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (2) â ïåðèîäè÷åñêîì êà-
íàëå, òî ïî êîîðäèíàòå x, êàê è ðàíüøå, â êà÷åñòâå êðà-
åâûõ óñëîâèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèè ψ è âñåõ å¼ ïðîèçâîäíûõ, à íà âåðòèêàëüíûõ ãðà-
íèöàõ êàíàëà ìû óæå äîëæíû ñòàâèòü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ
u, v = 0 ïðè y = y1, y2. Â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà ýòè óñëî-
âèÿ áóäóò èìåòü âèä

∂ψ

∂x
= 0,

∂ψ

∂y
= 0 ïðè y = y1, y2.

Èñòîðè÷åñêè â ãèäðîäèíàìèêå äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) èñïîëüçîâàëîñü
ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (2) èìååò
ðåøåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òå÷åíèåì Ïóàçåéëÿ, êîòîðîå
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû y. (Íàïîìíèì, ÷òî â íåâÿç-
êîì ñëó÷àå ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
êîîðäèíàòû y, åñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíà-
ìèêè äâóìåðíîé æèäêîñòè.) Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ
u = u(y) â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ áóäóò èìåòü âèä

−∂p
∂x

+ µ
∂2u

∂y2
= 0,

(3)

∂p

∂y
= 0.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) ñëåäóåò, ÷òî p = p(x).
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) â ñèëó íåçàâèñèìîñòè u
îò x è p îò y ïîëó÷èì

∂2u

∂y2
=

1

µ

∂p

∂x
= const.

Îòñþäà
∂u

∂y
= λy + a, u =

λy2

2
+ ay + b.
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Åñëè øèðèíà êàíàëà åñòü h è u = 0 ïðè y = 0 è y = h, òî

u =
λ

2
(y − h)y,

èëè u =
1

2µ

∂p

∂x
(y − h)y.

×òîáû u áûëî áîëüøå íóëÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∂p
∂x

> 0.
Ïóñòü

ψ = ψ̄(y)

è u = −∂ψ̄
∂y

= ū(y).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (2) â âèäå ψ = ψ̄ + ψ′.
Ëèíåàðèçîâàííîå îòíîñèòåëüíî ψ̄ óðàâíåíèå (2) áóäåò

èìåòü âèä

∂∆ψ′

∂t
+ ū

∂∆ψ′

∂x
+
∂ψ′

∂x

∂∆ψ̄

∂y
= µ∆2ψ′. (3′)

Ðåøåíèå (3′) áóäåì èñêàòü â âèäå

ψ′ = ϕ(y)eik(x−ct).

Óðàâíåíèå äëÿ ϕ(y) áóäåò èìåòü âèä

µ

(
∂4ϕ

∂y4
− 2k2∂

2ϕ

∂y2
+ k4ϕ

)
=

= ik

[
(ū− c)

(
∂2ϕ

∂y2
− k2ϕ

)
− ϕ

∂2ū

∂y2

]
. (4)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Îððà-Çîììåðôåëüäà. Ìû
íå áóäåì çàíèìàòüñÿ èññëåäîâàíèåì ìåòîäîâ åãî ðåøåíèÿ,
ïîñêîëüêó íàøåé ãëàâíîé çàäà÷åé áóäåò èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíà-
ìèêó âÿçêîé æèäêîñòè íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå. Ïðèíöèïè-
àëüíîå îòëè÷èå çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñôåðà åñòü



Óðàâíåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè 67

ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ. Ðàññìàòðèâàÿ íà ñôåðå âÿçêóþ æèä-
êîñòü, ìû â ïðèíöèïå ìîæåì èìåòü òàê íàçûâàåìûé íåâÿç-
êèé ïðåäåë, óñòðåìëÿÿ µ ê íóëþ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òâ¼ð-
äûõ ãðàíèö (ñòåíîê) ìû ýòîãî ñäåëàòü íå ìîæåì, òàê êàê
äëÿ âÿçêîãî ñëó÷àÿ èç-çà óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöàõ
ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ è ïðè µ → 0
ãðàäèåíò ñêîðîñòè ó ãðàíèö äîëæåí íàðàñòàòü. Â ýòîì ñëó-
÷àå âÿçêîñòü ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû äîëæíû ðåøèòü, � ýòî çàäà-
÷à î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â
ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà.

Èòàê, ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìû áóäåì èññëåäî-
âàòü, èìååò âèä

∂∆ψ

∂t
+ J(ψ,∆ψ + l)− µ∆2ψ = F, (5)

ãäå ôóíêöèÿ F îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ñòàöèîíàðíîå ðåøå-
íèå ψ̄ óäîâëåòâîðÿåò, î÷åâèäíî, óðàâíåíèþ

J(ψ̄,∆ψ̄ + l)− µ∆2ψ̄ = F. (6)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆ψ̄ ∈ C1(S), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèå (2) â îòêëîíåíèÿõ îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

∂∆ψ′

∂t
+J(ψ̄,∆ψ′)+J(ψ′,∆ψ̄+l)+J(ψ′,∆ψ′)−µ∆2ψ′ = 0. (7)

Åñëè ∆ψ′ = ω′, ψ′ = ∆−1ω′, òî (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

∂ω′

∂t
+ A(ω̄)ω′ = B(ω′), (8)

ãäå A(ω) � ëèíåéíûé îïåðàòîð

A(ω̄)ω′ = J(∆−1ω̄, ω′) + J(∆−1ω′, ω̄ + l)− µ∆ω′,
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à B(ω′) � îïåðàòîð íåëèíåéíûé

B(ω′) = −J(∆−1ω′, ω′).

Íàì íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) óñòîé÷èâî èëè íåóñòîé÷èâî.
Îñîáåííîñòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî
íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ìû äîëæ-
íû ôîðìóëèðîâàòü òå èëè èíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîäåðæèòñÿ
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè

Reλ(A) > λ0 > 0.

Òîãäà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ω̄ = 0 ñèñòåìû (4) àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî â W k

p (S), p > 1, k ≥ 1. Åñëè èìåþòñÿ òî÷êè
ñïåêòðà îïåðàòîðà A, ðàñïîëîæåííûå â ëåâîé ïîëóïëîñêî-
ñòè, òî ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû
ââèäó ãðîìîçäêîñòè (ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1]),
îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü è äëÿ äðóãèõ òèïîâ ïðîñòðàíñòâ [1]. Äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà Ñîáîëåâà W k

p (S), p > 1, k ≥ 1, ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü,
÷òî îïåðàòîð A � ñåêòîðèàëüíûé è åãî ñïåêòð ñîäåðæèòñÿ
â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè

Reλ ≥ 2µ− β0,

Imλ ≤ α0

√
Reλ+ β0

µ
+ β0 + Ωb,

ãäå

β0 =
1√
2

max
S
|∇(∆ψ̄)|,

α0 = max
S
|∇ψ̄|.
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Ñëåäñòâèåì ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè 1√

2
max |∇(∆ψ̄)| ≤ C < 2µ, òî

ðåøåíèå ψ̄ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
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Àòòðàêòîðû óðàâíåíèé äâóìåðíîé
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà
âðàùàþùåéñÿ ñôåðå

Íà÷èíàÿ ñ ýòîé ëåêöèè, ìû áóäåì èçó÷àòü óñòîé÷èâîñòü
ïðåäåëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, ê êîòîðûì ñòðåìèòñÿ
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóìåðíîé âÿçêîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè ïðè t → ∞. Äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòü êàê-òî
ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé, íóæíî îáñóäèòü ìíîãî íîâûõ
ïîíÿòèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïè-
ñûâàåìóþ óðàâíåíèåì

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω + f (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ω|t=0 = ω0

íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü f íå çàâèñèò
îò âðåìåíè, l = 2Ω sinϕ, òàê ÷òî óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ω

∂ψ

∂λ
= µ∆ω + f. (2)
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Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî∫ ∫
S

∆ψ
∂ψ

∂λ
dS = 0.

Óìíîæàÿ (2) ñêàëÿðíî íà ω, ïîëó÷èì

1

2

∂(ω, ω)

∂t
= µ(∆ω, ω) + (f, ω),

èëè
1

2

∂(ω, ω)

∂t
= −µ(∇ω,∇ω) + (f, ω).

ßñíî, ÷òî åñëè f ≡ 0, òî ‖ω‖2 ≡ (ω, ω) áóäåò ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ ïðè t → ∞, òî åñòü íóëü áóäåò ïðåäåëüíûì ìíî-
æåñòâîì óðàâíåíèÿ (1), åñëè f ≡ 0. (Êàê ìû äîãîâîðèëèñü
ðàíåå, ìû ðàññìàòðèâàåì äèíàìèêó íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îð-
òîãîíàëüíîì êîíñòàíòå.) Ïîñêîëüêó ‖ω‖ åñòü ôóíêöèÿ Ëÿ-
ïóíîâà â ýòîì ñëó÷àå, òî íóëü áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïðè f ≡ 0. Çàäà÷à çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêèå ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà
âîçíèêàþò ïðè f 6= 0 è êàê ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ èõ
óñòîé÷èâîñòè.

Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ òî÷êè îò ìíîæåñòâà, ïî-
ëàãàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íåêîòîðîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X çàäàíî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî
ðàññòîÿíèå ÷åðåç ρ(x, y), x, y ∈ X. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî, A ⊂ X. Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè X äî ìíîæåñòâà A
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(x,A) = inf
a∈A

ρ(x, a).

×åðåç Oε(A) îáîçíà÷èì ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A, òî åñòü

Oε(A) = {x : ρ(x,A) < ε}.
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Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B:

distx(A,B) = sup
a∈A

ρ(a,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

ρ(a, b).

Îïåðàöèÿ dist îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) distx(A,B) 6= distx(B,A);

2) distx(A,B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊆ B;

3) åñëè distx(A,B) < ε, òî A ⊂ Oε(B).

Ââåä¼ì ïîíÿòèå õàóñäîðôîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíî-
æåñòâàìè A è B:

distHx (A,B) = max {distx(A,B), distx(B,A)} .

Õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ìåòðè-
êè, òî åñòü ñèììåòðè÷íî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A = B.

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â òåðìè-
íàõ ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà

ω(t) = Stω0. (3)

Â ñèëó àâòîíîìíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû ðàçðåøàþùèé îïå-
ðàòîð áóäåò îáëàäàòü ãðóïïîâûì ñâîéñòâîì:

St+τ = StSτ .

Äàëåå, ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå �
ω(t), áóäåì íàçûâàòü ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à êðèâóþ, êî-
òîðóþ îïèñûâàåò ðåøåíèå ω ïðè t > t0 � òðàåêòîðèåé ñèñòå-
ìû (1) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ââåä¼ì ïîíÿòèå ïîãëîùàþ-
ùåãî ìíîæåñòâà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî Bα ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïîãëî-
ùàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ X
íàéäåòñÿ T (B) òàêîå, ÷òî

StB ⊂ Bα, ∀t ≥ T (B).

Èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà X ðàíî èëè ïîçäíî âòÿíåòñÿ â ïîãëîùàþùåå ìíî-
æåñòâî Bα è îñòàíåòñÿ â í¼ì íàâñåãäà.

Ñèñòåìó (3) áóäåì íàçûâàòü äèññèïàòèâíîé, åñëè îíà
èìååò ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) äèññèïàòèâíà. Â êà÷åñòâå ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1) ñêàëÿðíî íà ω, ïîëó-
÷èì

1

2

∂‖ω‖2

∂t
= µ(∆ω, ω) + (f, ω). (4)

Ïîñêîëüêó

(f, ω) ≤ ‖f‖‖ω‖ ≤ 1

2

(
‖f‖2

ε
+ ε‖ω‖2

)
,

(∆ω, ω) ≤ λmax(∆)(ω, ω) = −2‖ω‖2,

òî áóäåì èìåòü

1

2

∂

∂t
‖ω‖2 ≤ −2µ‖ω‖2 +

1

2

‖f‖2

ε
+
ε

2
‖ω‖2,

èëè
1

2

∂

∂t
‖ω‖2 ≤ −2

(
µ− ε

4

)
‖ω‖2 +

1

2

‖f‖2

ε
. (5)

Ïîëîæèì ε = 2µ. Íåðàâåíñòâî (5) ïðèìåò âèä

∂

∂t
‖ω‖2 ≤ −2µ‖ω‖2 +

‖f‖2

2µ
. (5′)
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Îòñþäà

‖ω‖2 ≤ ‖ω0‖2e−2µt +
‖f‖2

4µ2
(1− e−2µt). (6)

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (5′) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂t
‖ω‖2e2µt ≤ ‖f‖2

2µ
e2µt.

Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå îò íóëÿ äî t, ïîëó÷èì íåðàâåí-
ñòâî (6).

Âûáåðåì T (δ) òàêèì, ÷òîáû

e−2µT (δ) < δ.

Òîãäà

‖ω‖2 ≤ ‖ω0‖2δ +
‖f‖2

4µ2
.

Åñëè ‖ω0‖ < R, òî ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ íåðàâåíñòâîì

‖ω‖2 ≤ R2δ +
‖f‖2

4µ2
.

Ïîëàãàÿ R2δ < ‖f‖2
4µ2 , áóäåì èìåòü

δ <
‖f‖2

4R2µ2
,

èëè

T (δ) >
1

2µ
ln

4R2µ2

‖f‖2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî R ìû îïðåäåëèëè âðåìÿ
T , ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ïîïàä¼ò â ïîãëîùàþùåå ìíîæå-
ñòâî, îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâîì

‖ω‖2 ≤ ‖f‖2

2µ2
, (7)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçàëè, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïè-
ñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (1), äèññèïàòèâíà.

Ââåä¼ì òåïåðü îïðåäåëåíèå ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ãëî-

áàëüíûì àòòðàêòîðîì ïîëóãðóïïû St, t ≥ 0, åñëè:

1) A � êîìïàêòíî;

2) A � èíâàðèàíòíî, òî åñòü StA = A;

3) A ïðèòÿãèâàåò êàæäîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B ⊂
X; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
T (ε, B) òàêîå, ÷òî StB ⊂ Oε(A),∀t ≥ T (ε, B).

Òàêèì îáðàçîì, ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð îáëàäàåò äâóìÿ
õàðàêòåðèñòèêàìè: ïðèòÿæåíèåì è èíâàðèàíòíîñòüþ. Åñëè
â îïðåäåëåíèè àòòðàêòîðà óïîð äåëàòü íà ñâîéñòâî ïðèòÿ-
æåíèÿ, òî ñðåäè ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ àòòðàêòîð áó-
äåò ìèíèìàëüíûì ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì. Åñëè æå
óïîð äåëàòü íà èíâàðèàíòíîñòü àòòðàêòîðà, òî ñðåäè âñåõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð áóäåò ìàê-
ñèìàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ìî-
æåò ñîñòîÿòü èç ëîêàëüíûõ àòòðàêòîðîâ, îáëàñòü ïðèòÿæå-
íèÿ êîòîðûõ åñòü òîëüêî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èç ïðî-
ñòðàíñòâà X. Äèíàìèêó ñèñòåìû ìû ìîæåì òàêæå ðàçáèòü
íà äâà êëàññà � ïðèòÿæåíèå ê àòòðàêòîðó è äèíàìèêà íà
àòòðàêòîðå. Ïðè ýòîì âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó èã-
ðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü, îïðåäåëÿþùóþ êîððåêòíîñòü
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íà ýòîé ïðîáëåìå ìû îñòàíîâèìñÿ íè-
æå.

Íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè èçó÷åíèÿ àòòðàêòîðîâ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî âíà÷àëå
îíà áûëà ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâàòåëåì êà-
÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ Àíðè Ïóàíêàðå. Îí, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàë, ÷òî äëÿ àâòî-
íîìíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè
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ìîãóò áûòü ëèáî òî÷êà, ëèáî ïðåäåëüíûé öèêë (çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Â 1963 ãîäó ìåòåîðîëîã Ýäâàðä Ëîðåíö îïóáëèêîâàë ðà-
áîòó, â êîòîðîé ïðîäåìîíñòðèðîâàë íà ïðèìåðå ñèñòåìû òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ íè òî÷êîé, íè öèêëîì. Áîëåå òîãî, Ëîðåíö ïî-
êàçàë, ÷òî äèíàìèêà íà ýòîì ìíîæåñòâå õàîòè÷íà, à ñàìà
ñòðóêòóðà åãî ïîäîáíà ñòðóêòóðå êàíòîðîâñêîãî ñîâåðøåí-
íîãî ìíîæåñòâà. Àòòðàêòîðû òàêîãî ñîðòà ïîëó÷èëè íàçâà-
íèå ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ.

Îáùåé ôîðìóëèðîâêîé ïîíÿòèÿ ãëîáàëüíîãî àòòðàêòî-
ðà äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äîêà-
çàòåëüñòâîì åãî ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà ìû îáÿçàíû Î.À.Ëàäûæåíñêîé.

Ôàêòè÷åñêè àòòðàêòîð äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëå

A =
⋂
t>0

St(Bα),

ãäå Bα � ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî.
Åñëè Bα êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, çàìêíóòîå

îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå),
òî A âñåãäà íåïóñòî. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äèññèïàòèâíûõ
êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîì ïî÷òè òðèâèàëüíûì. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî åñ-
ëè ïðîñòðàíñòâî H, â êîòîðîì äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå St,
ñâÿçíî, òî A � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ýòîò ôàêò áóäåò íàìè
èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì.

Ñëåäóÿ îáùåé òåíäåíöèè èçëîæåíèÿ, ïðèíÿòîé â äàííîì
êóðñå ëåêöèé, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàí-
íûå ñ èññëåäîâàíèåì àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ äèíàìèêó äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà
âðàùàþùåéñÿ ñôåðå.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïîëóãðóïïà St (1) îáëàäàåò ãëîáàëü-
íûì àòòðàêòîðîì A â ïðîñòðàíñòâå H2

0 . Àòòðàêòîð A ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïàêòíûì ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â H2

0 .
Çäåñü ïîä ïðîñòðàíñòâîì H2

0 ïîíèìàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñ íîðìîé

‖f‖H2
0

=

∑
n=1

∑
|m|≤n

λ2
nf

2
mn

1/2

,

ãäå λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ñôåðå, à
fmn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä
ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì.

Ïåðâûé âîïðîñ, íà êîòîðûé íóæíî îòâåòèòü, � êàêîâà
ðàçìåðíîñòü ýòîãî àòòðàêòîðà? Ïîñêîëüêó àòòðàêòîð � ìíî-
æåñòâî, êàê ïðàâèëî, íåãëàäêîå è äàæå ÷àñòî ôðàêòàëüíîå,
òî ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî ïîäõîäÿùèõ îïðåäåëåíèé ðàçìåðíîñòè. Ïðèâå-
ä¼ì îïðåäåëåíèå õàóñäîðôîâîé è ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè
ìíîæåñòâ.

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå H. Ïîêðîåì ýòî ìíîæåñòâî øàðàìè Brj(xj) ðàäè-
óñà rj ≤ ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xj ∈ H. Ïîëó÷åííîå ïîêðû-
òèå îáîçíà÷èì ÷åðåç u(ε). Î÷åâèäíî,

X ⊆ u(ε) =

M(ε,∪)⋃
j=1

Brj(xj).

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå

µH(X, ε,∪) =

M(ε,∪)∑
j=1

rdj ,

ãäå d ≥ 0 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð.
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Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò �îáú¼ì� ìíîæåñòâà ∪, ñîñòî-
ÿùåãî èç øàðîâ ðàäèóñà rj ≤ ε ðàçìåðíîñòè d, ïîêðûâàþ-
ùèõ X. Òåïåðü èç âñåõ ïîêðûòèé ìíîæåñòâà X d-ìåðíûìè
øàðàìè ðàäèóñà rj ≤ ε âûáåðåì ïîêðûòèå, ñîäåðæàùåå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî óêàçàííûõ øàðîâ. Ïóñòü

µ(H, d, ε) = inf µH(X, ε,∪) = inf
M∑
j=1

rdj =
Nε∑
j=1

rdj .

Õàóñäîðôîâîé ìåðîé ðàçìåðíîñòè d ìíîæåñòâà X íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî

µH(X, d) = lim
ε→0

µH(X, d, ε) = lim
ε→0

Nε∑
j=1

rdj .

Íàèìåíüøåå d, ïðè êîòîðîì ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ (ïðè ïðî÷èõ
ðàâíûõ óñëîâèÿõ), íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ
ìíîæåñòâà X

dH(X) ≡ dimH X = {d : inf
d
µH(X, d) <∞}.

Åñëè r = ε äëÿ âñåõ øàðîâ, òî ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü

µH = lim
ε→0

Nεε
d,

µH � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà

lnµH = lim
ε→0

(lnNε + d ln ε),

è ñëåäîâàòåëüíî,

dF = lim
ε→0

sup
lnNε

ln 1/ε
.

Èç ñàìîãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî dH ≤ dF .
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Ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà êîíå÷íîìåðíîé äèññèïàòèâíîé
ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà. Äåéñòâèòåëüíî, íà àòòðàêòîðå îáúåì ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà �ðàñòÿãèâàåòñÿ� âäîëü íàïðàâëåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëÿì, è �ñæèìàåòñÿ�
âäîëü íàïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðèöàòåëüíûì ïîêà-
çàòåëÿì. Âñå �ïîëîæèòåëüíûå� íàïðàâëåíèÿ äîëæíû ïðè-
íàäëåæàòü àòòðàêòîðó, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü àòòðàê-
òîðà äîëæíà áûòü áîëüøå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà. Ïîñêîëüêó â ñðåäíåì ôàçîâûé îáúåì íà àò-
òðàêòîðå äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ, òî îöåíêó ñâåðõó äëÿ ðàçìåð-
íîñòè àòòðàêòîðà ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû, ïðèíàäëåæàùåé Êàïëàíó è Éîðêó [10]:

dk = j + |λj+1|−1

j∑
k=1

λk,

ãäå ÷èñëî j îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

λ1 + λ2 + . . .+ λj ≥ 0,

λ1 + λ2 + . . .+ λj + λj+1 < 0

(âñå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λi óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îöåíêè ðàçëè÷-

íûõ ðàçìåðíîñòåé àòòðàêòîðà A ñèñòåìû (1). Âñå îíè èìåþò
âèä

d(A) ≤ C1G
2/3(C2 + lnG)1/3, (8)

ãäå C1 > 0 è C2 > 0 � êîíñòàíòû (äëÿ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëå-
íèé ðàçìåðíîñòåé îíè ðàçëè÷íû), à G � îáîáùåííîå ÷èñëî
Ãðàññãîôà

G =
‖f‖
2µ2

.

Èç ôîðìóëû (8) ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî èíòåðåñíîå ñëåä-
ñòâèå � îïðåäåëèòü ÷èñëî Ãðàññãîôà, ïðè êîòîðîì àòòðàê-
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òîðîì áóäåò òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî, î÷å-
âèäíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ðàâåíñòâî

C2 + lnG = 0.

Îòñþäà
G = e−C2 ,

è ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè

‖f‖
2µ2

≤ e−C2 ,

òî óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì.

Åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî
ôàêòà, ÷òî âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ãëîáàëü-
íîìó àòòðàêòîðó. Ïîñêîëüêó àòòðàêòîð ñâÿçíîå ìíîæåñòâî,
òî åñëè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íåñêîëüêî, îíè äîëæíû áûòü
ñîåäèíåíû ÷åðåç ñâîè óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ, òî åñòü ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà äîëæíà áûòü áîëüøå
íóëÿ.
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Óñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ óðàâíåíèé
äâóìåðíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû îïðåäåëèëè àòòðàêòîð êàê
ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä óñòîé÷èâîñòüþ àòòðàêòîðà
ìû äîëæíû ïîíèìàòü óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà. Ïîñëåäíÿÿ
ïîäðàçóìåâàåò óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì
ïàðàìåòðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùåé ýòîò àò-
òðàêòîð. Ìû òàêæå îïðåäåëèëè ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ìíîæåñòâàìè è ïîêàçàëè, ÷òî õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå èìå-
åò ðåàëüíûå ñâîéñòâà ìåòðèêè. Òàêèì îáðàçîì, íàøåé çàäà-
÷åé áóäåò ôîðìèðîâàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ àòòðàêòîðû
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áëèçêè â õàóñäîðôîâîé ìåòðèêå, åñ-
ëè ìû ñëåãêà âîçìóòèì ïàðàìåòðû ýòèõ ñèñòåì. Çàìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ ðàçíîãî ðîäà áèôóðêàöèè òèïà
áèôóðêàöèè Õîïôà � îáðàçîâàíèå öèêëà èç òî÷åê è òîìó
ïîäîáíîå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè àò-
òðàêòîðà êàê ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòü äèíàìèêè íà àòòðàê-
òîðå íå èçó÷àåòñÿ. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû îáðàòèìñÿ íèæå.

Èòàê, ïóñòü ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð íàøåé ñèñòåìû St(λ)
çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ ∈ Λ. Ïðè ýòîì St ≡St(λ0)
è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (I):

1. Λ � íåêîòîðûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò ñ ìåòðèêîé ρ è



82 Ëåêöèÿ 12

λ0 ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé Λ.
2. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèññèïàòèâíàÿ

ñèñòåìà èìååò ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî Bλ è íåïóñòîé àò-
òðàêòîð Aλ.

3. Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî
Bα, ñîäåðæàùåå âñå Bλ.

4. Ïóñòü ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ St(λ) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ñëàáî ñõîäÿùèìñÿ: ∀ε > 0 è ∀T > 0, ∃δ > 0 òàêîå,
÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå T̃ > T èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖ST̃ (λ, h)− ST̃ (λ0, h)‖ ≤ ε,

(1)

∀λ ∈ Oδε(λ0),∀h ∈ Bα.

Åñëè St(λ) îáëàäàåò íåïóñòûì àòòðàêòîðîì, òî ëþáàÿ çà-
ìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Oε(Aλ) ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì ìíî-
æåñòâîì (ïî îïðåäåëåíèþ), òî åñòü ∀ε > 0 è h ∈ B, B �
îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ∃T = T (λ, ε, B) (T �
âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ â Oε(Aλ)) òàêîå, ÷òî ST (λ, h) ∈ Oε(Aλ)
ïðè t ≥ T , ∀h ∈ B. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà âîçðàñòàþ-
ùàÿ ïðè ε → 0 ôóíêöèÿ Θ(λ, ε, Bα), çíà÷åíèÿ êîòîðîé åñòü
âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ìíîæåñòâà Bα â ε-îêðåñòíîñòü Aλ.

Òåîðåìà [6]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I. Òîãäà àòòðàê-
òîð A(λ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ (íåïðåðûâíî â õàóñäîðôî-
âîé ìåòðèêå) â òî÷êå λ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
Θ(λ, ε, Bα) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî λ äëÿ êàæäîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ε > 0:

∀ε > 0,∃δε > 0,

sup Θ(λ, ε, Bα) ≤ Tε <∞,

λ ∈ Oδε(λ0).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïî óñ-
ëîâèþ òåîðåìû íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Oδ1(λ0), ÷òî
Θ
(
λ1,

ε
2
, Bα

)
≤ Tε/2 äëÿ ∀λ1 ∈ Oδ1(λ0). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

dist(St(λ1, Bα), Aλ1) ≤ ε/2 ∀t ≥ Tε/2.

Èç óñëîâèÿ ñëàáîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∃δ2 < δ1 òàêîå, ÷òî ∀λ1, λ2 ∈ Oδ2(λ0),

â íåêîòîðîé òî÷êå T̃ε/2 ≥ Tε/2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ST̃ (λ1, h)− ST̃ (λ2, h)‖ ≤
ε

2
, ∀h ∈ Bα.

Îòñþäà
dist(ST̃ (λ2, h), Aλ1) ≤ ε, ∀t ≥ Bα.

Ïîñêîëüêó
Aλ2 ∈ ST̃ (λ2, Bα),

òî dist(Aλ2 , Aλ1) ≤ ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ1 è λ2 èìååì

dist(Aλ0 , Aλ) ≤ ε,

dist(Aλ, Aλ0) ≤ ε,

÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

distH(Aλ0 , Aλ) ≤ ε, ∀λ ∈ Oδ2(λ0).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü àòòðàêòîð Aλ íåïðåðûâíî çàâè-
ñèò îò ïàðàìåòðà λ â òî÷êå λ0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå Tε/3 = Θ(λ0, ε/3, Bα). Ïî îïðåäå-
ëåíèþ èìååì

St(λ0, Bα) ⊂ Oε/3(Aλ0), ∀t ≥ Tε/3. (1′)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè àòòðàêòîðà â òî÷êå λ0 ∃δ > 0 òàêîå,
÷òî

distH(Aλ0 , Aλ) ≤
ε

3
, ∀λ ∈ Oδ(λ0).
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Òàê êàê âåðíî (1′), òî

St(λ0, Bα) ⊂ O2ε/3(Aλ), ∀t ≥ Tε/3, ∀λ ∈ Oδ(λ0).

Èç óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñëàáîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðîâ
ñëåäóåò, ÷òî ∃δ1 ≤ δ òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì
T̃ε/3 ≥ Tε/3 èìååì

‖ST̃ε/3
(λ1, h)− ST̃ε/3

(λ0, h)‖ ≤ ε/3, ∀h ∈ Bα, λ ∈ Oδ1(λ0).

Îòñþäà èìååì âêëþ÷åíèå

ST̃ε/3
(λ,Bα) ⊂ Oε(Aλ).

Ñ ó÷åòîì âëîæåíèÿ

ST̃ε/3+τ (λ,Bα) ⊂ ST̃ε/3
(λ,Bα)

ïðè âñåõ τ > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈
Oδ1(λ0) âåðíà îöåíêà Θ(λ0, ε, Bα) ≤ T̃ε/3 <∞.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðà ñèñòåìû ìîæíî ïðè-
íÿòü çà îïðåäåëåíèå êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè èñõîäíîé çà-
äà÷è. Ïîÿñíèì ýòî óòâåðæäåíèå.

Äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû, è â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîå
íàìè óðàâíåíèå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω + f, (2)

ïîäðàçóìåâàþò ñòîê ýíåðãèè, êîòîðûé â äàííîì óðàâíåíèè
îïèñûâàåòñÿ ÷ëåíîì µ∆ω, è âíåøíèé èñòî÷íèê ýíåðãèè f ,
êîòîðûé íå çàâèñèò îò ω è âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ïîñòàíîâêå çàäà÷è (2) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �îáðàòíîå âîç-
äåéñòâèå� ω íà f î÷åíü ìàëî è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìû
òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ f
íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, íà êîòîðûõ
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ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (2), èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò T∗ òà-
êîå, ÷òî âñå èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîáëåìû äîëæíû ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ íà âðåìåíàõ t < T∗. Â ýòîì ñìûñëå âðåìÿ ïðèòÿæå-
íèÿ ê àòòðàêòîðó ïðè âñåõ ôèçè÷åñêè ìûñëèìûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è äîëæíî áûòü òàêæå ìåíüøå T∗, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå òàêàÿ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà, åñëè
íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà, ñâÿçàííàÿ ñ àòòðàêòîðîì.

Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñìûñëå äëÿ çàäà-
÷è (2) âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíî, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå óäàëîñü. Îäíàêî â ñëó-
÷àå ìàëûõ ÷èñåë Ãðàññãîôà, ïðè êîòîðûõ, êàê ìû ïîêàçà-
ëè â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, óðàâíåíèå (2) èìååò â êà÷åñòâå
ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðèòÿæåíèå ê
àòòðàêòîðó, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè ïðèòÿæåíèÿ â ε-îêðåñòíîñòü àòòðàê-
òîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðà ê ìàëûì
âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Èòàê, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèõðÿ íà ñôåðå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ω

∂ψ

∂λ
= µ∆ω + f (3)

ñ òàêèìè óñëîâèÿìè íà f , ÷òî àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (3) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

J(ψ̄, ω̄) + 2Ω
∂ψ̄

∂λ
= µ∆ω̄ + f. (4)

Ïóñòü ω = ω̄ + ω′. Óðàâíåíèå äëÿ ω′ áóäåò èìåòü âèä

∂ω′

∂t
+ J(ψ′, ω̄) + J(ψ̄, ω′) + 2Ω

∂ψ′

∂λ
= µ∆ω′. (5)

Óìíîæèì (5) ñêàëÿðíî íà ω′. Ïîëó÷èì

1

2

∂

∂t
‖ω′‖2 + (J(ψ′, ω̄), ω′) = µ(∆ω′, ω′). (6)
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Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû äîëæ-
íû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà ω̄ òàêèå, ÷òî

−(J(ψ′, ω̄), ω′) + µ(∆ω′, ω′) ≤ −γ‖ω′‖2,

γ > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∂‖ω′‖2

∂t
≤ −2γ‖ω′‖2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖ω′‖2 ≤ e−2γt‖ω′0‖2. (7)

Èç (7) óæå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âðåìå-
íè ïðèòÿæåíèÿ â îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà èç ëþáîãî ìíî-
æåñòâà ‖ω′‖2 ≤ R2 è, êàê ñëåäñòâèå, óñòîé÷èâîñòü ñòàöèî-
íàðíîé òî÷êè êàê ïî Ëÿïóíîâó, òàê è ê ìàëûì ïîñòîÿííî
äåéñòâóþùèì âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (3).

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

µ(∆ω′, ω′) ≤ −2µ‖ω′‖2,

|(J(ψ′, ω̄), ω′)| ≤ ‖ω′‖‖ω̄‖‖ω′‖

(ñì. [4]). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

1

2

∂

∂t
‖ω′‖2 ≤ −2µ‖ω′‖2 + ‖ω̄‖‖ω′‖2 = −2µ

(
1− ‖ω̄‖

2µ

)
‖ω′‖2.

Óìíîæàÿ (4) ñêàëÿðíî íà ω̄, áóäåì èìåòü

µ(∆ω̄, ω̄) = (f, ω̄).

Îòñþäà
2µ‖ω̄‖2 ≤ µ|(∆ω̄, ω̄)| ≤ ‖f‖‖ω̄‖,
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èëè

‖ω̄‖ ≤ ‖f‖
2µ

.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ áó-
äåò èìåòü âèä

‖f‖
4µ2

< 1.
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Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
ãàë¼ðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé
äâóìåðíûõ óðàâíåíèé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è èõ
óñòîé÷èâîñòü

Â íàñòîÿùåé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ïðîáëåìó óñòîé÷è-
âîñòè àòòðàêòîðîâ ãàë¼ðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé óðàâíåíèÿ
áàðîòðîïíîãî âèõðÿ íà ñôåðå, êîãäà ýòè àòòðàêòîðû ÿâëÿ-
þòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëå-
äîâàíèþ ýòîé ïðîáëåìû, íàïîìíèì îäèí îáùèé ðåçóëüòàò,
èìåþùèé ìåñòî äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü
èìååòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé

du

dt
= B(u), u ∈ RN , (1)

è ïóñòü B(u) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

(B(u), u) < 0 äëÿ âñåõ u : |u| ≥ r

è
B(u) 6= 0 äëÿ |u| = r.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [2]:
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Óòâåðæäåíèå. Ñèñòåìà (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. ×èñëî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, òàêèõ

÷òî ÿêîáèàí
∣∣∣∂Bi

∂uj

∣∣∣ 6= 0, íå÷¼òíî: M = 2m + 1. Ïðè ýòîì

ñðåäè âñåõM = 2m+1 ðåøåíèé ïî êðàéíåé ìåðåm ðåøåíèé
íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó.

Ïîêàæåì, ÷òî ãàë¼ðêèíñêèå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ

∂ω

∂t
+ J(∆−1ω, ω + l) = µ∆ω + f (2)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû. Ïóñòü

ω =
∑
n

ωnYn,

ãäå Yi � ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, i = 1, . . . , N,

∆Yn = −λnYn, λn = n(n+ 1).

Ïóñòü òàêæå

f =
∑
n

fnYn, J =
∑
n

JnYn.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ωn áóäåò
èìåòü âèä

∂ωn
∂t

+ Jn −
2Ωbimnωn

λn
+ µλnωn = fn,

(3)

∂ω∗n
∂t

+ J∗n +
2Ωbimnω

∗
n

λn
+ µλnω

∗
n = f ∗n.

Èç (3) ñëåäóåò (ñì. ëåêöèþ 8), ÷òî∑
n

∂

∂t
|ωn|2 + 2µ

∑
n

λn|ωn|2 −
∑
n

(fnω
∗
n + f ∗nωn) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå

(B(ω), ω) = −2µ
∑
n

λn|ωn|2 +
∑
n

(fnω
∗
n + f ∗nωn).

Ïîñêîëüêó Re z ≤ |z|, ãäå z � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå
÷èñëî, òî∑

n

(fnω
∗
n + f ∗nωn) ≤ 2

∑
n

|fn||ωn| ≤
∑
n

|fn|2

ε
+
∑
n

ε|ωn|2,

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì ε = 2µ.
Ïîñêîëüêó λmin = 2, òî

(B(ω), ω) ≤ −2µ
∑
n

|ωn|2 +

∑
n

|fn|2

2µ
. (4)

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî (B(ω), ω) ≤ 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî

∑
n

|ωn|2 >

∑
n

|fn|2

4µ2
,

òî åñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû.
Ïîëó÷èì äàëåå óñëîâèå íà íîðìó ïðàâîé ÷àñòè, ïðè êî-

òîðîì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) áóäåò íåïðåðûâíî
çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî, êàê áûëî ïîêà-
çàíî â ëåêöèè 12, äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü óñëîâèå ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) ê ýòîìó ñòàöè-
îíàðíîìó ðåøåíèþ.

Ïóñòü ωn = ω̄n + ω′n, ãäå ω̄n � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàç-
ëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïî ñïåöèôè÷åñêèì ãàðìî-
íèêàì. Èç ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ ÿêîáèàíà, èçó÷åííûõ íàìè
â ëåêöèè 8, ñëåäóåò, ÷òî

2µ‖ω̄‖N ≤ ‖f‖N ,
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ãäå
‖ω̄‖N ≡

∑
n

|ω̄n|2, ‖f‖N ≡
∑
n

|fn|2.

Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó (3) îòíîñèòåëüíî ω̄n. Ïîëó÷èì

∂ω′n
∂t

+ Jn(ψ
′, ω̄) + Jn(ψ̄, ω

′)− 2Ωbimnω
′
n

λn
+ λnµω

′
n = 0,

(5)

∂ω∗′n
∂t

+ J∗n(ψ
′, ω̄) + J∗n(ψ̄, ω

′) +
2Ωbimnω

∗′
n

λn
+ λnµω

∗′
n = 0.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) íà ω∗′n , âòîðîå � íà
ω′n, ñëîæèì è ïðîñóììèðóåì ïî n. Áóäåì èìåòü

∂

∂t
‖ω′‖2

N +
∑
n

Jn(ψ̄, ω
′)ω∗′n +

∑
n

J∗n(ψ̄, ω
′)ω′n + 4µ‖ω′‖2

N ≤ 0.

(6)
Îñòàëüíûå ñóììû ðàâíû íóëþ â ñèëó ñâîéñòâ ÿêîáèàíà
(ëåêöèÿ 8). Çíàê íåðàâåíñòâà â (6) âîçíèêàåò èç-çà îãðàíè-
÷åííîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn ≥ 2. Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî:

|
∑
n

Jnω
∗′
n | ≤ ‖J‖N‖ω′‖N ,

|
∑
n

J∗nω
′
n| ≤ ‖J‖N‖ω′‖N .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂t
‖ω′‖2

N ≤ 2‖J‖N‖ω′‖N − 4µ‖ω′‖2
N . (7)

Â ëåêöèè 8 ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå

‖J‖ ≤ ‖ω′‖‖ω̄‖.
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Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ω′, ω̄ ∈ ZN , òî ýòî íåðà-
âåíñòâî ñîõðàíèòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí ïðèíàäëåæèò
�ðàñøèðåííîìó� ïðîñòðàíñòâó � â ñèëó íåëèíåéíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò áîëüøå, ÷åì
N . Îáîçíà÷èì ýòó ðàçìåðíîñòü ÷åðåç M . Ñëåäîâàòåëüíî,

‖J‖M ≤ ‖ω′‖N‖ω̄‖N .

Ñïðîåêòèðóåì òåïåðü ÿêîáèàí íà ïðîñòðàíñòâî ZN . Î÷å-
âèäíî, ÷òî

‖PJ‖M = ‖J‖N ≤ ‖J‖M
(‖P‖ ≤ 1).

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

∂

∂t
‖ω′‖2

N ≤ 2‖ω̄‖N‖ω′‖2
N − 4µ‖ω′‖2

N . (8)

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè ω′ ê íóëþ äîñòàòî÷íî
óäîâëåòâîðèòü íåðàâåíñòâó

‖ω̄‖N
2µ

< 1.
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E-ðåãóëÿðèçàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì. Óñòîé÷èâîñòü
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà-Ïëàíêà

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ äèññèïà-
òèâíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè àòòðàêòîðîâ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ ñèñòå-
ìû. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê àòòðàêòîðà (èõ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê èçìåíåíèþ âíåø-
íèõ ïàðàìåòðîâ), òî ìû äîëæíû èññëåäîâàòü è óñòîé÷èâîñòü
èíâàðèàíòíîé ìåðû, ïîðîæäàåìîé ñèñòåìîé íà å¼ àòòðàê-
òîðå. Êàê ïðàâèëî, ýòà ìåðà ñèíãóëÿðíà (íå ãëàäêàÿ), è
ïîñòðîèòü òåîðèþ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ýòîé ìåðû îò
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé î÷åíü ñëîæ-
íîé. Åñòåñòâåííî ïðîâåñòè íåêîòîðóþ ðåãóëÿðèçàöèþ ñèñòå-
ìû, ÷òîáû ïåðåéòè ê ìåðå ãëàäêîé. Òàêîé ðåãóëÿðèçàöèåé
ìîæåò áûòü ââåäåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû ìàëîãî ñëó-
÷àéíîãî øóìà. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà ïðîöåäóðà
êàæåòñÿ åñòåñòâåííîé, òàê êàê ìû íå çíàåì òî÷íî íè ïðàâîé
÷àñòè, íè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â äàëüíåéøåì âìåñòî èñõîä-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ çàâèõðåííîñòè ìû ïðè èçó÷åíèè
ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ å¼
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ãàë¼ðêèíñêóþ àïïðîêñèìàöèþ, ïåðåâîäÿ ñèñòåìó èç áåñêî-
íå÷íîìåðíîãî â âåùåñòâåííîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
RN .

Çäåñü, êîíå÷íî, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè àòòðàê-
òîðîâ êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû ê àòòðàêòîðó áåñêîíå÷íîìåð-
íîé ïðè N →∞, íî ýòó ïðîáëåìó ìû ñïåöèàëüíî èçó÷àòü íå
áóäåì, õîòÿ òåîðåòè÷åñêè îíà óêëàäûâàåòñÿ â îáùóþ òåîðå-
ìó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè àòòðàêòîðîâ (êàê ìíîæåñòâ)
îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

d~u

dt
= B(~u), ~u|t=0 = ~u0, ~u ∈ RN . (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) äèññèïàòèâíà, íàïðèìåð,
êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, ýòî åñòü ãàë¼ðêèíñêàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ óðàâíåíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà âðà-
ùàþùåéñÿ ñôåðå. Ñèñòåìó (1) ðåãóëÿðèçèðóåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: â ïðàâóþ ÷àñòü ââåä¼ì δ-êîððåëèðîâàííûé ïî âðå-
ìåíè è ïðîñòðàíñòâó ãàóññîâ ñëó÷àéíûé øóì ìàëîé àìïëè-
òóäû, òî åñòü âìåñòî (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

d~u

dt
= B(~u) + η(t), (2)

< ηi(t)ηj(t
′) >= 2εδijδ(t− t′),

ãäå η åñòü δ-êîððåëèðîâàííûé ïî âðåìåíè ãàóññîâ ïðîöåññ,
ε � ìàëûé ïàðàìåòð, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Â ýòîì ñëó÷àå
âåêòîð ~u óæå ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì,
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êîòîðîãî íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
RN óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂ρ

∂t
+ divBρ = ε∆ρ, (3)
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ρdu = 1, ρ ≥ 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) âîçíèêàåò íå-
ñêîëüêî âîïðîñîâ, à èìåííî:

1. Ñóùåñòâóþò ëè ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ρ̄ ≥ 0,

∫
ρ̄du = 1;

î÷åâèäíî, ÷òî (3) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ρ = 0.
2. Åñëè ðåøåíèå òèïà �ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè� ñóùåñòâó-

åò, òî åäèíñòâåííî ëè îíî?
3. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ðåøåíèå àòòðàêòîðîì è óñòîé÷èâî ëè

îíî?
4. Ñõîäèòñÿ ëè ρ(u) ê èíâàðèàíòíîé ìåðå, ïîðîæäàåìîé

ñèñòåìîé (1) íà å¼ àòòðàêòîðå, åñëè ε→ 0?
Ìû ñôîðìóëèðóåì îòâåòû íà ýòè âîïðîñû, ñëåäóÿ ðàáîòå

Çèìàíà [13], êîòîðûé èçó÷àë ýòó ïðîáëåìó, ïðè óñëîâèè, ÷òî

~u ∈ K ⊂ RN ,

ãäå K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå RN , áåç
êðàÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñ-
ëè B åñòü ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, òî óðàâíåíèå (3) èìååò
åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå

ρ̄ ≥ 0,

∫
ρ̄du = 1,

ïðè÷åì ρ̄ ≥ ρ̄min > 0, è íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå ýòî ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì.

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà ϕ:

ϕ(t) =

∫
ρ2

ρ̄
du,
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ãäå ρ̄ � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

ρ̄ > 0,

∫
ρ̄du = 1,

ρ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà íà
ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿåìîì ïðåäûäóùèìè óñëîâèÿìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ∂ϕ
∂t
< 0 âåçäå, êðîìå ρ = ρ̄. Òàê êàê ρ, ρ̄ åñòü

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, òî ìîæíî íàïèñàòü

ρt = ∇ · w, w = ε∇ρ−Bρ;

ρ̄t = ∇ · w̄, w̄ = ε∇ρ̄−Bρ̄.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ̄w − ρw̄ = ε(ρ̄∇ρ− ρ∇ρ̄) = ερ̄2∇ρ
ρ̄
.

Òàêèì îáðàçîì,

∂ϕ

∂t
=

∫
(
2ρρt
ρ̄

− ρ2ρ̄t
ρ̄2

)du =

=

∫ (
2ρ

ρ̄
∇ · w − ρ2

ρ̄2
∇ · w̄

)
du =

= −
∫ (

2∇ρ
ρ̄
· w −∇

(
ρ

ρ̄

)2

· w̄

)
du =

= −
∫ (

2∇ρ
ρ̄
· w − 2

ρ

ρ̄
∇ρ
ρ̄
· w̄
)
du =

= −2

∫
∇ρ
ρ̄
· ρ̄w − ρw̄

ρ̄
=

= −2ε

∫
ρ̄

(
∇ρ
ρ̄

)2

du ≤ 0. (4)
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(Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ôîðìóë ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî K åñòü
ìíîæåñòâî áåç ãðàíèö.)

Èç (4) âèäíî, ÷òî ∂ϕ
∂t
< 0 âåçäå, êðîìå ñëó÷àÿ ρ/ρ̄ = C =

= const. Íî
∫
ρdu =

∫
ρ̄du = 1, ñëåäîâàòåëüíî, C = 1.

Èòàê, ∂ϕ
∂t
< 0 âåçäå, êðîìå ρ = ρ̄, è ñëåäîâàòåëüíî, äîêà-

çàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ρ̄ ïî Ëÿïóíîâó. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå ρ ê ρ̄ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíûì.
Îòñþäà ñëåäóåò, êàê ìû ïîêàçàëè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ,
÷òî ρ̄ áóäåò íåïðåðûâíî çàâèñåòü îò âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è
(1). Äåéñòâèòåëüíî,

∂ϕ

∂t
= −2ε

∫
ρ̄

(
∇ρ
ρ̄

)2

du ≤ −2ε
ρ̄min

∫ (
∇ρ

ρ̄

)2

du∫ (
ρ
ρ̄

)2

ρ̄du
ϕ ≤

≤ −2ε
ρ̄min

ρ̄max

∫ (
∇ρ

ρ̄

)2

du∫ (
ρ
ρ̄

)2

du
ϕ.

Ïîñêîëüêó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ρ è ρ̄ åñòü êîìïàêò áåç
ãðàíèö, òî∫ (

∇ρ
ρ̄

)2

du =

∫
−∆

ρ

ρ̄

ρ

ρ̄
du ≥ λmin(−∆)

∫ (
ρ

ρ̄

)2

du.

Îòñþäà
∂ϕ

∂t
≤ −2ε

ρ̄min

ρ̄max

λmin(−∆)ϕ,

÷òî äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. Îòìåòèì, ÷òî λmin èùåò-
ñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì êîíñòàíòå, òî åñòü
âíå òî÷êè ρ = ρ̄.
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Íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå
ïðîáëåìû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè

Â ýòîé ëåêöèè ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ïðîáëå-
ìàõ, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèÿìè ñîáñòâåííûõ è ñèíãóëÿð-
íûõ ÷èñåë. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ïî-
êàçàëè, ÷òî äëÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà âðàùà-
þùåéñÿ ñôåðå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ÷òî óñòîé÷èâîñòü
èëè íåóñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ìû äîëæíû óìåòü ðåøèòü ïðîáëåìó íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ïîñêîëüêó ìå-
òîä ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü òîëüêî ÷èñëåííûì,
òî íàì íåîáõîäèìî èìåòü òåîðåìû, äîêàçûâàþùèå áëèçîñòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæ¼ííûõ çàäà÷ è ñîáñòâåííûõ
÷èñåë èñõîäíîé çàäà÷è. Ìû ýòó ïðîáëåìó â äàííîé ëåêöèè
ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, à îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ àñïåêòàõ àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìû ðåøåíèÿ
çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Î÷åíü ÷àñòî â ãåîôèçè÷å-
ñêîé ãèäðîäèíàìèêå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíî-
ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω + l) = µ∆ω + f, (1)
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ãäå çíà÷åíèÿ ψ è ω áåðóòñÿ èç äàííûõ íàáëþäåíèé â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f òàêàÿ, ÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ
óðàâíåíèå

J(ψ̄, ω̄ + l) = µ∆ω̄ + f. (2)

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà â çàäà÷å (1) èìååò âèä

Aω′ = J(ψ̄, ω′) + J(∆−1ω′, ω̄ + l)− µ∆ω′. (3)

ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû Ah, àïïðîêñèìèðóþùåé ýòîò
îïåðàòîð A, áóäóò çàäàíû íåòî÷íî, òî åñòü âìåñòî çàäà÷è

Ahω
h = λhω

h

ìû áóäåì ðåøàòü äðóãóþ çàäà÷ó:

(Ah + δAh)ω̃
h = λ̃hω̃

h. (4)

Ïóñòü
‖δAh‖ ≤ ε‖Ah‖.

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖(Ah − λ̃hE)ω̃h‖ ≤ ε‖Ah‖‖ω̃h‖. (5)

Ïîñêîëüêó ìèíèìóì ‖(Ah − λ̃hE)ω̃hh‖ äîñòèãàåòñÿ íà ñèí-
ãóëÿðíîì âåêòîðå ìàòðèöû (Ah − λ̃nE), ñîîòâåòñòâóþùåì
ìèíèìàëüíîìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó, òî ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî

σmin(Ah − λ̃hE)‖ω̃h‖ ≤ ε‖Ah‖‖ω̃h‖, èëè

σmin(Ah − λ̃hE) ≤ ε‖Ah‖. (6)

Âñå ÷èñëà λ̃h, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (6), ïðèíàäëå-
æàò òàê íàçûâàåìîìó ε-ñïåêòðó ìàòðèöû Ah. Òàê êàê

σmin(Ah − λ̃hE) =
1

σmax((Ah − λ̃hE)−1)
,
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σmax((Ah − λ̃hE)−1) = ‖(Ah − λ̃hE)−1‖,

òî íåðàâåíñòâî (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

‖(Ah − λ̃hE)−1‖ ≥ 1

ε‖Ah‖
. (7)

E-ñïåêòð çàäà¼ò îáëàñòü, â êîòîðîé ìîãóò ëåæàòü èñòèí-
íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ah. Âû÷èñëåíèå ýòîé
îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì, îñîáåííî åñëè âñå
ðåàëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëåæàò â îêðåñòíîñòè íó-
ëÿ, ïîñêîëüêó èìåííî ýòà îêðåñòíîñòü â äàííîì ñëó÷àå äà¼ò
íàì �êà÷åñòâåííîå� óòâåðæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè èëè íå-
óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïðîèçâîëüíûõ íåñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè óðàâíåíèé äâóìåðíîé âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïóñòü óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ
èìååò âèä

∂ω′

∂t
+ A(ω̄)ω′ = 0, (8)

ãäå îïåðàòîð A îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3). Ýòî óðàâíåíèå
ìîæíî çàïèñàòü â ðàçðåøåííîé ôîðìå:

ω′(t) = L(t)ω′0. (9)

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Îñåëåäåöà [3] ïîêàçàòåëè
Ëÿïóíîâà åñòü ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σi = lim
t→∞

1

t
lnλi(L

∗(t)L(t)),

ãäå λi � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà L(t). Ïðè ýòîì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà íà àòòðàêòîðå èìååò ýð-
ãîäè÷åñêóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó, òàê ÷òî σi íå çàâèñÿò îò ω′0
ïî÷òè äëÿ âñåõ ω′0 (ñ òî÷íîñòüþ äî ìåðû íîëü).



Âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè 101

ßñíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêè ìû âû÷èñëèòü ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà íå ìîæåì, ïîýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà àïïðîêñèìà-
öèè ïîêàçàòåëåé, âû÷èñëåííûõ äëÿ íåêîòîðûõ (íàïðèìåð,
ãàë¼ðêèíñêèõ) àïïðîêñèìàöèé èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòó ñõîäè-
ìîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëÿõ
Ëÿïóíîâà, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, êîíå÷íî (ìû ýòó ïðîáëåìó
îáñóæäàëè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ).

Îáñóäèì ñíà÷àëà àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ
(8) ñõåìó Êðàíêà-Íèêîëñîí (øòðèõè äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïè-
ñè îïóñêàåì)

ωn+1 − ωn

τ
+ Ah(ω̄

h)
ωn+1 + ωn

2
= 0. (10)

C÷èòàåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì òàêæå îñóùåñòâëåíà. Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ωn+1, ïîëó÷èì

ωn+1 =

(
E +

τAh
2

)−1(
E − τAh

2

)
ωn ≡ B(ω̄n)ωn. (11)

Çà L øàãîâ ïî âðåìåíè áóäåì èìåòü

ωn+L =

(
L−1∏
i=0

B(ω̄n+i)

)
ωn ≡ BL(ω̄)ωn. (12)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà

lim
L→∞

((BL(ω̄))∗BL(ω̄))
1

2L , (13)

êîòîðûé â ñëó÷àå ýðãîäè÷íîñòè ñèñòåìû è òèïè÷íîñòè òðà-
åêòîðèè íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè. Åñëè ñîáñòâåííûå
÷èñëà ýòîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâèòü â âèäå

σLi = eλ
L
i ,
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òî λLi ïðè L → ∞ áóäóò ãëîáàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïó-
íîâà äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (10). Êîíå÷íî, ìû äîëæíû åù¼
èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ýòèõ ïîêàçàòåëåé ê ïîêàçàòåëÿì èñ-
õîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïðè τ, h→ 0.

Ïðè âû÷èñëåíèè BL âîçíèêàåò òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ
ìíîãîêðàòíûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö, ïðîèçâåäåíèå êîòî-
ðûõ îêàçûâàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûì. Åñëè èñïîëüçîâàòü
ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû, òî ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøèì îøèá-
êàì âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó ïðèìåíÿþò-
ñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûå ñ QR-
ðàçëîæåíèåì ìàòðèö. Àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò èçëîæåí íè-
æå, ïðèíàäëåæèò Ýêìàíó è Ðþýëþ(ñì. [5]).

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì QR-ðàçëî-
æåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû B(ω̄n+i) è ìàòðèöû Qi−1, âçÿ-
òîé ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ðàçëîæåíèÿ:

B(ω̄n+i)Qi−1 = QiRi, Q0 = E. (14)

Ïðè âû÷èñëåíèè (BL(ω̄))∗BL(ω̄) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
(14) íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü 2L ðàç, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå B
ïðÿìóþ ìàòðèöó B(ω̄n+i) â òå÷åíèå ïåðâûõ L øàãîâ è ñîïðÿ-
æåííóþ B∗(ω̄n+i) â òå÷åíèå âòîðûõ L øàãîâ. Â ðåçóëüòàòå
ìû ñôîðìèðóåì ðÿä

(BL(ω̄))∗BL(ω̄) = Q2LR2LR2L−1 . . . R1 ≡M0. (15)

Îïðåäåëèì ìàòðèöó M1 ≡ R2LR2L−1 . . . R1Q2L, ñîñòàâ-
ëåííóþ èç òåõ æå ìàòðèö Rk, íî óìíîæåííóþ íà Q2L ñïðàâà:

M1 = (Q2L)∗M0Q
2L.

Î÷åâèäíî, ÷òî M1 è M0 èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå
÷èñëà. Âûïîëíèì äëÿ M1 QR-ðàçëîæåíèå:

M1 = Q2L
1 R2L

1 R2L−1
1 . . . R1

1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìèðóåì ìàòðèöûM2,M3, . . . Mn.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Q2L

n → E ïðè n→∞. Êîãäà äîñòèãàåòñÿ
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íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èíòåðåñóþùèå
íàñ λLi (ω̄), ñëîæèâ ëîãàðèôìû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ Rk

n

λLi =
1

2L

2L∑
k=1

ln(Rk
n(i, i)). (16)

Àëãîðèòì, êîíå÷íî, áîëåå äîðîãîé, ÷åì ïðÿìîå ïåðåìíîæå-
íèå ìàòðèö, íî çàòî çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íûé.

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå. Ïóñòü ìû èìååì
èíòåðâàë Lτ , ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿåì ïîêàçàòåëè Ëÿïóíî-
âà. Ðàçîáüåì ýòîò èíòåðâàë íà äâà èíòåðâàëà äëèíîé L

2
τ ,

ïî êàæäîìó èç êîòîðûõ âû÷èñëèì ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, à
ïîòîì íàéäåì ñðåäíåå îò ýòèõ ïîêàçàòåëåé. Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýòîãî ñðåäíåãî áóäåò âñåãäà áîëüøå (èëè ðàâíî)
ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ, âû÷èñëåííîãî ïî ïîëíîìó èí-
òåðâàëó. Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå èçâåñòíîé òåîðåìû
ëèíåéíîé àëãåáðû, óòâåðæäàþùåé, ÷òî åñëè åñòü ìàòðèöû
A,B,C, ãäå

C = AB,

è åñëè ρi, µi, τi � èõ ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, çàíóìåðîâàííûå â
ïîðÿäêå èõ íåâîçðàñòàíèÿ, òî äëÿ ëþáîãî k (1 ≤ k ≤ n)

n∑
i=k

ln τi ≤
n∑
i=k

ln ρi +
n∑
i=k

lnµi (17)

(ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1).
Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç

íåðàâåíñòâà (17) ïðè k = n− 1. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæíî îáîñíîâàòü ïðîùå, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî åñòü íîðìà ìàòðèöû, îäíàêî
èç ôîðìóëû (17) ñëåäóåò åù¼ îäèí ðåçóëüòàò: ñóììà âñåõ
îñðåäí¼ííûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (ïîëîæèòåëüíûõ è îò-
ðèöàòåëüíûõ) íå çàâèñèò îò âûáîðêè, åñëè îñðåäíåíèå ïðî-
âîäèòñÿ âíóòðè îäíîé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè.



Ïðèëîæåíèå

Ñîïðÿæ¼ííûå óðàâíåíèÿ,
èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è
ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ
äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñîïðÿæ¼ííûõ
óðàâíåíèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â âåùå-
ñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì

(η, ψ) =

∫
S

ηψds.

Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, òî áó-
äåì ñ÷èòàòü åãî åâêëèäîâûì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(η, ψ) =
∑
i

ηiψi.

Ïîä ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ìû áóäåì ïîíèìàòü îïåðà-
òîð, îïðåäåëÿåìûé â ñìûñëå òîæäåñòâà Ëàãðàíæà

(Aη, ψ) = (η, A∗ψ). (1)
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Â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, êàê õîðîøî
èçâåñòíî, ñîïðÿæ¼ííûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîð ïðåäñòàâèì
ìàòðèöåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê A:

A∗ = AT .

Â áåñêîíå÷íûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ âîçíèêàåò ïðî-
áëåìà îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîãî è ñîïðÿæ¼ííîãî îïå-
ðàòîðîâ. Êàæäûé ðàç ìû áóäåì ñïåöèàëüíî å¼ îãîâàðèâàòü.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæ¼ííîãî
ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñ-
ñìîòðèì îïåðàòîð

Au ≡ d2u

dx2
, x ∈ [0, 1],

u ∈ C2[0, 1], u = 0 ïðè x = 0, 1.

Èìååì

(Au, v) =

1∫
0

d2u

dx2
vdx =

=

1∫
0

d

dx

(
du

dx
v

)
dx−

1∫
0

du

dx

dv

dx
dx =

du

dx
v

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

d

dx

(
u
dv

dx

)
dx+

1∫
0

u
d2v

dx2
dx =

=
du

dx
v

∣∣∣∣1
0

− u
dv

dx

∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

u
d2v

dx2
dx.

Åñëè ïîä îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
ïîíèìàòü ôóíêöèþ v ∈ C2[0, 1], v = 0 ïðè x = 0, 1, òî ïîëó-
÷èì, ÷òî

A∗v ≡ d2v

dx2
.
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Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íîé, åñëè îïåðàòîð A íåëè-
íååí, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà äëÿ íåëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà B(ϕ) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íåëèíåé-
íûé îïåðàòîð B(u) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (åñëè ýòî âîçìîæ-
íî):

B(u) = A(u) · u. (2)

Ïîñëå ýòîãî îïåðàòîð A(u) ôîðìàëüíî ñ÷èòàåòñÿ ëèíåé-
íûì: ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðåøåíèå u íàì èçâåñòíî è, ñëåäîâà-
òåëüíî, A(u) � èçâåñòíûé îïåðàòîð. Äàëåå, äåéñòâóÿ ôîð-
ìàëüíûì îáðàçîì, ñòðîèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

(B(u), v) = (A(u) · u, v) = (u,A∗(u) · v). (3)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé îïåðàòîð A∗(u) ñ÷èòàåòñÿ
îïåðàòîðîì, ñîïðÿæåííûì ê B(u). ßñíî, ÷òî ïðåäñòàâëå-
íèå A∗(u) íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó íåîäíîçíà÷íî ïðåäñòàâ-
ëåíèå (2).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåëèíåéíûé îïåðàòîð
B(u) = u∂u

∂x
ñ óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè ïî x, x ∈ [0, 1]. Ìîæ-

íî, î÷åâèäíî, ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâ-
ëåíèé îïåðàòîðà B(u) ÷åðåç A(u) · u âèäà

B(u) ≡
(
αu

∂

∂x
+ β

∂u

∂x

)
u,

α+ β = 1.

Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: α = 1, β = 0 è α =
= 0, β = 1. Â ïåðâîì èìååì

B(u) =

(
u
∂

∂x

)
u; A(u) ≡ u

∂

∂x
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1∫
0

u
∂u

∂x
vdx = −

1∫
0

∂uv

∂x
udx
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è A∗(u) · v = − ∂

∂x
(uv).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû âèäèì, ÷òî A(u) åñòü ïðîñòî îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ∂u

∂x
. Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà íåîä-

íîçíà÷íîñòü ìîæåò áûòü ïîëåçíîé. Ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òðèâèàëüíûå íå-
ëèíåéíûå îïåðàòîðû C(u) = 0, ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðûõ
C(u) = D(u) · u äàþò íåíóëåâûå D(u). Íàïðèìåð,

J(u, u) = 0,

èëè
∂u

∂x

∂u

∂y
− ∂u

∂y

∂u

∂x
= 0.

Íî J(u, u) ≡ D(u) · u, ãäå

D(u) =
∂u

∂x

∂

∂y
− ∂u

∂y

∂

∂x
6= 0.

Ïóñòü ìû èìååì íåêîòîðóþ íåëèíåéíóþ ýâîëþöèîííóþ çà-
äà÷ó

∂u

∂t
+B(u) = 0, (4)

ãäå u ∈ H, H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü B(u) ïðåä-
ñòàâèìî â âèäåB(u) = A(u)·u. Òîãäà ñîïðÿæ¼ííîå óðàâíåíèå
ìîæåò áûòü ñêîíñòðóèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−∂v
∂t

+ A∗(u) · v = f(u), (5)

ãäå f(u) � íåêîòîðàÿ, ïîêà íåîïðåäåë¼ííàÿ, îïåðàòîðíàÿ
ôóíêöèÿ. Óìíîæèì ñêàëÿðíî (4) íà v, (5) � íà u è âû÷òåì
îäíî èç äðóãîãî. Ïîëó÷èì(
∂u

∂t
, v

)
+

(
u,
∂v

∂t

)
+(A(u) ·u, v)− (u,A∗(u) ·v) = −(f(u), u).

(6)
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Â ñèëó òîæäåñòâà Ëàãðàíæà áóäåì èìåòü

∂

∂t
(u, v) = −(f(u), u). (7)

Åñëè ïîëîæèòü (f(u), u) = 0 (f(u) îðòîãîíàëüíî u), òî ïðè-
ä¼ì ê óðàâíåíèþ

∂

∂t
(u, v) = 0,

èëè (u, v) = const. (8)

Ñîîòíîøåíèå (8) åñòü, î÷åâèäíî, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, êîòî-
ðûå â îáùåì ñëó÷àå íåëîêàëüíû, òàê êàê ìîãóò çàâèñåòü îò
u, çàäàííîì íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Äîêàæåì îäíî
îáùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü óðàâíåíèå (4) èìååò èíòåãðàëü-
íûé èíâàðèàíò âèäà (Φ(u), u) = const è B(u) ïðåäñòàâèìî
â âèäå B(u) = A(u) ·u. Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ (4) âñåãäà ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ñîïðÿæ¼ííîå óðàâíåíèå, ðåøåíèåì êîòîðîãî
áóäåò Φ(u).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó (Φ(u), u) = const, òî

∂

∂t
(Φ(u), u) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî(
∂Φ

∂t
, u

)
+

(
Φ(u),

∂u

∂t

)
= 0.

Íî
∂u

∂t
= −B(u), ñëåäîâàòåëüíî,(

∂Φ

∂t
, u

)
− (Φ(u), B(u)) = 0.

Òàê êàê B(u) = A(u) · u, òî(
∂Φ

∂t
, u

)
− (Φ(u), A(u) · u) = 0.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà èìååì(
∂Φ

∂t
, u

)
− (A∗(u) · Φ(u), u) = 0,

èëè (
∂Φ

∂t
− A∗(u) · Φ(u), u

)
= 0. (9)

Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî

∂Φ

∂t
− A∗(u) · Φ(u) = f(u),

ãäå f(u) � îðòîãîíàëüíî u.
Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî â èíòåðåñíûõ äëÿ íàñ

ñëó÷àÿõ f(u) áóäåò ôîðìèðîâàòüñÿ èç òðèâèàëüíîãî îïåðà-
òîðà, äîáàâëåííîãî ê èñõîäíîé çàäà÷å, à âñå óòâåðæäåíèÿ
áóäåì ôîðìóëèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî äëÿ óðàâíåíèÿ äè-
íàìèêè äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè:

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0,

(10)

ω = ∆ψ, u = −∂ψ
∂y
, v =

∂ψ

∂x
.

Óòâåðæäåíèå 2. Êàêîå áû íè áûëî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(10), âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñîïðÿæåííîå ê íåìó óðàâíå-
íèå, ðåøåíèå êîòîðîãî áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûïèøåì äâå
ôîðìû óðàâíåíèÿ (10) � ïîòîêîâóþ è äèâåðãåíòíóþ:

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0,

(11)
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∂ω

∂t
+
∂ωu

∂x
+
∂ωv

∂y
= 0.

Ñêëàäûâàÿ îáà ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷èì:

∂ω

∂t
+

1

2

(
u
∂ω

∂x
+
∂ωu

∂x

)
+

1

2

(
v
∂ω

∂y
+
∂ωv

∂y

)
= 0. (12)

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ïîëóäèâåðãåíòíàÿ (èëè ñèììåòðèçîâàí-
íàÿ) ôîðìà óðàâíåíèÿ äëÿ ω. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíå-
íèå (12) ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîì êàíàëå, òî
åñòü â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ïå-
ðèîäè÷íîñòè ïî x è y. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæåííîãî ê (12)
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

∂ω

∂t
+K(u, v) · ω = 0,

ãäå

K(u, v) ≡ 1

2

(
u
∂

∂x
+
∂u·
∂x

)
+

1

2

(
v
∂

∂y
+
∂v·
∂y

)
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð K êîñîñèììåòðè÷åí
íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèé u è v. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

(Kϕ,ϕ) =
1

2

∫ ∫ (
u
∂ϕ

∂x
+
∂uϕ

∂x

)
ϕds+

+
1

2

∫ ∫ (
v
∂ϕ

∂y
+
∂vϕ

∂y

)
ϕds =

=
1

2

∫ ∫ (
∂uϕ2

∂x
+
∂vϕ2

∂y

)
ds = 0

â ñèëó óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ïî x è y.
Ñîïðÿæåííîå ê (12) óðàâíåíèå ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

−∂ϕ
∂t

+K∗(u, v) · ϕ = 0.
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Ïîñêîëüêó K∗(u, v) = −K(u, v), òî áóäåì èìåòü

∂ϕ

∂t
+K(u, v) · ϕ = 0. (13)

Îòìåòèì, ÷òî ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå âñåãäà ëèíåéíîå,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ ϕ = ϕ̃ + ϕ′, äëÿ ϕ′ ïîëó÷èì òî æå
óðàâíåíèå:

∂ϕ′

∂t
+K(u, v)ϕ′ = 0. (14)

Óìíîæàÿ (14) ñêàëÿðíî íà ϕ′, â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè
îïåðàòîðà K áóäåì èìåòü

∂

∂t
(ϕ′, ϕ′) = 0, èëè ‖ϕ′‖2 = const,

÷òî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ ϕ̃.

Óòâåðæäåíèå 3. Ëèíåàðèçîâàííîå îòíîñèòåëüíî ðåøå-
íèÿ ω óðàâíåíèå (10) � óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ � ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì, ñîïðÿæåííûì ê íåìó.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (10) â ñëåäóþùåì âèäå:

∂ω

∂t
+ J(∆−1ω, ω) = 0. (14′)

Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ áóäåò èìåòü âèä

∂δω

∂t
+ J(∆−1δω, ω) + J(∆−1ω, δω) = 0. (15)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (14′) äîïóñêàåò èíâàðèàíò (ω, ω) =
const, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè, èçëîæåííûìè â ïðå-
äûäóùèõ ëåêöèÿõ, èíâàðèàíòîì áóäåò è âåëè÷èíà

(ω, δω) = const. (16)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (15) â âèäå

∂δω

∂t
+ J(ψ, δω) = −J(∆−1δω, ω),
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èëè
∂δω

∂t
+ u

∂δω

∂x
+ v

∂δω

∂y
= −J(∆−1δω, ω). (17)

Âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂δω

∂t
− A∗(ω)δω,

ãäå A∗(ω) = ∂u·
∂x

+ ∂v·
∂y
, à ïðàâàÿ ÷àñòü f(ω) = −J(∆−1δω, ω)

îðòîãîíàëüíà ω.
Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå −J(∆−1δω, ω) ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíî ïîñòðîåíèåì ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ê òðèâèàëü-
íîìó îïåðàòîðó, âêëþ÷åííîìó â óðàâíåíèå (10). Çàïèøåì
òðèâèàëüíûé îïåðàòîð â óðàâíåíèå (10) â âèäå

T (ω) ≡ ∆−1J(ω, ω) = ∆−1

(
∂ω

∂x

∂ω

∂y
− ∂ω

∂y

∂ω

∂x

)
.

Îïåðàòîð T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

T ≡ ∆−1K,

ãäå K = ∂ω
∂x

∂
∂y
− ∂ω

∂y
∂
∂x

� êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð (ïðè
ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ). Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê,
ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ââåñòè ôèêòèâíûå ñêîðîñòè

ũ = −∂ω
∂y
, ṽ =

∂ω

∂x
,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè. Ñîïðÿ-
æåííûé ê T îïåðàòîð, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò âèä

T ∗ = K∗(∆−1)∗ = −K∆−1,
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êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

T ∗δω = −
(
ũ
∂

∂x
∆−1δω + ṽ

∂

∂y
∆−1δω

)
,

èëè
T ∗δω = −J(∆−1δω, ω).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,
îñíîâàííîìó íà èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè ñîïðÿæåííûõ óðàâ-
íåíèé.

Ìåòîä îñíîâàí íà íåîäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿ-
æåííûõ îïåðàòîðîâ äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðåæäå
÷åì ïåðåéòè ê åãî îïèñàíèþ, ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå êëàñ-
ñà ýêâèâàëåíòíîñòè íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ìû áóäåì íà-
çûâàòü ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {A(u), ϕ ∈ D} è
{B(u), ϕ ∈ D} ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

A∗(ϕ) · ϕ = B∗(ϕ) · ϕ, ϕ ∈ D.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ (åñëè íå êàñàòüñÿ îá-
ëàñòåé îïðåäåëåíèÿ) âñå ñêîíñòðóèðîâàííûå ñîïðÿæåííûå
îïåðàòîðû áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè, òàê êàê ñîïðÿæåííûå
ê íèì, äåéñòâóþùèå íà ôóíêöèþ ϕ, áóäóò äàâàòü èñõîäíûé
íåëèíåéíûé îïåðàòîð.

Èòàê, ïóñòü íàì íóæíî ïîñòðîèòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ
óðàâíåíèÿ

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) = 0,

îáëàäàþùóþ äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè èíâàðèàíòàìè: àíàëî-
ãàìè ýíñòðîôèè è ýíåðãèè

(ω, ω) = C1, −(ψ, ω) = C2.

Íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñîïðÿ-
æ¼ííûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ áóäóò ω è ψ, è îáà
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ýòèõ óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíî-
ñòè (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå ñîïðÿæ¼ííûå
îïåðàòîðû ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè).
×òîáû ñäåëàòü ýòî, âûïèøåì íåñêîëüêî áàçîâûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ÿêîáèàíà:

J(ψ, ω) = u
∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
≡ −∂ψ

∂y

∂ω

∂x
+
∂ψ

∂x

∂ω

∂y
.

Îïðåäåëèì ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1(ω) · ω ≡
(
−∂ψ
∂y

∂

∂x
+
∂ψ

∂x

∂

∂y

)
· ω,

A2(ω) · ω ≡
(
− ∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)
+

∂

∂y

(
∂ψ

∂x

))
· ω,

A3(ω) · ω ≡
{
− ∂

∂x
ω
∂

∂y
+

∂

∂y
ω
∂

∂x

}
∆−1 · ω, (18)

A4(ω) · ω ≡
{
− ∂

∂y
ψ
∂

∂x
+

∂

∂x
ψ
∂

∂y

}
· ω,

A5(ω) · ω ≡
{
−∂ω
∂x

∂

∂y
+
∂ω

∂y

∂

∂x

}
∆−1 · ω,

A6(ω) · ω ≡
{
− ∂

∂y

(
∂ω

∂x

)
+

∂

∂x

(
∂ω

∂y

))
∆−1 · ω.

Îòìåòèì âàæíûå äëÿ íàñ ñâîéñòâà îïåðàòîðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé (18):

1) îïåðàòîð K(ω) ≡ A1(ω) + A2(ω) êîñîñèììåòðè÷åí, òî
åñòü (K(ω)ϕ, ϕ) = 0;

2) îïåðàòîð A4 êîñîñèììåòðè÷åí: (A4(ω)ϕ, ϕ) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, êîñîñèììåòðè÷íûì áóäåò è ñåìåéñòâî

îïåðàòîðîâ:
K̃(ω) = α(A1 + A2) + βA4,

K̃(ω) · ω = J(ψ, ω)
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ïðè 2α+ β = 1.
Èòàê, åñëè èñõîäíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàòü â âèäå

∂ω

∂t
+ K̃(ω) · ω = 0, (19)

òî ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

∂v

∂t
− K̃(ω)∗ · v = 0,

èëè â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà K̃(ω):

∂v

∂t
+ K̃(ω) · v = 0. (20)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (20) äîïóñêàåò ðåøåíèå v = ω.
Åñëè ìû ïîñòðîèì ñèììåòðè÷íûå ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìà-
öèè ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå K̃(ω), òî áóäåì
èìåòü êîñîñèììåòðè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ K̃(ω) â êîíå÷-
íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ìàòðèöà îïåðàòîðà áóäåò êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêîé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì áåñêîíå÷íûé íà-
áîð ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé (2α + β = 1), äîïóñêàþùèõ
ðåøåíèÿ ωh, ãäå ωh � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

∂ωh

∂t
+ K̃h(ω

h) · ωh = 0. (21)

Îïðåäåëèì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå àïïðîêñèìà-
öèþ îïåðàòîðà ωh = ∆hψh òàê, ÷òîáû ∆h áûë ïðåäñòàâèì
ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé. Âûáåðåì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå
îïåðàòîðà J(ψ, ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(ψ, ω) = {γ[A5 + A6] + δA3}ω, (22)

2γ + δ = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J(ψ, ω) = { ˜̃K(ω) ·∆−1}ω,
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ãäå ˜̃K(ω) � êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, à ∆−1 � ñèììåò-
ðè÷åñêèé. Ñåìåéñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîïðÿæåííûõ óðàâ-
íåíèé áóäåò èìåòü âèä

∂v

∂t
− ( ˜̃K ·∆−1)∗v = 0,

èëè
∂v

∂t
+ ∆−1 ˜̃Kv = 0 (23)

â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ˜̃K è ∆−1. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíå-
íèå (23) äîïóñêàåò ðåøåíèå v = ψ.

Ïîñòðîèì òåïåðü êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè óðàâ-
íåíèÿ (23), ñòðîÿ ñèììåòðè÷íûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðîèç-

âîäíûõ, âõîäÿùèõ â ˜̃K, è ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ

(∆−1)h = (∆h)−1.

Áóäåì èìåòü
∂vh

∂t
+ (∆h)−1 ˜̃Khv

h = 0.

Åñëè òåïåðü ìû âûäâèíåì òðåáîâàíèå, ÷òîáû ñåìåéñòâà îïå-

ðàòîðîâ K̃h è (∆h)−1 ˜̃Kh ïðèíàäëåæàëè îäíîìó êëàññó ýêâè-
âàëåíòíîñòè, òî åñòü

K̃hω
h = ˜̃Kh(∆

h)−1ωh, (24)

òî ïîëó÷èì ñõåìó, êîòîðàÿ áóäåò îáëàäàòü çàêîíàìè ñîõðà-
íåíèÿ

(ωh, ωh) = C3 è (ψh, ωh) = C4.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Ah5ω
h = Ah1ω

h, Ah3ω
h =

= Ah2ω
h, Ah6ω

h = Ah4ω
h è èç (24) ñëåäóåò, ÷òî

(γ(Ah1 + Ah4) + δAh2)ω
h = (α(Ah1 + Ah2) + βAh4)ω

h,
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òî ýòî ðàâåíñòâî áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, åñëè

γ = α, γ = β, δ = α,

è ñëåäîâàòåëüíî,

α = β = γ = δ = 1/3.

Ìû ïîëó÷èëè, òàêèì îáðàçîì, õîðîøî èçâåñòíóþ ñõåìó,
ïðåäëîæåííóþ Àðàêàâà åùå â 1968 ãîäó.



Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

du

dt
+ Au = f ; u ∈ RN , (1)

A � âåùåñòâåííàÿ n × n-ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé íå çà-
âèñÿò îò âðåìåíè.

Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñè-
ñòåìû, åñëè:

à) A = S1S2, S1 = S∗1 , S2 = S∗2 , S1S2 6= S2S1,

(Siϕ, ϕ) > 0 (i = 1, 2).

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî λi(A) > 0. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà
íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ(A) = λ(S
−1/2
1 AS

1/2
1 ) = λ(S

−1/2
1 S1S2S

1/2
1 ) = λ(S

1/2
1 S2S

1/2
1 ).

Ìàòðèöà S
1/2
1 S2S

1/2
1 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Óñëîâèå

λ(S
1/2
1 S2S

1/2
1 ) > 0 åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

å¼ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. Èìååì

(S
1/2
1 S2S

1/2
1 ϕ, ϕ) = (S2S

1/2
1 ϕ, S

1/2
1 ϕ) = (S2ψ, ψ) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî.
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b)

A =

 2 −1 1/2
−1 2 −1
1/2 −1 2

 .

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òàê
êàê êðóãè Ãåðøãîðèíà ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ìàò-
ðèöà A ñèììåòðè÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà âåùåñòâåííû. Îäèí êðóã êàñàåòñÿ íóëÿ, íî ìàòðèöà A �
íåðàçëîæèìà è èç òåîðåìû Òàóñêè ñëåäóåò, ÷òî åñëè áû îíà
èìåëà íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî âñå êðóãè ïðîõîäè-
ëè áû ÷åðåç íóëü.

c)

A =


2 −5 0 0
5 2 10 0
0 −10 2 1
0 0 −1 2

 .

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òàê
êàê A ≡ D +K, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ ìàòðèöà, à K � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

D ≡


2

2 0
0 2

2

 , K ≡


0 −5 0 0
5 0 10 0
0 −10 0 1
0 0 −1 0

 .

Óìíîæèâ (1) ñêàëÿðíî íà u, ïîëó÷èì

1

2

d

dt
‖u‖2 + 2‖u‖2 + (Ku, u) = 0.

Îòñþäà
‖u‖ = ‖u0‖e−2t.
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d)

A ≡


2 −4 0 0
6 3 11 0
0 −9 4 1
0 0 −1 5

 .

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â âèäå A ≡ S +K:

S ≡


2 1 0 0
1 3 1 0
0 1 4 0
0 0 0 5

 , K ≡


0 −5 0 0
5 0 10 0
0 −10 0 1
0 0 −1 0

 .

Ìàòðèöà K � êîñîñèììåòðè÷íà, ìàòðèöà S � ñèììåòðè÷íà.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Èç òåî-
ðåìû Ãåðøãîðèíà ñëåäóåò, ÷òî λmin(S) ≥ 1. Îòñþäà ‖u‖ ≤
≤ |u0‖e−t. Ðåøåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

e) Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îðòîãîíàëüíîé è êî-
ñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé. Íàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì äëÿ ýòîé ìàòðèöû.

Ðåøåíèå. A � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, A∗ = A−1, ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîäóëè âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë åñòü 1:

|λi(A)| = 1.

Ìàòðèöà A � êîñîñèììåòðè÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìíèìûå. Íóëÿ áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îðòî-
ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A èìååò
÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì åñòü

(λ2 + 1)n/2 = 0.
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Çàäà÷à 2.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

du

dt
+ (E − A)u = 0. (1)

×òî ìîæíî ñêàçàòü îá óñòîé÷èâîñòè åãî íóëåâîãî ðåøå-
íèÿ, åñëè ìàòðèöà A èìååò âèä:

A ≡


1
2

1
4

0 0
1
4

1
2

1
4

0
0 1

4
1
2

1
4

0 0 1
4

1
2

 .

Ðåøåíèå.Ìàòðèöà A � íåðàçëîæèìà è èìååò íåîòðèöà-
òåëüíûå ýëåìåíòû. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà å¼ ñïåêòðàëüíûé
ðàäèóñ ëåæèò â èíòåðâàëå

1

4
< ρ(A) < 1,

ïðè÷åì åñòü ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ðàâíîå ñïåê-
òðàëüíîìó ðàäèóñó. Ïîñêîëüêó A � ñèììåòðè÷íà, òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

1

2

d‖u‖2

dt
≤ −(1− λmax(A))‖u‖2 ≤ −δ‖u‖2,

òî åñòü íóëü åñòü ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (1) (íóëü
� ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ðåøåíèå).
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Çàäà÷à 3.

Äëÿ çàäà÷è

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, u(x+ L, t) = u(x) (1)

âûñòðîèòü ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé óñòîé÷è-
âî ïî Ëÿïóíîâó.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ê âèäó

∂u

∂t
+

1

3

(
u
∂u

∂x
+
∂uu

∂x

)
= 0.

Îïåðàòîð u∂u
∂x

+ ∂uu
∂x

ïðåäñòàâèì â âèäå

A(u) · u,

ãäå

A(u) ≡ u
∂

∂x
+
∂u·
∂x

.

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü

∂u

∂t
+

1

3
A(u) · u = 0. (2)

Ñîïðÿæåííîå ê (2) óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

−∂v
∂t

+
1

3
A∗(u) · v = 0, v(x+ L, t) = v(x, t),

ãäå

A∗(u) · v = −∂uv
∂x

− u
∂v

∂x
,

èëè
∂v

∂t
+

1

3
A(u) · v = 0.
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Òàê êàê A(u) � îïåðàòîð êîñîñèììåòðè÷åñêèé, òî
(A(u)v, v) = 0, è ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂t
(v, v) = 0, èëè (v, v) = (v0, v0). (3)

Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå ëèíåéíîå, òî óñëîâèå
(3) åñòü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè åãî ðåøåíèÿ ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ v0.

Çàäà÷à 4.

Îïðåäåëèòü íàêëîí ëèíèé ïîñòîÿííûõ ψ′ äëÿ ðàñòóùèõ
âîçìóùåíèé çîíàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ
óðàâíåíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé ïðè ψ̄ = ψ̄(y)
èìåþò âèä:

∂u′

∂t
+ ū

∂u′

∂x
+ v′

∂ū

∂y
+ u′

∂u′

∂x
+ v′

∂u′

∂y
= −∂p

′

∂x
,

∂v′

∂t
+ ū

∂v′

∂x
+ v′

∂v′

∂y
+ u′

∂v′

∂x
= −∂p

′

∂y
, (1)

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
= 0.

Óìíîæàåì ïåðâîå óðàâíåíèé íà u′, âòîðîå íà v′ è ñêëà-
äûâàåì

∂

∂t

u′2 + v′2

2
+ ū

∂ u
′2+v′2

2

∂x
+ u′v′(

∂ū

∂y
+
∂u′

∂y
+
∂v′

∂x
)+

+u′2
∂u′

∂x
+ v′2

∂v′

∂y
= −u′∂p

′

∂x
− v′

∂p′

∂y
. (2)
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Èíòåãðèðóÿ (2) ïî îáëàñòè è ïîëàãàÿ
∫∫

u′2+v′2

2
dD = E ′

ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è ïåðèîäè÷åñêèõ êðàå-
âûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì

∂E ′

∂t
= −

∫ ∫
u′v′

∂ū

∂y
dD. (3)

Ïóñòü

u′ = −∂ψ
′

∂y
, v′ =

∂ψ′

∂x
.

Òîãäà
∂E ′

∂t
=

∫ ∫
∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂y

∂ū

∂y
dD.

Äëÿ ðàñòóùèõ âîçìóùåíèé ∂E′

∂t
> 0. Äàëåå,

∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂y

∂ū

∂y
=

∂ψ′

∂x
∂ψ′

∂y

∣∣∣∣∂ψ′∂y

∣∣∣∣2 ∂ū∂y =

=

(
dy

dx

)
ψ′=const

∣∣∣∣∂ψ′∂y

∣∣∣∣2 ∂ū∂y .
Èòàê, åñëè ∂ū

∂y
> 0, òî

(
dy
dx

)
ψ′=const

> 0 (è íàîáîðîò).

Çàäà÷à 5.

Âûïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ τ =
= −Reu′Rev′x è îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ τ ≡ 0.

Ðåøåíèå. Ïóñòü

u′ = −∂ψ
′

∂y
, v′ =

∂ψ′

∂x
.

Âîçìóùåíèå ψ′ èùåì â âèäå

ψ′ = ψ′(y)eik(x−ct).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ τ = −Reu′Rev′x

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò çíàê îñðåä-
íåíèÿ ïî x):

τ = −1

4

[
∂ψ′

∂y
eik(x−ct) +

∂ψ′∗

∂y
e−ik(x−c∗t)

]x
×

×[ikψ′eik(x−ct) − ikψ′∗e−ik(x−c∗t)]
x

=

=
ik

4

(
ψ′∗

∂ψ′

∂y
− ψ′

∂ψ′∗

∂y

)
e2kcit. (1)

Äëÿ ψ′(y) èìååì óðàâíåíèÿ:

∂2ψ′

∂y2
− k2ψ′ = −

∂ω̄
∂y
ψ′

ū− c
,

(2)

∂2ψ′∗

∂y2
− k2ψ′∗ = −

∂ω̄
∂y
ψ′∗

ū− c∗
.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (2) íà ψ′∗, âòîðîå íà ψ′ è âû-
÷òåì âòîðîå èç ïåðâîãî. Ïîëó÷èì

∂2ψ′

∂y2
ψ′∗ − ∂2ψ′∗

∂y2
ψ′ = −

∂ω̄
∂y

2ici|ψ′|2

|ū− c|2
. (3)

Óìíîæèì (3) íà ik
4
e2kcit. Ïîëó÷èì

ik

4

(
∂2ψ′

∂y2
ψ′∗ − ∂2ψ′∗

∂y2
ψ′
)
e2kcit ≡

≡ ∂τ

∂y
=

k
2
∂ω̄
∂y
|ψ′|2cie2kcit

|ū− c|2
. (4)

Èòàê, èç (4) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ. Åñ-
ëè ci 6= 0, òî, ïîñêîëüêó τ = 0 íà ãðàíèöàõ, ∂ω̄

∂y
äîëæíî
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ìåíÿòü çíàê âíóòðè îáëàñòè. Åñëè ci = 0 è c íèãäå íå ðàâíî
ū âíóòðè îáëàñòè, òî τ ≡ 0 âî âñåé îáëàñòè. Òî÷êè yc, â êî-
òîðûõ ū = c, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè. Ýòè òî÷êè î÷åíü
âàæíû ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè äëÿ èñ÷åçàþùå ìà-
ëûõ ci.

Çàäà÷à 6.

Ïîêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèè ÷àñòèö â ñòàöèîíàðíîé âîëíå
Ðîññáè íà β-ïëîñêîñòè óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà âèõðÿ íà ñôåðå

∂ω

∂t
+ J(ψ, ω) + 2Ωb

∂ψ

∂λ
= 0 (1)

äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ íà çàïàä (ïðè Ωb > 0)
âîëí Ðîññáè-Áëèíîâîé. Â êà÷åñòâå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëî èçó÷åíî ðåøåíèå òèïà �òâ¼ðäîãî âðà-
ùåíèÿ� � ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà ñ n = 1,m = 0.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå òèïà âîëí Ðîññáè â ïðèáëèæåíèè,
íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèåì β-ïëîñêîñòè. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïðèáëèæåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àáñîëþòíûé âèõðü, êîòîðûé íà
âðàùàþùåéñÿ ñôåðå ìîæíî çàïèñàòü êàê

Ω = ω + 2Ωb sinϕ,

ãäå ω � îòíîñèòåëüíûé âèõðü, à 2Ωb sinϕ � âèõðü âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìîæíî â ëîêàëüíîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåäñòàâèòü êàê

Ω = ω + β(y − y0) + βy0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïîëàãàåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåêîòî-
ðîé øèðîòû âûðàæåíèå

sinϕ = sin(ϕ̄+ ϕ′) = sin ϕ̄ cosϕ′ + cos ϕ̄ sinϕ′
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ìîæíî çàìåíèòü ïðèáëèæåííûì (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ϕ′):

sinϕ ≈ sin ϕ̄+ ϕ′ cos ϕ̄.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ýòî ïðèáëèæåíèå, ìû, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ìîæåì áûòü óâåðåíû â åãî ïðàâèëüíîñòè, òîëüêî åñ-
ëè ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó â óçêîé øèðîòíîé ïîëîñå, îäíàêî
â äàííîé ëåêöèè ìû åãî áóäåì èñïîëüçîâàòü íà âñåé ïëîñ-
êîñòè (x, y).

Èòàê, çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò â ïðèáëèæåíèè β-ïëîñêîñòè

∂∆ψ

∂t
+ u

∂∆ψ

∂x
+ v

∂∆ψ

∂y
+ β

∂ψ

∂x
= 0. (2)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñòàöèî-
íàðíîå ðåøåíèå

ψ̄ = −ūy + A sin k0x (3)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ū = β
k2
0
. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

u = −∂ψ̄
∂y

= ū = const,

∆ψ̄ = −k2
0A sin k0x,

∂∆ψ̄

∂y
= 0

∂ψ̄

∂x
= Ak0 cos k0x,

è ñîîòíîøåíèå

(−ūk2
0 + β)Ak0 cos k0x = 0

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

ū =
β

k2
0

.
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Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâàÿ
ñêîðîñòü âîëíû Ðîññáè äâèæåíèÿ íà çàïàä äîëæíà ñîâïà-
äàòü ïî âåëè÷èíå ñî ñêîðîñòüþ ïîòîêà íà âîñòîê òàê, ÷òî îò-
íîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ β-ïëîñêîñòüþ,
âîëíà áóäåò ñòàöèîíàðíîé. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñòàöèîíàð-
íî, òðàåêòîðèè ÷àñòèö áóäóò ñîâïàäàòü ñ ëèíèÿìè òîêà. Äëÿ
òðàåêòîðèé ÷àñòèö ìû ìîæåì çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé,
êîòîðàÿ èìååò ãàìèëüòîíîâó ôîðìó:

dx

dt
= u = −∂ψ

∂y
,

(4)

dy

dt
= v =

∂ψ

∂x
.

Çäåñü ðîëü ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà èãðàåò ôóíêöèÿ òîêà ψ.
Ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèö âäîëü ýòèõ

òðàåêòîðèé óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Äåéñòâèòåëüíî, èç (4)
è (3) èìååì

x = x0 + ūt,

dy

dt
=
∂ψ

∂x
= Ak0 cos k0x = Ak0 cos k0(x0 + ūt).

Ñëåäîâàòåëüíî,

y = y0 +
A

ū
sin k0(x0 + ūt).

Âîçìóùàÿ íà÷àëüíûå äàííûå íà δx0 è δy0, ïîëó÷èì:

δx = δx0,

δy = δy0 +
A

ū
sin k0(x0 + ūt+ δx0)−

A

ū
sin k0(x0 + ūt) ≡

≡ δy0 +
Ak0

ū
cos k0(x0 + ūt)δx0



Çàäà÷è 129

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δx0. Òàêèì îáðàçîì,√
δx2 + δy2 ≡ ‖δr‖2 ≤

≤
√
δx2

0 + δy2
0 +

A2k2
0

ū2
δx2

0 +
2Ak0

ū
δx0δy0 ≤

≤
√
δx2

0 + δy2
0 +

A2k2
0

ū2
δx2

0 +
Ak0

ū
(δx2

0 + δy2
0) ≤ c1‖δr0‖.

Îòìåòèì, ÷òî èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ñàìà òðàåêòîðèÿ îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

y =
A

ū
sin k0x+ c.

Óñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèé ÷àñòèö ïî Ëÿïóíîâó ïðè çà-
äàííîé ôóíêöèè òîêà, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîâñåì íå ñâÿçàíà
ñ óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó ñàìîé ôóíêöèè òîêà. Îäíà
è òà æå ôóíêöèÿ òîêà ìîæåò áûòü ðåøåíèåì ðàçëè÷íûõ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ äèíàìèêó æèäêîñòè;
âàæíî òîëüêî, ÷òîáû æèäêîñòü áûëà íåñæèìàåìîé.

Çàäà÷à 7.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

∂u

∂t
+ ū

∂u

∂x
= 0, u(x+ L, t) = u(x, t), (1)

u|t=0 = u0, ū = const > 0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòðîèòü ñõåìó íàïðàâëåííûõ ðàç-
íîñòåé è èññëåäîâàòü å¼ íà ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì èññëåäîâàíèå òîëüêî äëÿ àïïðîêñè-
ìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ñõåìà áóäåò èìåòü âèä

∂ui
∂t

+ ū
ui − ui−1

h
= 0,
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èëè â âåêòîðíîì âèäå

d~u

dt
+
ū

h
A~u, (2)

ãäå ìàòðèöà A èìååò âèä

A =


1 −1

1 −1 0
0 1 −1

1 −1
−1 1

 .

Ïîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå (1) áóäåò ãëîáàëüíûì àò-
òðàêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì êîíñòàíòå.
Óìíîæèì óðàâíåíèå (2) ñêàëÿðíî íà ~u. Ïîëó÷èì

1

2

d

dt
‖~u‖2 +

ū

h
(A~u, ~u) = 0,

èëè
d

dt
‖~u‖2 +

ū

h
((A+ A∗)~u, ~u) = 0.

Îòñþäà
d

dt
‖~u‖2 ≤ − ū

h
λmin(A+ A∗)‖~u‖2.

Ìàòðèöà A+ A∗ èìååò âèä

A+ A∗ ≡


2 −1 0 −1
−1 2 −1 0

. . .
−1 −1 2

 .

Ýòà ìàòðèöà èìååò îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ðàâíîå íó-
ëþ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ åñòü êîíñòàíòà.
Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áîëüøå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖~u‖2 ≤ ‖~u0‖2e−
ū
h
λmin(A+A∗)
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è ïðè ëþáîì ~u0 6= const, ïðèíàäëåæàùåì ïîäïðîñòðàíñòâó,
îðòîãîíàëüíîìó êîíñòàíòå, ‖~u‖2 → 0 ïðè t→∞.

Çàäà÷à 8.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −αu+ f, (1)

u(x+ L, t) = u(x, t), ‖f‖ ≤ C, α > 0.

Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (1) îáëàäàåò ïîãëîùàþùèì
ìíîæåñòâîì â L2.

Ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ ∂u
∂x

òàêóþ, ÷òî êîíå÷íîìåð-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (1) òàêæå áóäåò îáëàäàòü ïîãëîùàþùèì
ìíîæåñòâîì.

Ðåøåíèå. Óìíîæèì (1) íà u. Ïîëó÷èì

1

2

∂u2

∂t
+

1

3

∂u3

∂x
= −αu2 + fu. (2)

Ïðîèíòåãðèðóåì (2) ïî ïåðèîäó L. Â ñèëó ïåðèîäè÷åñêèõ
óñëîâèé íà u ïîëó÷èì

∂

∂t
‖u‖2 = −2α‖u‖2 + 2(f, u).

Èìååì

2(f, u) ≡ 2

∫
fudx ≤ 1

ε

∫
f 2dx+ ε

∫
u2dx

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ïîëîæèì ε = α. Ïîëó÷èì

∂

∂t
‖u‖2 ≤ −α‖u‖2 +

1

α
‖f‖2, (3)
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èëè

‖u‖2 ≤ ‖u0‖2e−αt + (1− e−αt)
‖f‖2

α2
.

Ïóñòü ‖u0‖ ≤ R è δ > 0 è ïóñòü e−αT
∗
< δ, òî åñòü

T ∗ > ln δ
α
. Òîãäà äëÿ t > T ∗ áóäåì èìåòü

‖u‖2 ≤ δR2 + (1− δ)
‖f‖2

α2
≤ δR2 +

‖f‖2

α2
.

Ïîëàãàÿ δR2 = ε‖f‖
2

α2 , ïîëó÷èì

‖u‖2 ≤ (1 + ε)
‖f‖2

α2
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîãëîùàþùåãî
ìíîæåñòâà.

Äàëåå, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1) ê âèäó

∂u

∂t
+

1

3

(
u
∂u

∂x
+
∂uu

∂x

)
= −αu+ f. (4)

Ñëåäóÿ ðåøåíèþ çàäà÷è (3), ïîñòðîèì êîíå÷íîìåðíóþ àï-
ïðîêñèìàöèþ (4), èñïîëüçóÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè ïî ïðî-
ñòðàíñòâó. Ïîëó÷èì

∂uh

∂t
+Kh(u

h) · uh = −αuh + fh, (5)

ãäåKh(u
h) � êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, òàê ÷òî (Kh(u

h)·
·uh, uh)h = 0, ãäå (·, ·)h � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå Eh; {uh, fh ∈ Eh}.

Óìíîæàÿ (5) ñêàëÿðíî íà uh, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå, ýê-
âèâàëåíòíîå (3), îòêóäà óæå áóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå
ïîãëîùàþùåãî ìíîæåñòâà.
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Çàäà÷à 9.

Äàíî óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= µ

∂2u

∂x2
+ f, (1)

x ∈ [0, 1], u|t=0 = u0, u|x=0 = u|x=1 = 0.

Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà f , ïðè êîòîðûõ ñòàöèîíàð-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) áóäåò íåïðåðûâíî çàâèñåòü îò ïàðà-
ìåòðà µ.

Ðåøåíèå. Äëÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ñòàöèîíàðíî-
ãî ðåøåíèÿ (1) îò µ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè u0 ∈ R, R
� ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåìû (1), âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ
ðåøåíèÿ â ε-îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ū áóäåò
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî u0. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì áóäåò óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ïîãëîùàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì. Äëÿ ýòîãî ñêàëÿðíî óìíîæèì (1) íà u.
Ïîëó÷èì

1

2

∂‖u‖2

∂t
= µ

(
∂2u

∂x2
, u

)
+ (f, u) ≤

≤ µλmax

(
∂2

∂x2

)
‖u‖2 +

‖f‖2

2ε
+
ε

2
‖u‖2.

Ïîëàãàÿ ε = −λmax

(
∂2

∂x2

)
µ, áóäåì èìåòü

∂‖u‖2

∂t
≤ µλmax

(
∂2

∂x2

)
‖u‖2 +

‖f‖2

−λmax

(
∂2

∂x2

)
µ
.

Èçâåñòíî, ÷òî

λmax

(
∂2

∂x2

)
= −π2
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(u = 0, x = 0, π).

Åñëè îáîçíà÷èòü µ̃ = π2µ, òî

‖u‖2 ≤ e−µ̃t‖u0‖2 + (1− e−µ̃t)
‖f‖2

µ̃2
,

è ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî ìîæíî îöåíèòü êàê

‖u‖ ≤ ‖f‖
µ̃

(1 + δ),

ãäå δ � êàê óãîäíî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà.
Ïóñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ū
∂ū

∂x
= µ

∂2ū

∂x2
+ f.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà ū. Ïîëó÷èì

µ

(
∂2ū

∂x2
, ū

)
+ (f, ū) = 0

èëè

µ

∥∥∥∥∂ū∂x
∥∥∥∥2

= (f, ū). (2)

Ïóñòü u = ū+ u′. Óðàâíåíèå äëÿ u′ áóäåò èìåòü âèä

∂u′

∂t
+ ū

∂u′

∂x
+ u′

∂ū

∂x
+ u′

∂u′

∂x
= µ∆u′. (3)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà u′. Ïîëó÷èì

1

2

∂‖u′‖2

∂t
+

(
ū
∂u′

∂x
, u′
)

+

(
u′
∂ū

∂x
, u′
)

= −µ
∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥2

,

èëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

1

2

∂‖u′‖2

∂t
= −1

2

(
u′,

∂ū

∂x
u′
)
− µ

∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥2

.
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Èìååì (
u′, u′

∂ū

∂x

)
≤ sup |u′|‖u′‖

∥∥∥∥∂ū∂x
∥∥∥∥ .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé:

|u′| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

∂u′

∂x
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

0

∣∣∣∣∂u′∂x

∣∣∣∣ dx ≤
1∫

0

∣∣∣∣∂u′∂x

∣∣∣∣ dx ≤ ∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥ .
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖u′‖ ≤ sup |u′| ≤
∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥ .
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü

∂

∂t
‖u′‖2 ≤

∥∥∥∥∂ū∂x
∥∥∥∥∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥2

− 2µ

∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥2

=

= −2µ

(
1−

∥∥∂ū
∂x

∥∥
2µ

)∥∥∥∥∂u′∂x

∥∥∥∥2

≤ −2µ

(
1−

∥∥∂ū
∂x

∥∥
2µ

)
‖u′‖2,

åñëè 1
2µ

∥∥∂ū
∂x

∥∥ < 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íå-

îáõîäèìî âûïîëíèòü óñëîâèå∥∥∂ū
∂x

∥∥
2µ

≤ 1− δ, 0 < δ < 1.

Èç (2) èìååì

µ

∥∥∥∥∂ū∂x
∥∥∥∥2

≤ ‖f‖‖ū‖ ≤ ‖f‖
∥∥∥∥∂ū∂x

∥∥∥∥ .
Îòñþäà ∥∥∥∥∂ū∂x

∥∥∥∥ ≤ ‖f‖
µ
.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âûïîëíèì óñëîâèå

‖f‖
2µ2

< 1,

òî ïðèáëèæåíèå ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ áóäåò ýêñïîíåí-
öèàëüíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå áóäåò
íåïðåðûâíî çàâèñåòü îò âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Çàäà÷à 10.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

∂ρ

∂t
− ∂ρx

∂x
= ε

∂2ρ

∂x2
x ∈ [−∞,∞], ε = const > 0.

Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ∫
ρdx = 1, ρ ≥ 0, è ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò

ρ|t=0 = Ae−
x2

B , òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå åñòü àòòðàêòîð. Ïî-
êàçàòü, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðèòÿæåíèÿ ê ñòàöèîíàðíî-
ìó ðåøåíèþ íå çàâèñèò îò ε.

Ðåøåíèå. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

− ∂

∂x
xρ̄ = ε

∂2ρ̄

∂x2
,

èëè

−xρ̄ = ε
∂ρ̄

∂x
+ C.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

−x
2

2
= ε ln ρ̄+

∫
C

ρ̄
.

Ïîñêîëüêó ρ̄→ 0 ïðè x→∞, C äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ.
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Èòàê, ρ̄ = Ae−
x2

2ε . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ρ â âèäå

ρ =
a√
D(t)

e−
x2

D(t) ,

òàê ÷òî ïðè

t = 0 ρ0 =
a√
D(0)

e−
x2

D(0) .

Èìååì
∂ρ

∂t
= (

dD

dt

x2

D2
− dD

dt

1

2D
)ρ,

∂ρx

∂x
= (1− 2x2

D
)ρ,

∂2ρ

∂x2
= (

4x2

D2
− 2

D
)ρ.

Îòñþäà, ñîáèðàÿ âñå ñëàãàåìûå è ñîêðàùàÿ íà ρ, ïîëó÷èì

1

2D

dD

dt
(
2x2

D
− 1)− (1− 2x2

D
) =

2ε

D
(
2x2

D
− 1),

èëè (
1

2D

dD

dt
+ 1− 2ε

D
)(

2x2

D
− 1) = 0.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå äëÿ D(t) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè
ïðîèçâîëüíîì x, òî

dD

dt
+ 2D = 4ε.

Îòñþäà
D = 2ε(1− e−2t) +D0e

−2t.
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