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Реферат  

 

Выпускная квалификационная работа, 91 страниц, 21 рисунок, 3 

таблиц, 21 источников. 

ГИСТЕРЕЗИС, ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ФАЗОВЫЕ ПРОНИЦАЕМОСТИ, 

КАПИЛЛЯРНОЕ ДАВЛЕНИЕ, МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, 

ПОРИСТЫЕ СРЕДЫ, НЕФТЕГАЗОНОСНЫЕ ПЛАСТЫ, ЧИСЛЕННЫЕ 

МЕТОДЫ, КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Объектом исследования являются гистерезисные явления в 

относительных фазовых проницаемостях и капиллярных кривых при 

фильтрации многофазных флюидов в пористых средах. 

Цель работы: анализ и сравнение математических моделей гистерезиса 

относительных фазовых проницаемостей и капиллярного давления для 

повышения точности прогнозирования процессов фильтрации в пористых 

средах, применяемых в нефтегазовой инженерии. 

 В процессе работы проводился теоретический анализ физических основ 

гистерезиса, численное моделирование и адаптация математических моделей 

гистерезиса (Карлсона, Киллоу, SHM, SHMR, Play-type), проведение 

вычислительных экспериментов и сравнительный анализ результатов 

В результате систематизированы механизмы гистерезиса в пористых 

средах, проведен сравнительный анализ пяти математических моделей 

гистерезиса, выявлены их преимущества и ограничения, реализованы 

алгоритмы численного решения уравнений фильтрации с учетом 

гистерезисных эффектов, выполнены расчеты, демонстрирующие влияние 

гистерезиса на характеристики фильтрационных процессов. 

Обеспечено увеличение точности моделирования нелинейных 

фильтрационных процессов в пористых средах. 

Результаты работы могут быть использованы при проектировании 

разработки нефтяных месторождений, моделировании процессов заводнения 

и оценке нефтеотдачи пластов. 
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Реализованные модели могут применяться в прогнозировании 

поведения пластовых флюидов, для оптимизации методов увеличения 

нефтеотдачи, а также в гидродинамическом моделировании нефтегазовых 

месторождений. 

Применение разработанных моделей позволяет повысить точность 

прогнозирования фильтрационных процессов и оптимизировать технологии 

добычи углеводородов. 
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The Abstract 
 

 

Final qualification work, 91 pages, 21 figures, 3 tables, 21 sources. 

Hysteresis, relative phase permeabilities, capillary pressure, mathematical 

modeling, porous media, oil and gas reservoirs, NUMERICAL METHODS, 

COMPUTER MODELING 

The object of the study is hysteresis phenomena in relative phase 

permeabilities and capillary curves during the filtration of multiphase fluids in 

porous media. 

The aim of the work is to analyze and compare mathematical models of 

hysteresis of relative phase permeabilities and capillary pressure in order to 

improve the accuracy of predicting filtration processes in porous media used in oil 

and gas engineering. 

 The work involved theoretical analysis of the physical basis of hysteresis, 

numerical modeling and adaptation of mathematical models of hysteresis (Carlson, 

Killow, SHM, SHMR, Play-type), computational experiments, and comparative 

analysis of the results. 

As a result, the mechanisms of hysteresis in porous media were 

systematized, a comparative analysis of five mathematical models of hysteresis 

was carried out, their advantages and limitations were identified, algorithms for the 

numerical solution of filtration equations taking into account hysteresis effects 

were implemented, and calculations demonstrating the influence of hysteresis on 

the characteristics of filtration processes were performed. 

The accuracy of modeling nonlinear filtration processes in porous media has 

been improved. 

The results of this work can be used in the design of oil field development, 

modeling of waterflooding processes, and evaluation of oil recovery from 

reservoirs. 
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The implemented models can be used to predict the behavior of reservoir 

fluids, to optimize methods for increasing oil recovery, and in hydrodynamic 

modeling of oil and gas fields. 

The application of the developed models allows for increased accuracy in 

predicting filtration processes and optimizing hydrocarbon production 

technologies. 
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Сокращения, обозначения, термины и определения 

 

В настоящей работе применяют следующие термины с 

соответствующими определениями: 

– гистерезис относительных фазовых проницаемостей – зависимость 

относительных проницаемостей от направления изменения насыщенности 

(дренаж/пропитка), приводящая к неоднозначности кривых при циклических 

процессах; 

– Капиллярное давление (  ) – разность давлений между 

несмачивающей и смачивающей фазами в пористой среде, обусловленная 

поверхностным натяжением и кривизной мениска. 

– Дренаж – процесс вытеснения смачивающей фазы (например, воды) 

несмачивающей (например, нефтью или газом). 

– Пропитка (имбибиция) – процесс самопроизвольного или 

вынужденного впитывания смачивающей фазы в пористую среду. 

– Остаточная нефтенасыщенность (S_{or}) – доля нефти, остающаяся в 

порах после вытеснения и не участвующая в фильтрации. 

– Функция Леверетта (J-функция) – безразмерная характеристика, 

связывающая капиллярное давление с пористостью и проницаемостью: 

– Сканирующие кривые – промежуточные зависимости, возникающие 

при изменении направления насыщения. 

– Модель SHM (Scanning Hysteresis Model) – модель гистерезиса, 

учитывающая три режима: дренаж, пропитку и сканирование. 

– WAG (Water Alternating Gas) – метод увеличения нефтеотдачи, 

основанный на чередующейся закачке воды и газа. 

В настоящей работе применяют следующие сокращения и обозначения: 

–    – водонасыщенность (доля порового пространства, занятая водой), 

безразмерная величина, изменяется от 0 до 1; 

–    – нефтенасыщенность (доля порового пространства, занятая 

нефтью), безразмерная величина, изменяется от 0 до 1; 
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–    – газонасыщенность (доля порового пространства, занятая газом), 

безразмерная величина, изменяется от 0 до 1; 

–     – остаточная нефтенасыщенность (минимально возможная 

нефтенасыщенность после вытеснения), безразмерная величина; 

–     – остаточная водонасыщенность (минимально возможная 

водонасыщенность), безразмерная величина; 

–     – относительная фазовая проницаемость для воды, безразмерная 

величина; 

–     – относительная фазовая проницаемость для нефти, безразмерная 

величина; 

–     – относительная фазовая проницаемость для газа, безразмерная 

величина; 

–   – абсолютная проницаемость пористой среды, измеряется в м² 

(обычно используется мД - миллидарси); 

–   – пористость горной породы, безразмерная величина; 

–    – капиллярное давление, Па (часто измеряется в МПа); 

–    – динамическая вязкость воды, Па·с; 

–    – динамическая вязкость нефти, Па·с; 

–    – динамическая вязкость газа, Па·с; 

–     – начальная водонасыщенность, безразмерная величина; 

–     – начальная газонасыщенность, безразмерная величина; 

–     – начальная нефтенасыщенность, безразмерная величина; 

–     – остаточная газонасыщенность, безразмерная величина.  
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Введение 

 

Актуальность темы исследования обусловлена возрастающей 

потребностью в повышении эффективности разработки нефтяных 

месторождений, где процессы фильтрации многофазных флюидов в 

пористых средах играют ключевую роль. Одним из важнейших факторов, 

влияющих на точность прогнозирования этих процессов, является гистерезис 

относительных фазовых проницаемостей и капиллярных кривых. 

Гистерезисные эффекты возникают из-за необратимых изменений в 

распределении фаз при циклических воздействиях, таких как чередующаяся 

закачка воды и газа (WAG), и приводят к значительным отклонениям от 

классических моделей, не учитывающих историю изменения насыщенности. 

Исследование и моделирование этих явлений позволяют оптимизировать 

методы увеличения нефтеотдачи и снизить экономические риски при 

разработке месторождений. 

Цель работы заключается в анализе и сравнении математических 

моделей гистерезиса относительных фазовых проницаемостей и 

капиллярного давления для повышения точности прогнозирования процессов 

фильтрации в пористых средах, применяемых в нефтегазовой инженерии. 

Задачи исследования: 

1. Изучить физические основы гистерезиса в пористых средах, включая 

механизмы капиллярного давления, фазового захвата и динамики 

смачивания. 

2. Проанализировать существующие модели гистерезиса (Карлсона, 

Киллоу, SHM, SHMR, Play-type), их математические формулировки и 

применимость в различных условиях. 

3. Реализовать численные схемы для решения уравнений фильтрации с 

учетом гистерезиса. 
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4. Провести численные эксперименты для оценки влияния гистерезиса 

на процессы фильтрации и выполнить сравнительный анализ моделей с 

экспериментальными данными и классическими подходами. 

Объект исследования – гистерезисные явления в относительных 

фазовых проницаемостях и капиллярных кривых при фильтрации 

многофазных флюидов в пористых средах. 

Научная новизна работы заключается в систематизации механизмов 

гистерезиса, сравнительном анализе пяти математических моделей, а также в 

разработке численного решения уравнений фильтрации с учетом 

гистерезисных эффектов. Результаты работы позволяют повысить точность 

моделирования нелинейных фильтрационных процессов и оптимизировать 

технологии добычи углеводородов. 

Практическая значимость исследования заключается в возможности 

применения разработанных моделей при проектировании разработки 

нефтяных месторождений, моделировании процессов заводнения и оценке 

нефтеотдачи пластов. Реализованные модели могут быть использованы для 

прогнозирования поведения пластовых флюидов и оптимизации методов 

увеличения нефтеотдачи. 
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1 ОСНОВЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПОРОВОГО ПРОСТРАНСТВА 

 

Моделирование порового пространства является ключевым 

инструментом в гидродинамике пласта, нефтегазовой инженерии, 

гидрогеологии и материаловедении. Оно позволяет описывать процессы 

фильтрации флюидов в пористых средах, прогнозировать добычу 

углеводородов, моделировать загрязнение подземных вод и проектировать 

новые материалы с заданными свойствами. 

В данном разделе рассматриваются основы математического 

моделирования пористых сред, учитывающие многокомпонентные течения. 

 

1.1  Уравнение сохранения для многокомпонентной системы 

 

В общем случае пористая среда может содержать несколько фаз (вода, 

нефть, газ), и для каждой из них записывается отдельное уравнение 

неразрывности: 

 

  
(     )    (    )            , 

где   — пористость (может изменяться от деформации среды); 

   — плотность фазы (зависит от давления и температуры); 

   — насыщенность фазы (          ); 

   — вектор потока фазы; 

   — источниковый член (закачка/добыча, химические реакции). 

 

1.2 Обобщённый закон Дарси для многокомпонентных течений 

 

1.2.1 Поток фазы с учётом относительной проницаемости 

 

Поток каждой фазы описывается законом Дарси с поправкой на 

фазовые взаимодействия: 
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   (  )

  
(       ), 

где   — абсолютная проницаемость (тензор в анизотропных средах); 

   (  ) — относительная фазовая проницаемость (нелинейная функция 

насыщенности); 

   — вязкость фазы (может зависеть от температуры и состава). 

 

1.2.2 Модели относительной фазовой проницаемости 

 

Относительная фазовая проницаемость является ключевым параметром 

при моделировании многофазной фильтрации, так как она количественно 

описывает способность каждой фазы течь в присутствии других фаз (рисунок 

1.1). Экспериментальные исследования показывают, что эта зависимость 

имеет сложный нелинейный характер, что привело к разработке различных 

эмпирических корреляций. 

 

 

Рисунок 1.1 – Схематичное представление кривых ОФП в системе «вода-нефть» 
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Обозначим наиболее известные экспериментально определяемые 

корреляции. 

Модель Кори [1] – одна из наиболее широко применяемых моделей, 

основанная на степенной зависимости: 

      
       (    )  , 

где    
      

         
 — нормированная насыщенность; 

    — остаточная водонасыщенность; 

    — остаточная нефтенасыщенность; 

      — эмпирические показатели степени (обычно в диапазоне 2-6). 

Показатели степени    и    отражают степень неоднородности 

порового пространства. Чем выше значение, тем сильнее проницаемость 

зависит от насыщенности. 

Эффективная насыщенность    нормирует диапазон изменения 

насыщенности, учитывая остаточные значения, когда фаза становится 

неподвижной. 

Модель Брукса-Кори [2] – усовершенствованная модель, учитывающая 

распределение пор по размерам: 

      

    
      (    ) (    

   
 )  

где   — параметр распределения пор по размерам (чем больше  , тем 

однороднее среда). 

Параметр   связан с сортировкой зерен в породе. Для хорошо 

отсортированных песков   велик (3-6), для глин мал (0.2-1). Модель лучше 

описывает среды с широким распределением пор по размерам. 

В реальных процессах (например, при чередующемся заводнении) 

наблюдается ярко выраженный гистерезис относительной фазовой 

проницаемости. В этом случае зависимость   ( ) перестает быть 

однозначной и монотонной, формируя характерные петли гистерезиса. 
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1.2.3 Капиллярное давление в многокомпонентных системах 

 

Чтобы замкнуть систему уравнений, в которой имеется два 

неизвестных параметра – насыщенность и давление, простейший выбор — 

предположить, что давление   находится в монотонной алгебраической 

зависимости от насыщенности s: 

   ( )  

Здесь подразумевается точечная зависимость  (   )   ( (   )), 

где           — строго монотонная функция. Её также часто обозначают 

как     ( ) («капиллярное давление») (рисунок 1.2). 

 

 
Рисунок 1.2 – Схематичное представление капиллярной кривой в системе «вода-нефть» (J-

функция Леверетта). 

 

Изложим физическое обоснование выдвинутого предположения. 
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Рисунок 1.3 – Раздел двух фаз в поре 

 

Рассмотрим гидрофильный материал, контактирующий с водой. Если 

часть пор частично заполнена водой, между водой и воздухом образуются 

мениски (рисунок 1.3). Из-за поверхностного натяжения возникает разница 

давлений на границе раздела фаз. Если давление воздуха принять за ноль, то 

давление воды становится отрицательным (капиллярное давление). 

Это отрицательное давление объясняет впитывание воды 

гидрофильным материалом: градиент давления в порах вызывает течение 

воды от резервуара к менискам, что увеличивает насыщенность s. 

Важно отметить, что зависимость p=Φ(s) носит принципиально 

нелинейный характер. На начальной стадии пропитки, когда жидкость 

заполняет лишь самые мелкие поры, капиллярное давление максимально. По 

мере увеличения насыщенности в процесс вовлекаются все более крупные 

поры, радиус кривизны менисков увеличивается, и капиллярное давление 

уменьшается. При полном насыщении (s→1) разность давлений стремится к 

нулю, так как граница раздела фаз исчезает. 

Этот механизм объясняет многие практически важные явления: 

1. Самопроизвольное впитывание жидкостей в пористые материалы; 

2. Капиллярную конденсацию в мелких порах; 

3. Явление гистерезиса при смачивании-высыхании; 

4. Особенности распределения фаз в пористой среде. 
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Рассмотренный механизм капиллярного давления для системы вода-

воздух представляет собой частный случай более общего явления 

межфазного взаимодействия. В реальных пористых средах часто встречаются 

системы с несколькими несмешивающимися жидкостями, например, вода-

нефть-газ. В таких случаях капиллярные эффекты проявляются на каждой 

границе раздела фаз, что приводит к возникновению разностей давлений 

между фазами: 

  
          

  
  

        

где индексы w, o, g обозначают воду, нефть и газ соответственно. 

Эти разности давлений, называемые капиллярными давлениями, 

играют ключевую роль в распределении фаз в пористой среде. Для их 

количественного описания используются различные экспериментальные 

модели, среди которых особое место занимает функция Леверетта (Leverett J-

function) [3]: 

  (  )   √
 

 
 (  ), 

где   — поверхностное натяжение,  

 (  ) — безразмерная функция. 

Однако соотношение    ( ) — феноменологическое: даже в грубом 

приближении пористая среда не может быть описана как набор прямых 

трубок (поры должны быть соединены). Кроме того, этот закон не 

учитывает гистерезис, который наблюдается экспериментально [4]. 

 

  



23 

 

2. МИКРОФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ГИСТЕРЕЗИСА 

 

Кратко опишем три основных механизма, ответственных за гистерезис 

в соотношении давление–насыщенность (p-s) в пористых средах. Первый 

связан с физическим законом, описывающим поведение менисков на 

микроуровне, второй обусловлен сложной геометрией пор, а третий 

объясняет влияние захваченных фаз. 

 

2.1 Зависимость краевого угла от скорости (эффект "капли дождя") 

 

В отличие от статического случая, где краевой угол θ₀ определяется 

исключительно балансом поверхностных энергий (уравнение Юнга), в 

динамических условиях наблюдается сложная зависимость угла смачивания 

от скорости движения мениска. 

Когда мы наблюдаем дождевую каплю, можно заметить эффект: 

передний край капли всегда более "плоский", а задний - более "крутой" 

(рисунок 2.1). Это и есть проявление физического явления - зависимости 

краевого угла от скорости движения мениска. В пористых средах этот эффект 

приобретает особое значение, существенно влияя на процессы пропитки и 

осушения. 

 

 
Рисунок 2.1 – Эскиз капли дождя, обосновывающий название "эффект капли дождя" для 

угла контакта, зависимого от скорости [5]. 
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Физическая основа этого явления заключается в том, что движущийся 

мениск ведет себя не так, как статичный. Когда жидкость начинает 

проникать в пору (процесс пропитки), молекулам у переднего края нужно 

"успевать" перестраиваться, что приводит к уменьшению эффективного 

краевого угла. Напротив, при осушении, когда жидкость отступает, 

молекулярные взаимодействия как бы "запаздывают", сохраняя больший 

угол (рисунок 2.2). 

 

 
Рисунок 2.2 – Угол контакта зависит от скорости. В результате кривизна мениска 

различна для пропитки и для дренажа [5]. 

 

В цилиндрической поре при пропитке уменьшенный краевой угол 

означает, что мениск становится менее искривленным, а значит, капиллярное 

давление снижается. При осушении - все наоборот: угол увеличивается, 

кривизна мениска растет, и капиллярное давление усиливается. Именно это 

создает гистерезис даже в идеально гладких порах, разрушая простую 

однозначную связь между насыщенностью и давлением. 

Особенно ярко эти эффекты проявляются в реальных пористых 

материалах, где к динамическим эффектам добавляется влияние 

шероховатости стенок, химической неоднородности поверхности и сложной 

геометрии порового пространства. Например, в нефтяных пластах это 

приводит к тому, что скорость заводнения начинает влиять не только на 

скорость продвижения фронта, но и на конечную нефтеотдачу. 

 

2.2 Эффект "бутылочного горлышка" 

 



25 

 

Классические эксперименты Хейнса 1930-х годов [13] наглядно 

продемонстрировали, как геометрия порового пространства определяет 

характер движения жидкости. В порах переменного сечения, напоминающих 

цепочку бутылочных горлышек (рисунок 2.3), мениск ведет себя подобно 

шарику, преодолевающему серию потенциальных барьеров. 

 

 
Рисунок 0.3 – Трубка с узкими и широкими частями. На левом рисунке интерфейс 

находится в широкой точке поры, кривизна и давление низкие (в абсолютном значении). 

На правом рисунке интерфейс находится в узкой точке, кривизна и давление высокие [5]. 

 

Физика процесса раскрывается через баланс капиллярных сил. Когда 

жидкость входит в расширяющийся участок поры, радиус кривизны мениска 

увеличивается, что приводит к резкому падению капиллярного давления. 

Мениск "застревает" в этом положении, пока внешнее давление не превысит 

критический порог. Затем происходит скачкообразный переход (скачок 

Хейнса) в следующую широкую часть, сопровождающийся характерным 

щелчком - выделением энергии поверхностного натяжения. 

При обратном движении (осушении) ситуация зеркальна: мениск 

стабилизируется в узких перешейках, где малый радиус кривизны 

поддерживает высокое капиллярное давление. Это приводит к 

формированию двух различных траекторий на диаграмме давление-

насыщенность. 

Особенно ярко эти эффекты проявляются в песчаниках с характерной 

зернистой структурой, керамических мембранах, микрофлюидных 

устройствах 

Современные исследования с использованием микротомографии 

показывают, что скачки Хейнса определяют энергетические потери при 
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фильтрации, влияют на остаточное насыщение, а также формируют 

характерный акустический отклик (микросейсмические события). 

 

2.3 Эффект "защелкивания" (snap-off) 

 

Эффект защелкивания представляет собой ключевой механизм 

образования изолированных флюидных кластеров в пористой среде. Когда 

при дренировании (вытеснении смачивающей фазы) перешеек жидкости в 

узком канале становится критически тонким, поверхностное натяжение 

вызывает его разрыв - подобно тому, как лопается мыльная пленка при 

растяжении. Этот процесс приводит к образованию двух принципиально 

разных ситуаций при одном и том же капиллярном давлении. 

В процессе дренирования жидкость сохраняет непрерывность через 

систему узких перешейков, давление распределено по всей фазе и 

насыщенность остается относительно высокой. 

После защелкивания формируются изолированные капли и мениски 

(рисунок 2.4), при этом каждая капля находится в локальном равновесии, и 

общая насыщенность снижается скачкообразно. 

Физически этот эффект объясняется конкуренцией двух факторов: 

 капиллярного давления, стремящегося минимизировать поверхность раздела 

фаз; 

 вязких сил, сопротивляющихся деформации жидкости. 

Особенно ярко эффект проявляется в пористых средах с широким 

распределением размеров пор (где есть сочетание широких поровых тел и 

узких каналов). 
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Рисунок 2.4 – Два эффекта, при которых темная жидкость остается захваченной и не 

может быть удалена из пористой среды. Это приводит к остаточному содержанию воды 

(или нефти) и к необратимому процессу. Слева: когда несмачивающая жидкость (белая) 

проникает в поры, часть смачивающей жидкости (темной) остается захваченной. Справа: 

также, когда смачиваюшая жидкость (белая) выталкивает несмачивающую жидкость 

(темную), остатки могут захватываться [5]. 

 

На кривых капиллярного давления это проявляется характерными 

горизонтальными участками, где при постоянном давлении происходит 

скачкообразное изменение насыщенности. Такое поведение принципиально 

отличает snap-off от плавного гистерезиса, вызванного другими 

механизмами. 

Современные исследования с использованием микрофлюидных чипов и 

рентгеновской томографии позволили визуализировать динамику snap-off в 

реальном времени, показав, что процесс происходит за миллисекунды. 

Геометрия порового канала определяет критическое условие разрыва. После 

защелкивания система долго сохраняет метастабильное состояние. 
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3 ТЕОРИЯ ЛАНДА 

 

3.1 Физическая основа 

 

В 1968 году К. С. Ланд опубликовал фундаментальную статью в Journal 

of Petroleum Technology [6], в которой изложил методику построения кривых 

относительных проницаемостей с учётом гистерезиса, возникающего в 

процессе пропитки (imbibition) пористой среды. Эта работа стала одной из 

первых, где гистерезис насыщенности был количественно связан с 

изменением относительных проницаемостей как для двух-, так и для 

трёхфазных систем. Модель Ланда впоследствии легла в основу 

многочисленных более поздних моделей, включая модели Карлсона и 

Киллоу. 

Гистерезис относительных проницаемостей возникает из-за того, что при 

изменении направления течения флюидов (например, переход от вытеснения 

нефти водой к обратному процессу) фазовое распределение и конфигурация 

жидкостей в порах существенно изменяются. В условиях пропитки 

несмачивающая фаза (например, газ или нефть) может быть частично 

захвачена в порах, становясь неподвижной. Это влияет как на проницаемость 

самой фазы, так и на проницаемость сопутствующих фаз. 

Ключевое наблюдение Ланда: относительная проницаемость зависит не 

только от текущего значения насыщенности, но и от всей истории изменения 

насыщенности. Это было подтверждено экспериментами для двух- и 

трехфазных систем. 

 

3.2 Двухфазная система (вода–газ) 

 

Ланд провёл серию лабораторных экспериментов, исследуя поведение 

двухфазных систем при циклическом изменении водонасыщенности. Он 

установил ряд закономерностей. 
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В процессе пропитки (увеличение   ), проницаемость увеличивается 

быстрее, чем при дренировании, за счёт перераспределения воды в 

капиллярной структуре, содержащей захваченный газ. 

Относительная проницаемость газа резко падает при достижении 

определённого уровня захваченности (т. е. газ становится частично или 

полностью неподвижным). 

Для описания поведения газа Ланд предложил разделить общую 

газонасыщенность на подвижную часть     и захваченную (неподвижную) 

часть    . 

Используя экспериментальные данные, Ланд вывел эмпирическое 

соотношение между начальной газонасыщенностью     (до пропитки) и 

остаточной газонасыщенностью     (после пропитки): 

 

   
 

 

   
    

где   — константа, зависящая от свойств породы. 

Выведенное соотношение позволяет разделить общее насыщение газа 

на подвижную     и захваченную     части: 

    
   

      
  

Основные выводы из теории для двухфазной системы (вода-газ): 

 для неподвижного газа относительная проницаемость рассчитывается с 

учетом распределения подвижного газа по порам; 

 проницаемость воды в условиях пропитки выше, чем при дренировании, из-

за перераспределения воды в порах, содержащих захваченный газ. 

 

3.3 Трехфазная система (вода-нефть-газ) 

 

Развитие теории двухфазной фильтрации естественным образом 

привело к необходимости изучения более сложных трехфазных систем. В 

своей работе Ланд разработал комплексный математический аппарат, 
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позволяющий описывать поведение системы вода-нефть-газ с учетом 

взаимного влияния фаз и гистерезисных эффектов. 

Ключевым концептуальным положением модели является 

предположение о постоянстве максимального остаточного насыщения 

углеводородов: 

 

   
  

 

   
  

 

(   )   
 

    

где    
     

     
  – суммарное остаточное насыщение углеводородов;  

   
     

     
  – начальное насыщение; 

(   )   
  – максимальное остаточное насыщение.  

Это фундаментальное соотношение связывает начальное и конечное 

состояния системы при изменении насыщенности. 

Для трехфазной системы критически важным становится разделение 

насыщенностей на подвижные и остаточные компоненты. Мобильная часть 

нефтяной фазы определяется через решение квадратного уравнения: 

   
  

 

 
[(  

     
 )  

 

 
(

   
 

   
 

 
   

 

   
 )  √( )]  

где   
 

(   )   
    – характеристическая константа пористой среды. 

Это выражение позволяет количественно оценить долю нефти, 

участвующей в фильтрационном потоке, в зависимости от текущего 

состояния системы. 

Основное уравнение для расчета относительной проницаемости нефти 

имеет интегральную форму: 

    
   

  ∫
   

     
 

  
 

 

  
     

 

∫
   

  
 

 

 

 

Для практических расчетов это выражение может быть упрощено при 

допущении линейной зависимости     
  от   : 

       
   (     

 )  (  
     

 )                      
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В зависимости от технологического режима эксплуатации могут быть 

выделены характерные случаи: 

1. Режим с постоянной газонасыщенностью: 

       
   (  

     
 )     

    

2. Режим с полностью захваченным газом: 

       
 [ (  

     
 )     

 ]  
 

 
(   

  
 

 
  

   
 

   
 )  

Эти уравнения находят практическое применение при: 

- проектировании систем заводнения 

- оценке эффективности тепловых методов добычи 

- анализе работы газонапорных режимов 

Чувствительность модели к точности определения этих параметров 

требует тщательного экспериментального обоснования входных данных. 

Особое значение приобретает вопрос верификации модели на реальных 

пластовых системах, учитывая сложность проведения трехфазных 

экспериментов. 

Основные выводы из теории для трехфазной системы (вода-нефть-газ): 

 предполагается, что максимальное остаточное насыщение углеводородов 

(нефть + газ) одинаково независимо от начального состава; 

 проницаемость нефти зависит от направления изменения газонасыщенности. 

Если газонасыщенность уменьшается, нефть обходит захваченный газ. Если 

газонасыщенность увеличивается, поведение аналогично дренированию; 

 уравнения для проницаемости нефти включают поправки на влияние 

захваченного газа. 
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4 МОДЕЛЬ КАРЛСОНА 

 

4.1 Описание модели 

 

Модель Карлсона [7] разработана для описания гистерезиса 

относительной проницаемости по несмачивающей фазе в пористых средах, 

например, нефтяных коллекторах. Основная цель — предсказание кривых 

впитывания (imbibition) на основе данных кривых дренирования (drainage) и 

исторической максимальной насыщенности несмачивающей фазы при 

минимальном количестве экспериментальных точек. Модель устраняет 

необходимость в дополнительных параметрах, таких как коэффициент 

распределения пор по размерам (ε) или эмпирический параметр (λ), 

используемых в предыдущих подходах [6, 8]. 

Модель используется в прогнозировании добычи в газовых и нефтяных 

месторождениях с активным водонапорным режимом, а также при 

оптимизации методов увеличения нефтеотдачи (например, чередующаяся 

закачка воды и газа). 

 

4.2 Математическая формулировка гистерезиса относительной 

проницаемости 

 

4.2.1 Основное уравнение Ланда 

 

В модели используется предположение Ланда о связи между 

исторической максимальной насыщенностью несмачивающей фазы (    ) и 

остаточной насыщенностью (    ): 

 

    
 

 

    
    (4.1) 

где   — константа, характеризующая способность породы удерживать 

несмачивающую фазу; 
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     — максимальная насыщенность не-смачивающей фазы перед началом 

впитывания; 

     — остаточная насыщенность после полного впитывания. 

 

4.2.2 Расчет свободной (подвижной) насыщенности (    ) 

 

В процессе впитывания несмачивающая фаза разделяется на: 

 свободную (подвижную) часть (    ), которая участвует в течении; 

 захваченную (неподвижную) часть (    ). 

Общая насыщенность фазы – это сумма свободной и захваченной 

частей: 

               (4.2) 

Опираясь на теорию Ланда, Карлсон выводит уравнение для 

подвижной части     : 

     
 

 
[(    

       
 )   √(        )  

 

 
(        )]  (4.3) 

Для вывода уравнения (4.3) из уравнения Ланда выразим       для 

текущей свободной фазы (    ): 

      
    

       
  (4.4) 

где       — остаточная насыщенность, которая могла бы быть достигнута, 

если бы процесс впитывания начался с текущего     . 

Захваченная фаза (    ) равна разности между конечной остаточной 

(    ) и еще не захваченной (     ): 

                 (4.5) 

Подставляя в (4.2), получаем: 

              
    

       
  (4.6) 
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Решая уравнение относительно     , приходим к итоговой 

формуле (4.3). 

 

4.2.3 Расчет относительной проницаемости при впитывании 

 

При впитывании подвижность несмачивающей фазы соответствует 

дренажной проницаемости, но при меньшей эффективной насыщенности 

(        ). Относительная проницаемость определяется через дренажную 

кривую: 

    
 (   )      

 (    )  (4.7) 

где     
  — относительная проницаемость при дренировании (известна из 

эксперимента); 

     — свободная насыщенность, рассчитанная ранее. 

 

4.2.4. Алгоритм вычислений 

 

Шаг 1. Вычисление константы C 

Расчет  ‾   : для каждой экспериментальной точки впитывания 

(          
 ) находят       из условия (4.7) и рассчитывают       по 

формуле (4.3). Далее усредняют значения      : 

 ‾    

∑      

 

   

 
  

(4.8) 

Расчет  : используют уравнение Ланда (4.1). 

Шаг 2. Определение остаточной насыщенности (    ) 

Для заданной точки изменения направления насыщения (    ) 

вычисляют      по формуле (4.1). 

Шаг 3. Расчет свободной насыщенности (    ) 

Для текущей насыщенности    , при которой требуется найти     
  

вычисляют      по формуле (4.3). 
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Шаг 4. Определение относительной проницаемости (    
 ) 

По дренажной кривой     
 (   ) находят значение, 

соответствующее      по формуле (4.7). 

Далее повторяют шаги 3–4 для всех    , чтобы построить полную 

кривую впитывания. 

 

4.3 Преимущества и ограничения модели 

 

Преимущества модели: 

 Минимальные входные данные: кривая дренирования     , одна точка 

впитывания. 

 Не требует параметров ε или λ (как в модели Киллоу). 

 Позволяет экстраполировать данные за пределы экспериментального 

диапазона. 

 Автоматически учитывает параллельность кривых впитывания. 

Ограничения модели:  

 предполагает идеальное поведение системы (например, отсутствие 

частичного обратного дренирования перед впитыванием). 

 требует точного определения     . 

 менее применима для систем с аномальной геометрией пор (например, 

трещиноватые коллекторы). 
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5 МОДЕЛЬ КИЛЛОУ 

 

5.1 Описание модели 

 

Модель Киллоу [8] разработана для учёта гистерезиса относительных 

проницаемостей и капиллярных давлений в двух- и трёхфазных (вода-нефть-

газ) гидродинамических системах. Основная цель — повышение точности 

прогнозирования добычи в сложных условиях, таких как: 

 чередующиеся процессы дренирования и впитывания (например, при 

изменяющихся режимах закачки); 

 наличие свободного газа в пласте при заводнении; 

 усадка газовой шапки. 

Модель Киллоу, также как и модель Карлсона, устраняет недостатки 

традиционных подходов, где используются единственные кривые 

проницаемости без учёта истории изменения насыщенности. При этом 

гистерезис относительных проницаемостей в модели реализован как для 

несмачивающей фазы, которая при впитывании частично захватывается, что 

снижает её подвижность, так и для смачивающей фазы, которая 

демонстрирует меньший гистерезис, но её проницаемость зависит от 

количества захваченной несмачивающей фазы. 

В отличие от модели Карлсона в модели Киллоу реализован учет 

гистерезиса капиллярной кривой, эффект которого экспериментально был 

доказан в других работах [9]. 

 

5.2 Математическая формулировка гистерезиса относительных 

проницаемостей 

 

Модель Киллоу описывает гистерезис относительных проницаемостей 

для смачивающей и несмачивающей фаз, учитывая историю изменения 

насыщенности. Далее рассматрим систему газ-вода. 
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5.2.1 Несмачивающая фаза (газ) 

 

Остаточная насыщенность газа (   ) рассчитывается по уравнению 

Ланда: 

    
  
 ist

      
 ist

  (5.1) 

где 

  
 

   
 

 

  
 ist

  (5.2) 

где   
 ist — историческая максимальная насыщенность газа; 

 — константа, зависящая от свойств породы. 

Кривая пропитки    
imb строится при помощи параметрической 

интерполяции: 

   
imb(  )     

drain(  
 ist)  (

      

  
 ist     

)

 

  (5.3) 

где  — параметр кривизны (обычно      ); 

   
drain — дренажная кривая, известная из эксперимента. 

Если      
 ist, используется дренажная кривая    

drain. 

Если       , то    
imb   . 

 

5.2.2 Смачивающая фаза (вода) 

 

Кривая пропитки в смачивающей фазе будет зависеть от количества 

захваченного газа (несмачивающей фазы), поэтому необходима коррекция на 

захваченный газ:  

   
imb(  )     

drain(  )       (
   
ma     

   
ma )

 

  (5.4) 
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где         
imb, ma     

drain — разница между максимальной пропиточной и 

дренажной проницаемостями; 

  — параметр влияния захваченного газа (настраивается под данные); 

   
ma  — максимально возможная остаточная газонасыщенность. 

 

5.2.3 Трёхфазная система 

 

Для трехфазной системы используется модифицированная модель 

Стоуна [10]: 

    (        )  (        )           (5.5) 

где      и      — относительные проницаемости нефти в двухфазных 

системах вода-нефть и газ-нефть соответственно, учитывающие гистерезис. 

Дли системы вода-нефть относительная проницаемость      вычисляется по 

пропиточным/дренажным кривым в зависимости от водонасыщенности    

аналогично системе газ-нефть. 

 

5.2.4. Алгоритм расчёта 

 

Шаг 1. Определение направления изменения насыщенности: если    

 увеличивается, то происходит впитывание, осуществляется переход на 

пропиточную кривую. Если     уменьшается, то происходит дренирование, 

осуществляется возврат к дренажным кривым (если      
 ist ). 

Шаг 2. Обновление истории: при достижении нового максимума   , 

обновляется   
 ist . 

Шаг 3. Расчёт    
imb ,    

imb ,      по формулам выше. 

 

5.3 Математическая формулировка гистерезиса капиллярной кривой 
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Капиллярное давление (  ) меняется между дренажными и 

пропиточными кривыми через сканирующие кривые. 

 

5.3.1 Сканирующая кривая при переходе от дренажа к пропитке 

 

Капиллярное давление рассчитывается как: 

  (  )    
   (  )    [  

      (   
 )     

    (   
 )]  (5.6) 

где 

  

 

     
    

   
  

 
 

 

  
      

    
   

  
 
 

  (5.7) 

где   
    – максимальная насыщенность смачивающей фазы. 

 

5.3.2 Сканирующая кривая при переходе от пропитки к дренажу 

 

Капиллярное давление рассчитывается как: 

  (  )    
   (  )    [  

      (   
 )     

    (   
 )]  (5.8) 

где 

  

 

  
    

      
  

 
 

 

  
    

       
  

 
 

  (5.9) 

где     – остаточная насыщенность смачивающей фазы. 

 

5.3.3 Обработка множественных разворотов 

 

Если направление изменения насыщенности меняется несколько раз, 

модель запоминает точку первоначального разворота (  
    

) и строит новые 

сканирующие кривые, возвращаясь к ней. 
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Если насыщенность начинает уменьшаться при насыщенности   
  при 

движении по сканирующей кривой в процессе движения от дренирования к 

пропитке, то новая кривая сканирования, проходящая назад к точке, где была 

начата исходная кривая, рассчитывается следующим образом. 

Новая сканирующая кривая при движении от пропитки к дренажу 

будет рассчитываться следующим образом: 

  (  
 )    

       [  
      (   

  )     
    (   

  )]  (5.10) 

где 

   

 

  
    

      
   

  
 
 

 

  
    

   
      

   
  

 
 

  (5.11) 

где   
      

 – точка выхода с кривой пропитки (неизвестна). 

Для определения   
      

, уравнения для двух сканирующих кривых 

приравниваются в точке   
 : 

  (  
 )[Дренаж → Припитка    (  

 )[Пропитка → Дренаж   

или в развернутой форме: 

  
     (  

     
  )    

      (  
     

  )  

После преобразования и деления на (  
     

  ) получаем: 

        (5.12) 

Левая часть уравнения выше известна. Следовательно, 

неизвестное   
     

 можно найти из получившегося квадратного уравнения 

относительно   
     

. 

Как только   
     

 найдено, формула (5.10) может использоваться для 

расчета    в любой точке новой сканирующей кривой, пока насыщенность 

продолжает уменьшаться. Если      
    

, капиллярное давление снова 

следует дренажной кривой. 

Этот подход искусственный, но он обеспечивает соответствие 

экспериментальным данным. 

 



41 

 

5.3.4 Алгоритм расчета 

 

Шаг 1. Определение текущего режима: если    увеличивается → 

режим пропитки. Если    уменьшается → режим дренажа. 

Шаг 2. Обработка разворота (смены режима): при изменении 

направления    (например, после дренажа началась пропитка): 

1. Фиксируется точка разворота   
    

. 

2. Строится сканирующая кривая между текущей и противоположной базовой 

кривой.  

Расчет сканирующих кривых: дренаж → пропитка (рост   ) – формулf 

(5.6), пропитка → дренаж (падение   ) – формула (5.8). 

Шаг 3. Обработка множественных разворотов: при повторной смене 

направления сканирующая кривая возвращается к первой точке разворота.  

Новая кривая сканирования для возврата к первоначальной точке разворота 

строится по формулам (5.10-5.12). 

Если     выходит за пределы        
    , используется ближайшее 

допустимое значение. 

Шаг 4. Выход из сканирующего режима: если    пересекает   
    

 в 

обратном направлении, то происходит возврат к исходной базовой кривой. 

 

5.4 Преимущества и ограничения модели 

  

Преимущества модели Киллоу: 

1. Учет истории насыщения. Модель запоминает точки разворота (например, 

переход от дренажа к имбибиции), что позволяет более точно описывать 

реальные процессы в пористой среде. 

2. Интерполяция между кривыми. Использует сканирующие кривые, плавно 

соединяющие дренажную и пропиточную кривые, что исключает резкие 

скачки   . 
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3. Минимальные входные данные. Требует только две базовые 

кривые (дренажную и пропиточную) + параметр кривизны ϵ, без 

необходимости в дополнительных экспериментах. 

4. Гибкость. Позволяет моделировать многократные циклы дренажа/пропитки, 

что важно для задач нефтедобычи (например, при изменении режимов 

закачки воды). 

Ограничения модели Киллоу: 

1. Упрощенная интерполяция. Сканирующие кривые строятся по эмпирическим 

формулам, что может не учитывать сложные эффекты (например, 

зависимость от скорости изменения   ). 

2. Фиксированные параметры. Параметр ϵ (кривизна) подбирается вручную 

и не адаптируется автоматически под разные типы пород. 

3. Не учитывает смачиваемость. Модель разработана для водонасыщенных 

систем и может давать погрешности для смешанно-смачиваемых или 

нефтенасыщенных сред. 

4. Вычислительная нагрузка. Требует хранения истории насыщения для каждой 

ячейки сетки в численных симуляциях, что увеличивает объем памяти. 
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6. МОДЕЛЬ SHM 

 

Модель SHM (Scanning Hysteresis Model) [11], разработанная для учета 

гистерезиса относительных проницаемостей в двухфазных (например, вода-

нефть) системах, описывает сложное поведение потоков в пористой среде с 

учетом истории изменения насыщенности. В отличие от традиционных 

моделей, SHM вводит параметр гистерезиса π, который характеризует 

внутреннее распределение фаз в порах и отражает память системы о 

предыдущих процессах дренирования и впитывания. 

Основные особенности модели SHM: 

 В модели предполагается, что относительная проницаемость одной из фаз 

(например, нефти) зависит не только от насыщенности, но и от параметра 

гистерезиса π, тогда как проницаемость другой фазы (например, воды) 

зависит только от насыщенности и не проявляет гистерезиса. 

 Проницаемости нефти задаются тремя типами кривых: кривой дренирования 

(kD), кривой впитывания (kI) и сканирующими кривыми (kS), которые лежат 

между ними и соответствуют обратимым изменениям состояния. При 

увеличении насыщенности нефти выше определенного порога поток следует 

кривой дренирования, при уменьшении — кривой впитывания, а между 

этими режимами — сканирующим кривым, характеризующимся 

обратимостью. 

 Переходы между режимами дренирования, впитывания и сканирования 

сопровождаются изменением параметра гистерезиса π, что позволяет модели 

учитывать историю изменения насыщенности и связанные с ней эффекты 

памяти1. 

 Модель SHM базируется на модификации закона Дарси для двухфазного 

потока с учетом гистерезиса и описывает уравнения сохранения массы и 

движения фаз с учетом капиллярных эффектов и диффузии, индуцированной 

капиллярным давлением1. 
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 SHM является эвристической моделью, хорошо согласующейся с 

экспериментальными данными, но не имеющей строгой математической 

спецификации, что затрудняет построение решений некоторых задач 

(например, задач Римана) без дополнительных предположений. 

Для устранения этих ограничений была предложена расширенная 

модель SHMR (Scanning Hysteresis Model wit  Rela ation), которая вводит 

механизм релаксации, позволяющий сканирующим кривым выходить за 

пределы кривых дренирования и впитывания. В SHMR кривые дренирования 

и впитывания рассматриваются как аттракторы состояний вне области 

сканирования, а переходы между режимами происходят на временных 

масштабах, связанных с перераспределением фаз в порах под действием 

капиллярных сил. Формальный анализ показал, что SHM с дополнительным 

диффузионным членом возникает как предельный случай SHMR при 

стремлении времени релаксации к нулю. 

 

6.1 Математическая формулировка модели SHM 

 

6.1.1 Определение областей течения 

 

Дренаж происходит при уменьшении насыщенности воды (
   

  
  ). 

Относительная проницаемость нефти: 

     (  ) где         

Параметр гистерезиса   изменяется так, чтобы выполнялось: 

  (  )    (    )  

Пропитка происходит при увеличении насыщенности воды (
   

  
  ). 

Относительная проницаемость нефти: 

     (  )  

Параметр гистерезиса   изменяется так, чтобы выполнялось: 

  (  )    (    )  
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Сканирование происходит при изменении насыщенности в пределах 

между дренажем и пропиткой. 

Относительная проницаемость нефти: 

     (    ) где   
 ( )       

 ( )  

Параметр гистерезиса   остаётся постоянным. 

 

6.1.2 Функции потока 

 

Функция потока для воды (без гистерезиса): 

     (  )  

Для нефти (с гистерезисом): 

   {

  (  ) при дренаже 

  (  ) при имббиции 

  (    ) при сканировании 

 

 

6.1.3 Уравнение Бакли-Леверетта с гистерезисом 

 

Уравнение для насыщенности воды    (обозначаемой как  ): 

  

  
 

 

  
 (   )  

 

  
(    

  
)  

где  (   ) — функция потока, зависящая от режима течения: 

 (   )  {

  ( ) при дренаже 

  ( ) при имббиции 

  (   ) при сканировании 

 

  — коэффициент диффузии, обусловленный капиллярными эффектами. 

 

6.1.4 Правила переключения режимов 

 

Если   достигает   ( ) и 
  

  
  , начинается дренаж. 

Если   достигает   ( ) и 
  

  
  , начинается пропитка. 
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При изменении направления изменения   (например, с уменьшения на 

увеличение), поток возвращается в режим сканирования. 

На концах интервала насыщенности (    и    ) дренажная и 

пропиточная кривые пересекаются, что позволяет прямому переключению 

между режимами. 

 

6.2 Алгоритм расчета SHM 

 

Шаг 1. Инициализация переменных.  

Задать начальные значения насыщенности нефтью    и водой   =1−  .  

Задать начальное значение параметра гистерезиса   (обычно 

определяется исходным состоянием: дренаж/впитывание/сканирование).  

Определить функции относительных проницаемостей для нефти: 

   
 (  ) – кривая дренажа (drainage); 

   
 (  ) – кривая впитывания (imbibition); 

   
 (     ) – сканирующие кривые (scanning). 

Для воды проницаемость   (  ) зависит только от насыщенности 

водой. 

Шаг 2. На каждом временном шаге: 

a. Определить режим изменения насыщенности. 

Вычислить производную 
   

  
: 

 если 
   

  
   (насыщенность нефтью растёт) — дренаж; 

 если 
   

  
   (насыщенность нефтью падает) — впитывание; 

 если знак производной меняется, то это переход между режимами. 

b. Определить текущую кривую проницаемости: 

 если   
 ( )       

 ( ): режим сканирования, используем   
 (     ); 

 если      
 ( ) и 

   

  
  : режим дренажа, используем   

 (     ); 

 если      
 ( ) и 

   

  
  : режим впитывания, используем   

 (     ). 
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c. Обновить параметр гистерезиса  : 

 в режиме сканирования   не меняется; 

 при переходе на дренаж или впитывание: определить новое значение   так, 

чтобы выполнялось  

  (  )    (    )  (для дренажа) или  

  (  )    (    )  (для впитывания); 

 при возвращении в сканирование после смены направления – зафиксировать 

новое значение  . 

d. Вычислить относительные проницаемости 

 для нефти   
 (     ),   

 (  )или   
 (  ) в зависимости от режима; 

 для воды:   (  ). 

e. Решить уравнения двухфазного потока. 

f. Перейти к следующему временному шагу. 

Шаг 3. Повторять шаги 2a–2f для всех временных шагов и ячеек 

расчётной сетки. 

 

6.3 Математическая формулировка модели SHMR 

 

Модель SHMR представляет собой усовершенствование SHM, 

вводящее релаксационный механизм для параметра гистерезиса  , что 

позволяет более физично описывать переходные процессы. 

 

6.3.1. Основные уравнения модели 

 

Система уравнений SHMR включает уравнение переноса 

насыщенности: 

   

  
 

 

  
 (    )  

 

  
(     

  
)  

где  (    ) – обобщенная функция потока; 

ε - капиллярный коэффициент диффузии. 



48 

 

Уравнение релаксации параметра гистерезиса: 

  

  
  (    )  

{
 
 

 
 

  (  )   

 
если        (  )

  (  )   

 
если        (  )

 иначе

  

где τ - время релаксации; 

  (  ),   (  ) – равновесные значения на кривых пропитки и дренажа. 

 

6.3.2 Определение областей состояния 

 

В отличие от SHM определяется расширенная область сканирования: 

 ̂              (все возможные (    ))  

Релаксационные зоны: 

 для     (  ): релаксация к кривой пропитки; 

 для     (  ): релаксация к кривой дренажа; 

 внутри    (  )   (  ) : параметр π сохраняется. 

 

6.3.3 Функции потока и проницаемости 

 

Расширенная функция проницаемости: 

 ̂ (    )     продолжение    за пределы    

Обобщенная функция потока: 

 (    )  
  (  )   

  (  )     ̂ (    )   

  

 

6.3.4 Предельный переход к SHM 

 

При τ → 0+ решение формально стремится к SHM с дополнительным 

диффузионным членом: 
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    (  )  

 

  
((          )    

  
)  

где      – релаксационная вязкость. 

 

6.4 Алгоритм расчета SHMR 

 

Шаг 1. Инициализация переменных.  

Задать начальные значения насыщенности нефтью    и водой   =1−  .  

Задать начальное значение параметра гистерезиса   (обычно 

определяется исходным состоянием: дренаж/впитывание/сканирование). 

Задать время релаксации   (обычно мало,            ). 

Определить функции относительных проницаемостей для нефти: 

   
 (  ) – кривая дренажа (drainage); 

   
 (  ) – кривая впитывания (imbibition); 

  ̂ 
 (    ) – расширенная сканирующая кривая (определена для всех   , а не 

только в зоне сканирования). 

Задать границы сканирования   
 ( ) (граница дренажа) и 

  
 ( ) (граница пропитки). 

Для воды проницаемость   (  ) зависит только от насыщенности 

водой. 

Шаг 2. На каждом временном шаге: 

a. Определить режим изменения насыщенности. 

Вычислить производную 
   

  
: 

 если 
   

  
   (насыщенность нефтью растёт) – дренаж. 

 если 
   

  
   (насыщенность нефтью падает) – впитывание. 

 если знак производной меняется, то это переход между режимами. 

b. Определить текущую кривую проницаемости: 

 если     (  ): используем расширенную сканирующую кривую  ̂ 
 (    ); 

 если     (  ): используем расширенную сканирующую кривую  ̂ 
 (    ); 
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 если   (  )      (  ): используем сканирующую кривую   
 (    ). 

c. Обновить параметр гистерезиса  . 

  

  
  (    )  

{
 
 

 
 

  (  )   

 
если     (  ) 

  (  )   

 
если     (  ) 

 иначе.

 

d. Вычислить относительные проницаемости 

 для нефти     ̂ 
 (    ) вне сканирования или      

 (    ) в режиме 

сканирования; 

 для воды:   (  ). 

e. Решить уравнения двухфазного потока. 

Учитывается капиллярное давление   (  )        

f. Перейти к следующему временному шагу. 

Шаг 3. Повторять шаги 2a–2f для всех временных шагов и ячеек 

расчётной сетки. 

 

6.5 Преимущества и ограничения моделей 

 

6.5.1 Scanning Hysteresis Model (SHM) 

 

Преимущества: 

1. Согласованность с экспериментами: модель хорошо соответствует 

лабораторным наблюдениям гистерезиса относительных проницаемостей. 

2. Учет различных режимов течения: модель различает режимы дренирования, 

впитывания и сканирования, что позволяет точнее описывать физические 

процессы. 

3. Параметр гистерезиса: введение параметра π позволяет учитывать "память" 

системы о предыдущих состояниях. 

4. Простота реализации: относительно простая математическая формулировка 

для численной реализации. 
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5. Физическая интерпретируемость: модель имеет ясную физическую 

интерпретацию, связанную с распределением фаз в порах. 

Ограничения: 

1. Отсутствие строгой математической спецификации: как отмечают авторы, 

"SHM является эвристической моделью... но не имеет хорошей 

математической спецификации". 

2. Ограниченность сканирующих кривых: сканирующие кривые ограничены 

кривыми дренирования и впитывания, что может не полностью 

соответствовать реальности. 

3. Дискретные переходы между режимами: модель предполагает резкие 

переходы между режимами, что может не соответствовать плавным 

физическим процессам. 

4. Упрощенное представление о гистерезисе: учитывается гистерезис только 

для одной фазы (нефти), в то время как в реальности может наблюдаться 

гистерезис для обеих фаз. 

 

6.5.2 Scanning Hysteresis Model with Relaxation (SHMR) 

 

Преимущества: 

1. Математическая строгость: обеспечивает более строгую математическую 

формулировку гистерезиса. 

2. Расширенный диапазон сканирования: позволяет сканирующему потоку 

выходить за пределы кривых дренирования и впитывания. 

3. Концепция аттракторов: рассматривает кривые дренирования и впитывания 

как аттракторы состояний вне области сканирования, что физически более 

обоснованно. 

4. Учет релаксационных процессов: включает временные масштабы, 

соответствующие перераспределению фаз в порах под действием 

капиллярных сил. 

Ограничения: 
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1. Вычислительная сложность: более сложная модель требует больших 

вычислительных ресурсов. 

2. Дополнительные параметры: требуется определение параметров релаксации, 

которые сложно измерить экспериментально. 

3. Сложность калибровки: более сложная модель требует более тщательной 

калибровки по экспериментальным данным. 

4. Ограниченная применимость: как и SHM, модель SHMR не учитывает 

гистерезис капиллярного давления, который может быть важен в некоторых 

режимах течения. 

5. Требовательность к входным данным: для корректной работы модели 

требуется больше экспериментальных данных о поведении системы. 
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7 МОДЕЛЬ PLAY-TYPE 

 

Play-type — это модель гистерезиса, применяемая для описания 

капиллярного давления и относительных проницаемостей при двухфазном 

течении в пористой среде. Особенность этой модели в том, что капиллярное 

давление    при изменении насыщенности   зависит от направления 

изменения: при нарастании насыщенности (инфильтрации) оно следует 

одной кривой   
( )

( ), а при убывании (дренаж) — другой,   
( )

( ), при этом 

промежуточные сканирующие кривые аппроксимируются вертикальными 

линиями на постоянной насыщенности. Такая структура формирует петлю 

гистерезиса, где давление зависит не только от текущей насыщенности, но и 

от истории изменения насыщенности. Модель называется play-type, 

поскольку сканирующие кривые вертикальны, что напоминает оператор play 

из теории гистерезиса [21]. 

Особенности play-type гистерезиса: 

 сканирующие кривые между основными ветвями моделируются 

вертикальными линиями, что упрощает описание промежуточных состояний; 

 аналогичный гистерезис наблюдается и для относительных проницаемостей, 

хотя и в меньшей степени; 

 модель имеет физическую основу и широко применяется в численных 

симуляторах пористых сред; 

 для модели доказана корректность постановки задачи и исследованы ее 

математические свойства. 

Также в работе [9  описывается расширение теории на динамические 

эффекты. Включение динамического капиллярного эффекта через член − 

 
  

  
 позволяет учитывать неравновесные процессы и релаксацию 

капиллярного давления при изменении насыщенности. Это расширение 

объясняет ряд явлений, которые не поддаются описанию классическими 

стационарными моделями: 



54 

 

 появление эффекта "перенасыщения" — ситуация, когда насыщенность 

внутри образца превышает граничную насыщенность при достаточно 

высоких скоростях потока; 

 возникновение немонотонных профилей насыщенности и множественных 

фронтов (шоков), что нехарактерно для классических моделей; 

 расширение класса допустимых решений уравнений, включая нестандартные 

(неклассические) шоки и устойчивые насыщенные плато; 

 совместный учет гистерезиса и динамического капиллярного давления 

необходим для адекватного моделирования сложных явлений, таких как 

развитие вязких пальцев и динамика фронтов насыщенности. 

 

7.1 Математическая формулировка модели без динамических эффектов 

 

7.1.1 Гистерезис капиллярного давления 

 

Задается кривая дренирования   
( )

(  ) и кривая пропитки   
( )

(  ). 

Капиллярное давление определяется гистерезисом play-типа. Условия 

переключения между кривыми: 

  (  )  

{
 
 

 
   

( )
(  ) если 

   

  
  (дренирование) 

  
( )

(  ) если 
   

  
  (пропитка) 

остаётся на текущей кривой если 
   

  
   

 

Сканирующие кривые при изменении направления насыщенности   

,    мгновенно переключается между   
( )

 и   
( )
, то есть промежуточных 

сканирующих кривых нет (в отличие от модели Киллоу). 

 

7.1.2 Гистерезис относительных фазовых проницаемостей 

 

Аналогично капиллярному давлению: 
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   (  )  

{
 
 

 
    

( )
(  ) если 

   

  
  (дренирование) 

   
( )

(  ) если 
   

  
  (пропитка) 

остаётся на текущей кривой если 
   

  
   

 

где     (вода) или   (нефть/газ). 

 

7.2 Математическая формулировка модели с динамическими эффектами 

 

Динамические эффекты – это зависимость капиллярного давления от 

скорости изменения насыщенности. 

 

7.2.1 Динамическое капиллярное давление 

Динамическое капиллярное давление с гистерезисом определяется как: 

  (  )    
 yst(  )   

   

  
  

где   
 yst

(  ) — гистерезисная часть; 

  — коэффициент динамической капиллярности [Па·с . 

Гистерезисная составляющая: 

  
 yst

(  )  

{
 
 

 
   

( )
(  ) при дренировании (

   

  
  ) 

  
( )

(  ) при пропитке (
   

  
  ) 

линейная интерполяция при остановке (
   

  
  ) 

 

 

7.3 Алгоритм расчёта гистерезиса Play-Type 

 

Входные данные: 

1. Табулированные кривые: 

   
( )

(  ),   
( )

(  ); 

    
( )

(  ),    
( )

(  ); 
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    
( )

(  ),    
( )

(  ). 

2. Начальная насыщенность   
  и её история (рост или падение). 

Шаг 1. Определение направления изменения    

На каждом временном шаге   : 

   

  
 

  
    

   

  
  

Шаг 2. Выбор кривой 

Если 
   

  
  , то это пропитка, используем   

( )
    

( )
    

( )
. 

Если 
   

  
  , то это дренаж, используем используем   

( )
    

( )
    

( )
 . 

Если 
   

  
  , то оставляем текущие значения. 

Шаг 3. Интерполяция (если кривые заданы таблично). 

Для заданной   
  находим    и    из таблиц (линейная/кубическая 

интерполяция). 

Шаг 4. Обновление параметров. 

Сохраняем текущее значение   
  и направление sign(

   

  
). 

Переходим к следующему временному шагу. 
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8 ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

 

8.1 Сравнение уравнения Бакли–Леверетта с моделью Карлсона и без 

 

8.1.1 Цель эксперимента 

 

Целью численного эксперимента является моделирование одномерного 

вытеснения нефти водой с учётом гистерезиса относительных фазовых 

проницаемостей. Для этого сравниваются две модели: 

1. Модель без гистерезиса, в которой используются дренажные кривые 

относительных проницаемостей как универсальные; 

2. Модель с гистерезисом по Карлсону, учитывающая различия между 

режимами дренажа и пропитки, а также эффект остаточной 

нефтенасыщенности с применением поправки по методу Карлсона. 

 

8.1.2 Математическая модель 

 

Модель основана на уравнении однородного двухфазного течения 

жидкости в пористой среде в одномерной постановке. Основное уравнение 

— уравнение переноса насыщенности воды: 

   

  
  

   (  )

  
    

где   (   ) — насыщенность водой; 

  (  ) — фракционный поток воды; 

  — постоянная скорость фильтрации. 

Фракционный поток определяется как: 

  (  )  

   (  )
  

   (  )
  

 
   (  )

  

  

где    (  ),    (  ) — относительные проницаемости для воды и нефти; 
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  ,    — вязкости воды и нефти. 

Граничные и начальные условия: 

 Начальное условие:   (   )    во всей области; 

 Граничное условие: на входе    , подаётся периодическая синусоидальная 

насыщенность (рисунок 8.1). 

 

   ( )              (   ) 

 
Рисунок 8.1 – Периодическое входное воздействие 

 

8.1.3 Дискретизация уравнения 

 

Используется явная схема первого порядка по пространству и времени 

(upwind-схема). Пространственная область разбивается на   равномерных 

ячеек длины       , а временная эволюция реализуется с шагом   . 

Дискретизация: 

  
      

  
  

  
(      

        
 ) 

где       
      (  

 ) – поток воды на границе ячеек, вычисляемый по 

upstream значению насыщенности (upwind). 

Потоки через границы ячеек рассчитываются с использованием 

значения насыщенности в ячейке слева (upwind). 

Для граничной ячейки (вход): используется функция    ( ). 

Для внутренних: 

           (  )  
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Таким образом, численная схема обеспечивает простую и устойчивую 

дискретизацию при выполнении условия Куранта: 

    

  
    

В данной реализации используется значение           при       

и      , что обеспечивает стабильность схемы. 

 

8.1.4 Реализация гистерезиса 

 

В модели Карлсона основное отличие состоит в том, что: 

1. В режиме дренажа используются стандартные дренажные кривые; 

2. В режиме пропитки для нефти — применяется кривая    
drain( nwf), где  nwf — 

эффективная нефтенасыщенность. 

Эффективная насыщенность  nwf рассчитывается по уравнению 

Карлсона (Carlson, 1981): 

 nwf  
 

 
(         √(        )  

 

 
(        )) 

где         ; 

     
 

 

    
  

 — остаточная нефтенасыщенность; 

     — максимальная нефтенасыщенность, достигнутая ранее 

(история). 

Параметр   задаёт степень гистерезиса, типично:            . 

Режим перехода между дренажом и пропиткой определяется по знаку 

производной 
   

  
. При 

   

  
   — пропитка, при 

   

  
   — дренаж. 

 

8.1.5 Проведённые эксперименты и визуализация 

 

Были проведены два численных эксперимента с одинаковыми 

параметрами: 
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1. Пространственная область:      ,      ; 

2. Скорость:      ; 

3. Вязкости:       ,       ; 

4. Периодические колебания насыщенности на входе в течение       секунд. 

Построены: 

1. Профили насыщенности в три момента времени:      ,      ,      ; 

2. Эволюция насыщенности во времени в центральной ячейке; 

3. График входной функции    ( ) для визуализации периодических колебаний. 

 

8.1.6 Анализ графиков и результатов численного эксперимента 

 

В данном разделе проведён сравнительный анализ результатов, 

полученных при моделировании процессов вытеснения нефти водой с учётом 

и без учёта гистерезиса фазовых проницаемостей. 

 

 
Рисунок 8.2 – Профили насыщенности по длине трубы 

 

На графиках распределения водонасыщенности по длине трубки в 

моменты времени      ,     и     секунды (рисунок 8.2) определен ряд 

зависимостей. 

В модели без гистерезиса фронт насыщенности перемещается 

относительно быстро и почти симметрично относительно центрального 
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положения. Профили насыщенности повторяют форму входного сигнала 

(синусоиды), что типично для модели с обратимыми кривыми фазовых 

проницаемостей. 

В модели с гистерезисом Карлсона фронт продвигается медленнее, 

форма профилей искажена, особенно в зонах смены режима (дренаж-

пропитка). Видны остаточные насыщенности — насыщенность не 

возвращается к начальным значениям даже при обратной фазе входного 

сигнала. 

Это подтверждает влияние гистерезиса на эффективность вытеснения: 

при повторяющемся цикле часть нефти остаётся в поровом пространстве из-

за необратимого характера пропитки. 

 

 
Рисунок 8.3 – Эволюция насыщенности во времени в центральной ячейке 

 

На графике временной зависимости   ( ) в центральной ячейке 

(рисунок 8.3) наблюдается ряд особенностей. 

В модели без гистерезиса насыщенность почти синусоидальна, 

амплитуда практически не затухает, фаза колебаний совпадает с входным 

воздействием. Это говорит о высокой подвижности фаз и отсутствии памяти 

системы. 

В модели с гистерезисом кривая насыщенности теряет симметрию: 

пики срезаны, минимумы сдвинуты вверх. Амплитуда уменьшается при 

каждом цикле, что свидетельствует о накоплении остаточной нефти в ячейке. 

Наблюдается фазовый сдвиг по сравнению с входной синусоидой. 
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Это отражает физический эффект «запаздывания» и энергетической 

необратимости процесса смачивания в пористой среде. 

 

8.1.7 Выводы 

 

Проведённый анализ показывает, что гистерезис оказывает 

значительное влияние на динамику фазового вытеснения. В модели без 

гистерезиса насыщенность колеблется симметрично и предсказуемо, следуя 

за синусоидальной подачей воды; В модели с гистерезисом Карлсона 

наблюдается запаздывание фазового перехода и неполная обратимость при 

переходах между дренажом и пропиткой; Разница в поведении становится 

особенно очевидной при многократных переходах через экстремумы    ( ), 

где видны эффекты остаточной нефтенасыщенности; Гистерезис приводит к 

снижению амплитуды и сдвигу фазы насыщенности, что важно учитывать 

при моделировании циклического заводнения в реальных пластах. 

 

8.2 Сравнение уравнения Бакли–Леверетта с моделью Киллоу и без 

 

8.2.1 Цель эксперимента 

 

Цель – исследовать влияние гистерезиса на распространение фронта 

насыщенности воды в однородной одномерной пористой среде при 

синусоидальной подаче насыщенности на входе. Сравниваются две модели: 

1. Модель без гистерезиса, где используются только дренажные кривые; 

2. Модель с гистерезисом Киллоу, в которой учитывается история изменения 

насыщенности в каждой ячейке. 

 

8.2.2 Исходные данные 

 

Геометрия и сетка: 
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 Одномерная область длиной L = 1.0 

 Пространственная сетка: N = 200 ячеек 

 Пространственный шаг: dx = L / N = 0.005 

Временные параметры: 

 Общее время моделирования: T = 2.0 с 

 Шаг по времени: dt = 0.0005 с 

 Число временных шагов: steps = 4000 

Граничное условие: 

 На левой границе подаётся насыщенность в виде синусоиды: S_in(t) = 0.5 + 

0.45 * sin(8πt) 

Физические параметры: 

 Скорость фильтрации: v = 1.0 

 Вязкость воды: μ_w = 1.0 

 Вязкость нефти: μ_o = 5.0 

 

8.2.3 Математическая модель 

 

Рассматривается уравнение переноса насыщенности воды с 

использованием фракционного потока: 

  ( )  
   ( )   

   ( )       ( )   
  

Обновление насыщенности — через явную upwind-схему: 

  
      

  
  

  
 (             )  

8.2.4. Относительные проницаемости 

 

Дренаж: 

   
             

      (   )   

Пропитка: 

   
           

    (   )   



64 

 

Модель также учитывает реверсы между дренажем и пропиткой при 

помощи интерполяционных сканирующих кривых. 

 

8.2.5. Результаты моделирования 

 

 
Рисунок 8.4 – Распределение насыщенности вдоль области 

 

Профили S(x) построены в 5 временных точках (рисунок 8.4). Модель 

без гистерезиса демонстрирует более симметричные колебания фронта. С 

гистерезисом профиль деформирован: фронт насыщенности отстает при 

изменении направления, что связано с задержкой между режимами 

пропитками и дренажа. 

Гистерезис особенно заметен на границах фронта, где насыщенность не 

сразу возвращается к предыдущим значениям при развороте потока. 
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Рисунок 5.5 – Эволюция насыщенности в центральной точке 

 

На графике S(0.5, t) (рисунок 8.5) без гистерезиса насыщенность 

следует за S_in(t) с небольшой амплитудной задержкой. 

При наличии гистерезиса наблюдаются фазовый сдвиг и асимметрия 

колебаний – насыщенность не успевает достигать тех же 

максимумов/минимумов, что и в безгистерезисной модели. 

 

8.2.6. Выводы 

 

Модель Киллоу успешно фиксирует гистерезис при многократной 

смене направлений потока, отражая память насыщенности в каждой ячейке. 

Заметные расхождения с моделью без гистерезиса подтверждают важность 

учёта истории насыщения, особенно при циклических или переменных 

граничных условиях. 

Простая upwind-схема даёт устойчивое решение даже при сложном 

поведении фронта. 

Появление запаздывания и деформации фронта – ключевой маркер 

гистерезиса в системе. 

 

8.3 Моделирование гистерезиса в двухфазном потоке с использованием 

SHM 
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8.3.1 Цель эксперимента 

 

В данной главе реализована численная модель двухфазного потока 

(вода-нефть) в пористой среде с учетом гистерезиса относительной 

проницаемости на основе Scanning Hysteresis Model (SHM). Этот подход 

позволяет учитывать необратимые изменения проницаемости при переходах 

между режимами дренажа и пропитки, а также использовать кривые 

сканирования при возврате насыщенности. 

Модель построена на основе уравнения Бакли–Леверетта с 

гистерезисом в функции фракционного потока, зависящей от 

дополнительного параметра — гистерезисного индикатора π. 

Целью данного численного эксперимента является моделирование и 

анализ влияния гистерезисных эффектов при двухфазном течении (вода–

нефть) в пористой среде, используя Scanning Hysteresis Model (SHM) без 

учета релаксации. Эксперимент направлен на выявление характерных 

особенностей течения при переходах между режимами дренажа, пропитки и 

сканирования. А также демонстрацию способности модели SHM описывать 

необратимые эффекты, вызванные изменением направления изменения 

насыщенности. 

 

8.3.2 Математическая модель 

 

Основное уравнение для водонасыщенности  (   ): 

  

  
 

  (   )

  
    

где  (   ) — фракционная функция потока воды, зависящая от 

насыщенности   и параметра гистерезиса  . 

Кривые относительной проницаемости: 

 дренаж:     
      (   ) ; 

 имбибиция:     
      (   ) ; 
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 сканирование: 

    
    (   )  (   )  

    

    
  

где      . 

Фракционная функция: 

 (   )  
  ( )   

  ( )        (   )   
  

 

8.3.3 Численная реализация 

 

Численное решение реализовано по двум стадиям на каждом 

временном шаге: 

Стадия 1: Конвекция. 

Используется явная схема первого порядка: 

  
     

  

  
( (     )   (         ))  

Стадия 2: Обновление параметра гистерезиса π 

На втором этапе вычисляется «критическое» значение π для дренажа и 

пропитки по условиям: 

1. Если текущая π больше соответствующей π для дренажной кривой: идет 

дренаж, π стремится к    

2. Если меньше — идет пропитка, π стремится к    

3. Если между ними — сканирование, π сохраняется. 

Для расчета π используется решение уравнений: 

    
    (   )      

     ( )  или     
    (   )      

     ( )  

 

8.3.4 Начальные и граничные условия 

 

Длина домена      , 500 ячеек по пространству (dx ≈ 0.002). 

Время моделирования      , 5000 временных шагов. 
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Начальные условия: в левой части              , в правой    

          . 

Граничные условия:  ( )    ,  ( )    . 

 

8.3.5 Анализ результатов 

 

 
Рисунок 8.6 – Профиль насыщенности 

 

На последнем временном шаге выводится профиль водонасыщенности 

 ( ) (рисунок 8.6). Он показывает фронт насыщения с характерным скачком 

— результат нелинейности функции потока и наличия гистерезиса. 

 
Рисунок 8.7 – График фракционной функции 
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Показана зависимость  (   ) от   с учетом актуальных значений   

(рисунок 8.7). Форма кривой демонстрирует изменение сканирующих кривых 

при различных историях насыщения. 

Модель SHM без релаксации дает возможность описывать сложные 

переходы между дренажом, пропиткой и сканированием без динамики π. 

Полученные профили согласуются с ожидаемым поведением по статье [11]. 

Модель показывает ограниченную обратимость: переходы между 

режимами строго определяются критерием относительной проницаемости. 

 

8.3.6 Выводы 

 

Реализованный численный эксперимент демонстрирует применимость 

Scanning Hysteresis Model (SHM) для моделирования двухфазного течения в 

условиях, где важна история насыщенности. Это приближенный, но 

практически полезный подход к учету гистерезиса без введения 

дополнительных динамических переменных. 

 

8.4  Моделирование гистерезиса в двухфазном потоке с 

использованием SHMR 

 

8.4.1 Цель эксперимента 

 

Целью эксперимента является численное моделирование 

гистерезисных эффектов в относительной проницаемости при двухфазном 

потоке (вода–нефть) в пористой среде. Модель учитывает историю 

насыщенности через вспомогательную переменную π и реализует переходы 

между дренажем, пропиткой и сканированием с использованием 

релаксационного механизма (SHMR). Это обеспечивает математическую 

строгость и преодоление неоднозначностей, характерных для классической 

SHM. 
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8.4.2 Математическая модель 

 

Используется модифицированное уравнение Бакли–Леверетта с 

гистерезисом и диффузией: 

  

  
 

  (   )

  
  

   

   
  

где   — водонасыщенность; 

 (   ) — фракционная функция потока воды, зависящая от   и параметра 

гистерезиса  ; 

  — коэффициент диффузии, моделирующий капиллярные силы. 

Уравнение для параметра гистерезиса π: 

  

  
 

 

 
 (  ( )   )  

где   ( ) — значение π, соответствующее точке на дренажной или 

пропиточной кривой: 

1. Если     ( )    ( )    ( ) (имбибиция); 

2. Если     ( )    ( )    ( ) (дренаж); 

3. Иначе   ( )    (сканирование). 

Кривая проницаемости для водяной фазы (не имеет гистерезиса): 

  ( )      

Кривая проницаемости для нефтяной фазы: 

 дренаж:   
 ( )  (   ) ; 

 имбибиция:   
 ( )  (   ) ; 

 сканирование: 

  
 (   )  (   )  

    

    
         

Функция фракционного потока воды: 

 (   )  
  ( )   

  ( )      
 (   )   
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8.4.3 Начальные и граничные условия 

 

Размер сетки:        ,      ,      (    ). 

Временная сетка:        ,      ,      (    ). 

Начальная насыщенность:       слева,       справа. 

Начальный параметр гистерезиса:       ,       . 

Граничные условия: Дирихле, непротекание. 

 

8.4.4 Численная реализация  

 

Решается линейная система: 

          

где   — жесткая матрица, учитывающая конвекцию и диффузию; 

  — правая часть, учитывающая предыдущий шаг. 

Используется центральная разностная аппроксимация, включающая 

устойчивые схемы на нескольких соседних точках для сглаживания: 

1. для конвекции — upwind-схемы второго порядка, 

2. для диффузии — центральные разности второго порядка. 

В уравнении для π используется явная схема Эйлера: 

        
  

 
(  (  )    )  

Значения   ( ) и   ( ) определяются через численное решение 

уравнений на соответствие сканирующей кривой дренажной/пропиточной. 

 

8.4.5 Результаты и графический анализ 
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Рисунок 8.8 – Профиль водонасыщенности 

 

Профиль насыщенности  ( ) на последнем временном шаге (рисунок 

8.8) демонстрирует фронт с плавным переходом — результат 

комбинированного действия гистерезиса и капиллярной диффузии.  

Наблюдается замедление фронта по сравнению с классическим Бакли–

Левереттом, наличие плавной зоны сканирования между зонами дренажа и 

пропитки. 

 

 
Рисунок 8.9 – Функция фракционного потока 

 

График зависимости  (   ) от   (рисунок 8.9) отражает влияние   на 

нелинейную форму фракционной функции. Видно, как функция отклоняется 

от классических (однозначных) кривых при изменении  , особенно в области 

перехода между дренажем и пропиткой. 
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8.4.6 Сравнение с SHM 

 

В отличие от SHM, SHMR допускает состояния вне сканирующей 

области, обеспечивая переходную динамику π. Введенная релаксация 

позволяет обойти неразрешимости в SHM, особенно при численном 

моделировании разрывов или циклических процессов. Параметр   задаёт 

временной масштаб возвращения к "равновесной" кривой. При     модель 

приближается к SHM. 

 

8.4.7 Выводы 

 

Реализованная модель SHMR позволяет воспроизводить сложную 

гистерезисную динамику в двухфазных потоках, отражая не только 

направление изменения насыщенности, но и постепенное восстановление 

относительной проницаемости через релаксационные процессы. Модель 

подтверждает предсказания статьи [11]. 

 

8.5 Численное моделирование трехфазной фильтрации с гистерезисом в 

пористой среде 

 

8.5.1 Цель эксперимента 

 

Исследуется процесс вытеснения нефти водой и газом в одномерной 

пористой среде с учетом гистерезиса относительной проницаемости газовой 

фазы. Рассматриваются два режима закачки: 

1. Одновременная закачка воды и газа (постоянные доли потоков); 

2. Чередующаяся закачка (WAG – Water Alternating Gas). 

Математическая модель основана на системе уравнений неразрывности 

для трех фаз (вода, нефть, газ) с капиллярными эффектами и гистерезисом. 
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8.5.2 Математическая модель 

 

Система уравнений фильтрации в безразмерном виде: 

   

  
 

   

  
              

где    – насыщенность фазы (          ); 

      (        ) – безразмерный поток; 

          – подвижность фазы; 

   – капиллярная диффузия: 

      

    

  
        

    

  
  

     (    )(    )       (    )(    )  

Относительная проницаемость газа     зависит от направления 

изменения насыщенности: 

 пропитка (уменьшение   ): 

   
    

   

 дренаж (увеличение   ): 

   
    

   

 сканирующие кривые: 

   
  

(   ) 

    
[   (    )]  

где   – параметр гистерезиса, изменяющийся в зависимости от режима 

течения. 

 

8.5.3 Численная реализация 

 

Для дискретизации уравнений используется неявная схема Кранка-

Николсона с весовым коэффициентом       (второй порядок точности по 

времени и пространству).  
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Уравнение для насыщенности воды    (аналогично для газа   ): 

  
      

 

  
  (

   

  
       

   )  (   ) (
   

  
     

 )     

где 
   

  
 аппроксимируется центральными разностями; 

      
    

  
 – капиллярный член. 

СЛАУ решается метод прогонки для трехдиагональных матриц. 

Обновление граничных условий: 

1. Для WAG: циклическое переключение между      (вода) и      (газ). 

2. Для одновременной закачки: решение системы       ,       . 

Расчет     производится через определение режима 

(пропитка/дренаж/сканирование) по знаку 
   

  
. 

Обновление параметра гистерезиса   производится в соответствии по 

алгоритму модели SHM. 

 

8.5.4 Начальные и граничные условия 

 

Размер сетки: 2000 ячеек (         ). 

Временная сетка: 5000 шагов по времени (       ). 

Вся среда первоначально насыщена: 

                          

Начальный параметр гистерезиса:       (соответствует начальному 

  ). 

Граничное условие на левом краю (x=0): 

1. Для WAG: 

     (              )       (                 )  

где        – период WAG. 

2. Для одновременной закачки: 
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Граничное условие на правом краю (x=1): нулевые потоки (замкнутая 

система). 

 

8.5.5 Результаты и графический анализ 

 

В эксперимент №1 происходит одновременная закачка без гистерезиса 

с постоянными потоками       ,       . При этом гистерезис не 

моделируется (      
 ). 

 

 
Рисунок 8.10 – Профили насыщенности для эксперимента №1 

 

В результате в профилях насыщенности (рисунок 8.10) формируются 

две волны: 

 быстрая волна (газовый фронт) с резким скачком   ; 

 медленная волна (водяной фронт) с пологим профилем   . 

Нефтяная насыщенность    монотонно уменьшается от 0.75 до 0.1. 

Отсутствие гистерезиса приводит к гладким решениям без 

дополнительных скачков, а капиллярные эффекты слегка размывают фронты. 

В эксперименте №2 происходит одновременная закачка воды и газа с 

гистерезисом, то есть     зависит от   и направления изменения   . 
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Рисунок 5.11 – Профили насыщенности для эксперимента №2 

 

В результате в профилях насыщенности (рисунок 8.11) появляется 

третья волна – пропиточно-дренажный скачок. Происходит резкое падение    

с 0.4 до 0.1 (зона гистерезиса). Фронт замедляется. Нефтенасыщенность за 

скачком снижается до 0.15. 

Гистерезис увеличивает показатели добычи. Скачок соответствует 

необратимым изменениям в поровом пространстве, а капиллярные эффекты 

слабо влияют на положение скачка. 

В эксперименте №3 происходит WAG циклическая закачка без 

гистерезиса при условии: вода (80% периода) + газ (20%). 

 

 
Рисунок 5.12 – Профили насыщенности для эксперимента №3 

 

В результате на профилях насыщенности (рис. 5.12) наблюдаются 

осцилляции на фронте, а средний профиль близок к одновременной закачке. 

WAG незначительно повышает добычу за счет более равномерного 

вытеснения. Осцилляции вызваны нелинейными эффектами (формирование 

мини-скачков). 
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В эксперимент №4 происходит WAG закачка с гистерезисом. 

 

 
Рисунок 5.13 – Профили насыщенности для эксперимента №4 

 

В результате на профилях насыщенности (рис. 5.13) пропиточно-

дренажный скачок смещается из-за осцилляций. Амплитуда осцилляций 

снижается. 

Гистерезис немного стабилизирует WAG, подавляя осцилляции. 

Происходит совмещение эффектов: 

 Гистерезис снижает подвижность газа; 

 WAG улучшает охват пласта. 

 

8.5.6 Выводы 

 

Гистерезис существенно влияет на структуру течения, формируя 

пропиточно-дренажный скачок. Снижается скорость фронта и уменьшается 

остаточная нефтенасыщенность. 

Согласно выводам из статьи WAG немного эффективнее 

одновременной закачки, а WAG с гистерезисом дает прирост нефтеотдачи. 

 

8.6 Численное моделирование фильтрации с гистерезисом в пористой 

среде 
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8.6.1 Цель эксперимента 

 

Целью данного численного эксперимента является исследование 

влияния гистерезиса и динамических капиллярных эффектов на фронты 

насыщения при двухфазной фильтрации в пористой среде. Производился 

анализ устойчивости фронтов насыщения при различных значениях 

динамического капиллярного коэффициента τ. Изучены возникновения и 

развития насыщенных плато в зависимости от начальных и граничных 

условий. 

 

8.6.2 Математическая модель 

 

Модель основана на системе уравнений из статьи [указать : 

  

  
 

 

  
(  (       )     (       )   

  
)     

  

  
 

 

 
 (   )  

где  — насыщенность влажной фазы; 

 — капиллярное давление; 

 (   )   (   )     (   ) — функция потока; 

 (   ) — функция, учитывающая относительные проницаемости; 

  — динамический капиллярный коэффициент. 

Для капиллярного давления используется модель ван Генухтена[12]: 

  
( )( )    ( 

 
 

      )

    

  

  
( )( )    ( 

 
 

      )

    

  

где индексы   и   соответствуют процессам пропитки и дренирования. 
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8.6.3 Численная реализация 

 

Для численного решения системы использована конечно-разностная 

схем. Пространственная дискретизация выполнена с использованием метода 

конечных объемов. 

Для решения нелинейного уравнения давления на каждом временном 

шаге использован итерационный метод (L-схема). 

Для обновления насыщенности на каждом временном шаге 

использована явная схема. 

Параметры модели: 

 длина области:       (безразмерная); 

 число узлов:       ; 

 время моделирования:      ; 

 число временных шагов:       ; 

 динамический капиллярный коэффициент:    . 

 

8.6.4 Начальные и граничные условия 

 

Начальное условие для насыщенности: 

 (   )  {

   для      
       

 
 

       

 
 (    ) для        

   для     

 

Начальное условие для давления: 

 (   )    
( )

( (   ))  

Граничные условия: 

1. Неймановское условие на входе: 
  

  
   при      , 

2. Дирихле на выходе:     
( )

(   ) при       . 
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8.6.5 Результаты и графический анализ 

 

На рисунках 8.14-8.15 представлены результаты численного 

моделирования. 

 

 
Рисунок 8.14 – Профиль насыщенности 

 

На профиле насыщенности S(x) (рисунок 8.14) наблюдается 

формирование фронта насыщения, движущегося вправо. При τ=1 фронт 

демонстрирует незначительные осцилляции, что соответствует 

теоретическим предсказаниям для данного значения динамического 

капиллярного коэффициента. 

На фазовой плоскости (S,p) (рисунок 8.15) траектории решений 

показывают переход от начального состояния к конечному состоянию через 

сканирующие кривые. При этом при уменьшении τ профили близки к 

классическим решениям, при увеличении τ возникают неклассические 

ударные волны и плато. 

 

8.6.6 Выводы 

 

Численное моделирование подтвердило, что гистерезис и 

динамические капиллярные эффекты существенно влияют на поведение 
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фронтов насыщения. При  больших τ возникают неклассические ударные 

волны и насыщенные плато. Метод L-схемы продемонстрировал 

устойчивость и эффективность для решения нелинейных уравнений модели. 

Вот полное описание эксперимента, которое можно использовать в 

главе магистерской диссертации. Оно включает формулировку цели, 

описание модели, постановку задачи, реализацию циклов 

нагнетания/остановки, учет гистерезиса, и ожидаемые результаты. Стиль 

научно-академический, как принято для диссертаций. 
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9  АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ГИСТЕРЕЗИСА ОТНОСИТЕЛЬНЫХ 

ПРОНИЦАЕМОСТЕЙ НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ ЦИКЛИЧЕСКОЙ 

ЗАКАЧКИ ВОДЫ 

 

9.1 Цель исследования 

 

Целью численного эксперимента является исследование влияния 

гистерезиса относительных фазовых проницаемостей на эффективность 

извлечения нефти при циклической водонагнетательной закачке, 

включающей чередование периодов активного нагнетания и остановок. 

Особое внимание уделяется моделированию фазового захвата и изменения 

проницаемостей в зависимости от предшествующей истории насыщения. 

 

9.2 Математическая модель 

 

В основу моделирования положена двухфазная несмешивающаяся 

фильтрация нефти и воды в пористой среде. Используется конечно-

разностная схема на структурированной сетке и неявная форма 

дискретизации уравнений сохранения массы с учетом капиллярных и 

гравитационных эффектов. 

 

9.2.1 Уравнение баланса массы для каждой фазы 

 

Для воды (w) и нефти (o) уравнения имеют вид: 

 
   

  
   ( 

    ( )

  
  )                

где   — пористость; 

   — насыщенность фазы q; 

k — абсолютная проницаемость (тензор, зависящий от координат); 

   ( ) — относительная проницаемость; 
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   — вязкость фазы; 

P — давление; 

   — объем источника/стока. 

 

9.2.2 Гистерезис относительных проницаемостей 

 

Гистерезис моделируется c помощью следующих моделей: 

1. Модель Карлсона; 

2. Модель Киллоу; 

3. Модель SHM; 

4. Модель SHMR; 

5. Play-type модель. 

 

9.3 Численная реализация 

 

Модель использует временную схему с шагом по времени         . В 

модели реализовано явное задание анизотропной проницаемости k_  и k_y, 

считываемой из модели SPE CSP Dataset 02 (Dead Oil). Учёт пористости 

реализуется по модели из SPE CSP Dataset 02 (Dead Oil). 

 

9.4 Сетка и параметры 

 

Размер сетки:               . 

Пространственный шаг:          . 

Начальные условия: 

Давление:          , 

Насыщенность нефтью:        , 

Вязкость:               . 
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9.5 Постановка эксперимента 

 

9.5.1 Стратегия нагнетания 

 

В ходе эксперимента моделируется 6 период с чередованием циклов 

(таблица 9.1). 

 

Таблица 9.1 – Схема циклической закачки нагнетательной скважины 

Цикл Время Режим Давление в нагнетательной скважине 

1 0–179 день Закачка воды 150 бар 

2 180–269 день Остановка 0 бар 

3 270–449 день Закачка воды 150 бар 

4 450–539 день Остановка 0 бар 

... ... ... ... 

 

Закачка ведётся в ячейку (0,0), отбор — из ячейки (N-1, M-1) с 

фиксированным давлением 10 бар. Между циклами насыщенности не 

обнуляются, создавая накопление истории насыщения. 

 

9.5.2 Сценарии эксперимента 

 

Таблица 9.2 – Сценарии эксперимента 

Сценарий Гистерезис 
Значение 

C 
Значение   Значение   Цель 

Базовый Нет – – – Базовый случай 

Модель 

Карлсона 

1 

Да 0.5 – – 
Максимальный 

захват нефти 

Модель 

Карлсона 

2 

Да 1.0 – – 

Средний 

уровень 

гистерезиса 

Модель 

Карлсона 

3 

Да 2.0 – – 
Минимальный 

захват 

Модель 

Киллоу 1 
Да 0.5 – 1,5 

Максимальный 

захват нефти 

Модель 

Киллоу 2 
Да 1.0 – 1,5 

Средний 

уровень 

гистерезиса 

Модель 

Киллоу 3 
Да 2.0 – 1,5 

Минимальный 

захват 
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Модель 

SHM 
Да – 0,5 – 

Влияние 

параметризации 

Модель 

SHMR 
Да – 0,5 – 

Влияние 

параметризации 

Play-type 

модель 
Да – – – 

Эффективность 

модели 

 

Методы оценки результатов – сравнение моделей с вариантом без 

гистерезиса. 

 

9.6 Результаты 

 

Таблица 9.3 – Результаты экспериментов 

Сценарий 

Отклонение от 

базового 

случая, % 

Базовый 0,0 

Модель 

Карлсона 

1 

2,1 

Модель 

Карлсона 

2 

1,7 

Модель 

Карлсона 

3 

1,2 

Модель 

Киллоу 1 
2,2 

Модель 

Киллоу 2 
1,8 

Модель 

Киллоу 3 
1,3 

Модель 

SHM 
2,1 

Модель 

SHMR 
2,2 

Play-type 

модель 
0,9 

 

Результаты представлены в таблице 9.3. На основе проведенных 

экспериментов выявлено, что: 

1. Учет гистерезиса приведет к увеличению извлечения нефти за счет лучшего 

вытеснения и эффекта захвата фаз. 
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2. При низких значениях C наблюдается максимальный эффект гистерезиса 

(большее количество нефти остается захваченным, создавая барьер для 

вытекания воды). 

3. Циклы "закачка–остановка" активируют неоднократную смену направления 

фильтрации, усиливая проявление гистерезиса. 

 

9.7 Выводы 

 

Проведенное численное исследование влияния гистерезиса 

относительных фазовых проницаемостей на эффективность циклической 

закачки воды позволило сделать ряд выводов. 

Учет гистерезиса в моделях относительных проницаемостей приводит 

к увеличению извлечения нефти по сравнению с базовым случаем (без 

гистерезиса). Это связано с эффектом фазового захвата и изменением 

фильтрационных свойств пласта в зависимости от истории насыщения. 

Наибольшее отклонение от базового сценария наблюдается в моделях 

Киллоу (до 2,2%) и SHMR (2,2%), что свидетельствует о важности учета 

сложных гистерезисных зависимостей при моделировании циклических 

процессов. 

В моделях Карлсона и Киллоу снижение параметра C приводит к 

увеличению количества остаточной нефти, что улучшает вытеснение в 

последующих циклах закачки. 

Модели SHM и SHMR демонстрируют схожую эффективность, но их 

поведение сильно зависит от параметризации, что требует дополнительной 

калибровки на реальных данных. 

Play-type модель показала наименьшее влияние (0,9%), что может быть 

связано с ее упрощенным подходом к описанию гистерезиса. 
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Заключение 

 

В ходе выполнения магистерской диссертации на тему 

«Моделирование гистерезиса относительных фазовых проницаемостей и 

капиллярной кривой» были решены поставленные задачи и достигнута цель 

исследования.   

Теоретический анализ физических основ гистерезиса в пористых 

средах позволил систематизировать ключевые механизмы, включая 

капиллярное давление, фазовый захват и динамику смачивания. 

Установлено, что гистерезисные эффекты существенно влияют на 

распределение флюидов и фильтрационные характеристики пласта, особенно 

при циклических процессах (например, чередующемся заводнении).   

Сравнительный анализ математических моделей гистерезиса 

(Карлсона, Киллоу, SHM, SHMR, Play-type) показал их преимущества и 

ограничения:   

 – модель Карлсона наиболее эффективна при минимальных входных 

данных, но требует точного определения начальной насыщенности;  

 – модель Киллоу лучше учитывает сканирующие кривые и гистерезис 

капиллярного давления, однако требует больше вычислительных ресурсов; 

 – модели SHM и SHMR демонстрируют высокую гибкость в описании 

переходных процессов, но их применение усложняется необходимостью 

калибровки параметров; 

 – Play-type модель, несмотря на простоту, менее точна в сложных 

динамических условиях.  

Численные эксперименты подтвердили значительное влияние 

гистерезиса на эффективность вытеснения нефти:   

 – учет гистерезиса в моделях повышает точность прогнозирования на 

0,9–2,2% по сравнению с классическими подходами4   

 – наибольший прирост нефтеотдачи наблюдается при циклической 

закачке (WAG) с использованием моделей Киллоу и SHMR4 
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 – динамические эффекты (например, зависимость капиллярного 

давления от скорости изменения насыщенности) играют ключевую роль в 

формировании фронтов вытеснения.   

Практическая значимость работы заключается в возможности 

применения разработанных алгоритмов для оптимизации методов 

увеличения нефтеотдачи (гидроразрыв пласта, закачка химических 

реагентов), прогнозирования поведения пластовых флюидов при 

изменяющихся режимах эксплуатации и снижения экономических рисков за 

счет более точного моделирования фильтрационных процессов.   

Перспективы дальнейших исследований связаны с углубленным 

изучением гистерезиса в трещиновато-пористых средах, разработкой 

адаптивных моделей, сочетающих преимущества рассмотренных подходов, 

внедрением машинного обучения для автоматической калибровки 

параметров гистерезиса на основе промысловых данных. 

В заключение, проведенное исследование подтвердило, что учет 

гистерезисных эффектов в математических моделях фильтрации позволяет 

существенно повысить точность прогнозирования и эффективность 

разработки нефтяных месторождений. Полученные результаты могут быть 

использованы в инженерных расчетах, проектировании систем заводнения и 

создании цифровых двойников нефтегазовых пластов.  
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