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Введение

Актуальность и объект исследования. Настоящая диссертация посвящена
решению многомерных задач на собственные значения. Основным объектом
исследования являются многомерные массивы, которые естественным образом
возникают, например, при дискретизации многомерных дифференциальных
уравнений на прямоугольной сетке. Многомерный массив размера

n× · · · ×n︸     ︷︷     ︸
d

задается с помощью nd чисел. Это означает, что память и количество операций,
необходимые для работы с таким массивом, растут экспоненциально с размер-
ностью задачи d, что приводит к значительным затратам вычислительных ре-
сурсов. Несложно оценить, что при n = 2 и d = 300 количество элементов та-
кого массива равно 2300 и превышает оценку числа атомов во Вселенной 1080.

Многомерные задачи на собственные значения возникают в ряде при-
ложений, например, в задачах квантовой химии, базирующихся на решении
уравнения Шредингера. Расчет больших молекул с помощью этого уравнения
даже на современных суперкомпьютерах может занимать месяцы расчетного
времени. Поэтому разработка новых быстрых методов решения многомерных
задач на собственные значения является актуальной задачей.

Одним из способов преодоления экспоненциального роста числа пара-
метров с размерностью задачи d является подход тензорных разложений, ко-
торый получил активное развитие в последнее десятилетие. Тензорные раз-
ложения позволяют приближать с заданной точностью многомерные массивы
с помощью небольшого числа параметров. Важной особенностью тензорного
подхода является возможность строить тензорные разложения на основе стан-
дартных алгоритмов вычислительной линейной алгебры. Это позволяет легко
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адаптировать алгоритмы к задачам, возникающим в различных приложени-
ях. Однако, даже если мы обладаем априорной информацией о том, что иско-
мое решение может быть представлено с помощью тензорных разложений с
небольшим числом параметров, поиск этого решения может оказаться нетри-
виальной задачей. В частности, существующие тензорные алгоритмы для по-
иска собственных значений и собственных векторов имеют сильную зависи-
мость от числа параметров разложения, а также от числа собственных значе-
ний, которые требуется найти. Поэтому необходимо разрабатывать новые эф-
фективные методы решения этой задачи.

Цель диссертационной работы. Целью настоящей диссертационной рабо-
ты является разработка новых тензорных методов решения многомерных ча-
стичных задач на собственные значения. Под частичной задачей понимается
поиск части спектра, например, нескольких минимальных собственных значе-
ний.

Научная новизна. Предложены новые методы решения многомерных ча-
стичных задач на собственные значения с использованием тензорных разло-
жений. Для случая линейного оператора предложен новый метод нахождения
целевого собственного значения, базирующийся на методе Якоби-Дэвидсона и
оптимизации на нелинейных многообразиях. Получены результаты о сходи-
мости метода. Также предложен метод ALS II, базирующийся на попеременной
оптимизации и методе обратной итерации. Получены оценки локальной схо-
димости этого метода. Для попеременной минимизации функционалов пред-
ложена теория локальной сходимости, показывающая связь метода с мульти-
пликативным методом Шварца. Предложен новый метод поиска нескольких
собственных значений, базирующийся на итерационных методах и нелиней-
ном предобуславливателе. На основе предложенных методов получено высо-
коточное решение уравнения Шредингера для расчета первых 84 колебатель-
ных уровней молекулы ацетонитрила.

На примере уравнений Хартри-Фока (ХФ) и Кона-Шэма (КШ) предложен
новый метод решения задач на собственные значения с нелинейным операто-
ром. Предложенный метод позволяет с заданной точностью решать уравнения
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ХФ и КШ. Для быстрого вычисления возникающих при решении уравнений
ХФ и КШ сверток предложен новый быстрый алгоритм.

Практическая значимость работы. Предложенные методы могут быть ис-
пользованы как для решения многомерных частичных задач на собственные
значения, возникающих при дискретизации дифференциальных уравнений,
так и для изначально дискретных задач, например, для расчета спектра в моде-
ли Гейзенберга, если известно, что решение может быть представлено с помо-
щью тензорных разложений с малым числом параметров. Более того, предло-
женныеметодымогут быть использованы для решения задач малой размерно-
сти с помощью подхода квантизации [70, 150]. Реализованный программный
код может быть адаптирован под конкретную прикладную задачу. Для этого
достаточно задать в требуемом формате многомерный оператор, собственные
значения которого необходимо найти.

Теоретическая значимость работы заключается в обосновании сходимо-
сти предлагаемых методов решения многомерных задач на собственные зна-
чения. Также в рамках диссертации разработана теория локальной сходимости
метода попеременных направлений (ALS) для минимизации функционалов.

Основные положения, выносимые на защиту. Основным результатом
работы являются новые эффективные методы решения многомерных задач на
собственные значения, их обоснование, а также применение к несколькимпри-
кладным задачам. На защиту выносятся следующие результаты и положения.

1. Предложено обобщение метода Якоби-Дэвидсона с помощью подходов
римановой оптимизации при ограничении на тензорные ранги реше-
ний. Получены результаты о сходимости метода.

2. Предложен ALS II метод, базирующийся на попеременной оптимизации
и методе обратной итерации. Получены оценки локальной сходимости.

3. Предложена концепция предобуславливания на многообразиях с помо-
щью подхода попеременной оптимизации. Концепция применена к ме-
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тоду LOBPCG [76]. С помощьюметода проведен высокоточный расчет ко-
лебательного спектра молекулы ацетонитрила.

4. Предложен новый тензорный метод решения уравнений Хартри-Фока и
уравнений Кона-Шэма, являющихся задачами на собственные значения
с нелинейным интегро-дифференциальным оператором.

5. Предложен быстрый алгоритм многомерной свертки в тензорных фор-
матах на основе метода крестовой аппроксимации тензоров, который ис-
пользуется для быстрого вычисления оператора, возникающего в уравне-
ниях Хартри-Фока и Кона-Шэма.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладывались
автором и обсуждались на следующих научных семинарах и конференциях:

• Zurich Colloquium in Applied and ComputationalMathematics, Eidgenössische
Technische Hochschule Zürich (ETH), 2017, Zürich

• International Conference on Scientific Computation and Differential Equations,
University of Bath, 2017, Bath

• Научная конференция “Ломоносов”, 2017, Москва

• 88-th Annual Meeting of the International Association of Applied Mathematics
and Mechanics (GAMM), 2017, Weimar

• 5-th workshop on “High dimensional quantum dynamics: challenges and
opportunities” 2016, Rostock

• The Workshop “Quantum Dynamics: From Algorithms to Applications”, 2016,
Greifswald

• 59-я научная конференция МФТИ, 2016, Москва

• 20-th Conference of the International Linear Algebra Society (ILAS), 2016,
Leuven

• 4-th International Conference on Matrix Methods in Mathematics and
Applications, Skolkovo Institute of Science and Technology, 2015, Moscow

• Workshop: Low-rank Optimization and Applications, Hausdorff Center for
Mathematics, 2015, Bonn
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• Workshop on Matrix Equations and Tensor Techniques, EPFL, 2013, Lausanne

• 56-я научная конференция МФТИ, 2013, Москва

Публикации. Основные результаты кандидатской диссертации опублико-
ваны в следующих работах:

1. Работы, опубликованные в изданиях, входящих в перечень рецензируе-
мых научных изданий, индексируемых Web of Science:

(a) Rakhuba M. V., Oseledets I. V. Calculating vibrational spectra of molecules
using tensor train decomposition // The Journal of Chemical Physics. —
2016. — Т. 145. — №. 12. – С. 124101.

(b) Rakhuba M. V., Oseledets I. V. Fast multidimensional convolution in low-
rank tensor formats via cross approximation // SIAM Journal on Scientific
Computing. – 2015. — Т. 37. — №. 2. — С. A565-A582.

(c) Rakhuba M. V., Oseledets I. V. Grid-based electronic structure calculations:
The tensor decomposition approach // Journal of Computational Physics.
— 2016. — Т. 312. — С. 19-30.

2. Работы, опубликованные в прочих изданиях:

(a) RakhubaM. V., Oseledets I. V. Jacobi-Davidsonmethod on low-rankmatrix
manifolds // arXiv preprint arXiv:1703.09096. — 2017.

(b) Oseledets I. V., Rakhuba M. V. and Uschmajew A. Alternating least squares
as moving subspace correction // arXiv preprint: arXiv:1709.07286. — 2017.

(c) Rakhuba M. V. Block eigensolvers on low-rank tensor manifolds //
Proceedings of the 88-th Annual Meeting of the International Association
of Applied Mathematics and Mechanics, Weimar, 2017.

(d) Рахуба М. В. Малоранговые разложения многомерных массивов и
их приложение в расчете колебательного спектра молекул // Сб. тез.
конф. “Ломоносов 2017”, Москва, 2017.

(e) Рахуба М. В., Оселедец И.В. Методы решения многомерных задач на
собственные значения на малоранговых тензорных многообразиях
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и их приложения в задачах квантовой химии // Тезисы 59-й научной
конференции МФТИ, 2016.

(f) Rakhuba M. V. Making block eigensolvers really work in higher
dimensions // Proceedings of the 20-th Conference of the International
Linear Algebra Society (ILAS), Leuven, 2016.

(g) Рахуба М. В., Оселедец И.В. Быстрый алгоритм вычисления много-
мерной свертки на основе тензорных аппроксимаций и его приме-
нение для расчета электронной структурымолекул // Труды 56-й на-
учной конференции МФТИ, 2013.

Личный вклад автора. Диссертационное исследование является самостоя-
тельным законченным трудом автора. Лично автором была предложена идея
малорангового метода Якоби-Дэвидсона [2a], а также идея метода предобуслав-
ливания на многообразиях [1a]. Исследования и разработка алгоритмов в ра-
ботах [1a]–[3a], [2a] осуществлены совместно с И.В. Оселедцем, вклад авторов
равнозначен. Теоретический результат в совместной работе [2b] принадлежит
соавторам в равной степени. Реализация алгоритмов, а также подготовка чис-
ленных экспериментов в работах [1a]–[1c], [2a], [2b] были выполнены автором
самостоятельно. Постановка задачи в работах [1b], [1c] была выполнена И.В.
Оселедцем. Автором совместно с Д.А. Колесниковым были получены оценки
сходимости для предлагаемого метода ALS II, вклад авторов равнозначен.

Структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав и заклю-
чения. Полный объем диссертации составляет 167 страниц с 19 рисунками и 12
таблицами. Список литературы содержит 152 наименования.

Содержание работы. В первой главе, “Тензорные вычисления”, вводятся ос-
новные понятия и теоремы, используемые в настоящей диссертационной ра-
боте. Вводится понятия тензора и тензорных разложений. Приводится мате-
матическая постановка задачи о поиске собственных значений и собственных
векторов в тензорных форматах. Формулируются основные подходы к реше-
нию этой задачи. Эти подходы включают в себя классические итерационные
методы с округлением по рангу, оптимизацию на римановых многообразиях, а
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также попеременную оптимизацию, учитывающую полилинейную структуру
тензорных разложений. Для попеременной оптимизации предложена теория
локальной сходимости.

Вторая глава “Многомерные задачи на собственные значения с линей-
ным оператором” посвящена решению частичной задачи на собственные зна-
чения с линейным оператором. В этой главе предлагается новый метод поиска
целевого собственного значения и соответствующего собственного вектора на
основе метода Якоби-Дэвидсона и римановой оптимизации. Предлагается ме-
тод ALS II, базирующийся на попеременной оптимизации и методе обратной
итерации. Для обоих методов приводятся теоретические оценки сходимости.
Далее в главе рассматривается блочная задача на собственные значения и пред-
лагается нелинейный предобуславливатель для итерационных процессов, ос-
нованный на идеях попеременной оптимизации. Приводятся результаты рас-
чета колебательного спектра молекулы ацетонитрила и проводится сравнение
с известными результатами.

Третья глава “Задача на собственные значения для нелинейного опера-
тора на примере уравнений Хартри-Фока и Кона-Шэма” посвящена разработке
метода решения задач на собственные значения с нелинейным оператором.
Задача рассматривается на примере уравнений Хартри-Фока и уравнений тео-
рии функционала плотности. Предлагается итерационный метод решения за-
дачи и формулы пересчета матрицы Фока без вычисления производных. В ка-
честве тензорного формата используется формат Таккера, приводится описа-
ние основных операций в итерационном процессе в этом формате. Приводится
расчет для некоторых атомов, молекул, а также кластеров атомов. Проводится
сравнение с известными квантовохимическими пакетами программ.

Наиболее вычислительно затратной операцией при решении уравне-
ний Хартри-Фока и Кона-Шэма является вычисление трехмерных интеграль-
ных преобразований типа сверток. Четвертая глава “Вычисление многомер-
ной свертки на основе метода крестовой аппроксимации в частотной области”
посвящена быстрому алгоритму вычисления свертки в различных тензорных
форматах. В этой главе приводится новый метод крестовой аппроксимации,
имеющий меньшую сложность, чем существующие аналоги. На основе этого
метода предлагается новый алгоритм вычисления многомерной свертки. При-
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водятся оценки сложности алгоритма и его численное сравнение с существую-
щими подходами.
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Марчука за формирование его как специалиста в области вычислительной ма-
тематики.



Глава 1

Тензорные вычисления

Все алгоритмы, разработанные в настоящей диссертационной работе ос-
новываются на малопараметрических представлениях многомерных массивов,
называемых тензорными форматами. В настоящей главе мы опишем исполь-
зуемые нами тензорные разложения и способы работы с ними. Будет также по-
ставлена задача о поиске собственных значений в тензорных форматах и опи-
саны основные подходы к ее решению. В частности, будет приведено описание
итерационных методов с округлением по рангу, ALS подхода, а также методов
римановой оптимизации, использующихся в рамках настоящей диссертации.
Для ALS минимизации предлагается новая теория сходимости, показывающая
взаимосвязь ALS подхода с мультипликативнымметодомШварца и кривизной
многообразия малоранговых тензоров.

1.1 Тензорные форматы

Под тензором в настоящей диссертации мы понимаем многомерный
массив чисел. Тензоры мы будем обозначать большими курсивными буквами,
например, X и будем рассматривать вещественные тензоры

X ∈ Rn1×···×nd .

Элемент тензора X в позиции (i1, . . . , id) будем обозначать как X (i1, . . . , id) или
Xi1,...,id . Число индексов d называется размерностью тензора. Индексы ik изме-
няются от 1 и до nk, если не сказано обратного (нумерация с нуля используется
в Главе 4 для удобства работы со свертками), nk называется размером моды.

13
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Отметим, что количество элементов тензора при n1 = · · · = nd равно nd

и растет экспоненциально с размерностью задачи. Это приводит к тому, что
уже в трехмерном случае проблематично использовать сетки с большим чис-
лом узлов по каждому из направлений. Для решения этой проблемы мы будем
использовать тензорные форматы, которые базируются на идее разделения пе-
ременных. В дискретном случае двумерным аналогом идеи разделения пере-
менных у матрицы X является скелетное разложение

Xij =
r∑

α=1

uiαvjα или X =UV T ,

где r – ранг матрицы X , а столбцы матриц U и V составлены из u:,α и v:,α со-
ответственно. На практике часто встречаются матрицы, которые имеют малый
ранг только приближенно. Это означает, что существует представление

∥X −UV T ∥ ≤ ε

для некоторого малого ε. Нахождение наиболее точного приближения задан-
ного ранга зависит от выбора используемой нормы ∥·∥. В случае использования
спектральной или Фробениусовой норм решение такой задачи дает классиче-
ская теорема Эккарта-Янга [34]. Согласно этой теореме минимум достигается
на усеченном сингулярном разложении (SVD).

Отметим, что для хранения скелетного разложения необходимо только
хранить матрицыU и V , содержащие (n1+n2)r элементов, вместо n1n2 элемен-
тов исходной матрицы. Однако для нахождения U , V с помощью SVD необхо-
димо использовать все элементы матрицы, а сложность алгоритма равняется
O(n1n2min(n1,n2)) [152]. То есть применение метода ограничивается неболь-
шим размером матриц. Если матрица является разреженной или допускает
быстрое умножение на вектор, то можно использовать итерационные методы
поиска приближенного SVD разложения. Альтернативным подходом являет-
ся метод крестовой аппроксимации [10, 135], “жадно” выбирающий небольшое
количество элементов матрицы и строящий по ним малоранговое приближе-
ние.

В многомерном случае эффективное сжатие массивов является еще бо-
лее актуальной задачей. Для сжатия многомерных массивов мы также бу-
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дем использовать идею разделения переменных. Наиболее простым спосо-
бом обобщить эту идею является каноническое разложение (CP формат или
CANDECOMP/PARAFAC разложение), которое было предложено в работе [52] в
1927 году. Говорят, что тензор X представляется в каноническом формате, если
он может быть записан в виде следующего разложения

X (i1, . . . , id) =
r∑

α=1

U1(i1,α) . . .Ud(id ,α),

где минимально возможное r при котором достигается равенство называет-
ся каноническим рангом. У CP-разложения есть серьезный недостаток: не суще-
ствует устойчивых алгоритмов вычисления такого разложения для d > 2 [145].
Однако если известна аппроксимация тензора с небольшим значением ранга
r , то существует большое число быстрых алгоритмов вычисления базовых опе-
раций линейной алгебры [15, 69, 47, 48, 73, 107, 16].

Формат Таккера [133, 144, 143, 73] является другим классическим приме-
ром тензорного разложения. Говорят, что тензор X представляется в формате
Таккера [133], если он может быть записан в виде

X (i1, . . . , id) =
∑

α1,...,αd

G(α1, . . . ,αd)U1(i1,α1) . . .Ud(id ,αd), (1.1)

где αk изменяется от 1 до rk или в другой форме

X = G ×1U1 · · · ×d Ud ,

где ×k означает произведение тензора на матрицу по k-й моде:

(G ×k Uk)(α1, . . . , ik, . . . ,αd) =
rk∑
ik=1

G(α1, . . . ,αk, . . . ,αd)Uk(ik,αk).

Минимальное rk, необходимое для представления X в виде (1.1) называется
рангом k-й моды. Тензор G называется ядром разложения, а Uk называют-
ся Таккеровскими факторами. Для разложения Таккера существуют устойчи-
вые алгоритмы, основанные на сингулярном разложении, однако оно содер-
жит O(rd + dnr), r = max rk элементов и, следовательно, число параметров все
еще растет экспоненциально по d.
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При больших d используются другие устойчивые тензорные форматы,
такие как тензорный поезд (tensor train, TT) [108, 104] или иерархический фор-
мат Таккера (hierarchical Tucker, HT) [49, 43]. В отличии от формата Таккера, они
не подвержены “проклятью размерности”. Рассмотрим ТТ-формат подробнее.
Говорят, что тензор X записан в ТТ формате [149, 108, 104], если он представля-
ется в форме

X (i1, . . . , id) =
∑

α0,...,αd

X(1)(α0, i1,α1)X
(2)(α1, i2,α2) . . .X

(d)(αd−1, id ,αd). (1.2)

В (1.2) Xk имеют размеры rk−1 × nk × rk и называются TT-ядрами, причем r0 = 1

и rd = 1. Минимально возможные числа rk называются TT-рангами. Мы будем
обозначать вектор с компонентами rk за r = {r1, . . . , rd−1} и называть ТТ-рангом
тензора. Также мы будем использовать обозначение TT-rank(X ) = r. Разложе-
ние (1.2) может быть также записано в форме произведения матриц (Matrix
Product State, MPS)

X (i1, . . . , id) = X(1)(i1)X
(2)(i2) . . .X

(d)(id),

где X(k)(ik) являются rk−1× rk матрицами, которые зависят от параметра ik. Сто-
ит упомянуть, что MPS представление является алгебраически эквивалентным
TT-формату, и долгое время использовалось в квантовой теории информации
и физике твердого тела для аппроксимации некоторых волновых функций
[141, 110], детальное изложение можно найти в [125].

Аналогичным образом определяется ТТ разложение для операторов. Рас-
смотрим оператор A:

A : Rn1×···×nd → Rn1×···×nd ,

действие которого на вектор X ∈ Rn1×···×nd определяется следующим образом:

(AX )(i1, . . . , id) =
∑
j1,...,jd

A(i1, . . . id , j1, . . . , jd)X (j1, . . . , jd).

Определим ТТ разложение такого оператора следующим образом:

A(i1, . . . , id , j1, . . . , jd) = A(1)(i1, j1) . . . A
(d)(id , jd),

где ТТ-ядра A(k)(ik, jk) ∈ RRk−1×Rk , R0 = Rd = 1. Это представление содержит
O(dn2R2) степеней свободы, где R =maxkRk.
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Отметим, что в настоящей диссертации будут использованы ТТ разло-
жение и разложение Таккера. Например, в Главе 2 для линейной задачи на
собственные значения используется ТТ разложение. В Главе 3 задача на соб-
ственные значения рассматривается на примере трехмерного уравнения. По-
этому используется формат Таккера, который в трехмерном случае содержит
меньше параметров, чем ТТ разложение. Для обоих разложений существуют
программные пакеты, содержащие базовые операции над тензорами. Для ре-
ализации численных экспериментов в настоящей диссертации используются
следующие программные пакеты:

• tucker3d, доступный по ссылке https://github.com/rakhuba/tucker3d.
Этот комплекс программ полностью разработан автором настоящей дис-
сертации. Он содержит основные арифметические операции с тензорами
в формате Таккера, а также метод крестовой аппроксимации и алгоритм
вычисления свертки, предложенные в настоящей диссертационной рабо-
те.

• ttpy, доступный по ссылке https://github.com/oseledets/ttpy. Этот ком-
плекс разработан в группе И.В. Оселедца. Программный комплекс содер-
жит основные арифметические операции в ТТ формате, а также метод
крестовой аппроксимации, решение линейных систем, основной функ-
ционал Римановой оптимизации.

1.2 Тензорная арифметика

Если тензоры заданы в некотором малоранговом формате, тогда основ-
ные операции линейной алгебры, например, сложение двух тензоров может
быть реализовано без вычисления всех элементов тензоров. Мы будем активно
использовать это свойство в итерационныхпроцессах, которые состоят из набо-
ра простых операций. Приведем описание вычисления тех операций, которые
нам потребуются для формата тензорного поезда (ТТ) и формата Таккера.

https://github.com/rakhuba/tucker3d
https://github.com/oseledets/ttpy
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Интерполяция тензора

Для начала рассмотрим вопрос о том, как получить малопараметрическое
представление тензора. Для разложения Таккера, и для ТТ-разложения суще-
ствуют алгоритмы, базирующиеся на последовательности SVD разложений, ко-
торые позволяют с заданной точностью получить тензорную аппроксимацию.
Однако проблема заключается в том, что даже при небольших d тензор может
не помещаться в память компьютера, а вычисление SVD разложения является
затратной процедурой. Поэтому для избежания формирования всех элементов
тензора мы предполагаем, что тензор задан в виде функции, которая вычис-
ляет его любой наперед заданный элемент. Пусть также известно, что тензор
имеет приближенно малый ранг. В случае d = 2 можно выбрать r столбцов и
r строк так, что на их пересечении матрица имеет максимальный возможный
объем (модуль детерминанта). В таком случае, по этим элементам можно по-
строить интерполянт, приближающий исходную матрицу [42, 148].

Для многомерных разложений существуют аналогичные интерполяци-
онные формулы, причем асимптотически количество требуемых элементов
совпадает с числом параметров разложения. Метод крестовой аппроксимации
для формата Таккера со сложностьюO(nr3) был предложен в работе [106]. Итер-
поляционная формула и оценки ошибки были также рассмотрены в [147]. В
Главе 4 будет приведена новая версия метода крестовой аппроксимации, име-
ющая меньшую сложность O(nr2+ r4), благодаря которой удалось предложить
быстрый алгоритм вычисления многомерной свертки. Метод крестовой ап-
проксимации для формата тензорного поезда был предложен в работе [109].

Важно отметить, что метод крестовой аппроксимации может быть также
полезен для некоторых операций тензорной арифметики. Например, в ряде
приложений возникает необходимость вычисления поэлементных функций
от тензора. Так, в уравнении Кона-Шэма необходимо вычислять кубический
корень и логарифм из электронной плотности. Пусть известно, что результат
действия такой функции можно приблизить малоранговым тензором. В таком
случае, найти малопараметрическое представление тензора, не вычисляя пол-
ностью всех его элементов, можно с помощью метода крестовой аппроксима-
ции. Сначала по тензорному разложению вычисляются некоторые элементы
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тензора. Затем от этих элементов берется рассматриваемая функция. На основе
полученных значений метод крестовой аппроксимации выбирает, какие эле-
менты тензора вычислять следующими. Процесс повторяется пока новые эле-
менты, которые выбирает метод, не приближаются с достаточной точностью
найденным к этому моменту разложением.

Округление

В ряде случаев можно уменьшать размер разложения с требуемой точ-
ностью или с требуемым значением ранга. Такая операция называется округ-

лением тензорного разложения. Операция округления имеет смысл, например,
при использовании итерационных процессов, когда с тензорами производит-
ся большое число арифметических операций. Действительно, после сложения
двух тензоров результат может быть явным образом записан в тензорном фор-
мате, однако с рангами равными сумме рангов слагаемых. В случае поэлемент-
ного умножения ранг результата равен произведению рангов. Поэтому для из-
бежания роста размера разложения необходимо использовать операцию округ-
ления. Приведем описание операции округления для форматов Таккера и тен-
зорного поезда.

Для формата Таккера существует устойчивая операция округления, ос-
нованная на SVD разложении, которая позволяет уменьшить ранг с требуемой
точностью. Рассмотрим тензор X с рангами равными r:

X = G ×1U ×2 V ×3W.

Для округления этого тензора сначала делается QR разложение каждого из фак-
торов:

U =QuRu, V =QvRv, W =QwRw.

В этом случае получаем

X = R×1Qu ×2Qv ×3Qw, R = G ×1 Ru ×2 Rv ×3 Rw.

Затем вычисляем разложение Таккера от R с требуемой точностью

R ≈ Ĝ ×1 Ũ ×2 Ṽ ×3 W̃ .
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После этого шага получаем тензор Ĝ с рангами r̂ ⩽ r . Таким образом,

X ≈ Ĝ ×1 Û ×2 V̂ ×3 Ŵ , Û =UŨ, V̂ = V Ṽ , Ŵ =WW̃ .

В формате тензорного поезда процедура округления выглядит следую-
щим образом. Рассмотрим развертку X(1) тензора X , имеющую размер n1 ×
n2 . . .nd , которая определяется как

X(1)(i1, i2 . . . id) = X (i1, i2, . . . , id).

Запишем ее с помощью скелетного разложения:

X(1) =UV ⊤.

Далее необходимо вычислить QR разложение матриц U и V :

U =QuRu, V =QvRv.

Следовательно,
X =QuRuR

⊤
vQ
⊤
v .

В итоге, для уменьшения ранга мы вычисляем сингулярное разложение RuR⊤v
и “обрезаем” сингулярные числа с заданной точностью. Отметим, что вычисле-
ние QR разложения матрицы V ∈ Rn2...nd×r может быть эффективно выполнено
с помощью последовательности QR разложений для ТТ ядер исходного тензо-
ра. Сложность операции округления в ТТ формате равняется O(dnr3) [104].

Сложение

Рассмотрим Z = X +Y , где X и Y заданы в формате Таккера X = G(X ) ×1
U (X ) ×2 V (X ) ×3W (X ) и Y = G(Y ) ×1U (Y ) ×2 V (Y ) ×3W (Y ). Результат Z также запи-
сывается в формате Таккера, но с рангом, равным сумме рангов слагаемых:

Z = G(Z) ×1U (Z) ×2 V (Z) ×3W (Z)

где

U (Z) =
[
U (X )| U (Y )

]
, V (Z) =

[
V (X )| V (Y )

]
, W (Z) =

[
W (X )|W (Y )

]
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и

g
(Z)
αβγ =


g
(X )
αβγ для 1⩽ α,β,γ ⩽ r,

g
(Y )
αβγ для r < α,β,γ ⩽ 2r,

0 иначе.

Для избежания роста ранга необходимо использовать округление.
Приведем теперь алгоритм сложения тензоров в ТТ формате. Пусть даны

2 тензора X и Y с ТТ-рангами r1, r2

X (i1, . . . , id) = X(1)(i1) . . .X
(d)(id),

Y (i1, . . . , id) = Y (1)(i1) . . .Y
(d)(id),

ядра суммы Z = X +Y могут быть записаны как [104]

Z(k)(ik) =

X(k)(ik) 0

0 Y (k)(ik)

 , k = 2,d − 1

и

Z(1)(i1) =
[
X(1)(i1) Y (1)(i1)

]
, Z(d)(id) =

X(d)(id)

Y (d)(id)

 ,
Таким образом, тензор Z может быть явно записан в виде ТТ-тензора с ранга-
ми r1 + r2.

Поэлементное (адамарово) произведение

Рассмотрим вычисление поэлементного (адамарова) произведения Z =

X ◦Y . Используем обозначения U = {uα}rα=1, V = {vα}rα=1,W = {wα}rα=1, тогда

Z = G(Z) ×1U (Z) ×2 V (Z) ×3W (Z),

где
G(Z) = G(X ) ⊗G(Y ),

U (Z) = {u(X )
α ◦u

(Y )
β }

r
α,β=1, V

(Z) = {v(X )α ◦ v
(Y )
β }

r
α,β=1, W

(Z) = {w(X )
α ◦w

(Y )
β }

r
α,β=1.

Адамарово произведение двух тензоров X и Y , заданных в ТТ-формате
может быть записано через кронекерово произведения ядер

(X ◦Y )i1...id = X
(1)(i1) . . .X

(d)(id)Y
(1)(i1) . . .Y

(d)(id) =(
X(1)(i1)⊗Y (1)(i1)

)
· · · · ·

(
X(d)(id)⊗Y (d)(id)

)
.
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Отметим, что и для ТТ разложения и для разложения Таккера представ-
ление Адамарова произведения в тензорных форматах возможно только с ран-
гами, равными произведению рангов входных тензоров. В результате, в слу-
чае использования операции округления с помощью сингулярного разложе-
ния получается полиномиальная зависимость от ранга с высокой степенью
полинома. Для TT формата – O(dnr6) операций. Поэтому на практике даже
для необольших значений рангов необходимо использование альтернативных
подходов. В настоящей работе используется подход метода крестовой аппрок-
симации.

Скалярное произведение и норма

Определим скалярное произведение двух тензоровX иY следующим об-
разом:

⟨X ,Y⟩ =
∑
i1,...,id

X (i1, . . . , id)Y (i1, . . . , id).

Норма тензора естественным образом определяется через скалярное произве-
дение:

∥X∥ = ⟨X ,X⟩1/2.

Норма в тензорных форматах вычисляется через Адамарово произведение тен-
зоров и суммирования по всем элементам результата. Важно отметить, что для
ускорения вычислений можно использовать специальную структуру факторов
разложения Адамарова произведения [104].

Матрично-векторное умножение

Приведем описание матрично-векторного умножения только для ТТ-
формата, так как в случае разложения Таккера оно не используется в диссерта-
ции. Рассмотрим умножение ТТ-матрицы A на ТТ-тензор X : Y = AX . Можно
показать, что ядра Y (k) ТТ-разложенияY могут быть представлены в виде [104]:

Y (k)(ik) =
∑
jk

(
A(k)(ik, jk)⊗X(k)(jk)

)
,

а значит, получено представление Y с рангами равными произведению ран-
гов r ◦ R. Для уменьшения ранга можно использовать операцию округления,
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сложность которой оценивается как O(dnr3R3). Для уменьшения сложности
вычислений можно минимизировать норму разности тензора заданного ранга
и Y , и использовать специальную структуру ядер Y (k).

1.3 Задача на собственные значения в тензорных
форматах

Предположим, что необходимо найти минимальное собственное значе-
ние λ1 и соответствующий собственный вектор x1 матрицы A размера N ×N :

Ax1 = λ1x1.

Мы рассматриваем специальный случай, когда N = n1 · · · · · nd , и когда мно-
гомерный массив X = reshape(x, [n1, . . . ,nd]) ∈ Rn1×···×nd с некоторой заданной
точностью имеет малый тензорный ранг r. Здесь reshape обозначает стандарт-
ную MATLAB функцию, которая меняет размерность массива и размеры мод с
сохранением общего количества элементов. Рассмотрим случай многомерной
матрицы, полученной при дискретизации оператора Лапласа на прямоуголь-
ной сетке. Можно показать, что собственные векторы этой матрицы имеют тен-
зорный ранг 1. Более интересными примерами являются, например, расчет ко-
лебательного спектра молекул или вычисление энергии спиновых систем вфи-
зике твердого тела.

Для наших целей удобно рассматривать матрицу A в виде многомерного
линейного оператора:

A : Rn1×···×nd → Rn1×···×nd ,

то есть
A(i1 . . . id , j1 . . . jd) = A(i1 . . . id , j1 . . . jd),

где

i1 . . . id = i1 +n1(i2 −1)+n1n2(i3 −1)+ · · ·+n1 . . .nd(id −1), ik = 1, . . .nk, k = 1, . . . ,d.

Мы также предполагаем, что оператор является симметричным, то есть для лю-
бых ik, jk = 1, . . . ,nk

A(i1 . . . id , j1 . . . jd) =A(j1 . . . jd , i1 . . . id).
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Предположим, что симметричный положительно определенный оператор A
имеет собственные значения

λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . .

и соответствующие собственные векторы Xi , i = 1,2, . . . :

AXi = λiXi .

ПустьMr обозначает множество тензоров с фиксированным рангом r в ТТ фор-
мате. Как мы увидим далее,Mr образует гладкое подмногообразие в Rn1×···×nd .
Задача ставится следующим образом:

R (X ) ≡⟨AX ,X⟩
⟨X ,X⟩

→min,

X ∈Mr,
(1.3)

где R (X ) обозначает отношение Рэлея. Если точный собственный вектор при-
ближается с высокой точностью тензорным разложением, то и решение опти-
мизационной задачи (1.3) является приближением собственного вектора. От-
метим, что в Главе 3 оператор A является нелинейным, то есть A ≡ A(X ). В
этом случае вместо задачи (1.3) необходимо рассматривать задачу

⟨A(X )X ,X⟩→min,

X ∈Mr, ∥X∥ = 1.

Также в настоящей диссертации рассматривается поиск нескольких ми-
нимальных собственных значений. Без ограничения по рангу эта задача также
может быть поставлена в виде следующей задачи оптимизации [119]

trace(X⊤AX)→min,

X⊤X =IB,
(1.4)

где X = [vec(X1), . . . ,vec(XB)] ∈ Rn1...nd×B и vec обозначает векторизацию много-
мерного массива:

vec(X )i1...id = X (i1, . . . , id), ik = 1, . . . ,nk, k = 1, . . . ,d.

Обычно ограничение на ранг для задачи (1.4) накладывается для блочного ТТ
формата [24], однако для больших B ранг такого представления быстро рас-
тет. Поэтому в диссертации рассматривается ограничение независимо на ранг
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каждого из векторов Xi , k = 1, . . . ,B, и используется обобщение классических
итерационных методов. Простейшие итерационные методы строятся на осно-
ве подхода “дефляции”. То есть сначала находится минимальное собственное
значение и соответствующий собственный вектор, а затем на ортогональном
подпространстве к уже найденым собственным векторам ищется следующее
минимальное собственное значение и соответствующий собственный вектор.
Однако, если собственные векторы находятся неточно, то ошибка при исполь-
зовании дефляции может накапливаться. Более того, итерационные методы
для поиска одного собственного значения могут сходиться медленно, если соб-
ственные значения расположены близко друг к другу. Поэтому более эффек-
тивным подходом является использование итерационных методов, в которых
одновременно итерируются несколько векторов [4].

Рассмотрим теперь способы решения оптимизационных задач. Пусть
необходимо решить (1.3). Если вектор X1, соответствующий минимальному
собственному значению λ1 имеет приближенно тензорный ранг r, то можно
ожидать, что решение X∗ задачи (1.3) приближает X1 (с точностью до множите-
ля), и λ1 ≈ R (X∗). Существует несколько основных направлений для решения
задач оптимизации с ограничением по рангу. Среди них обобщение стандарт-
ныхитерационныхметодов с дополнительнымокруглениемпо рангу, римано-
ва оптимизация и схема попеременных направлений (alternating linear scheme,
ALS). В настоящей диссертации мы пользуемся идеями каждого из этих подхо-
дов для построения новых методов решения задач на собственные значения.
Поэтому, для каждого из них приведем краткое описание и результаты, кото-
рые будут использоваться далее в диссертации. Для ALS подхода также пред-
лагается теория сходимости.

1.4 Итерационные методы с округлением

Все основные операции, возникающие в итерационных процессах такие,
как сложение, умножение на число, вычисление скалярных произведений и
умножение матрицы на вектор могут быть эффективно сделаны без вычис-
ления всего массива. Подробное описание арифметики в тензорных форматах
дано в разделе 1.2. Благодаря наличию эффективной тензорной арифметики
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можно обобщить классические итерационные процессы. Приведем в качестве
примера метод градиентного спуска для отношения Рэлея

X (k+1) = X (k) − τk∇R
(
X (k)

)
, (1.5)

где
∇R(X ) = 2

⟨X ,X⟩
(AX −R(X )X )

и τk является параметром итерации, который в простейшем случае можно вы-
брать небольшой константой или выбирать адаптивно из условия оптимально-
сти функционала на каждой итерации (линейный поиск). После каждой итера-
ции требуется дополнительная нормализация

X (k+1)B
X (k+1)

∥X (k+1)∥

для устойчивости вычислений. Также можно использовать предобусловлен-
ный метод градиентного спуска, известный как PINVIT (preconditioned inverse
iteration) [96]:

X (k+1) = X (k) − τkB−1∇R
(
X (k)

)
,

где B обозначает предобуславливатель. Оценка сходимости PINVIT была най-
дена в серии работ Князевым и Неймейером [96, 77]. Сходимость метода опре-
делялась через константу γ

∥I −B−1A∥A ≤ γ < 1.

Если предобуславливатель B−1 и оператор A заданы в ТТ формате, то
имея X (k) в ТТ формате, с использованием тензорной арифметики несложно
получить X (k+1) также в ТТ формате. Проблема заключается в том, что ранг у
X (k+1) может быть заметно больше, чем уX (k). Обобщение итерационных мето-
дов на тензорные форматы заключается в том, что для избежания роста ранга
необходимо после округлять тензорное представление с заданным рангом или
с заданной точностью с помощью оператора округления T (раздел 1.2):

X (k+1) = T
(
X (k) − τkB−1∇R

(
X (k)

))
,

X (k+1)B
X (k+1)

∥X (k+1)∥

(1.6)
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В работах О. Лебедевой [84, 85] был получен следующий результат для сходи-
мости итерационных методов для задач на собственные значения с округле-
нием по точности

Теорема 1.1 ([85]). Если для итерации (1.5) верно, что ∥X (k+1)−X∥ ≤ γ∥X (k)−X∥,
причем γ < 1/3, то для точности округления ϵ <

√
2/3 метод (1.6) сходится так,

что ∥X (k+1) − X∥ ≤ 3γ∥X (k) − X∥, причем метод сходится вплоть до момента,

когда решение попадает в 3ϵ окрестность X .

Округление по точностиможет привести к росту ранга. В работе [81] было
замечено, что выбор хорошего предобуславливателя B может заметно умень-
шить рост рангов в итерационном процессе. Аналогичным образом обобщают-
ся более сложные итерационные методы такие, как LOBPCG. Подробное изло-
жение LOBPCG в малоранговых форматах, его обобщение на блочный случай,
а также построение нового предобуславливателя описаны в Главе 2 настоящей
диссертации.

1.5 ALS оптимизация

Еще одним подходом является так называемая схема попеременных наи-
меньших квадратов (alternating least squares, ALS). Несложно заметить, что под-
множество ТТ тензоров со всеми фиксированными ядрами, кроме одного, об-
разует линейное подпространство в пространстве всех тензоров. Это наблюде-
ние может значительно упростить процесс оптимизации. Например, в случае
решения линейных системможно получить явные представления на неизвест-
ное ядро через решения линейных систем с небольшим числом неизвестных
(niriri−1 неизвестных для i-го ядра). Затем найденное ядро фиксируется и ищет-
ся следующее ядро. Эта процедура продолжается до сходимости.

Приведем формулировку метода ALS. Рассмотрим функционал F(x), где
x = (x1, . . . ,xN ) является набором векторов xi ∈ Rni . Попеременная оптимизация

или блочный покоординатный спуск решает задачу

minF(x) = minF(x1, . . . ,xN )
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с помощью попеременного обновления переменных xi при фиксированных
всех остальных переменных xj , j , i:

xi← argmin
ξ∈Rni

F(x1, . . . ,xi−1,ξ,xi+1, . . . ,xN )

Этот подход используется в большом количестве приложений. В настоящей
диссертации мы используем его для случая тензорных форматов. Для тензор-
ных разложений этот метод принято называть ALS в силу того, что при фикси-
ровании всех ядер, кроме одного, получается линейное пространство тензоров.
Задача оптимизации выглядит следующим образом. Обновление ядра Gm, ко-
гда все ядра остальные ядра зафиксированы может быть найдено из

Gm← argmin
G

F(G1, . . . ,Gm−1,G,Gm+1 . . . ,Gd).

В этом случае ядра рассматриваются как векторыдлиной nmrmrm−1. Если F явля-
ется квадратичнымфункционалом, томинимизация по каждому ядру является
задачей линейных наименьших квадратов.

1.5.1 Общая теория сходимости ALS подхода

Приведем общую теорию сходимости ALS подхода, полученную автором
диссертации в соавторстве с А. Ушмаевым и И. В. Оселедцем в работе [101].
В этой работе предложена интерпретация ALS подхода как последовательно-
сти оптимизационных задач на “двигающихся подпространствах”. В отличие
от [117] в рамках предлагаемого подхода удается явно проиллюстрировать, что
сходимость метода определяется через взаимосвязь классического мультипли-
кативного метода Шварца и кривизны многообразия малоранговых матриц
или тензоров.

Рассмотрим C1 функционал f : V→ V на Гильбертовом пространстве V.
Любому x ∈ V поставим в соответствие замкнутое подпространство T (x) про-
странства V. Затем предположим, что задано разложение T (x) в сумму d за-
мкнутых, вообще говоря, пересекающихся Ti(x):

T (x) = T1(x) + · · ·+ Td(x).

Затем определяется d отображений

Pi : V→L(V), i = 1, . . . ,d,
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так, что для каждого x ∈ V линейный оператор Pi(x) является ортопроекто-
ром на подпространство Ti(x). Соответственно, P(x) обозначает ортопроектор
на T (x).

Далее, пусть Si , i = 1, . . . ,d, обозначают (нелинейные) операторы наV так,
что y = Si(x) удовлетворяет

y ∈ x+ Ti(x), Pi(x)∇f (y) = 0.

Это означает, что Si отображает x в критическую точку f на гиперплоскости
x + Ti(x). Если, например, f является строго выпуклой и коэрцитивной, тогда
оператор Si определяется единственным образом и соответствует минимиза-
ции f на x+ Ti(x).

Попеременная оптимизация на “двигающихся” гиперплоскостях соответ-
ствует итерации следующего вида

xℓ+1 = S(xℓ)B (Sd ◦ · · · ◦S1)(xℓ).

Нашей целью является исследование локальной сходимости такой итерации в
соответствующих предположениях на гладкость. Для этого рассмотрим непо-
движную точку

x̄ = Si(x̄)

для всех Si в чьей окрестности все Pi , Si а также P являются непрерывно диффе-
ренцируемыми (по Фреше) отображениями. Тогда x̄ также является неподвиж-
ной точкой S.

Локальные свойства сжатия в окрестности x̄ определяются свойствами
производных S′i(x̄) и рассматриваются в следующем параграфе. Некоторые
свойства S′i(x̄) могут быть получены путем дифференцирования уравнений

Pi(x)(Si(x)− x) = Si(x)− x.

После дифференцирования получаем

P′i(x;h)(Si(x)− x) +Pi(x)(S
′
i(x)h− h) = S′i(x)h− h (1.7)

для всех h ∈ V. Здесь оператор P′i(x;h) ∈ L(V) обозначает применение произ-
водной Pi(x) в x к h. Следовательно, в неподвижной точке x̄ = Si(x̄) выполня-
ется

(I−Pi(x̄))S′i(x̄)h = (I−Pi(x̄))h. (1.8)
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Из этого уравнения сразу следуют следующие свойства.

Утверждение 1.1. Предположим, что Pi и Si являются непрерывно дифференци-

руемыми в окрестности неподвижной точки x̄. Тогда

(i) подпространство Ti(x̄) является инвариантным подпространством S′i(x̄),

(ii) ограничение S′i(x̄) на ортогональное дополнение Ti(x̄)⊥ имеет спектральный

радиус не превосходящий единицы и равен одному, тогда и только тогда,

когда Ti(x̄)⊥ также является инвариантным подпространством S′i(x̄).

Вычисление производных

С помощью A(x) = ∇2f (x) мы обозначаем гессиан f в x. Для краткости
мы будем использовать следующие обозначения

P̄i B Pi(x̄), P̄B P(x̄), ĀBA(x̄), B̄i B (P̄iĀP̄i)
−1.

Для получения формулы для S′(x̄) мы дифференцируем каждый Si отдельно.
Производные S′i(x̄) вычисляются следующим образом.

Утверждение 1.2. Предположим, что Pi и Si непрерывно дифференцируемы в

окрестности неподвижной точки x̄, и что f является дважды непрерывно диффе-

ренцируемой в окрестности x̄. Если линейный оператор P̄iĀP̄i обратим на Ti(x̄),

тогда

S′i(x̄)h = h− B̄iP̄iĀh− B̄iP′i(x̄;h)∇f (x̄). (1.9)

В частности,

S′i(x̄) = B̄iP
′
i(x̄;h)∇f (x̄) на Ti(x̄).

Отметим, что из (1.7) и (1.8) следует, что для любого h ∈V линейный опе-
ратор P′i(x̄;h) отображает в пространство Ti(x̄). Следовательно, композиция B̄i
с этим оператором определена.

Доказательство. Дифференцируя уравнение Pi(x)∇f (Si(x)) = 0 получим

P′i(x;h) · ∇f (x) +Pi(x)A(x)S
′
i(x)h = 0 (1.10)
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для всех вариаций h ∈ V. Разделяя S′i(x)h в (1.10) на составные части на Ti(x̄) и
ортогональное дополнение получим

Pi(x)A(x)Pi(x)S
′
i(x)h = −Pi(x)A(x)(I−Pi(x))S′i(x)h−P′i(x;h)∇f (x).

В неподвижной точке мы можем использовать (1.8). Следовательно,

P̄iĀP̄iS
′
i(x̄)h = −P̄iĀ(I− P̄i)h−P′i(x̄;h) · ∇f (x̄).

Предполагая, что P̄iĀP̄i имеет обратный оператор B̄i на Ti(x̄) получим

P̄iS
′
i(x̄)h = P̄ih− B̄iP̄iĀh− B̄iP′i(x̄;h)∇f (x̄).

Используя (1.8) еще раз, мы получаем

S′i(x̄)h = (I− P̄i)S′i(x̄)h+ P̄iS
′
i(x̄)h = (I− P̄i)h+ P̄ih− B̄iP̄iĀh− B̄iP′i(x̄;h)∇f (x̄),

что совпадает с (1.9).

Упростим обозначения:

P̄Ā
i B B̄iP̄iĀ.

Если Ā является положительно определенным оператором, то B̄i всегда опре-
делен, и P̄Ā

i может быть интерпретирован как Ā-ортопроектор на подпростран-
ство Ti(x̄). То есть он является ортопроектором по отношению к скалярному
произведению (x,y) 7→ ⟨x, Āy⟩.1

Далее, определим линейный оператор N̄i на V так, что

N̄ihB P′i(x̄;h)∇f (x̄) (1.11)

для всех h. Используя эти обозначения, и в предположениях Утверждения 1.2,
S′i(x̄) может быть записан как

S′i(x̄) = (I− P̄Ā
i )− B̄iN̄i .

Формула для S′(x̄) получается как дифференцирование сложной функ-
ции. Сформулируем этот факт в виде теоремы.

1Заметим, что (для удобства опустим индекс) (P̄Āx)T Ā(I− P̄Ā)x = xT (ĀB̄P̄Ā− ĀB̄P̄ĀP̄P̄Ā)x = 0 для всех x ∈ V,
так как P̄ĀP̄P̄Ā = B̄−1B̄P̄Ā = P̄Ā. Следовательно, P̄Āx является Ā-ортогональным к (I− P̄Ā)x.



32

Теорема 1.2. Предположим, что все Pi и Si являются непрерывно дифференцируе-

мыми в окрестности неподвижной точки x̄, и что f является дважды непрерывно

дифференцируемой в окрестности x̄. Предположим, что все B̄i = (P̄iĀP̄i)−1 суще-

ствуют на Ti(x̄). Тогда

S′(x̄) =
1∏
i=d

S′i(x̄) =
1∏
i=d

[(I− P̄Ā
i )− B̄iN̄i]. (1.12)

Случай отсутствия кривизны в неподвижной точке (N̄i = 0)

Простым случаем для исследования является N̄i = 0. В этом случае фор-
мула для S′(x̄) имеет вид

S′(x̄) =
1∏
i=d

(I− P̄Ā
i ),

и известна, например, из мультипликативного метода Шварца. Следующее
утверждение следует из стандартного результата для мультипликативного ме-
тода Шварца [35, Теорема 3.7] путем ограничения на подпространство T̄ (x) и
путем замены Ā на P̄ĀP̄.

Теорема 1.3. Предположим, что N̄i = 0 и гессиан Ā является положительно опре-

деленным на T (x̄). Тогда ρ(P̄S′(x̄)P̄) < 1. В частности, ∥P̄S′(x̄)h∥Ā < ∥h∥Ā для всех

h ∈ T (x̄), где ∥x∥Ā = (xT Āx)1/2 является нормой на T (x̄).

Случай N̄i = 0 возникает в двух важный сценариях.

Локально постоянные подпространства. Если подпространства Ti(x) не
меняются для всех x в окрестности x̄, тогда P′i(x̄) = 0. Этот случай возникает
в классическом блочном покоординатном спуске, который также известен под
названием нелинейный блочный метод Гаусса-Зейделя, и базируется на фикси-
рованном непересекающемся разделении всего пространства T (x̄) =V. Следо-
вательно, в этом случае мы получаем хорошо известный факт, что скорость
локальной сходимости нелинейного метода Гаусса-Зейделя равна сходимости
линейного Гаусса-Зейделя с гессианом в качестве матрицы системы, смотри,
например, [99].
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Нулевой градиент. Операторы N̄i также равны нулю в неподвижных точ-
ках, удовлетворяющих ∇f (x̄) = 0. Это происходит, в частности, когда рассмат-
ривается оптимизация в малоранговом случае, и глобальная критическая точ-
ка принадлежит рассматриваемому многообразию малоранговых матриц или
тензоров. Мы будем пользоваться этим результатом при доказательстве сходи-
мости ALS II метода в разделе 2.2.

1.5.2 ALS минимизация отношения Рэлея

Рассмотрим теперь частный случай — задачу минимизации (1.3) с помо-
щью ALS подхода для d = 2. Используем скелетное разложение X : X = UV ⊤,
где U ∈ Rn×r , V ∈ Rm×r — матрицы с полным столбцовым рангом. Это пред-
ставление эквивалентно ТТ-формату в двумерном случае при X(1)

α (i1) = (U )i1α
и X(2)

α (i2) = (V )i2α.
Один шаг ALS минимизации отношения Рэлея с начального приближе-

нияX = vec(UV ⊤)может быть записан в виде последовательной оптимизации
по U и V :

U ← argmin
U∈Rn×r

R (UV ⊤) ,

V ← argmin
V ∈Rm×r

R (UV ⊤) .
(1.13)

Используя хорошо известное свойство кронекерова произведения

vec(AXB) = (B⊤ ⊗A)vec(X),

не сложно убедиться, что эти шаги эквивалентны решению следующих обоб-
щенных задач на собственные значения

(V ⊗ In)⊤A(V ⊗ In) vec(U ) = λR
min · (V ⊤V ⊗ In) vec(U ),

(Im ⊗U )⊤A(Im ⊗U ) vec(V ⊤) = λL
min · (Im ⊗U⊤U ) vec(V ⊤).

(1.14)

Действительно, для нахождения, например, U нам необходимо минимизиро-
вать

min
U∈Rn×r

R (UV ⊤) = min
U∈Rn×r

⟨vec(UV ⊤),A vec(UV ⊤)⟩
⟨vec(UV ⊤),vec(UV ⊤)⟩

=

= min
U∈Rn×r

⟨vec(U ), ((V ⊗ In)⊤A(V ⊗ In)) vec(U )⟩
⟨vec(U ), (V ⊤V ⊗ In) vec(U )⟩

,
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что приводит к первой обобщенной задаче на собственные значения из (1.14).
По аналогии с двумерным случаем в случае d > 2 мы получаем следую-

щие линейные системы на векторизованное p-е ядро x(p) = vec (X(p)), являюще-
еся собственным вектором, отвечающим минимальному собственному числу
λmin в следующей задаче на собственные значения

(X,p⊤AX,p)x(p) = λminX
,p⊤X,px(p),

где
X,p = X<p ⊗ Inp ⊗X

>p ∈ Rn1...nd×rp−1nprp .

МатрицаX<p имеет размер n1 . . .np−1×rp и состоит из произведения первых p−1
ядер:

X<p
(
i1i2 . . . ip−1, :

)
= X(1)(i1)X

(2)(i2) . . . X
(p−1)(ip−1).

МатрицаX>p определяется по аналогии. Обычноиспользуется дополнительная
ортогонализация X<p и X>p [54].

1.5.3 ALS минимизация для решения линейных систем

В настоящей диссертации мы также будем использовать решения линей-
ных систем с помощью ALS итерации. Опишем один шаг ALS итерации в этом
случае. Пусть A ∈ Rnm×nm является симметричной положительно определен-
ной матрицей. Пусть мы хотим решить систему Avec(X ) = vec(F ). Поставим
ей в соответствие функционал энергии ⟨Avec(X ),vec(X )⟩ − 2⟨vec(F ),vec(X )⟩.
Если целью является поиск решения заданного ранга, то функционал энергии
минимизируется на многообразии матриц заданного ранга:

⟨Avec(X ),vec(X )⟩ − 2⟨vec(F ),vec(X )⟩ →min

rank(X ) = r.

Применим к этой задаче ALS минимизацию. Рассмотрим минимизацию функ-
ционала энергии сначала по U :

min
U∈Rn×r

⟨
Avec(UV ⊤),vec(UV ⊤)

⟩
− 2

⟨
vec(F ),vec(UV ⊤)

⟩
.

Используя свойство (V ⊗In)vec(U ) = vec(UV ⊤), мы получаем линейную систе-
му с неизвестным вектором vec(U ) ∈ Rnr

(V ⊤ ⊗ In)A(V ⊗ In) vec(U ) = (V ⊤ ⊗ In)vec(F ),
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где матрица (V ⊤⊗In)A(V ⊗In) имеет размер nr×nr . По аналогии с ALS миними-
зацией для отношения Рэлея в случае d > 2мыполучаем следующие линейные
системы на векторизованное p-е ядро x(p) = vec (X(p))

X,p⊤AX,px(p) = X,p⊤vec(F ),

где матрицы X,p определены ранее. Локальная матрица системы X,p⊤AX,p ∈
Rrp−1nprp×rp−1nprp . Отметим, что даже если исходная матрица была разреженной,
локальная матрица, вообще говоря, является плотной. Поэтому решение возни-
кающих систем прямым методом становится затруднительным при rp−1nprp >
10000, например, при rp−1 = rp = 10, np = 100. Однако локальная матрица мо-
жет быть быстро умножена на вектор, так как имеет дополнительную структу-
ру, если матрицаA является суммой кронекеровых произведений (соответству-
ющий тензорA имеет малый ТТ-ранг). Подробное описание быстрого умноже-
ния можно найти в [105].

1.6 Методы Римановой оптимизации

Альтернативным подходом к решению задачи (1.3) являются методы, ба-
зирующиеся на оптимизации на гладких многообразиях. Действительно, из-
вестно, что многообразие тензоров фиксированного ТТ-ранга

Mr
def= {X ∈ Rn1×···×nd : TT–rank(X ) = r} (1.15)

является гладким [53], что позволяет использовать подход римановой опти-
мизации. В римановой оптимизации вместо всего пространства Rn1×···×nd зада-
ча рассматривается только на нелинейном многообразии, которому принадле-
жит решение. Перейдем к формальному описанию основных понятий римано-
вой оптимизации, следуя [116, 1, 127]. Начнем с определения понятия гладкого
многообразия.

Определение 1.1 ([116, Определение 2.1.3]). ПодмножествоM⊂ Rn называется

m-мерным гладким подмногообразиемRn, если для любого x ∈M найдется откры-

тое множествоU ⊂ Rnтакое, чтоU∩M является диффеоморфным некоторому

открытому подмножествуΩ ⊂ Rm.
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Ключевым понятием, которое можно ввести на гладких многообразиях,
является касательная плоскость. Она представляет линеаризацию многообра-
зия в окрестности заданной точки. В итерационных методах на многообразиях
вместо обычного евклидового градиента используется градиент (риманов гра-
диент), дополнительно спроецированный на касательную плоскость, что поз-
воляет строить следующее приближение достаточно “близко” к многообразию,
в то же время сохраняя удобство работы на линейных пространствах. Более то-
го, как мы увидим далее, касательное пространство тензоров фиксированного
ранга имеет малую размерность, что позволяет строить эффективные алгорит-
мы. Приведем формальное определение касательной плоскости и касательного
расслоения.

Определение 1.2 ([116, Определение 2.2.1]). ПустьM⊂ Rn являетсяm-мерным

гладким подмногообразием. Зафиксируем точку x ∈M. Вектор η ∈ Rn называет-

ся касательным вектором M в точке x ∈ M, если существует гладкая кривая

γ : R→M такая, что

γ(0) = x, γ ′(0) = η.

Множество

TxM
def= {γ ′(0) | гладкая γ : R→M : γ(0) = x}

всех касательных векторов M в точке x называется касательным простран-

ствомM в точке x.

Отметим, что размерность касательного пространства совпадает с размерно-
стью самого многообразия.

Определение 1.3 ([116, Пример 2.6.5]). ПустьM⊂ Rn являетсяm-мерным глад-

ким подмногообразием. Множество

TM def= {(x,η) | x ∈M,η ∈ TxM}

называется касательным расслоениемM.

В дальнейшем для определения риманова градиента и гессиана нам по-
надобится обобщение на многообразия понятия производной отображения по
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направлению. Пусть γ обозначает кривую, проходящую через x (γ(0) = x), при-
чем γ ′(0) = η. Тогда мы определяем обобщение производной гладкого отобра-
жения f по направлению как [1]

Df (x)[η] def=
df (γ(t))
dt

∣∣∣∣∣
t=0
. (1.16)

Для того, чтобы мерить расстояния и углы необходимо ввести аналог ска-
лярного произведения на TxM× TxM. Пусть ξx и ηx являются векторными по-
лями наM, которые в каждой точке многообразия x приписывают ей касатель-
ный вектор гладким образом. Если отображение x → gx(ξx,ηx) является глад-
ким для любых пар векторных полей ξx и ηx наM, то gx называется римано-

вой метрикой. Гладкое многообразие, снабженное римановой метрикой назы-
вается римановым многообразием. Для подмногообразий Rn естественно опре-
делить риманову метрику через стандартное скалярное произведение на Rn:
gx(ξ,η) =

⟨
ξ,η

⟩
.

Риманов градиент f обозначается gradf (x) и определяется как единствен-
ный элемент из TxM, удовлетворяющий gx(gradf (x),η) = Df (x)[η] для любого
η ∈ TxM. Если же отображение f является сужением некоторого гладкого отоб-
ражения F, определенного на всем Rn, то риманов градиент принимает следу-
ющую форму [1]

gradf (x) = PTxM∇F(x),

где ∇ обозначает стандартный евклидовый градиент, а PTxM – проектор на
TxM.

В итерационных алгоритмах намногообразиях на каждойитерациинеоб-
ходимо делать сдвиг по геодезическим (экспоненциальное отображение), кото-
рые имеют смысл путей с наименьшей длиной. Локально геодезические од-
нозначно задаются точкой на многообразии x и направлением ξ . Однако вы-
числение геодезических является сложной задачей с вычислительной точки
зрения. Поэтому на практике используют ретракцию, которая приближает экс-
поненциальное отображение. Ретракция определяется следующим образом.

Определение 1.4 ([3, Секция 2.3]). Ретракцией на многообразииM называется

гладкое отображение R с касательного расслоения TM наM такое, что

1. R определено и является гладким в окрестности нулевого сечения TM;
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2. R(x,0) = x для любого x ∈M;

3. d
dtR(x, tξ)

∣∣∣
t=0

= ξ для любого x ∈M и ξ ∈ TxM.

Перейдем к итерационным процессам на многообразиях. Пусть на k-й
итерации задано x(k) и некоторое направление поиска ξ(k) ∈ Tx(k)M, тогда x(k+1)

определяется из
x(k+1) = R(x(k), τkξ

(k)). (1.17)

Обсудим, из каких соображений выбирать шаг τk. Для конкретики рассмотрим
функционал R. Параметры τk можно выбрать из соображения оптимальности,
то есть

τk = argmin
τ

R
(
R(x(k), τξ(k))

)
,

однако обычно из-за сложного вида ретракции R поиск оптимального пара-
метра является вычислительно затратным и используют правило Армихо с воз-
вратом: необходимо найти наименьшее целое l ≥ 0 такое, что

R(x(k))−R(R(x(k),2−lτkξk)) ≥ −c2−l
⟨
ξk,grad R(x(k))

⟩
, (1.18)

где c — маленькая константа (на практике можно выбрать c = 10−4). Можно
показать, что такой выбор шага удовлетворяет аналогу условия Армихо на
многообразиях [1]. Для сходимости процесса требуется дополнительно нало-
жить условие на вектор направления ξk. Последовательность ξk ∈ Tx(k)M долж-
на быть градиентной. Это означает, что любая ее подпоследовательность ξnk ,
сходящаяся к нестационарной точке R, ограничена и удовлетворяет

limsup
k→∞

⟨
grad R(x(k)),ξnk

⟩
< 0. (1.19)

Сформулируем теорему сходимости итерационного метода на многообразиях.

Теорема 1.4 ([1, Теорема 4.3.1]). Пусть в итерационном процессе (1.17) последо-
вательность ξk является градиентной, а параметры τk выбираются из условия

Армихо (1.18). Тогда любая предельная точка {x(k)}, принадлежащаяM является

стационарной точкой функционала R.

Отметим, что если многообразие не компактно, то существование пре-
дельных точек на нем не является очевидным. Поэтому для некомпактных
многообразий обычно ищется компактное множество, к которому принадле-
жит последовательность, порожденная итерационным процессом.
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1.6.1 Риманова оптимизация на сфере

При выводе предлагаемого в настоящей диссертации в Главе 2 метода
Якоби-Дэвидсона на малоранговом многообразии нам понадобятся формулы
для ретракции и проекции на касательное пространство сферы Sn−1 = {x ∈ Rn :

∥x∥2 = 1}. Размерность сферы равна

dim(Sn−1) = n− 1.

Несложно показать, что ортопроектор на касательное пространство сферы мо-
жет быть записан как [1]:

PTxSn−1 z = (I − xx⊤)z. (1.20)

Ретракция на сферу имеет следующий вид [1]:

R(x,ξ) =
x+ ξ
∥x+ ξ∥2

. (1.21)

1.6.2 Риманова оптимизация на тензорных многообразиях

Рассмотрим теперь многообразие тензоров фиксированного ТТ-ранга.
Во-первых, тензоры X ∈ Rn1×···×nd фиксированного ТТ-ранга r образуют глад-
кое многообразиеMr размерности [53]

dim(Mr) =
d∑
α=1

rα−1nαrα −
d−1∑
α=1

r2α.

Рассмотрим точку X ∈Mr:

X (i1, . . . , id) = X1(i1) . . .Xd(id).

Выберем Xα левоортогональными ядрами, то есть

(X l
α)
⊤X l

α = Irα ,

где X l
α ∈ Rrα−1nα×rα обозначает левую развертку трехмерного ядра Xα. Любой

вектор Ξ ∈ TXMr может быть параметризован как [89]

Ξ(i1, . . . , id) = ∆1(i1)X2(i2) . . .Xd−1(id−1)Xd(id)+

+X1(i1)∆2(i2) . . .Xd−1(id−1)Xd(id) + · · ·+

+X1(i1)X2(i2) . . .Xd−1(id−1)∆d(id),

(1.22)
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где ∆α ∈ Rrα−1×nα×rα . Отметим, что (1.22) может быть также записано в виде

Ξ(i1, . . . , id) =
[
∆1(i1) X1(i1)

][X2(i2) 0

∆2(i2) X2(i2)

]
. . .

[
Xd−1(id−1) 0

∆d−1(id−1) Xd−1(id−1)

][
Xd(id)

∆d(id)

]
,

то есть тензор из касательного является тензором ранга не выше 2r. Это одно из
ключевых свойств, определяющих эффективность оптимизации на тензорных
многообразиях.

Заметим теперь, что количество параметров, содержащееся в матрицах
∆i больше, чем размерность многообразия. Это означает, что представление с
помощью такой параметризации не является единственным и требует наложе-
ния дополнительных условий— условий калибровки. Стандартными являются
следующие условия калибровки: (∆lα)⊤X l

α = 0, α = 1, . . . ,d − 1. Теперь запишем
проекцию произвольного тензора Z на касательную плоскость. В работе [89]
были получены следующие формулы

∆lα = P⊥α
(
Inα ⊗X

<α
)⊤
Z(α)X >α ((X >α)⊤X >α)−1 ,

где P⊥α обозначает ортопроектор на пространство ортогональное столбцам X l
α,

Z(α) обозначает развертку тензора Z, имеющую размер Rn1...nα×nα+1...nd , матрица
X <α ∈ Rn1...nα−1×rα определяется как

X <α(i1 . . . iα−1, :) = X1(i1) . . .Xα−1(iα−1),

матрица X >α ∈ Rrα×nα+1...nd определяется аналогично. Чтобы избежать вычисле-
ния ((X >α)⊤X >α)−1 требуется дополнительная ортогонализация ядер [80].

1.7 Выводы по главе

В настоящей главе рассмотрены ключевые понятия, используемые в дис-
сертации. Дано определение основных тензорных разложений, и поставлена
задача о поиске собственных значений в тензорных форматах. Также дан обзор
основных способов решения задач в тензорных форматах: на основе классиче-
ских итерационных методов, с помощью римановой оптимизации и с помо-
щью попеременной оптимизации. Приведены основные результаты о сходи-
мости этих методов. Для ALS подхода получена явная формула для спектраль-
ного радиуса производной ALS оператора, из которой следует связь с мульти-
пликативным методом Шварца и локальная сходимость метода.



Глава 2

Многомерные задачи на собственные зна-
чения с линейным оператором

Настоящая глава посвящена решению задачи на собственные значения
с линейным оператором. Целью является поиск некоторого числа минималь-
ных (максимальных) собственных значений и соответствующих собственных
векторов, то есть решение частичной задачи на собственные значения.

Сначала рассматривается поиск одного целевого (минимального, макси-
мального или ближайшего к заданному числу) собственного значения. Для
этой задачи предлагается обобщение метода Якоби-Дэвидсона, базирующе-
еся на идеях римановой оптимизации и малоранговых разложениях тензо-
ров. Приводится анализ сходимости метода. Затем рассматривается ALS II ме-
тод, являющийся комбинацией ALS подхода и метода обратной итерации. Для
него приводятся оценки локальной сходимости в случае d = 2. Для поиска
нескольких собственных значений и векторов рассматривается обобщение ме-
тода LOBPCG на тензорный случай и нелинейный предобуславливатель, бази-
рующийся на процедуре ALS минимизации.

2.1 Метод Якоби-Дэвидсона на малоранговых
тензорных многообразиях

В настоящем разделе предлагается обобщение метода Якоби-Дэвидсона
(JD) [126] для решения задачи (1.3). По аналогии с оригинальным JD методом
мы выводим малоранговый аналог уравнения Якоби, а также предлагаем ма-

41
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лоранговую версию ускорения с использованием подпространств. Предлагае-
мый подход наследует преимущества оригинального JD метода. По сравнению
с итерацией Рэлея и методом Дэвидсона, предлагаемый метод эффективен и
когда возникающие линейные системы решаются точно, и при их неточном
решении. Также рассматривается малоранговая версия обратной итерации с
адаптивными сдвигами (итерация Рэлея), которая естественным образом вы-
водится из уравнения Якоби в методе Якоби-Дэвидсона.

Известно, что JD метод является римановым методом Ньютона на еди-
ничной сфере {x : ∥x∥ = 1} с дополнительным ускорением с использованием
подпространств [1]. Мы используем эту интерпретацию и получаем новый ме-
тод, как неточный метод Ньютона на пересечении сферы и многообразия тен-
зоров фиксированного ранга. При выводе метода мы предполагаем, что мат-
рица A является действительной и симметричной, однако, мы проверяем наш
подход также и на несимметричных матрицах. В предположении, что матрица
A также имеет малый ТТ-ранг, мы получаем сложность линейную по размер-
ности задачи d и квадратичную по размеру мод n =maxi ni .

2.1.1 Минимизация отношения Рэлея на сфере

Первымингредиентом оригинального JDметода является уравнение Яко-
би. Оно может быть получено как шаг риманова метода Ньютона на сфере [1].
Мы также будем использовать эту интерпретацию при выводе его малоранго-
вой версии, поэтому для удобства сначала приведем вывод для случая сферы.

Пусть матрица A ∈ Rn×n является симметричной. Целью является решить
следующую задачу оптимизации

R(x) = x⊤Ax→min, (2.1)

при условии x ∈ Sn−1, где Sn−1 является единичной сферой, рассматриваемой в
качестве подмногообразия Rn с соответсвующей метрикой gx(ξ,η) = ξ⊤η. Под-
ход римановой оптимизации подразумевает оптимизацию отношения Рэлея
R(x) не на всем пространстве, а сразу на Sn−1, то есть ограничения уже учтены
с помощью пространства, на котором ищется решение. Ортогональная проек-
ция z на касательное пространство (см. определение 1.2) TxSn−1 сферы Sn−1 в
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точке x может быть записана как (1.20):

PTxSn−1z = (I − xx⊤)z. (2.2)

Следовательно, риманов градиент функционала (2.1) имеет следующий вид

gradR(x) = PTX Sn−1∇R(x) = (I − xx⊤)(2Ax), (2.3)

где ∇ обозначает евклидов градиент. Гессиан Hessx : TxSn−1 → TxS
n−1 может

быть получен как [2]:

HessxR(x)[ξ] =PTxSn−1 (D (gradR(x)) [ξ]) =

2PTxSn−1
(
D

(
PTxSn−1Ax

)
[ξ]

)
=

2PTxSn−1(Aξ + ṖTxSn−1Ax), ξ ∈ TxSn−1,

(2.4)

где D обозначает производную по направлению (формула (1.16)) и

ṖTxSn−1Ax ≡D(PTxSn−1)[ξ]Ax = −(x
⊤Ax)ξ − (ξ⊤Ax)x.

Поскольку PTxSn−1x = 0 и PTxSn−1ξ = ξ , мы получаем, что

HessxR(x)[ξ] = 2PTxSn−1 (A− (x
⊤Ax)I)PTxSn−1ξ. (2.5)

Запишем k-й шаг риманова метода Ньютона

HessxkR(xk)[ξk] = −gradR(xk), ξk ∈ TxkS
n−1, (2.6)

с применением ретракции (определение 1.4):

xk+1 =
xk + ξk
∥xk + ξk∥

, (2.7)

которая возвращает xk +ξk обратно на многообразие Sn−1. Используя (2.2), (2.3)
и (2.5) мы можем переписать (2.6) как

(I − xkx⊤k ) (A−R(xk)I) (I − xkx
⊤
k )ξk = −rk, x⊤k ξk = 0, (2.8)

где
R(xk) = x

⊤
k Axk, rk = (I − xkx⊤k )Axk = Axk −R(xk)xk.
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Уравнение (2.8) называется уравнением Якоби [126]. Отметим, что без использо-
вания проектора (I − xkx⊤k ) мы бы получили аналог уравнения из метода Дэ-
видсона

(A−R(xk)I)ξk = −rk,

которое имеет решение ξk = −xk коллинеарное текущему приближению xk. По
этой причине, на практике, уравнение Дэвидсона решается неточно. В частно-
сти, в оригинальном методе Дэвидсона [25] матрица A заменяется на диаго-
нальную матрицу diag(A). В то же время, у уравнения Якоби (2.8) такой про-
блемы не возникает, так как ортогональность xk поддерживается автоматиче-
ски. Причем, даже если уравнение Якоби (2.8) решается неточно с использо-
ванием итерационных методов на подпространствах Крылова, его решение ξk
будет автоматически ортогонально xk, что является важной особенностью для
вычислений. Более того, так как JD метод имеет интерпретацию метода Нью-
тона, скорость его сходимости является сверхлинейной.

2.1.2 Уравнение Якоби на многообразиях фиксированного
ранга

Обобщим теперь полученное уравнение Якоби (2.8) на случай многооб-
разия малоранговых тензоров. Пусть x ∈ Rnd является собственным вектором
матрицыAипустьX ∈ Rn1×···×nd является его тензоризацией так, что x = vec(X ).
Для простоты считаем, что n1 = · · · = nd = n. Мы также делаем предположение,
что тензоризованный собственный вектор vec(X ) приближенно имеет малый
тензорный ранг r. В этом случае для приближения, например, младшего соб-
ственного значения необходимо решить следующую задачу оптимизации

R(x) = x⊤Ax→min,

x ∈ Snd−1∩Mr,
(2.9)

где вместо (1.15) для удобства мы рассматриваем многообразие с векторизован-
ными тензорами фиксированного ранга

Mr = {vec(X ), X ∈ Rn×···×n : TT-rank(X ) = r},

которое также образует гладкое подмногообразие многообразия Rnd . Отметим,
что можно было использовать и отношение Рэлея из (1.3), однако при поиске
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решения сразу на сфере минимизируемый функционал становится квадратич-
ным, что значительно упрощает формулы.

По аналогии с выводом уравнения Якоби мы пересекаем многообра-
зиеMr со сферой Snd−1. Как мы увидим из следующей теоремы пересечение
Sn

d−1∩Mr является гладким многообразиемRnd , а следовательно оптимизаци-
онная задача (2.9) может быть решена с использованием подходов римановой
оптимизации.

Теорема 2.1. ПустьNr = Sn
d−1∩Mr, тогдаNr образует гладкое подмногообразие

Rnd размерности

dim(Nr) = dim(Mr)− 1.

Доказательство. Гладкость пересечения многообразий следует из трансвер-
сальностиMr и Sn

d−1 как подмногообразий в Rnd . Для проверки трансверсаль-
ности достаточно показать, что [87]

TXMr + TXS
nd−1 = Rnd .

Действительно, dim(Sn
d−1) = nd − 1, значит достаточно найти вектор ξ такой,

что ξ ∈ TXMr, но ξ < TXSn
d−1. Таким вектором является, например, ξ = vec(X ).

Итак, благодаря трансверсальности Nr образует гладкое подмногообразие Rnd

размерности

dim(Mr) + dim(Sn
d−1)−dim(Rnd ) = dim(Mr)− 1.

Найдем теперь вид ортопроектора на касательное пространство Nr. Для
этого сначала докажем следующую лемму. Утверждение леммы не является
новым результатом и приводится для полноты изложения.

Лемма 2.1. Пусть L и K являются линейными подпространствами в Rn. Пусть

также P является ортопроектором наL, аQ является ортопроектором наK. То-
гда, если P и Q коммутируют, то их композиция PQ является ортопроектором

на L∩K.

Доказательство. Покажем, что PQ является ортопроектором. Действительно,

(PQ)(PQ) = P (QP )Q = P (PQ)Q = P 2Q2 = PQ,
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и
(PQ)⊤ =Q⊤P ⊤ =QP = PQ.

Покажем теперь, что ξ ∈ L∩K тогда и только тогда, когда PQξ = ξ . Пусть
ξ ∈ L∩K, следовательно

PQξ = P ξ = ξ.

В обратную сторону, пусть PQξ = ξ , тогда

ξ = PQξ = P (PQξ) = P ξ ∈ L,

ξ =QP ξ =Q(QP ξ) =Qξ ∈ K,

и значит ξ ∈ L∩K.

Утверждение 2.1. Ортопроектор PTXNr
на TXNr в точке vec(X ) ∈ Nr может

быть записан как

PTXNr
= PTXMr

PTX Snd−1 = PTX Snd−1PTXMr

= PTXMr
− vec(X )vec(X )⊤,

(2.10)

где PTXMr
является ортопроектором на касательное пространствоMr.

Доказательство. Заметим, что

PTXMr
vec(X ) = vec(X ),

и, как следствие,
vec(X )⊤ = vec(X )⊤PTXMr

.

Следовательно,

PTXMr
PTX Snd−1 = PTXMr

(I − vec(X)vec(X)⊤)

= PTXMr
− vec(X)vec(X)⊤ = PTX Snd−1PTXMr

.

Значит, ортопроекторы PTXMr
и PTX Snd−1 коммутируют и согласно Лемме 2.1 их

композиция является ортопроектором на пересечение TXMr и TXSn
d−1.
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Вывод уравненияЯкобинамногообразииNr. Выведем обобщение ориги-
нального уравнения Якоби, являющегося однимшагом метода Ньютона наNr.
Используя (2.10) и вводя обозначение x = vec(X) получим

gradR(x) = PTXNr
∇R(x) = PTXMr

(I − xx⊤)∇R(x) = 2PTXMr
(I − xx⊤)Ax. (2.11)

По аналогии с (2.4) и используя (2.10) также получим

HessX R(x)[ξ] =2PTXNr
(Aξ + ṖTXNr

Ax) =

2PTXNr
(Aξ − xξ⊤Ax − ξx⊤Ax+ ṖTXMr

Ax),

ξ ∈ TXNr.

Согласно (2.10) PTXNr
x = PTXMr

PTX Snm−1x = 0, таким образом

HessX R(x)[ξ] = 2PTXNr
(A− (x⊤Ax)I)ξ +PTXNr

ṖTXMr
Ax =

2PTXMr
(I − xx⊤)(A− (x⊤Ax)I)ξ +PTXNr

ṖTXMr
Ax,

где часть PTXNr
ṖTXMr

Ax соответствует кривизне многообразия малоранговых
тензоров. Этот член содержит обращения сингулярных чисел разверток. Син-
гулярные числа, в свою очередь, могут быть очень малы, если ранг для постро-
ения многообразия оказался больше, чем истинный ранг решения. Это, в свою
очередь, ведет к неустойчивости при численных расчетах. По аналогии [80] мы
пренебрегаем членом, ответственным за кривизну иполучаемнеточныйметод
Ньютона, который можно также интерпретировать как метод Гаусс-Ньютона
для задач оптимизации с ограничениями. Действительно, отбрасывание чле-
на связанного с кривизной эквивалентно линеаризации многообразия и, как
следствие, ограничения. Итак, отбрасывая PTXNr

ṖTXMr
Ax получим

HessX R(x)[ξ] ≈ 2PTXMr
(I − xx⊤)(A−R(x)I)ξ.

После симметризации

HessX R(x)[ξ] ≈ 2PTXMr
(I − xx⊤)(A−R(x)I)(I − xx⊤)PTXMr

ξ. (2.12)

Используя (2.11) и (2.12) мы можем переписать линейные системы, возникаю-
щие в неточном методе Ньютона как

(I − xx⊤)
[
PTXMr

(A−R(x)I)PTXMr

]
(I − xx⊤)ξ = −PTXMr

(I − xx⊤)Ax,

ξ⊤x = 0, ξ ∈ TXMr.
(2.13)
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Уравнение (2.13) имеет вид схожий с оригинальным уравнением Якоби (2.8) с
оператором (A−R(x)I), спроецированным на TXMr.

Ретракция. По аналогии с (2.7) после того, как мы нашли решение ξ из (2.27),
нам необходимо отобразить вектор x+ξ из касательного пространства на мно-
гообразие. Следующее утверждение дает явную формулу для ретракции на
многообразиеNr.

Утверждение 2.2. Пусть Rr является ретракцией с касательного расслоения

TMr наMr, тогда

R(x,ξ) =
Rr(x,ξ)
∥Rr(x,ξ)∥

, (2.14)

является ретракцией наNr.

Доказательство. Убедимся, что R удовлетворяет определению ретракции 1.4:

1. Гладкость в окрестности нулевого элемента на TNr;

2. R(x,0) = x для всех x ∈ Nr;

3. d
dtR(x, tξ)

∣∣∣
t=0

= ξ для всех x ∈ Nr и ξ ∈ TXNr.

Первое свойство следует из гладкости ретракции Rr. Второе свойство выполня-
ется, так как Rr(x,0) = x и ∥x∥ = 1 для x ∈ Nr. Проверим третье свойство:

d
dt
R(x, tξ)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(
Rr(x, tξ)
∥Rr(x, tξ)∥

)∣∣∣∣∣∣
t=0

=

d
dtRr(x, tξ)

∣∣∣
t=0
∥Rr(x, tξ)|t=0 ∥ − d

dt ∥Rr(x, tξ)∥|t=0 Rr(x, tξ)|t=0
∥Rr(x, tξ)|t=0 ∥2

.

(2.15)

Поскольку (x,ξ) = 0 для x ∈ Nr, получаем

d
dt
∥Rr(x, tξ)∥

∣∣∣∣∣
t=0

=

(
d
dtRr(x, tξ),Rr(x, tξ)

)∣∣∣∣
t=0

+
(
Rr(x, tξ),

d
dtRr(x, tξ)

)∣∣∣∣
t=0

2 ∥Rr(x, tξ)|t=0 ∥

=
(ξ,x) + (x,ξ)

2∥x∥
= 0, x ∈ Nr, ξ ∈ TXNr.

Подставляя последние выражение в (2.15) и учитывая, что

∥Rr(x, tξ)|t=0 ∥ = ∥Rr(x,0)∥ = ∥x∥ = 1,

получим d
dtR(x, tξ)

∣∣∣
t=0

= ξ , что завершает доказательство.
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Замечание 2.1. Ретракция (2.14) является композицией двух ретракций: сначала

на малоранговое многообразиеMr и затем на сферу Sn
d−1. Отметим, что ком-

позиция в обратном порядке ретракцией не является, так как не отображает

вектор из касательного пространства на многообразиеNr.

Стандартной ретракцией наMr является [3]

Rr(x,ξ) ≡ Rr(x+ ξ) = PMr
(x+ ξ),

где
PMr

(x+ ξ) ≡ argmin
y∈Mr

∥y − (x+ ξ)∥.

Для достаточно малых поправок ξ ретракция может быть вычислена с исполь-
зованием обычной операции округления тензоров, смотри раздел 1.2.

Свойства локальной системы. Отметим несколько важных свойств матри-
цы линейной системы (2.13). Предположим, что мы ищем наименьшее соб-
ственное число λ1 > 0, и текущееR(x) ближе к λ1, чем к следующему собствен-
ному значению λ2.

Легко заметить, что оператор (I − xx⊤)
[
PTXMr

(A−R(x)I)PTXMr

]
(I − xx⊤)

имеет ненулевое ядро. В то же время этот оператор является положительно
определенным на подпространстве

ξ⊤x = 0, ξ ∈ TXMr. (2.16)

На самом деле,

min
z∈TXNr,
∥z∥=1

⟨
z, (I − xx⊤)

[
PTXMr

(A−R(x)I)PTXMr

]
(I − xx⊤)z

⟩
=

min
z∈TXNr,
∥z∥=1

⟨z, (A−R(x)I)z⟩ ≥min
z⊥x,
∥z∥=1

⟨z, (A−R(x)I)z⟩ ≥ λ1 +λ2 − 2R(x).
(2.17)

Последнее неравенство следует из [97, Лемма 3.1]. Следовательно, матрица яв-
ляется положительно определенной на линейном подпространстве (2.16).

Покажем, что число обусловленности у оператора

(I − xx⊤)
[
PTXMr

(A−R(x)I)PTXMr

]
(I − xx⊤)
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не ухудшается, когда R(x) сходится к точному собственному значению. Число
обусловленности определяется как

κ =
maxz∈TXNr

∥z∥=1
q(z)

minz∈TXNr
∥z∥=1

q(z)
, q(z) =

⟨
z, (I − xx⊤)

[
PTXMr

(A−R(x)I)PTXMr

]
(I − xx⊤)z

⟩
⟨z,z⟩

.

Аналогично с (2.17) можно показать, что

κ ≤
maxz:z⊥x,

z,0
q(z)

minz:z⊥x,
z,0

q(z)
.

Последнее выражение может быть оценено с помощью результатов для ориги-
нального уравнения Якоби [97], в случае которого число обусловленности не
растет при сходимости R(x) к точному собственному значению λ1.

2.1.3 Ускорение с использованием подпространств

Поскольку предложенный метод Ньютона является неточным, необходи-
мо дополнительно применить линейный поиск вдоль найденного направле-
ния

xnew = R(x+ τoptξ), (2.18)

где
τopt = argmin

τ
R(R(x+ τξ)).

Коэффициент τopt может быть приближен с помощьюправила Армихо [1]. Ите-
рационный метод без ускорения с использованием подпространств сформули-
рован в Алгоритме 2.1.

Для ускорения сходимости можно использовать векторы, полученные
на предыдущей итерации, как это делается в оригинальном методе Якоби-
Дэвидсона. Однако, для избежания неустойчивости и для уменьшения вычис-
лительной стоимости, мы используем понятие векторного переноса [1]. На каж-
дой итерации мы проецируем базис, полученный на предыдущих итерациях,
но на касательном пространстве текущего приближения. Рассмотрим описан-
ную процедуру более детально.
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Алгоритм 2.1 Метод Якоби-Дэвидсона на малоранговых многообразиях без
ускорения на подпространствах
Require: Матрица A; начальное приближение x0, ранг r
Ensure: λ и x – аппроксимация минимального собственного значения и соот-

ветствующего собственного вектора
1: for k = 1,2, . . . до сходимости do
2: Решить (2.13): PTXkNr

(A−R(xk))PTXkNr
ξk = −gradR(xk)

3: Найти τk: τk = argminτR(xk + τξk)

4: Найти минимальный натуральный l:

R(x(k))−R(R(x(k),2−lτkξk)) ≥ −c2−l
⟨
ξk,grad R(x(k))

⟩
5: x(k+1) =R(R(x(k),2−lτkξk)

6: end for
7: λ ≈R(x(k+1)), x ≈ x(k+1)

После k итераций мы имеем базис Vb−1 = [v1, . . . ,vb−1], b ≤ k и проецируем
его на TXkMr:

Ṽb−1 = [PTXkMr
v1, . . . ,PTXkMr

vb−1].

Принеобходимостиможно дополнительно ортогонализовать столбцы Ṽb−1. От-
метим, что ортогонализация в касательном пространстве является эффектив-
ной операцией, так как линейная комбинация любого числа векторов из ка-
сательного пространства максимум имеет ранг 2r. После того, как решение ξk
уравнения (2.13) найдено, следующим шагом является дополнить базис Ṽb−1
вектором vb, полученным с помощью ортогонализации ξk к Ṽb−1:

Vb = [Ṽb−1,vb] (2.19)

Новое приближение к x вычисляется с помощью процедуры Рэлея-Ритца. А
именно, мы вычисляем V⊤b AVb и затем находим собственную пару (θ,c):

V⊤b AVb c = θc, (2.20)

соответствующую искомому собственному значению. В итоге, вектор Ритца c
дает нам новое приближение к x:

xk+1 = Vb c.
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Обратим внимание на то, что столбцы Vb принадлежат TXkMr, следовательно
не возникает проблемы роста ранга. Если же нужно поддерживать фиксиро-
ванный ранг r, необходимо оптимизировать коэффициенты c:

xk+1 = R(Vbcopt), copt = argmin
c1,...,cb

R(R(Vbc)).

Задача оптимизации может быть решена, например, с использованием линей-
ного поиска по каждому ci последовательно, начиная с начального прибли-
жения, найденного в (2.20). Однако для уменьшения сложности, необходимо
оптимизировать только коэффициент при vb или просто использовать c вме-
сто copt.

2.1.4 Сходимость метода

Для простоты рассмотрим случай d = 2. Для того, чтобы показать сходи-
мость метода, воспользуемся общей теорией римановой оптимизации. В раз-
деле 1.6 была сформулирована теорема 1.4 о глобальной сходимости метода в
котором задана последовательность градиентных направлений, и в котором
шаги выбираются по правилу Армихо. Покажем, что последовательность ξk,
построенная с помощью последовательности решений (2.13), является гради-
ентной. Для этого воспользуемся свойством (2.17) положительной определен-
ности PTXNr

(A−R(x))PTXNr
на подпространстве PTXNr

ξ = ξ:⟨
ξ,grad R(x)

⟩
= −

⟨
ξ,PTXNr

(A−R(x))PTXNr
ξ
⟩
< −(λ1 +λ2 − 2R(x))∥ξ∥2.

Однако многообразие Nr не является компактным в случае, когда ранг тензо-
ров больше 1. Это означает, что мы, вообще говоря, не можем говорить о су-
ществовании предельных точек на многообразии. Действительно, не сложно
построить последовательность точек многообразияMr

∩
Sn

d−1, сходящуюся к
точке меньшего ранга за исключением случая r = 1. В последнем случае после-
довательность матриц с Фробениусовой нормой равной 1 не может сойтись к
нулевой матрице. Из вышесказанного следует следующая теорема:

Теорема 2.2. Пусть r = {1,1, . . . ,1}, тогда любая предельная точка x∗ по-

следовательности {x(k)} из Алгоритма 2.1 принадлежит Mr и удовлетворяет

grad R(x∗) = 0.
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Для большего значения ранга многообразие не является замкнутым под-
множеством в Rnd , поэтому мы не можем утверждать, что предельная точка
ему принадлежит. В этом случае можно регуляризовать функционал с помо-
щью нормы псевдообратной матрицы так, что последовательность остается на
компактном множестве внутри многообразия [139]:

Rµ(x) =R(x) +µ2∥X+∥2F , x = vec(X). (2.21)

В случае d > 2 функционал регуляризируется с помощью суммы норм псевдо-
обратных матриц развертки многомерного массива.

Теорема 2.3. Любая предельная точка x(µ)∗ последовательности {x(k)} из Алгорит-

ма 2.1 с регуляризированным функционалом Rµ из (2.21) вместо R принадлежит

Mr и удовлетворяет grad Rµ(x
(µ)
∗ ) = 0.

Доказательство. Поскольку шаги выбираются из условия Армихо, мы имеем
Rµ(xk) ≤Rµ(x0):

R(xk) +µ
2∥X+

k ∥
2
F ≤Rµ(x0) ≡ C2

Значит, ∥X+
k ∥

2
F ≤ C/µ2. С другой стороны каждый Xk принадлежит единичной

сфере ∥Xk∥2F = 1. В итоге имеем,

σr(Xk) ≥
1
∥X+

k ∥
2
F

≥ C
µ2

и
σ1(Xk) ≤ ∥Xk∥2F = 1.

То есть итерации остаются внутри компактного множества

{X : rank(X) = r, σr(X) ≥ C/µ2, σ1(X) ≤ 1}.

Из условия непрерывности градиента в предельной точке выполняется
grad Rµ(x∗) = 0.

На практике не удалось найти практического примера, когда у нерегуля-
ризованного функционала были бы проблемы со сходимостью, даже если ранг
решения был меньше ранга, с помощью которого строилось многообразие. Од-
нако для надежности можно использовать регуляризированную версию, так
как она не меняет асимптотическую сложность вычислений.
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Отметим также, что если в регуляризированной версии минимальное
сингулярное число ограничено снизу при µ→ 0, то градиент регуляризацион-
ной поправки мал и мы нашли точку x(µ)∗ , у которой gradR(x(µ)∗ ) ≈ 0. Аккурат-
ное исследование зависимости минимального сингулярного числа от µ явля-
ется нетривиальной задачей и не рассматривается в настоящей работе. Однако
для иллюстрации рассмотрим пример для функционала более простого вида,
чем отношение Рэлея:

J(X) = ∥X∥2F ,

и соответствующий регуляризированный функционал:

Jµ(X) = ∥X∥2F +µ2∥X+∥2F

на многообразии матриц ранга фиксированного ранга r , r ≥ 1. Легко показать,
что единственная точка X∗, удовлетворяющая gradJ(X∗) = 0 является X∗ = 0 и,
значит, имеет ранг 0. Покажем, что точки X(µ)

∗ : gradJµ(X
(µ)
∗ ) = 0 удовлетворяют

lim
µ→0

µ2grad∥X(µ)
∗

+
∥2F = 0.

Найдем риманов градиент регуляризированного члена ∥X+∥2F . Для этого снача-
ла получим выражение для евклидова градиента с использованием формулы
для производной псевдообратной из [128]:

δ∥X+∥2F = 2
⟨
X+,δ(X+)

⟩
=

2
⟨
X+,−X+δ(X)X+ +X+X+⊤δ(X⊤)(I −XX+) + (I −XX+)δ(X⊤)X+⊤X+

⟩
=

2
⟨
X+,−X+δ(X)X+⟩ = −2trace(X+⊤X+δ(X)X+) =

− 2trace((X+⊤X+X+⊤)⊤δ(X)) = −2
⟨
X+⊤X+X+⊤,δX

⟩
.

Значит,
∇
(
µ2∥X+∥2F

)
= −2µ2X+⊤X+X+⊤ = −2µ2UΣ−3V T ,

где X =UΣV T — сингулярное разложение X. В итоге,

0 = gradJµ(X
(µ)
∗ ) =UΣ

(µ)
∗ V ⊤ − 2µ2U (Σ(µ)

∗ )−3V T ,

откуда
Σ

(µ)
∗ =
√
µIr
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и в результате

µ2grad∥X+∥2F = −2µ2U (
√
µIr)

−3V ⊤ = −2√µUV ⊤→ 0, µ→ 0.

Подробное изложение теории регуляризации для задач математической физи-
ки можно найти в [146].

2.1.5 Связь с обратной итерацией

Если линейная система (2.8) решается точно, то известно, что классиче-
ский метод Якоби-Дэвидсона без ускорения с использованием подпространств
эквивалентен [126] обратной итерации с адаптивным сдвигом (итерация Рэ-
лея):

(A−R(xk)I)x̃ = xk,

xk+1 =
x̃
∥x̃∥

.
(2.22)

Выведем аналог итерации Рэлея для случая малоранговых многообразий. Для
это рассмотрим случай, когда (2.13) решается точно. На k-й итерации уравнение
(2.13) имеет вид

(I − xkx⊤k )PTXkMr
(A−R(xk)I)PTXkMr

ξk = −PTXkMr
(I − xkx⊤k )Axk,

PTXkMr
ξk = ξk, x⊤k ξk = 0.

Следовательно,

PTXkMr
(A−R(xk)I)PTXkMr

ξk −αxk = −PTXkMr
(A−R(xk)I)xk,

где
α = x⊤k

[
PTXkMr

(A−R(xk)I)PTXkMr

]
ξk.

Вводя обозначение x̃ = xk + ξk, получим[
PTXkMr

(A−R(xk)I)PTXkMr

]
x̃ = xk, PTXkMr

x̃ = x̃,

xk+1 = R(x̃).
(2.23)

где мы опустили параметрα в силу того, чтоR(αx̃) = R(x̃). Таким образом, (2.23)
является обобщением обратной итерации с адаптивными сдвигами (итерации
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Рэлея) (2.22) на случай малоранговых многообразий и, следовательно, является
методом Гаусса-Ньютона.

Можно предположить, что метод Якоби-Дэвидсона сходится быстрее, чем
итерация Рэлея (2.23), когда системы решаются неточно. Как мыпоказали в раз-
деле 2.1.2 число обусловленности локальных систем не ухудшается при сходи-
мости R(xk) к точному собственному значению. Это свойство положительно
сказывается на сходимости, что было исследовано в случае оригинального ме-
тода Якоби-Дэвидсона [98]. Мы подкрепляем данный факт численными экспе-
риментами в разделе 2.1.7.

2.1.6 Решение системы в касательном пространстве

Уравнение (2.13) может быть решено итерационным методом. Для ξ ∈
TXNr умножение на матрицу

(I − xx⊤)PTXMr
(A−R(x)I)ξ

состоит из нескольких частей:

1. η1 = (A−R(x)I)ξ — умножение ТТ-матрицы на ТТ-тензор;

2. η2 = PTXMr
η1 — оротопроекция на TXMr, TT-rank(η2) ≤ 2r;

3. η = η2 − (x⊤η2)x — ортопроекция на TXSn
d−1, TT-rank(η) ≤ 2r.

Отметим, что так как ортопроектор на касательное пространство действует на
все ядра разложения одновременно, возможна эффективная параллелизация
матрично-векторного умножения по ядрам.

Если локальные системы плохо обусловлены, то для быстрой сходимо-
сти итерационного процесса необходимо использовать предобуславливатель.
Систему можно записать в блочном виде с векторизованными неизвестными
ядрами. Далее в качестве предобуславливателя можно использовать блочно-
диагональный предобуславливатель Якоби. Отметим, что блочный предобу-
славливатель Якоби эквивалентен ALS итерации, примененной для каждого
ядра независимо. Для решении системы с предобуславливателем мы фокуси-
руемся на двумерном случае. Дело в том, что даже в двумерном случае необхо-
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димо использовать специальную параметризацию, явно выделяющую матри-
цу сингулярных чисел. Разработка параметризации для многомерного случая
является нетривиальной задачей и будет рассмотрена автором в будущих ра-
ботах.

Локальная система для d = 2. Рассмотрим подробно построение локальной
системы и блочного предобуславливателя в двумерном случае. Сначала обсу-
дим вопрос параметризации. Верно следующее утверждение.

Утверждение 2.3. Касательное пространство Nr в точке vec(X) ∈ Nr с мат-

рицей X, заданной в виде SVD разложения: X = USV ⊤, U⊤U = I , V ⊤V = I ,

S = diag(σ1, . . . ,σr), σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0, может быть параметризовано следующим

образом

TXNr = {vec(UξV
⊤ +UV ⊤ξ +USξV

⊤) :Uξ ⊥U, Vξ ⊥ V , vec(Sξ)⊥ vec(S)}.

Доказательство. Вектор ξ ∈ TXMr может быть параметризован [139] как

ξ = vec(UξV
⊤ +UV ⊤ξ +USξV

⊤) (2.24)

с условиями калибровки
Uξ ⊥U, Vξ ⊥ V . (2.25)

Для получения параметризации ξ ∈ TXSn
2−1 ∩ TXMr нам необходимо учесть,

что ξ ∈ TXSn
2−1 и, следовательно, ξ⊤x = 0, что дает дополнительное условие

калибровки
vec(Sξ)⊥ vec(S). (2.26)

Что и требовалось доказать.

Теперь получим явное выражение для локальной системы, для которой
затем будет построен блочный предобуславливатель.

Утверждение 2.4. Решение (2.13), записанное в виде

ξ = vec(UξV
⊤ +UV ⊤ξ +USξV

⊤),

может быть найдено из локальной линейной системы

(I −BB⊤)(A−R(x)I)loc(I −BB⊤)τξ = −(I −BB⊤)g, B⊤τξ = 0, (2.27)
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где1

τξ =


vec(Uξ)

vec(V ⊤ξ )

vec(Sξ)

 , g =


Av,v vec(US)

Au,u vec(SV ⊤)

Avu,vu vec(S)

 , B =


Ir ⊗U 0 0

0 V ⊗ Ir 0

0 0 vec(S)

 ,

(A−R(x)I)loc =


(A−R(x)I)v,v (A−R(x)I)v,u (A−R(x)I)v,uv
(A−R(x)I)u,v (A−R(x)I)u,u (A−R(x)I)u,vu
(A−R(x)I)vu,v (A−R(x)I)vu,u (A−R(x)I)vu,vu

 ,
Доказательство. Заметим, что PTXMr

является суммой трех ортопроекторов

PTXMr
= P1 +P2 +P3,

P1 = VV
⊤ ⊗ (In −UU⊤), P2 = (Im −VV ⊤)⊗UU⊤, P3 = VV

⊤ ⊗UU⊤

Поскольку PiPj = O, i , j и P2
i = Pi мы получаем

P1

P2

P3

 (I − xx⊤)(A−R(x)I)(I − xx⊤)
[
P1 P2 P3

]
P1ξ

P2ξ

P3ξ

 =

P1

P2

P3

 (I − xx⊤)Ax. (2.28)

Легко убедиться, что

P1(I − xx⊤) = P1 = (V ⊗ In)(V ⊤ ⊗ (In −UU⊤)),

P2(I − xx⊤) = P2 = (Im ⊗U )((Im −VV ⊤)⊗U⊤),

P3(I − xx⊤) = (VV ⊤ ⊗UU⊤)(I − (V ⊗U )vec(S) (vec(S))⊤ (V ⊤ ⊗U⊤)) =

(V ⊗U )(Ir2 − vec(S) (vec(S))
⊤)(V ⊤ ⊗U⊤).

Найдем теперь способ параметриации. Вектор ξ ∈ TXMr может быть парамет-
ризован [139] как

ξ = vec(UξV
⊤ +UV ⊤ξ +USξV

⊤) (2.29)

с дополнительными условиями калибровки

Uξ ⊥U, Vξ ⊥ V . (2.30)
1Для nm×nm матрицы C мы ввели обозначения

Cv,v = (V ⊤k ⊗ In)C(Vk ⊗ In) ∈ R
nr×nr ,

Cv,u = (V ⊤k ⊗ In)C(Im ⊗Uk) ∈ R
nr×mr ,

Cv,vu = (V ⊤k ⊗ In)C(Vk ⊗Uk) ∈ R
nr×r2 .

Матрицы Cu,v ,Cu,u ,Cu,vu и Cvu,v ,Cvu,u ,Cvu,vu определяются аналогичным образом.
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Для получения параметризации ξ ∈ TXSn
d−1 ∩ TXMr необходимо принять во

внимание, что ξ ∈ TXSn
d−1 и, следовательно, ξ⊤x = 0 дает еще одно условие

калибровки
vec(Sξ)⊥ vec(S). (2.31)

В итоге, мы получаем

P1ξ = V ⊗ (In −UU⊤) vec(Uξ),

P2ξ = (Im −VV ⊤)⊗U vec(V ⊤ξ ),

P3ξ = V ⊗U vec(Sξ).

Таким образом, первую блочную строчку в (2.28) можно записать в качестве

V ⊗ (In −UU⊤)( (V ⊤ ⊗ I)(A−R(x)I)(V ⊗ In)︸                             ︷︷                             ︸
(A−R(x)I)v,v

(Ir ⊗ (In −UU⊤))vec(Uξ)+

(V ⊤ ⊗ I)(A−R(x)I)(Im ⊗U )︸                             ︷︷                             ︸
(A−R(x)I)v,u

((Im −VV ⊤)⊗ Ir)vec(V ⊤ξ )+

(V ⊤ ⊗ I)(A−R(x)I)(V ⊗U ))︸                              ︷︷                              ︸
(A−R(x)I)v,uv

(Ir2 − vec(S) (vec(S))
⊤)vec(Sξ) =

V ⊗ (In −UU⊤) (V ⊤ ⊗ I)A(V ⊗ In)︸                ︷︷                ︸
Av,v

vec(US).

Поскольку V имеет полный столбцовый ранг, мы в точности получаем первую
блочную строку в (2.27). Остальные блочные строки можно получить аналогич-
ным способом.

Блочный предобуславливатель Якоби для d = 2. В работе [126] было рас-
смотрено предобуславливание вида

Md = (I − xx⊤)M(I − xx⊤),

гдеM является аппроксимацией матрицы A−R(x)I . Если линейная система с
матрицейM может быть быстро решена, то для решения

Md y = z,
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можно использовать явную формулу

y = −λM−1x −M−1z, λ = −x
⊤M−1z
x⊤M−1x

. (2.32)

Мы используем этот подход и рассматриваем предобуславливатель вида

Md = (I −BB⊤)Mloc(I −BB⊤), (2.33)

где Mloc является приближением матрицы (A − R(x)I)loc. Даже если M легко
обратима, это не значит, что то же самое выполняется для матрицыMloc. Сле-
довательно, мы используем блочный Якоби предобуславливатель.

Md = (I −BB⊤)


Av,v −R(x)I 0

0 Au,u −R(x)I 0

0 0 Avu,vu −R(x)I

 (I −BB⊤) =
P ⊥U (Av,v −R(x)I)P

⊥
U 0

0 P ⊥V (Au,u −R(x)I)P
⊥
V 0

0 0 P ⊥S (Avu,vu −R(x)I)P
⊥
S

 ,
(2.34)

где спроецированные матрицы P ⊥U , P
⊥
V и P ⊥S определены следующим образом:

P ⊥U = Ir ⊗ (In −UU⊤),

P ⊥V = (In −VV ⊤)⊗ Ir ,

P ⊥S = Ir2 − vec(S) (vec(S))⊤ .

Отметим, что линейная система с матрицей Avu,vu −R(x)I может быть решена
с использованием прямого солвера благодаря малому размеру r2 × r2. Таким
образом, для решения

P ⊥S (Avu,vu −R(x)I)P
⊥
S y = P

⊥
S z, y⊤vec(S) = 0,

мы можем использовать следующую формулу, которая следует из (2.32)

y = (Avu,vu −R(x)I)−1P ⊥S z −λS(Avu,vu −R(x)I)
−1vec(S),

где

λS =
(vec(S))⊤ (Avu,vu −R(x)I)−1P ⊥S z
(vec(S))⊤ (Avu,vu −R(x)I)−1vec(S)

.
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Выведем формулы для решения

P ⊥U (Av,v −R(x)I)P
⊥
U y = z, P ⊥U y = y

или эквивалентно

(Ir ⊗ (In −UU⊤)) (Av,v −R(x)I) (Ir ⊗ (In −UU⊤))y = z, (Ir ⊗U⊤)y = 0,

тогда
(Av,v −R(x)I)y − (Ir ⊗U )Λ = z,

где матрица Λ выбрана из условия (Ir ⊗U⊤)y = 0. Для предобуславливателя
Mvv , аппроксимирующего (Av,v −R(x)I), имеем

y −M−1vv (Ir ⊗U )Λ =M−1vv z.

Умножая последнее уравнение на (Ir ⊗U⊤) получим

Λ = −
[
(Ir ⊗U⊤)M−1vv (Ir ⊗U )

]−1
M−1vv z,

и
y =M−1vv (Ir ⊗U )Λ+M−1vv z.

Аналогично для
P ⊥V (Au,u −R(x)I)P

⊥
V y = z, P ⊥V y = y

получаем формулу

y =M−1uu(V ⊗ Ir)Λ+M−1uuz, Λ = −
[
(V ⊤ ⊗ Ir)M−1uu(V ⊗ Ir)

]−1
M−1uuz.

Матрицы
[
(V ⊤ ⊗ Ir)M−1uu(V ⊗ Ir)

]
и
[
(Ir ⊗U⊤)M−1vv (Ir ⊗U )

]
имеют размеры r2 × r2

и системы с ними могут быть решены с использованием прямых солверов. Ос-
новная сложность заключается в том, чтобы найти M−1uu и M−1vv . Их обращение
зависит от конкретного приложения. Например, еслиM = I ⊗ F +G ⊗ I , то об-
ратная матрица может быть приближена с использованием экспоненциальных
сумм [70]

M−1 ≈
K∑
k=1

ck e
−tkF ⊗ e−tkG, (2.35)



62

которые мы также используем в вычислительных экспериментах. Можно так-
же использовать итерационный метод для решения систем с диагональными
блоками.

Отметим, что по аналогии с оригинальным методом Якоби-Дэвидсона,
наш метод не является предобусловленным солвером. Предобуславливатель
используется только для решения вспомогательных линейных систем.

Сложность метода. Если матрица A задана как оператор A в ТТ-формате с
переупорядоченными индексами и TT-rank(A) = R, то сложность метода опре-
деляется следующимобразом. Предположим, что система решается с помощью
итерационного процесса. Стоимость умножения матрицы A на вектор ранга
2r равна O(dn2r2R2). Проекция результата на касательное пространство стоит
O(dnr3R2) [127]. С точностью до числа итераций итоговая сложность алгорит-
ма равна O(dnr2R2(r + n)). Важно отметить, что при проекции на касательную
плоскость задействуются одновременно все ядра разложения. Благодаря этому
свойству метод может быть эффективно параллелизован по ядрам, например,
с помощью TensorFlow.

Рассмотрим теперь случай, когда уравнение решается с помощью явной
формулы для локальных систем (2.27) в случае d = 2. Пусть матрица A задана
как (аналогично ТТ-формату матриц для тензоров)

A =
R∑
α=1

Fα ⊗Gα, (2.36)

где матрицы Fα и Gα имеют размеры n × n. В оценках сложности мы допол-
нительно предполагаем, что Fα и Gα могут быть умножены на вектор со слож-
ностью O(n), например, это выполняется для разреженных матриц Fα и Gα. В
качестве примера, A может быть оператором Лапласа с малоранговым потен-
циалом.

Даже если исходная матрицаA была разреженной, спроецированная мат-
рица Aloc будет плотной. Однако Aloc допускает быстрое умножение на вектор.
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Действительно, рассмотрим умножение на первую блочную строку Aloc:

u = Av,vvec(U ) +Av,uvec(V ⊤) +Avu,vuvec(S)

= (V ⊤k ⊗ In)A(vec(UV
⊤
k +UkV

⊤ +UkSV
⊤
k )

= (V ⊤k ⊗ In)A(vec(UV
⊤
k +Uk(V

⊤ + SV ⊤k )),

(2.37)

где мы уже учли, что вектор из касательного пространстваUV ⊤k +UkV
⊤+UkSVk

имеет ранг 2r вместо 3r , которое возникает при суммировании трех произволь-
ных матриц ранга r . Это уменьшает сложность матрично-векторного умноже-
ния.

В итоге, подставляя (2.36) в (2.37), получим

u = (V ⊤k ⊗ In)

 R∑
α=1

Fα ⊗Gα

((Vk ⊗ In)vec(U ) + (In ⊗Uk)vec(V ⊤ + SV ⊤k )
)
= R∑

α=1

(V ⊤k FαVk)⊗Gα

vec(U ) +

 R∑
α=1

(V ⊤k Fα)⊗ (GαUk)

vec(V ⊤ + SV ⊤k ).
Вычисление r × r матрицы V ⊤k FαVk требует O(nr2 + nr) операций. Умножение
V ⊤k FαVk⊗Gα на вектор также стоит O(nr2+nr). Вычисление V

⊤
k Fα и GαUk име-

ет сложность O(nr). Отметим, что вычисление V ⊤k FαVk, V
⊤
k Fα и GαUk делает-

ся только один раз на каждой внешней итерации. Следовательно, умножение
матрицы на вектор имеет сложность O((n+m)Rr2), так как мы умножаем мат-
рицы (V ⊤k FαVk)⊗Gα и (V ⊤k Fα)⊗ (GαUk) на вектор R раз. Система (2.27) может
быть решена с помощью подходящего крыловского итерационного метода.

При ускорении с использованием подпространств мы проецируем век-
торы из Vb (2.19) на касательное пространство. Вычисление проекции каждо-
го вектора стоит O(nr2) операций. Таким образом, предполагая, что r ≪ n,m,
сложность одной внешей итерации алгоритма равняется O((n+m)r(R+ r)).
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2.1.7 Вычислительный эксперимент

Собственные значения оператора конвекции-диффузии

Пусть необходимо найти наименьшее собственное значение оператора
конвекции-диффузии

Au ≡ −∂
2u
∂x2
− ∂

2u
∂y2

+
∂u
∂x

+
∂u
∂y

+Vu, (x,y) ∈Ω,

u|∂Ω = 0,

где Ω = (−1/2,1/2)2, и потенциал V выбирается так, чтобы решение имело
малый ранг: V ≡ V (x,y) = e−

√
x2+y2/10. Мы используем стандартную конечно-

разностную дискретизацию на прямоугольной равномерной сетке n × n. Для
дискретизации первых производных используется конечная разность “назад”.
Матрица потенциала V на сетке приближается с помощью сингулярного раз-
ложения с относительной точностью 10−10. Дискретизация оператора A пред-
ставляется в виде (2.36) с разреженными матрицами Fα, Gα и R = 14.

Малоранговая версия и оригинальный метод Якоби-Дэвидсона. Срав-
ним поведение оригинального метода Якоби-Дэвидсона и предложенной ма-
лоранговой версии. На рисунке 2.1 изображена зависимость невязки от числа
внешних итераций. Ранг многообразия r = 5, размер сетки n = 150. Можно на-
блюдать, что малоранговая версия стагнирует из-за ограничения на ранг.

Отметим, что стоимость каждой внутренней итерации различна: O(nrR)
для предложенной версии и O(n2) для оригинальной версии. Значит, предло-
женная версия является более эффективной для больших n. Тем не менее, Ри-
сунок 2.1 показывает, что предложенный метод требует меньшего числа менее
дорогих итераций для достижения заданной точности (до стагнации). Более то-
го, чем менее точно мы решаем систему, тем более предложенный метод эф-
фективен. Такой выигрыш может наблюдаться благодаря использованию до-
полнительной информации про решение, а именно, что оно имеет малый ранг.

Сравнение с малоранговым методом Дэвидсона и итерацией Рэлея. В
этом эксперименте мы сравниваем поведение предложенного метода Якоби-
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Рис. 2.1: Норма невязки в зависимости от числа внешних итераций для ори-
гинального и предложенного методов. Графики сделаны для различного чис-
ла внутренних итераций GMRES для решения линейных систем. Параметры:
N = 1502, r = 5.

Дэвидсона и предложенной итерации Рэлея (2.23) (обратная итерация с адап-
тивным сдвигом). Мы также сравниваем их с подходом “Дэвидсона”, который
не использует проекции I − xkx⊤k[

PTXkMr
(A−R(xk)I)PTXkMr

]
ξk = −PTXkMr

rk, PTXkMr
ξk = ξk. (2.38)

Рисунок 2.2 иллюстрирует результаты сравнения. Как и ожидалось, когда ли-
нейные системы решаются точно, метод Дэвидсона стагнирует в силу того, что
точным решением (2.38) является −xk. То есть никакой дополнительной ин-
формации к предыдущему приближению xk не добавляется. Этой проблемы
не возникает, если локальные системы решаются неточно. Для итерации Рэ-
лея мы наблюдаем противоположное поведение из-за ухудшения числа обу-
словленности локальных систем. Предложенный метод Якоби-Дэвидсона дает
лучшую сходимость в обоих случаях.

Сравнение с ALS методом. Попеременный линейный метод (ALS) являет-
ся стандартным подходом для малоранговой оптимизации. Идея заключает-
ся в следующем: имея X = UV ⊤ мы минимизируем отношение Рэлея R(x) ≡
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Рис. 2.2: Невязка в зависимости от числа внешних итераций, N = 20002, r = 3.
Локальные системы на Рисунке 2.2a были решены неточно с использованием
100 GMRES итераций, в то время как системы на Рисунке 2.2b были решены
точно с предобуславливателем (2.35), K = 20 и 30 GMRES итераций.

R̃(U,V ) попеременно поU и V . Минимизация поU приводит к задаче на соб-
ственные значения с матрицей Av,v , в то время, как минимизация по V приво-
дит к задаче на собственные значения с матрицей Au,u .

Отметим, что в предложенном методе Якоби-Дэвидсона нам необходимо
решать локальные системы, в то время как в ALS подходе мы решаем локаль-
ные задачи на собственные значения. Для честного сравнения мы запускаем
оригинальный метод Якоби-Дэвидсона для решения локальных задач в ALS.
Мы выбрали фиксированное число итераций, так как фиксированная точность
для решения задач на собственные значения в ALS приводит к стагнации ме-
тода. Поскольку внутренний JD решатель имеет два типа итераций: итерация
для решения локальной задачи и внешние итерации, нам необходимо настро-
ить эти параметры для честного сравнения. Мы выбираем параметры так, что
время каждой ALS итерации равно времени внешней итерации предложенно-
го метода Якоби-Дэвидсона, и при этом метод сходится максимально быстро.
Результаты расчетов представлены на Рисунке 2.3. В обоих случаях предложен-
ный метод дает лучшую сходимость.

Ускорение с использованием подпространств. В настоящем параграфе
мы исследуем поведение ускорения с использованием подпространств, опи-



67

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Time, min

10−7
10−6
10−5
10−4
10−3
10−2
10−1

100
101
102
103
104
105
106

R
es

id
ua

l
no

rm
ALS

low-rank JD

(a)

0 2 4 6 8 10

Time, min

10−7
10−6
10−5
10−4
10−3
10−2
10−1

100
101
102
103
104
105
106

R
es

id
ua

l
no

rm

ALS

low-rank JD

(b)

Рис. 2.3: Невязка в зависимости от времени для ALS и для предложенного мето-
да. Рисунки 2.3a и 2.3b соответствуют 150 и 600 GMRES итераций для решения
локальных задач в предложенном методе. Параметры локальных задач в ALS
были выбраны для обеспечения такого же времени одной итерации, как и в JD
методе, N = 20002.

санное в секции 2.1.3. Во-первых, на Рисунке 2.4 мы сравниваем оригиналь-
ное ускорение с использованием подпространств и версию с векторным пере-
носом, когда подпространство проецируется на касательное пространство те-
кущего приближения. Как и ожидалось, версия с дополнительной проекцией
стагнирует когда точность приближения становилась равна точности малоран-
говой аппроксимации. В остальномметоды дают схожую сходимость, при этом
метод с проецированием подпространства дает преимущества при работе с ма-
лоранговой арифметикой. Рисунок 2.5 иллюстрирует преимущество спроеци-
рованной версии. Версия без проекций реализована с округлением по рангу
(hard rank thresholding) линейных комбинаций (2.14). Коэффициенты в базисе
находились с помощьюметода Рэлея-Ритца без дополнительной оптимизации.
Преимущество спроецированной версии можно объяснить тем, что коэффици-
енты оптимизируются точно на касательном пространстве, так как округление
по рангу не требуется (в касательном пространстве тензоры имеют максималь-
но возможный ранг равный 2r). В то же время при сложении векторов не из
касательного пространства ранг быстро растет, и округление с фиксированным
рангом может вносить значительную ошибку.
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Рис. 2.4: Сравнение оригинального
ускорения на подпространстве и вер-
сии с векторным переносом. В обоих
случаях N = 1502, локальные систе-
мы решаются с использованием 150

GMRES итераций.
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Рис. 2.5: Предложенный метод с уско-
рением на подпространстве в 2 случа-
ях: когда базис спроецирован на каса-
тельное пространство и без проециро-
вания. Параметры: N = 20002, r = 5,
150 GMRES итераций для решения ло-
кальных систем.

Сравнение с AMEn подходом. Проведем сравнение с алгоритмом EvAMEn,
предложенным в [33] и базирующемся на AMEn (Alternating Minimal Energy)
подходе [32]. Отличительной особенностью метода является возможность
адаптировать ранг решения. На Рисунке 2.6 приведено сравнение с рассмат-
риваемым оператором без конвективной части, так как код EvAMEn написан
для симметричных систем. Из рисунка следует, что если локальные системы
решаются неточно, то EvAMEn подход стагнирует, в то время, как предложен-
ный метод сходится благодаря линейному поиску и ускорению с использова-
нием подпространств. Более того, во время стагнации ранг в EvAMEn может за-
метно превышать ранг точного решения задачи оптимизации. Это приводит к
падению скорости вычислений. В случае точного решения локальных систем
EvAMEn сходится сопоставимо по количеству итераций с предложенным ме-
тодом.

DMRG и адаптация ранга

Рассмотрим предложенный метод Якоби-Дэвидсона как вспомогатель-
ный шаг для алгоритма поиска наименьшего собственного значения в ТТ-
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Рис. 2.6: Норма невязки в зависимости от числа внешних итераций для предло-
женного метода и EvAMEn алгоритма. Графики сделаны для различного числа
внутренних итераций GMRES для решения линейных систем, N = 5002.

формате. В частности, рассмотрим DMRG (density matrix renormalization group)
алгоритм, который был предложен в [141].

DMRG алгоритм для минимизации отношения Релея в ТТ-формате по-
хож на ALS оптимизацию. Отличие заключается лишь в том, что в DMRG ал-
горитме фиксируются все, кроме двух ядер Gk(ik),Gk+1(ik+1). Заметим, что та-
кое представление является нелинейным по этим двум ядрам. Для получения
линейной задачи на собственные значения в DMRG алгоритме вводится одно
большое ядро

S(ik, ik+1) = Gk(ik)Gk+1(ik+1). (2.39)

Минимизация по S является квадратичной задачей и может быть сведена к
задаче на собственные значения с матрицей размера rkn2rk+2 × rkn2rk+2. Алго-
ритмические детали, как эффективно умножать эту матрицу на вектор можно
найти в [105]. После того, как S найдено, ядра Gk и Gk+1 в (2.39) могут быть по-
лучены с помощью SVD с рассматриваемой точностью. Таким образом, ранг в
DMRG алгоритме подбирается адаптивным образом. Проблема заключается в
том, что для больших n оптимизация по S требуетO(n2) операций вместоO(n)
операций для стандартного ALS алгоритма.
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Рис. 2.7: Норма невязки по отношению к времени вычислений для решения
локальных систем в DMRG алгоритме. Размер матрицы 8202 × 8202.

Мы предлагаем оптимизировать S сразу на малоранговом многообразии,
имея априорное знание о том, что оно может быть представлено в виде (2.39)
(S может быть рассмотрено как nrk × nrk+2 матрица малого ранга). Отметим,
что предложенный метод Якоби-Дэвидсона рассматривается на многообразии
фиксированного ранга. Однако несложно модифицировать этот алгоритм, что-
бы ранг можно было адаптировать. Для этого воспользуемся идеей из [136] и
оптимизируем функционал на последовательности многообразий с увеличи-
вающимися рангами. В частности, мы начинаем с r = 2, и когда норма спро-
ецированного градиента ∥gradR(xk)∥ мала, увеличиваем ранг r := r +4.

В качестве примера рассмотрим систему с потенциалом Хенона-Хейлеса

A = −1
2
∆+

1
2

d∑
k=1

x2k +λ
d−1∑
k=1

(
x2kxk+1 −

1
3
x3k+1

)
,

где d = 10, а параметр λ = 0.14 был выбран так, чтобы получить большие зна-
чения рангов основного состояния системы. Задача была дискретизована с ис-
пользованием псевдоспектрального метода на Эрмитовой сетке [9] с 20 точка-
ми сетки по каждому направлению.

Реализация DMRG алгоритма была взята из программного комплекса TT-
toolbox [129] с точностью 10−10 с матрицей из третьего прохода алгоритма при
k = 4, rk = rk+2 = 41. На Рисунке 2.7 представлена норма невязки по отношению
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к времени вычислений для случая фиксированного ранга (r = 30), для ориги-
нального метода Якоби-Дэвидсона со сложностью O(n2) и для версии с адап-
тацией по рангу. Заметим, что времена расчета для случаев с и без адаптации
по рангу сравнимы по времени, в то время как версия не использующая ма-
лоранговую структуру является более медленной. Эта разница возникает из-за
дополнительного множителя n в оценке сложности.

2.2 ALS обратная итерация

В разделе 2.1.5 был получен метод обратной итерации на многообразии,
имеющий интерпретацию метода Гаусса-Ньютона. Как было отмечено, воз-
можна эффективная параллелизация этой итерации по ядрам, так как ортопро-
ектор на касательное пространство действует на все ядра ТТ-разложения одно-
временно. В настоящем разделе рассматривается итерация, базирующаяся на
ALS подходе, когда ядра ТТ-разложения оптимизируются последовательно.

Предлагаемая ALS обратная итерация (ALS inverse iteration, ALS II) имеет
схожесть с обратной итерацией из раздела 2.1.5. Она также записывается че-
рез проекторы на многообразие, но вместо проекторов на все касательное про-
странство используется последовательное применение проекторов на подро-
странства касательного пространства.

2.2.1 Формулировка итерации

Сформулируем предлагаемый метод ALS II — обратная итерация на ос-
нове ALS подхода. ПустьA является симметричным положительно определен-
ным оператором. Начнем описание с классической обратной итерации [57]

(A− σI )Xk+1 = Xk,

Xk+1 := Xk+1/
√
⟨Xk+1,Xk+1⟩,

(2.40)

где σ называется “сдвигом”. Известно, что чем ближе σ к искомому собствен-
ному значению λ1, тем быстрее сходимость при условии, что возникающие ли-
нейные системы решаются точно. Из классической теории сходимости степен-
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ного метода [152] следует, что скорость сходимости обратной итерации равна

ρ =
∣∣∣∣∣λ1 − σ
λ2 − σ

∣∣∣∣∣ . (2.41)

Также сдвиг σ можно выбрать адаптивно как текущее приближение к соб-
ственному значению λk = (AXk,Xk). В этом случае хорошо известно, что метод
сходится сверхлинейно (кубическая сходимость для симметричных матриц и
квадратичная для несимметричных).

Кажется, что если σ близко к искомому собственному значению, то число
обусловленности системы может быть крайне велико. Однако важно отметить,
что правая часть в такой системе не является “случайной” и известно, что такие
системы можно решать неточно [38, 13].

Перейдем к рассмотрению малорангового случая. В обратной итерации
(2.40) нам необходимо найти ТТ представление Xk+1 с помощью приближен-
ного решения линейной системы

(A− σI )Xk+1 ≈ Xk. (2.42)

Предположим, что и точный собственный вектор X∗, и текущее приближение
Xk лежит на многообразииMr тензоров ТТ-ранга r. Решение (2.42) может иметь
ранги больше, чем r и, следовательно, не принадлежать многообразию Mr.
Предлагаемая ALS II итерация оставляет решение наMr и имеет следующий
вид

P,i
k+ i−1d

(A− σI )P,i
k+ i−1d
Xk+ i

d
= P,i

k+ i−1d
Xk, i = 1, . . . ,d, (2.43)

гдеP,i
k+ i−1d

являются ортопроекторамина части касательного пространства в точ-
кеXk+ i−1d , где все ядра кроме i-го фиксированы. То, что пространство, где все яд-
ра, кроме одного ядра ТТ-разложения, являются фиксированными, является ча-
стью касательного пространства следует из формулы (1.22). Для устойчивости
вычислений после каждой итерации необходимо дополнительно нормировать
Xk+ i

d
. Отметим, что итерация (2.43) может быть реализована с использованием

уже написанного кода решения линейных систем уравнений, так как она соот-
ветствует одному ALS проходу по всем ядрам для задачи оптимизации

⟨(A− σI )Y ,Y⟩− 2⟨Xk,Y⟩→min,

TT-rank(Y ) = r.
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Решение этой задачи описано в разделе 1.5. Вычислительная сложность одного
прохода равна O(dn2r2R2), где r = maxi ri , R = maxiRi и R является ТТ-рангом
оператора A.

На практике мы решаем возникающие локальные системы неточно с по-
мощью фиксированного числа итерацийMINRES метода. Отметим, что резуль-
таты численных расчетов показывают, что как и в случае со стандартной обрат-
ной итерацией (2.42), нет необходимости решать системы точно. Результаты о
локальной сходимости итерации в случае точного решения локальных систем
и d = 2 приведены в следующем параграфе.

2.2.2 Сходимость итерации

Приведем результаты сходимости предложеннойALS обратной итерации
для случая d = 2. Для удобства будем рассматривать операторы в качестве дву-
мерных матриц A ∈ RN×N . Обозначим собственный вектор оператора A, отве-
чающий минимальному собственному значению λ1 (простое), за x∗. Положим
также, что N = nm и мы обладаем априорным знанием о том, что x∗, представ-
ленный в виде n×m матрицы X∗, имеет ранг r , то есть rank(X∗) = r , x∗ = vec(X∗).

Формула (2.43) не подходит для вычислений, так как возникающие ли-
нейные системы имеют размер nd ×nd . Для получения практического алгорит-
ма необходимо использовать формулы из раздела 1.5.3. Однако для теоретиче-
ского анализа будет удобно использовать формулы с ортопроекторами. В слу-
чае малоранговых матриц ортопроекторы на пространство строк и столбцов
матрицы X могут быть записаны как X +X , XX + соответственно, где X + обо-

Алгоритм 2.2 ALS II при d = 2 (версия для анализа)
Require: X0 ∈ Rn×m, rank(X0) = r – начальное приближение.

1: for k = 0,1,2, . . . do
2: Решить AR[Xk] vec

(
X ii

k+1
2

)
= vec(Xk) при X ii

k+1
2
X +
k Xk = X

ii

k+1
2

3: X ii

k+1
2
B X ii

k+1
2
/
∥∥∥∥X ii

k+1
2

∥∥∥∥
F

4: РешитьAL

[
X ii

k+1
2

]
vec(X ii

k+1) = vec
(
X ii

k+1
2
X ii+

k+1
2
Xk

)
приX ii

k+1
2
X ii+

k+1
2
X ii
k+1 = X

ii
k+1,

5: X ii
k+1B X

ii
k+1/

∥∥∥X ii
k+1

∥∥∥
F

6: end for
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значает псевдообратную матрицу Мура-Пенроуза от X . Поэтому ортопроекто-
ры P,1k , P,2k+1/2 имеют вид (X +

k Xk ⊗ I), (I ⊗ Xk+1/2X
+
k+1/2) соответственно. Введем

обозначения

AR[X ] = (X +X ⊗ I)A (X +X ⊗ I),

AL[X ] = (I ⊗XX +)A (I ⊗XX +).
(2.44)

ALS обратная итерация с использованием обозначений (2.44) подытожена в Ал-
горитме 2.2. Символ ii в X ii

k является сокращением от inverse iteration.
Как мы увидим далее, оценки локальной сходимости ALS II будут выра-

жаться через сходимость ALS минимизации отношения Рэлея. Покажем, как
ALS минимизация отношения Рэлея будет выглядеть с использованием X +X ,
XX +. Эквивалентность оригинальной ALS минимизации отношения Рэлея и
версии с проекторами X +X , XX + (Алгоритм 2.3) следует из следующего утвер-
ждения.

Утверждение 2.5. Один шаг ALS минимизации отношения Рэлея (1.14) начиная
с X0 = vec(U0V

⊤
0 ) эквивалентен решению следующей задачи на собственные зна-

чения

AR[X0] vec(X1/2) = λR
min vec(X1/2),

AL[X1/2] vec(X1) = λL
min vec(X1),

(2.45)

с X1 = vec(U1V
⊤
1 ) и λR

min, λ
L
min являющимися минимальными ненулевыми соб-

ственными значениями матриц AR[X0] и AL[X1/2] соответственно.

Доказательство. Докажем утверждение для первого полушага (2.45). Доказа-
тельство для второго полушага является аналогичным. Имеем,

min
U∈Rn×r

R (UV ⊤0 ) = min
Y :Y=YX+

0 X0
R (YX +

0 X0) =

min
Y :Y=YX+

0 X0
R ((X +

0 X0 ⊗ I)vec(Y )) = min
Y :Y=YX+

0 X0

⟨
vec(Y ),AR[X0]vec(Y )

⟩⟨
vec(Y ), (X +

0 X0 ⊗ I)vec(Y )
⟩ ,

что приводит к эквивалентной обобщенной задаче на собственные значения с
дополнительными ограничениями

AR[X0] vec(X1/2) = λR
min (X +

0 X0 ⊗ I)vec(X1/2), X1/2 = X1/2X +
0 X0, (2.46)
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что благодаря свойству X1/2 = X1/2X +
0 X0 эквивалентно

AR[X0] vec(X1/2) = λR
min vec(X1/2), X1/2 = X1/2X +

0 X0, (2.47)

и также эквивалентно

AR[X0] vec(X1/2) = λR
min vec(X1/2), λR

min , 0. (2.48)

На самом деле, если vec(X1/2) является решением (2.48), тогда оно также удо-
влетворяет X1/2 = X1/2X +

0 X0 так как

λR
min vec(X1/2) = AR[X0] vec(X1/2) = (X +

0 X0 ⊗ I)AR[X0] vec(X1/2) =

= (X +
0 X0 ⊗ I)λR

minvec(X1/2) = λR
min vec(X1/2X +

0 X0).

И наоборот, если vec(X1/2) является решением (2.47), тогда λR
min , 0:

λR
min

⟨
vec(X1/2),vec(X1/2)

⟩
=

⟨
vec(X1/2),AR[X0]vec(X1/2)

⟩
=

=
⟨
vec(X1/2X +

0 X0),A vec(X1/2X +
0 X0)

⟩
=

⟨
vec(X1/2),A vec(X1/2)

⟩
> 0,

благодаря положительной определенности A. Что и требовалось доказать.

Алгоритм 2.3 ALS для минимизации отношения Рэлея (версия для анализа)
Require: X0 ∈ Rn×m, rank(X0) = r – начальное приближение.

1: for k = 0,1,2, . . . do
2: Найти собственный вектор, соответствующий минимальному λR

min , 0:

AR[X als
k ] vec(X als

k+1/2) = λ
R
min vec(X als

k+1/2), ∥X
als
k+1/2∥F = 1

3: Найти собственный вектор, соответствующий минимальному λL
min , 0:

AL[X als
k+1/2] vec(X

als
k ) = λL

min vec(X als
k ), ∥X als

k+1∥F = 1

4: end for

Основной результат

Напомним, что точный собственный вектор симметричной положитель-
но определенной матрицы A, отвечающий минимальному собственному зна-
чению λ1(A) (простое), обозначается vec(X∗). Обозначим также минимальное
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ненулевое сингулярное числоX∗ за smin(X∗). Сформулируем результат о локаль-
ной сходимости ALS II для случая d = 2.

Теорема 2.4. Пусть существует такая окрестность точки X∗ ∈ Mr , ∥X∗∥ = 1,

что для любого начального приближенияX als
0 из этой окрестности ALS итерация

(Алгоритм 2.3) сходится:

∥X als
k+1 −X∗∥F ≤ ρals∥X

als
k −X∗∥F , ρals < 1,

тогда найдется σ0 < λ1(A) : для любого σ ∈ (σ0,λ1(A)) существуеттакая окрест-

ность, что для любого X ii
0 из этой окрестности, ALS II (Алгоритм 2.2), применен-

ный к A− σI , также сходится:

∥X ii
k+1 −X∗∥F ≤

(
ρals + c

∣∣∣∣∣λ1(A)− σ
λ2(A)− σ

∣∣∣∣∣)∥X ii
k −X∗∥F ,

где

c =
C

smin(X∗)
· λn(A)
λ2(A)−λ1(A)

,

где C является константой, не зависящей от σ,A,X∗.

Замечание 2.2. Отметим, что локальная сходимость и существование ρals < 1

для ALS минимизации отношения Рэлея следует из Теоремы 1.3.

Вспомогательные утверждения

Для доказательства Теоремы 2.4 понадобится несколько вспомогательных
утверждений, которые мы приводим в настоящей секции. Сформулируем сна-
чала результат о сходимости собственного вектора в степенном методе без тре-
бования малоранговости решения. Отметим, что хотя сходимость степенно-
го метода является классическим вопросом, нам не удалось найти требуемой
оценки для нормы разности собственного вектора и вектора после шага обрат-
ной итерации. Поэтому утверждение приводится с доказательством.

Утверждение 2.6. Пусть λ1 и v1 являются максимальным собственным значе-

нием и соответствующим собственным вектором симметричной положительно

определенной матрицы B ∈ Rn×n: Bv1 = λ1v1 и при этом ∥v1∥2 = 1. Пусть также

x1 = Bx0/∥Bx0∥2 является приближением к собственному вектору, полученным



77

после одного шага степенного метода. Тогда для любого 0 < ε < 1/2 и для любого

x0: ∥x0 − v1∥2 ≤ ε выполняется

∥x1 − v1∥2 ≤
1+ ε

2(
1−
√
2ε

)
(1− ε)

λ2

λ1
∥x0 − v1∥2.

Доказательство. Разложим x0 по собственным векторам vi матрицы B:

x0 = c1v1 + · · ·+ cnvn,
n∑
i=1

c2i = ∥x0∥
2. (2.49)

Поскольку ∥x0 − v1∥ ≤ ε имеем

(1− c1)2 +
n∑
i=2

c2i ≤ ε
2.

Подставляя (2.49) в последнее выражение получим

(1− c1)2 + ∥x0∥2 − c21 ≤ ε2,

и в результате,

c1 ≥
1+ ∥x0∥2

2
− ε

2

2
. (2.50)

Так как c1 ≤ ∥x0∥ и используя (2.50) несложно проверить, что

1− ε ≤ ∥x0∥ ≤ 1+ ε. (2.51)

Подставляя последнее выражение в (2.50) имеем

c1 ≥ 1− ε. (2.52)

x1 =
Bx0
∥Bx0∥

=
λ1c1v1 + · · ·+λncnvn
∥λ1c1v1 + · · ·+λncnvn∥

=
c1v1 +

λ2
λ1
c2v2 + · · ·+ λn

λ1
cnvn∥∥∥c1v1 + λ2

λ1
c2v2 + · · ·+ λn

λ1
cnvn

∥∥∥ ,
Заметим, что

∥(I − v1v⊤1 )x1∥ =

∥∥∥λ2
λ1
c2v2 +

λ3
λ1
c3v3 + · · ·+ λn

λ1
cnvn

∥∥∥∥∥∥c1v1 + λ2
λ1
c2v2 + · · ·+ λn

λ1
cnvn

∥∥∥ =

=
λ2

λ1

√
c22 +

(
λ3
λ2

)2
c23 + · · ·+

(
λn
λ2

)2
c2n√

c21 +
(
λ2
λ1

)2
c22 + · · ·+

(
λn
λ1

)2
c2n

≤ λ2

λ1

√
c22 + c

2
3 + · · ·+ c2n√

c21 +
(
λ2
λ1

)2
c22 + · · ·+

(
λn
λ1

)2
c2n

.
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Также имеем

∥(I − v1v⊤1 )x0∥ = ∥c2v2 + · · ·+ cnvn∥ =
√
c22 + c

2
3 + · · ·+ c2n

и используя (2.52) получим√
c21 +

(
λ2

λ1

)2
c22 + · · ·+

(
λn
λ1

)2
c2n ≥ c1 ≥ 1− ε.

В результате, для ε < 1/2

∥(I − v1v⊤1 )x1∥ ≤
1

1− ε
λ2

λ1
∥(I − v1v⊤1 )x0∥ (2.53)

Оценим ∥(I − v1v⊤1 )x0∥ с помощью ∥x0 − v1∥:

∥(I − v1v⊤1 )x0∥ = ∥(x0 − (v
⊤
1 x0)v1∥ ≤ ∥x0 − v1∥+ ∥v1 − (v

⊤
1 x0)v1∥ =

= ∥x0 − v1∥+ |1− v⊤1 x0| = ∥x0 − v1∥+
1
2
∥x0 − v1∥2 ≤

≤
(
1+

ε
2

)
∥x0 − v1∥.

Оценим ∥(I − v1v⊤1 )x1∥ с помощью ∥x1 − v1∥, используя обратное неравенство
треугольника и ε < 1/4

∥x1 − (v⊤1 x1)v1∥ = ∥x1 − v1 + v1 − (v
⊤
1 x1)v1∥ ≥

∣∣∣∥x1 − v1∥ − ∥v1 − (v⊤1 x1)v1∥∣∣∣ =
=

∣∣∣∥x1 − v1∥ − |1− (v⊤1 x1)|∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∥x1 − v1∥ − 12∥x1 − v1∥2
∣∣∣∣∣ =

= ∥x1 − v1∥ ·
∣∣∣∣∣1− 12∥x1 − v1∥

∣∣∣∣∣ .
Последнимшагом является поиск оценки сверху для ∥x1−v1∥ с помощью ε для
того, чтобы оценить |1− ∥x1 − v1∥/2|:

∥x1 − v1∥2 =2|1− v⊤1 x1| = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣1−
c1√

c21 +
(
λ2
λ1

)2
c22 + · · ·+

(
λn
λ1

)2
c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤2∥x0∥ − c1

c1

(2.51),(2.52)
≤ 4ε

1− ε
≤ 8ε, ε ≤ 1

2
.

Таким образом, для ε < 1/2

∥x1 − (v⊤1 x1)v1∥ ≥
(
1− (2ε)1/2

)
∥x1 − v1∥.
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В итоге, подставляя полученное неравенство в (2.53) получим

∥x1 − v1∥ ≤
1+ ε

2(
1−
√
2ε

)
(1− ε)

λ2

λ1
∥x0 − v1∥, ε < 1/2.

Что и требовалось доказать.

Теперь приведем аналог Утверждения 2.6 в применении к рассматривае-
мой ALS обратной итерации.

Лемма 2.2. Пусть vec(X∗) является нормированным собственным вектором

AR[X ] (для AL[X ] аналогично), соответствующим наименьшему ненулевому соб-

ственному значению. Пусть также X1 получено из

AR[X ] vec(X̃ ) = vec(X0), X̃X +X = X̃

X1 =
X̃
∥X̃ ∥F

,

где X0 удовлетворяет ∥X0 −X∗∥F ≤ ε для любого ε < 1/2 и X0X +X = X0. Тогда,

∥X1 −X∗∥F ≤
1+ ε

2(
1−
√
2ε

)
(1− ε)

λ1(AR[X ])
λ2(AR[X ])

∥X0 −X∗∥F .

Доказательство. Лемма является следствием утверждения 2.2, примененного
к оператору AR[X ], обращенному на подпространстве векторов Y , удовлетво-
ряющих YX +X = Y . Обозначим его за B = (AR[X ])−1. Покажем, как B действует
на vec(X0). Для этого разложим vec(X̃ ), vec(X0) по собственным векторам vi
матрицы AR[X ], соответствующим ненулевым собственным значениям

vec(X̃ ) =
∑
i

civi , vec(X0) =
∑
i

bivi .

Это можно сделать, так как X̃X +X = X̃ , XX +X0 = X0 и, следовательно,
vec(X̃ ),vec(X0) ∈ Im(AR[X ]). Затем можно показать, что bi = ci/λi(AR[X ]) и, сле-
довательно,

vec(X̃ ) = B vec(X0) =
∑
i

ci
λi(AR[X ])

vi ,

где λi(AR[X ]) обозначает собственные значения, соответствующие собствен-
ным векторам vi . Далее, имея действие оператора B, выраженное через соб-
ственные векторы vi , можно дословно повторить доказательство Утвержде-
ния 2.2.
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Лемма 2.3. Пусть vec(X L), vec(Y L) и vec(X∗) являются нормированными соб-

ственными векторами, отвечающими наименьшим ненулевым собственным зна-

чениям матриц AL[X ], AL[Y ] и A соответственно, тогда

1. Для любого X , удовлетворяющего ∥X +X −X +
∗ X∗∥ < 1, выполняется

∥X L −X∗∥F ≤ 6
√
2

λn(A)
λ2(A)−λ1(A)

∥XX + −X∗X +
∗ ∥F .

2. Для любых X и Y , удовлетворяющих max{∥X +X −X +
∗ X∗∥,∥Y+Y −X +

∗ X∗∥} <
(λ2(A)−λ1(A))/(8λn(A)) выполняется

∥X L −Y L∥F ≤ 18
√
2

λn(A)
λ2(A)−λ1(A)

∥XX + −YY+∥F .

Доказательство. Для удобства введем следующие обозначения: P = I ⊗X∗X +
∗ ,

∆Px = I ⊗ (XX + − X∗X +
∗ ), ∆Py = I ⊗ (YY+ − X∗X +

∗ ) v1 = vec(X∗), ∆vx = vec(X L) −
vec(X∗), ∆vy = vec(Y L) − vec(X∗), λi = λi(A), i = 1, . . . ,n. Докажем оценку для
∥∆vx∥2 через ∥∆Px∥F . Для x имеем (для y аналогично)

Av1 = λ1v1, PAPv1 = λ1v1,

(P +∆Px)A(P +∆Px)(v1 +∆vx) = (λ1 +∆λx)(v1 +∆vx),

Pv1 = v1, (P +∆Px)(v1 +∆vx) = (v1 +∆vx),

∥v1∥ = 1, ∥v1 +∆vx∥ = 1.

По теореме Бауэра-Файка и используя факт о том, что эрмитовы матрицы уни-
тарно диагонализуемы, возмущение собственного значения ∆λx может быть
оценено через норму матрицы возмущения:

|∆λx| ≤ ∥(P +∆Px)A(P +∆Px)−PAP∥2 ≤

≤ λn ·
(
2∥∆Px∥2 + ∥∆Px∥22

)
≤ 3λn∥∆Px∥2,

(2.54)

при ∥∆Px∥2 ≤ 1. Также имеем

(P +∆Px)(A−λ1I)(P +∆Px)(v1 +∆vx) = ∆λx(v1 +∆vx).

Представим ∆vx = c1xv1 +∆v⊥x , где (∆v⊥x ,v1) = 0. Тогда благодаря тому, что (A−
λ1I)v1 = 0

(P+∆Px)(A−λ1I)(P +∆Px)(v1 +∆vx) = (P+∆Px)(A−λ1I)∆v
⊥
x ,
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следовательно,
(P +∆Px)(A−λ1I)∆v

⊥
x = ∆λx(v1 +∆vx). (2.55)

Умножая последнее выражение на (∆v⊥x )
⊤, получим

(∆v⊥x , (P +∆Px)(A−λ1I)∆v
⊥
x ) = ∆λx(∆v

⊥
x ,v1 +∆vx),

((P +∆Px)∆v
⊥
x , (A−λ1I)∆v

⊥
x ) = ∆λx(∆v

⊥
x ,v1 +∆vx). (2.56)

Теперь перепишем (P + ∆Px)∆v⊥x . Используя (P + ∆Px)(v1 + ∆vx) = v1 + ∆vx и
Pv1 = v1 мы имеем

(P +∆Px)∆v
⊥
x = (P+∆Px)(v1 +∆vx − v1 − c1xv1) =

= v1 +∆vx − v1 −∆Pxv1 − c1xv1 − c1x∆Pxv1 =

= ∆vx − (c1x +1)∆Pxv1 − c1xv1.

(2.57)

Подставляя последнее выражение в (2.56) и учитывая, что (A−λ1I)v1 = 0, (A−
λ1I)∆vx = ∆v⊥x , мы получим

(∆v⊥x − (c1x +1)∆Pxv1, (A−λ1I)∆v
⊥
x ) = ∆λx(∆v

⊥
x ,v1 +∆vx)

(∆v⊥x , (A−λ1I)∆v
⊥
x ) = ∆λx(∆v

⊥
x ,v1 +∆vx) + (c1x +1)(∆Pxv1, (A−λ1I)∆v

⊥
x )

Следовательно,

(λ2 −λ1)∥∆v⊥x ∥2 ≤ (∆v⊥x , (A−λ1I)∆v
⊥
x ) =

= ∆λx(∆v
⊥
x ,v1 +∆vx) + (c1x +1)(∆Pxv1, (A−λ1I)∆v

⊥
x ) ≤

≤ |∆λx| ∥∆v⊥x ∥+ (λn −λ1)(|c1x|+1)∥∆Px∥2∥∆v⊥x ∥.

Используя неравенство (2.54) для |∆λx|, учитывая |c1x| ≤ 2 (из условий норми-
ровки) и λn −λ1 ≤ λn, мы получаем

∥∆v⊥x ∥ ≤ 6
λn

λ2 −λ1
∥∆Px∥2 (2.58)

Поскольку
∥∆vx∥2 = c21x + ∥∆v⊥x ∥2,

нашей финальной целью является оценка c1x через ∥∆v⊥x ∥. Мы получаем ее из
условий нормировки:

∥v1 +∆vx∥2 − ∥v1∥2 = 1− 1 = 0,

2(∆vx,v1) + ∥∆vx∥2 = 0,

2c1x + c
2
1x + ∥∆v⊥x ∥2 = 0,

c1x = −1±
√
1− ∥∆v⊥x ∥2,
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c1x = −1−
√
1− ∥∆v⊥x ∥2 соответствуетмалому возмущению собственного вектора

−v1 и, следовательно, мы рассматриваем только

c1x = −1+
√
1− ∥∆v⊥x ∥2. (2.59)

Таким образом,

∥∆vx∥2 = c21x + ∥∆v⊥x ∥2 =
(
−1+

√
1− ∥∆v⊥x ∥2

)2
+ ∥∆v⊥x ∥2 =

= 2
(
1−

√
1− ∥∆v⊥x ∥2

)
=

2∥∆v⊥x ∥2

1+
√
1− ∥∆v⊥x ∥2

≤ 2∥∆v⊥x ∥2.

Подставляя (2.58) в последнее выражение,

∥∆vx∥ ≤ 6
√
2

λn
λ2 −λ1

∥∆Px∥2.

Теперь докажем вторую часть утверждения. Целью является оценка ∥∆vx−
∆vy∥ через ∥∆Px −∆Py∥. Во-первых, из теоремы Бауэра-Файка,

|∆λx −∆λy | ≤ ∥(P +∆Px)A(P +∆Px)− (P +∆Py)A(P +∆Py)∥2 =

=∥(∆Px −∆Py)AP+PA(∆Px −∆Py) + (∆Px −∆Py)A∆Px+

+∆PyA(∆Px −∆Py)∥2 ≤ 4λn∥∆Px −∆Py∥2

(2.60)

для ∥∆Px∥ ≤ 1, ∥∆Py∥ ≤ 1. Используя (2.55) мы имеем

(P +∆Px)(A−λ1I)∆v
⊥
x = ∆λx(v1 +∆vx),

(P +∆Py)(A−λ1I)∆v
⊥
y = ∆λy(v1 +∆vy),

(2.61)

и, следовательно,

(P+∆Px)(A−λ1I)∆v
⊥
x −(P+∆Py)(A−λ1I)∆v

⊥
y = (∆λx−∆λy)v1+∆λx∆vx−∆λy∆vy .

или эквивалентно,

(P +∆Px)(A−λ1I)(∆v
⊥
x −∆v⊥y )+(∆Px −∆Py)(A−λ1I)∆v

⊥
y =

= (∆λx −∆λy)(v1 +∆vx) +∆λy(∆vx −∆vy).

Следующим шагом является умножение последнего выражения на (∆v⊥x −
∆v⊥y )

⊤. Используя симметрию P+∆Px:(
(P +∆Px)(∆v

⊥
x −∆v⊥y ), (A−λ1I)(∆v

⊥
x −∆v⊥y )

)
=(

∆v⊥x −∆v⊥y ,−(∆Px −∆Py)(A−λ1I)∆v
⊥
y − (∆λx −∆λy)(v1 +∆vx) +∆λy(∆vx −∆vy)

)
.

(2.62)
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Перепишем (P +∆Px)(∆v⊥x −∆v⊥y ) и используем (2.57):

(P +∆Px)(∆v
⊥
x −∆v⊥y ) =(P+∆Px)∆v

⊥
x − (P +∆Py)∆v

⊥
y + (∆Py −∆Px)∆v⊥y =

=∆vx −∆vy − (1 + c1x)(∆Px −∆Py)v1 − (c1x − c1y)∆Pyv1+

(c1y − c1x)v1 + (∆Py −∆Py)∆v⊥y .

Подставляя последнее выражение в (2.62), мы получим

(λ2 −λ1)∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥2 ≤ (∆v⊥x −∆v⊥y , (A−λ1I)(∆v⊥x −∆v⊥y )) =

|(1 + c1x)((∆Px −∆Py)v1, (A−λ1I)(∆v⊥x −∆v⊥y )) + (c1x − c1y)(∆Pyv1, (A−λ1I)(∆v⊥x −∆v⊥y ))+(
(∆Py −∆Py)∆v⊥y , (A−λ1I)(∆v⊥x −∆v⊥y )

)
+(

∆v⊥x −∆v⊥y ,−(∆Px −∆Py)(A−λ1I)∆v⊥y − (∆λx −∆λy)(v1 +∆vx) +∆λy(∆vx −∆vy)
)
| ≤

5λn∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥∥∆Px −∆Py∥2 +λn|c1x − c1y | ∥∆Py∥2∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥+ |∆λx −∆λy | ∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥2+

3λn∥∆Py∥2∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥2

Используя (2.60) и деля последнее неравенство на ∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥, мы получаем

(λ2−λ1)∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥ ≤ 9λn∥∆Px−∆Py∥2+λn∥∆Py∥2|c1x−c1y |+3λn∥∆Py∥2∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥
(2.63)

Оценим |c1x − c1y |, используя (2.59):

|c1x − c1y | =
∣∣∣∣∣√1− ∥∆v⊥x ∥2 −

√
1− ∥∆v⊥y ∥2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∥∆v⊥x ∥2 − ∥∆v⊥y ∥2∣∣∣√

1− ∥∆v⊥x ∥2 +
√
1− ∥∆v⊥y ∥2

=

=
∥∆v⊥x ∥+ ∥∆v⊥y ∥√

1− ∥∆v⊥x ∥2 +
√
1− ∥∆v⊥y ∥2

∣∣∣∥∆v⊥x ∥ − ∥∆v⊥y ∥∣∣∣ ,
и для ∥∆v⊥x ∥,∥∆v⊥y ∥ ≤ 1/

√
2 получим

|c1x − c1y | ≤
∣∣∣∥∆v⊥x ∥ − ∥∆v⊥y ∥∣∣∣ ≤ ∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥.

Подставляя последнее неравенство в (2.63) мы имеем

(λ2 −λ1)∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥ ≤ 9λn∥∆Px −∆Py∥2 +4λn∥∆Py∥2∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥

и

∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥ ≤
9λn

λ2 −λ1 − 4λn∥∆Py∥2
∥∆Px−∆Py∥2 ≤ 18

λn
λ2 −λ1

∥∆Px−∆Py∥2, (2.64)

для ∥∆Py∥2 ≤ (λ2 −λ1)/(8λn). В итоге,

∥∆vx −∆vy∥2 = (c1x − c1y)2 + ∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥2 ≤ 2∥∆v⊥x −∆v⊥y ∥2.
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Используя (2.64), мы получаем требуемую оценку. Что и требовалось доказать.

Замечание 2.3. Отметим, что мы не могли использовать классические резуль-

таты из теории возмущения для задачи на собственные значения, так как эти

оценки содержат минимальный зазор (относительно λ1) между собственными

значениями. Поскольку рассматриваемые проекторы имеют нулевое собствен-

ное значение, зазор равен λ1 вместо λ2 − λ1, что мешает доказательству схо-

димости рассматриваемой итерации. Поэтому мы явным образом использовали

дополнительную информацию о структуре возмущения.

Лемма 2.4. Верно следующее неравенство

∥X +X −Y+Y∥F ≤ 2max {∥X +∥2,∥Y+∥2} ∥X −Y∥F

Доказательство. По неравенству треугольника

∥X +X −Y+Y∥F =∥X +X (I −Y+Y ) + (X +X − I)Y+Y∥F ≤

≤∥X +X (I −Y+Y )∥F + ∥(X +X − I)Y+Y∥F
(2.65)

Оценим сначала ∥X +X (I−Y+Y )∥F . Поскольку ∥AB∥F ≤ ∥A∥2∥B∥F и спектральная
норма ортопроектора равна 1 имеем

∥X +X (I −Y+Y )∥F ≤∥X +∥2∥X (I −Y+Y )∥F = ∥X +∥2∥(X −Y )(I −Y+Y )∥F ≤

≤∥X +∥2 ∥X −Y∥F ∥I −Y+Y∥2 = ∥X +∥2∥X −Y∥F

Используя симметричность A,B: ∥AB∥2F = ∥(AB)⊤∥2F = ∥BA∥2F для второго слага-
емого в (2.65) мы получаем

∥(X +X − I)Y+Y∥F = ∥Y+Y (X +X − I)∥F ≤ ∥Y+∥2∥X −Y∥F .

В итоге,

∥X +X −Y+Y∥F ≤ (∥X +∥2 + ∥Y+∥2)∥X −Y∥F ≤

≤ 2max {∥X +∥2,∥Y+∥2} ∥X −Y∥F .

Что и требовалось доказать.
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X0

X als
1/2

X als
1

X ii
1/2

X ii
1

X ii-als
1

Близки как
cλ1λ2 ∥X0 −X

als
1/2∥

(Лемма 2.2)

Близки как
c∥X als

1/2 −X
ii
1/2∥

(Леммы 2.3 +
2.4)

Близки как
cλ1λ2 ∥X0 −X

ii-als
1 ∥

(Лемма 2.2 +
нер-во (2.73))

X0

X als
1/2

X als
1

X ii
1/2

X ii
1

X ii-als
1

AL
S

AL
S

ALS II

ALS II

AL
S

Рис. 2.8: Набросок доказательства Теоремы 2.4. Вспомогательныйшаг X ii−als
1 яв-

ляется половиной шага ALS после X ii
1/2. Также ∥X als

1 − X ii
1 ∥ ≤ ∥X als

1 − X ii−als
1 ∥ +

∥X ii−als
1 −X ii

1 ∥. Для оценки ∥X0 −X ii−als
1 ∥ (смотри рисунок) мы используем нера-

венство треугольника: ∥X0 − X ii−als
1 ∥ ≤ ∥X0 − X∗∥ + ∥X∗ − X als

1 ∥ + ∥X als
1 − X ii−als

1 ∥.
Оценка сверху для нормы ∥X als

1 −X ii−als
1 ∥ представлена на рисунке. Норма раз-

ности ∥X∗ −X als
1 ∥ определяется через ρals.

Доказательство Теоремы 2.4

Идея доказательства изложена на Рисунке 2.8. Аккуратное доказательство
приведено ниже. Для упрощения обозначений в доказательстве мы опускаем
индекс k и считаем, что на k-ом шаге ALS II мы начинаем с X0 вместо X ii

k . Нера-
венства будут получены с точностью до числовых констант, которые будут обо-
значаться одним символом c.

По предположению теоремыALS итерация дляминимизации отношения
Рэлея начинает сходиться со скоростью ρals для любого начального приближе-
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ния из некоторой окрестности точного решения Uε(X∗). Введем C1 такую, что

C1 = sup
k,X als

0 ∈Uε(X∗)

∥X als
k+1/2 −X∗∥
∥Xals

k −X∗∥
, (2.66)

откуда следует, что
∥X als

1/2 −X∗∥ ≤ C1∥X0 −X∗∥. (2.67)

Обозначим также
C2 = 14

√
2

λn(A)
λ2(A)−λ1(A)

.

Используя Леммы 2.3 и 2.4, несложно убедиться, что C1 ≤ cC2s
−1
min(X∗), хотя на

практике эта константа заметно меньше. Также несложно проверить, что при
∥X als

1/2X
als
1/2

+ −X∗X +
∗ ∥ ≤ λ1/(9λn) выполняется

λ1(AR[X als
1/2])

λ2(AR[X als
1/2])

≤ 3
λ1(A)
λ2(A)

. (2.68)

Действительно, используя (2.54) и Лемму 2.4,

|λ1(A
R[X als

1/2])−λ1(A)| ≤ 3λn(A)∥X als
1/2X

als
1/2

+ −X∗X +
∗ ∥.

Далее из вариационного принципа следует, что λ2(A) ≤ λ2(AR[X∗]):

λ2(A
R[X∗]) = min

X∗X+
∗ X=X ,

X,0,X⊥X∗

⟨
X ,AR[X∗]X

⟩
⟨X ,X⟩

≥min
X,0,
X⊥X∗

⟨X ,AX⟩
⟨X ,X⟩

= λ2(A).

Аналогичная оценка выполняется для AL[X als
1 ].

Используя Лемму 2.2, неравенства (2.68) и (2.67), получим оценку сверху
для ∥X als

1/2 −X ii
1/2∥:

∥X als
1/2 −X

ii
1/2∥ ≤ c

λ1

λ2
∥X als

1/2 −X0∥ ≤ c
λ1

λ2

(
∥X als

1/2 −X∗∥+ ∥X∗ −X0∥
)
≤

≤ c(1 +C1)
λ1

λ2
∥X∗ −X0∥.

(2.69)

Для оценки ∥X ii
1 −X∗∥ мы используем неравенство треугольника:

∥X ii
1 −X∗∥ ≤ ∥X als

1 −X∗∥+ ∥X als
1 −X ii-als

1 ∥+ ∥X ii
1 −X ii-als

1 ∥. (2.70)

По предположению теоремы

∥X als
1 −X∗∥ ≤ ρals∥X0 −X∗∥. (2.71)
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Оценим оставшиеся части неравенства (2.70). Во-первых, используя Леммы 2.3
и 2.4, получаем

∥X als
1 −X ii-als

1 ∥ ≤ C2∥X als
1/2

+X als
1/2 −X

ii
1/2

+X ii
1/2∥ ≤ C2

2
smin
∥X als

1/2 −X
ii
1/2∥

≤ c(1 +C1)C2
2
smin

λ1

λ2
∥X∗ −X0∥,

(2.72)

где также использовано, что

∥X als
1/2

+∥ ≤ 1
smin(X∗)− ∥X als

1/2 −X∗∥
≤ 1
smin(X∗)−C1∥X0 −X∗∥

≤ 2
smin(X∗)

,

при ∥X0 − X∗∥ ≤ smin(X∗)/(2C1). Аналогичная оценка верна для ∥X ii
1/2

+∥. Далее,
заметим, что

∥X ii
1/2X ii

1/2
+X0 −X ii−als

1 ∥F = ∥X ii
1/2X ii

1/2
+X0 −X ii

1/2X ii
1/2

+X ii−als
1 ∥F

≤ ∥X ii
1/2X ii

1/2
+∥2∥X0 −X ii−als

1 ∥F = ∥X0 −X ii−als
1 ∥F .

(2.73)

Используя Лемму 2.2 и неравенство (2.73), получим

∥X ii
1 −X ii-als

1 ∥ ≤ cλ1

λ2
∥X0 −X ii-als

1 ∥ ≤

≤ cλ1

λ2

(
∥X0 −X∗∥+ ∥X∗ −X als

1 ∥+ ∥X als
1 −X ii−als

1 ∥
)
.

(2.74)

Верхняя оценка для ∥X als
1 −X ii−als

1 ∥ получена в (2.72). Для ∥X∗−X als
1 ∥ справедлива

оценка (2.71), поэтому

∥X ii
1 −X ii-als

1 ∥ ≤ c
(
2+ c(1 +C1)C2

2
smin

λ1

λ2

)
C2
λ1

λ2
∥X0 −X∗∥. (2.75)

Таким образом, подставляя (2.71), (2.72) и (2.75) в (2.70), мы получаем тре-
буемую оценку. Осталось только применить доказательство к матрице A−σI и
учесть, что (λ2−σ )−(λ1−σ ) = λ2−λ1 и (λn−σ ) < λn. Что и требовалось доказать.

2.3 Блочный солвер с предобуславливанием на
многообразии

В предыдущих частях Главы 2 мы предложили методы для поиска одно-
го собственного значения. Для поиска нескольких собственных векторов мож-
но использовать подход дефляции, когда собственные векторы находятся по
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одному. Однако если некоторые собственные значения находятся близко друг
к другу, то метод будет сходиться медленно. Для ускорения сходимости необ-
ходимо использовать блочные методы. Известным блочным солвером являет-
ся LOBPCG, предложенный Князевым [76]. Обобщение LOBPCG на тензорные
форматы было рассмотрено в работах [84, 82]. В [82] было численно показано,
что для избежания роста рангов и/или неустойчивости вычислений необходи-
мо использовать предобуславливатели. В качестве предобуславливателя в дис-
сертации мы предлагаем решать систему в касательном пространстве. Мы на-
зываем такой подход предобуславливанием на многообразии [113] (manifold-
preconditioning, MP). Как и в случае с обратной итерации можно рассмотреть
решение в полном касательном пространстве или на последовательности под-
пространств с помощьюALS. В настоящем разделе мыфокусируемся на втором
подходе.

Для поиска большого нескольких собственных значений передовым ме-
тодом является eigb [24], который сравним (а на некоторых примерах превос-
ходит) по скорости сходимости и стоимости вычислений аналог [112], разрабо-
танный в сообществе, занимающимся разработкой алгоритмов дляMPS (matrix
product states). Однако метод не подходит для вычисления большого числа соб-
ственных значений (B ≈ 100), так как он использует блочный формат и, следо-
вательно, имеет линейный по B рост рангов. Поэтому мы разработали новый
метод, базирующийся на комбинации оптимизации на многообразиях и ите-
рационных методов с округлением.

2.3.1 MP LOBPCG для одного собственного вектора

Начнем описание с поиска одного собственного вектора с помощью
LOBPCG и предобуславливания на многообразиях (MP). Классический метод
LOBPCG для поиска одного собственного значения выглядит следующим об-
разом

Rk := B(A(Xk)−λkXk),

Pk+1 := α2Rk +α3Pk,

Xk+1 := α1Xk +Pk+1,

Xk+1 := Xk+1/
√
⟨Xk+1,Xk+1⟩,

(2.76)
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где B обозначает предобуславливатель, а вектор коэффициентов α =

(α1,α2,α3)⊤ выбирается из условия минимизации отношения Рэлея:

R(Xk+1) =
(AXk+1,Xk+1)
(Xk+1,Xk+1)

.

Нахождение α эквивалентно решению следующей 3×3 задачи на собственные
значения 

Xk
Rk
Pk

A[Xk,Rk,Pk]α = λ


Xk
Rk
Pk

 [Xk,Rk,Pk]α. (2.77)

Здесь использованы обозначения A[Xk,Rk,Pk] ≡ [AXk,ARk,APk] и
Xk
Rk
Pk


[
Xk Rk Pk

]
≡


⟨Xk,Xk⟩ ⟨Xk,Rk⟩ ⟨Xk,Pk⟩
⟨Rk,Xk⟩ ⟨Rk,Rk⟩ ⟨Rk,Pk⟩
⟨Pk,Xk⟩ ⟨Pk,Rk⟩ ⟨Pk,Pk⟩

 .
Обсудим тензорную версию LOBPCG. Вычисление линейных комбинаций,
умножение матрицы на вектор, а также вычисление скалярных произведений
в тензорных форматах описаны в разделе 1.2. Для избежания роста ранга на
шаге пересчета Xk+1 применяется оператор округления с фиксированным зна-
чением ранга.

Ключевой частью LOBPCG метода является умножение вектора на пре-
добуславливатель B. В качестве предобуславливателя мы используем B ≈ (A−
σI )−1 (приближенное равенство записано в смысле ALS минимизации, о кото-
рой будет говориться дальше). Если системы решаются с высокой точностью,
то имеет смысл дополнительно спроецировать матрицу (A − σI ) на ортого-
нальное дополнение к текущему приближению решения как это было сделано
в разделе 2.1 с обобщением метода Якоби-Дэвидсона.

По аналогии с ALS II (раздел 2.2) мы предлагаем решать следующую ми-
нимизационную задачу

⟨(A− σI )Y ,Y⟩− 2⟨(AXk −λkXk),Y⟩→min,

TT-rank(Y ) = r
(2.78)

с одним или двумя проходами ALS минимизации. В качестве сдвига исполь-
зуется оценка снизу на наименьшее собственное значение. Мы называем кон-
струкцию такого нелинейного предобуславливателя предобуславливателем на
многообразии (manifold preconditioner, MP).
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2.3.2 Блочный случай

В этом разделе мы обобщаем тензорную версию MP LOBPCG алгорит-
ма на блочный случай. После того, как мы применяем MP LOBPCG итерацию,
мы независимо корректируем каждый собственный вектор с помощью пред-
ложенной ALS II. Отметим, что некоторые собственные значения могут быть
близки друг к другу или даже вырожденны. Поэтому нельзя применять ALS
II метод к каждому собственному независимо. Для устранения этой проблемы
предлагается блочная версия ALS SII (ALS Simultaneous II), которая применяет-
ся для сгруппированных в кластеры собственных значений. Описание этого
разбиения на кластеры и блочного итерирования также будет приведено в на-
стоящем разделе.

Блочный операции в ТТ-формате. Одной из важных операций является
ортогонализация набора векторов в ТТ-формате. Ортогонализация выполняет-
ся с помощью QR разложения, полученного с использованием разложения Хо-
лецкого. Рассмотрим детально процедуру ортогонализации блочного вектора
X = [X (1), . . . ,X (B)]. Во-первых, вычисляется матрица Грама

G = X⊤X,

где мы использовали обозначение

X⊤Y≜


⟨
X (1),Y (1)

⟩
. . .

⟨
X (1),Y (B)

⟩
...

...⟨
X (B),Y (1)

⟩
. . .

⟨
X (B),Y (B)

⟩
 .

Матрица Грама может быть вычислена за O(B2ndr3) операций, так как вычис-
ление одного скалярного произведения требует O(ndr3) операций. Затем мы
вычисляем разложение Холецкого B×B матрицы Грама G = LL⊤. Рассмотрим
вычисление блочного матрично-векторного умножения, которое мы обознача-
ем как BLOCK_MATVEC(X,L). Для произвольной матрицы M ∈ RP×B функ-
ция BLOCK_MATVEC(X,M) возвращает блочный вектор Y = [Y (1), . . . ,Y (P )]

такой, что

Y (i) =
P∑
j=1

LijX (j), i = 1, . . . ,B. (2.79)



91

Алгоритм 2.4 Вспомогательные функции

Y = MULTIFUNCRS(func,X): вычисляет func(X) с помощью метода кре-
стовой аппроксимации.

Y = BLOCK_MATVEC(X,M): блочное умножение блочного вектора X,
состоящего из TT тензоров на матрицу из действительных чиселM с ис-
пользованием MULTIFUNCRS функции, см. (2.79).

Y = QR(X): ортогонализует ТТ тензоры X1, . . . ,XB: X = (X1, . . . ,XB) с ис-
пользованием разложения Холецкого или с использованием модифици-
рованного алгоритма Грама-Шмидта. Матрично-векторные умножения
делаются с использованием BLOCK_MATVEC.

X = ALS(A, F, nswp): решаетA(X (i)) = F (i), i = 1, . . . ,length(F) с использова-
нием nswp проходов ALS метода для минимизации функционала энергии
с ограничением по рангу.

Y = ORTHO(X,Q): ортогонализует ТТ тензоры X1, . . . ,XB: X = (X1, . . . ,XB)
по отношению к Q: Y (i) = X (i) −

∑B
j=1

⟨
X (i),Q(j)

⟩
Q(j). Для избежания ро-

ста ранга используется процедура округления если length(X) мало, и
MULTIFUNCRS если length(X) велико.

Y = Tr(X): округляет каждый тензор X1, . . . ,XB: X = (X1, . . . ,XB) с рангом r

с помощью процедуры округления.

Если P мало, скажем P < 20, тогда сложение может быть вычислено с увели-
чением ранга и дальнейшим округлением. Стандартное значение B в числен-
ных экспериментах B = 80 и 2B = 160, так что для уменьшения сложности
мы используем метод крестовой аппроксимации, который позволяет вычис-
лять ТТ-разложение тензора по небольшому числу его элементов. А именно,
тензор ранга r может быть восстановлен с использованием интерполяционной
формулы [109] со сложностью O(dnr3). Если тензор приближенно малого ран-
га, тогда он может быть приближен с заданной точностью с помощью того же
подхода, и существуют оценки сходимости [121]. Для поиска TT-представления
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Y (i) мы вычисляем O(dnr2) элементов тензора Y (i), явно вычисляя элементы в
X (j) и суммируя их с коэффициентами Lij . Этот подход позволяет вычислить
произвольные функции блочного вектора f (X) (при условии, что f (X) также
имеет малый ранг). Мы обозначаем этот подход как MULTIFUNCRS. Обычно
MULTIFUNCRS используется в случае, если число тензоров на входе велико
или если необходимо вычислить некоторую нелинейную функцию от входно-
го тензора. Похожий подход использован в Главе 4 для быстрого вычисления
свертки.

Результат решения блочной системы A(X) = F с использованием nswp
проходов для решения задачи оптимизации (2.78) с помощью ALS обознача-
ется как X = ALS(A, F, nswp), где

A(X)≜ [A(X (1)), . . . ,A(X (B))].

Используемые вспомогательные функции представлены в Алгоритме 2.4.

Предобусловленный на многообразии LOBPCG метод. Мы используем
MP LOBPCG метод для поиска начального приближения для ALS SII. Проблема
заключается в том, что каждая итерация MP LOBPCG является вычислитель-
но более затратной по сравнению с обратной итерацией для поиска большого
числа собственных значений. Поэтому мы запускаем LOBPCG с малым значе-
нием рангов, и затем корректируем полученное решение с большими ранга с
использованием предложенной обратной итерации.

LOBPCG алгоритм описан в Алгоритме 2.5. Вспомогательные функции
описаны вАлгоритме 2.4. Мы также используемMATLAB обозначения для под-
матриц, например S(B : 3B,1 : B).

Блочное матрично-векторное умножение (2.79) возникает при умноже-
нии на B × 2B матрицу, где B число собственных векторов. Когда 2B являет-
ся большим числом, мы используем MULTIFUNCRS для блочного матрично-
векторного умножения вместо обычного округления по рангу от суммы.
Это является наиболее затратной частью в алгоритме и сложность равняет-
ся O(B2dnr3) операций. Другой затратной частью является умножение ТТ-
матрицы на ТТ-вектор: O(Bdn2r2R2) арифметических операций. Таким обра-
зом, общая сложность метода равняется O(Bdnr2(Br +nR2)).
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Для ускорения вычислений, мы рассматриваем версию LOBPCG с дефля-
цией, чтобы исключить из вычислений сошедшиеся собственные векторы. В
данном случае невязка должна быть ортогонализована по отношению к сошед-
шимся собственным векторам. Может быть также полезно увеличивать ранг
несошедшихся собственных векторов после каждого шага дефляции.

Алгоритм 2.5 MP LOBPCG метод

Require: ТТ-матрица A; начальное приближение X0 = [X (1)
0 . . .X (B)

0 ], где X (i)
0

являются ТТ тензорами; ранг r
Ensure: Λ и X – начальное приближение B наименьших собственных значе-

ний и собственных векторов A
1: X0 := QR(X0)

2: (X⊤0A(X0))S0 = S0Λ0 ▷ Собственное разложение
3: X0 := BLOCK_MATVEC(X0,S0)

4: R0 :=A(X0)−X0Λ0, P0 := 0 ·X0

5: for k = 0,1, . . . до сходимости do
6: Rk := ORTHO(Rk,Q) ▷ Q – сошедшиеся векторы
7: Rk := ALS(A− σI , Rk, nswp)
8: H̃ := [Xk,Rk,Pk]⊤A([Xk,Rk,Pk])
9: M̃ := [Xk,Rk,Pk]⊤[Xk,Rk,Pk]

10: H̃S̃k = M̃S̃kΛ̃k, S̃
⊤
k M̃S̃k = I3B ▷ Собственное разложение

11: Pk+1 := BLOCK_MATVEC([Rk,Pk], S̃k(B:3B,1:B))
12: Xk+1 := BLOCK_MATVEC(Xk, S̃k(1:B,1:B)) +Pk+1
13: Xk+1 := Tr(Xk+1), Λk+1 := Λ̃k(1:B,1:B)
14: Rk+1 :=A(Xk+1)−Xk+1Λk+1

15: if Некоторые векторы в Rk+1 сошлись then
16: Дополнить Q соответствующими векторами из Xk+1
17: Перезапустить алгоритм с новым X0

18: (Опционально) увеличить r
19: end if
20: end for

return Λk+1,Xk+1
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ALS блочная обратная итерация

В настоящем подразделе мы представляем блочную версию ALS обрат-
ной итерации. Предположим, что у нас уже есть начальное приближение для
собственного вектора и собственного значения линейного оператора A, пред-
ставленного в ТТ-формате. Сначала мыразделяем собственные значения из на-
чального приближения на кластеры собственных значений. Близость собствен-
ных значений определяется с помощью порогового параметра. Если кластер
состоит из одного собственного значения, мы запускаем версию, описанную
в разделе 2.2. В противоположном случае необходимо дополнительно ортого-
нализовывать собственные векторы на каждой итерации. Итоговый алгоритм
описан в Алгоритме 2.6.

Алгоритм 2.6 Блочная ALS обратная итерация (ALS SII) со сдвигами

Require: ТТ-матрицаA; начальное приближение X0 = [X (1)
0 . . .X (B)

0 ] где X (i)
0 яв-

ляются ТТ тензорами; ранг r
Ensure: Λ и X – аппроксимация первых B собственных значений, близких к σ

и соответствующие собственные векторы
1: Сгруппировать близкие друг другу собственные значения в кластеры соб-
ственных значений

2: X := [ ], Λ := [ ]

3: for каждого кластера с номером ν do
4: Вычислить сдвиг σν – среднее собственное значение в кластере ν
5: Вычислить Xν0 – соответствующий подвектор в X0

6: Xν0 := QR(Xν0)

7: for k = 0,1, . . . до сходимости do
8: Xνk+1 := ALS(A− σνI , Xνk , nswp)
9: Xνk+1 := QR(Xνk+1)

10: end for
11: X := [X,Xνk+1], Λ := [Λ,diag(Xνk+1

⊤A(Xνk+1)]
12: end for

return Λ,X
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Если размер кластера гораздо меньше, чем общее число требуемых соб-
ственных значений, то сложность поиска собственных значений внутри каждо-
го кластера полностью определяется сложностью решения систем O(dn2r2R2).
Таким образом, общая сложность обратной итерации зависит линейно от B:
O(Bdn2r2R2). Отметим, что каждый кластер можно итерировать независимо.

2.3.3 Расчет колебательного спектра молекул

Прототип программы написан на языке Python с использованием биб-
лиотеки ttpy https://github.com/oseledets/ttpy. Код предложенного алгорит-
ма доступен по ссылке https://bitbucket.org/rakhuba/ttvibr. Для базовых
операций линейной алгебры была использована библиотека MKL. Python и
MKL устанавливались с помощью Anaconda Python Distribution https://www.
continuum.io. Версия Python 2.7.11. Версия MKL 11.1-1. Вычисления были сде-
ланы на одном ядре процессора Intel Core i7 2.6 GHz с 8GB RAM. Однако был
использован только 1 поток.

Дискретизация. По аналогии с [132] мы рассматриваем уравнение Шредин-
гера безπ−π члена и члена в кинетической энергии, записанной в нормальных
координатах, имеющего вид потенциальной энергии. Гамильтониан в этом
случае имеет следующий вид

H = −1
2

d∑
i=1

ωi
∂2

∂q2i
+V (q1, . . . ,qd), (2.80)

где V обозначает поверхность потенциальной энергии (PES).
Мы дискретизуем задачу (2.80) с использованием псевдоспектрального

метода (DVR) на прямоугольной эрмитовой сетке [9], так что каждая собствен-
ная функция представляется в виде

Ψk(q1, . . . ,qd) ≈
n∑

i1,...,id=1

X (k)
i1,...,id

ψi1(q1) . . .ψid (qd), (2.81)

где ψi(qi) обозначает одномерные DVR базисные функции.
Гамильтониан (2.80) состоит из двух частей: часть, имеющая вид Лапла-

сиана и PES. Хорошо известно, что Лапласиан может быть записан с использо-

https://github.com/oseledets/ttpy
https://bitbucket.org/rakhuba/ttvibr
https://www.continuum.io
https://www.continuum.io
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ванием тензорных произведений:

D =D1 ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗Dd ,

где Di является дискретизацией одномерного оператора по i-й моде.
Псевдоспектральная дискретизация PES записывается как V . Оператор,

соответствующий умножению на V является диагональным. В итоге, гамиль-
тониан записывается как

A =D1 ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗Dd + diag (V ) . (2.82)

64-D билинейный осциллятор. Во-первых, мы тестируем наш подход
на модельном гамильтониане, когда решение известно аналитически. Сле-
дуя [132] мы выбираем 64-х мерный билинейный осциллятор

H =
d∑
i=1

ωi
2

(
− ∂

2

∂q2i
+ q2i

)
+
d−1∑
j=1

∑
i>j

αijqiqj ,

с ωj =
√
j/2 и αij = 0.1. ТТ-ранг такого осциллятора равен 3 и не зависит от d

или n.
Для решения этой задачи мы сначала используем MP LOBCPG метод с

рангом r = 15 и затем корректируем решение с помощью ALS SII итерации.
Параметр δ для разбиения уровней энергии на кластеры в ALS SII равнялся
10−4 (Ei и Ei+1 находятся в одном кластере, если |Ei − Ei+1| < δ · |Ei+1|). Размер
мод n = 15 не зависит от номера моды. Как следует из Рисунка 2.9 ALS SII ите-
рация значительно улучшает точность решения. LOBPCG метод запускался с
10 итерациями. Вычисления MP LOBPCG метода заняли порядка 3 часов CPU
времени и коррекция решения с помощью ALS SII заняла дополнительно 30
минут.

Мы также тестируем тензорную версию предобусловленной обратной
итерации (PINVIT) (1.6). Рисунок 2.10 иллюстрирует сходимость последних 10
собственных значений для различных методов. PINVIT итерация, которая так-
же допускает явное предобуславливание, сходится к неправильным собствен-
ным значениям. LOBPCG метод без предобуславливания оказывается неустой-
чивым в силу округления по рангу, которое может вносить значительную
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Рис. 2.9: Относительная ошибка в зависимости от номера собственного значе-
ния для 64-мерного билинейного осциллятора. ALS SII использует решение MP
LOBPCG в качестве начального приближения.

ошибку. Отметим также, что все рассмотренные методы сошлись к правиль-
ным собственным значениям, когда число собственных значений было ме-
нее 30.

Молекула ацетонитрила (CH3CN). В настоящем параграфе мы представ-
ляем вычисление колебательного спектра молекулы ацетонитрила. Использу-
емый гамильтониан описан в [6] и может быть записан следующим образом

V (q1, . . . ,q12) =
1
2

12∑
i=1

ωiq
2
i +

1
6

12∑
i=1

12∑
j=1

12∑
k=1

ϕ
(3)
ijkqiqjqk

+
1
24

12∑
i=1

12∑
j=1

12∑
k=1

12∑
l=1

ϕ
(4)
ijklqiqjqkql .

Он состоит из 323 членов: 12 членов в кинетической энергии, 12 квадратичных
членов, 108 кубических, и 191 членов четвертого порядка в потенциальной
энергии. Выбрали такой же размер базиса, как и в работе [86], а именно разме-
рымод были равны {9,7,9,9,9,9,7,7,9,9,27,27}. Мы обнаружили, что ранги га-
мильтониана для этой молекулы не сильно зависят от перестановки индексов,
в частности, наибольший наблюдаемый ранг гамильтониана при случайной
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Рис. 2.10: Относительная ошибка по отношению к номеру итерации для 64-
мерного билинейного осциллятора и различных итерационных методов. Для
каждогометода представлена сходимость последних 10 собственных значений.
MP обозначает предобуславливание на многообразии (manifold preconditioner).

перестановке индексов был равен 31, а наименьший 23. В вычислениях мы ис-
пользовали такуюперестановку индексов, при котороймассивωi отсортирован
по убыванию элементов. Таблица 2.1 содержит ранги частей гамильтониана в
ТТ-формате. Отметим, что общий ранг суммы потенциалов представлен уже
после округления, и, следовательно, не равен сумме рангов потенциалов.

Для сборки потенциала V требуется складывать члены ранга 1 третьего
qiqjqk и четвертого qiqjqkql порядков. Каждый член может быть записан явно
в ТТ-формате. Как отмечалось ранее, после каждого сложения ранг суммы уве-
личивается, поэтому необходимо использовать процедуру округления. Напом-
ним, что округление требует O(dn2r3) операций. Таким образом, сложность
сборки гамильтониана равна

O
((

nnz
(
ϕ

(3)
ijk

)
+ nnz

(
ϕ

(4)
ijkl

))
dn2R3

)
,

где nnz обозначает число ненулей, n обозначает максимальный размер моды и
R обозначает максимальный рангA. Сборка гамильтониана занимает порядка
одной секунды.
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Таблица 2.1: ТТ-ранги частей гамильтониана с точностью ϵ = 10−10.

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10 R11

Квадратичная 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Кубическая 3 6 11 14 14 14 14 12 9 5 3
Четвертой степени 5 7 12 19 23 26 24 18 15 8 5
Итоговый 5 9 14 21 25 26 24 18 15 8 5

Мы запустили LOBPCG метод с ТТ-рангом равным 12 для каждой мо-
ды с использованием предобуславливания на многообразии. Начальное при-
ближение выбирается из решения задачи на собственные значения с гамиль-
тонианом, содержащим только гармоническую часть. Собственные векторы в
этом случае имеют тензорный ранг 1 и являются произведением одномерных
гармонических осцилляторов, а следовательно, могут быть явно записаны в
ТТ-формате как ТТ-тензоры ранга 1. Сдвиг для предобуславливателя выбирал-
ся равным наименьшей энергии многомерного гармонического осциллятора.
Сходимость каждого собственного значения представлена на Рисунке 2.11. По-
лученные собственные векторы используются в качестве начального прибли-
жения к ALS SII с рангом равным 25. Сдвиги были выбраны равным энергиям,
полученным с помощью MP LOBPCG солвера. Пороговый параметр δ для раз-
деления уровней энергии на кластеры для ALS SII был выбран равным 10−3.
Результаты расчетов были затем улучшены с помощью ALS SII с рангом r = 40.
Как следует из Таблицы 2.2 и Рисунка 2.12 обе расчета являются более точны-
ми, чем H-RRBPM метод. Вычисление энергии с рангом r = 40 дает все уровни
энергии меньше, чем в случае сеток Смоляка [6], что означает, что они вычис-
лены более точно. Отметим, что в тоже время решение с r = 40 требует заметно
меньше памяти, чем метод Смоляка (180 MB по сравнению с 1.5 GB).

Времена расчета и память, требуемые для вычисления спектра молекулы
ацетонитрила с помощью H-RRBPM метода были взяты из [132]. На молекуле
ацетонитрила был также протестирован недавно предложенный eigb [24] ме-
тод. Расчет с помощью eigb метода занял несколько дней. Проблема заключает-
ся в том, что в этом методе все собственные векторы рассматриваются в одном
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Рис. 2.11: Относительная ошибка каждого из 84 собственных значений для мо-
лекулы ацетонитрила по отношению к числу итераций для MP LOBPCG мето-
да. Относительная ошибка вычисляется с использованием квадратур Смоля-
ка [6] в качестве референсного значения.

базисе (блочный ТТ-формат), что ведет к сильному завышению рангов. Тем не
менее, eigb является эффективным методом, когда требуется найти небольшое
количество собственных значений.

Альтернативные подходы. Простейшим базисным набором для прибли-
жения собственных функций является прямое произведение одномерных ба-
зисных функций. В этом случае обычно доступно быстрое умножение гамиль-
тониана на вектор и можно использовать стандартные крыловские методы ре-
шения частичной задачи на собственные значения, например, метод Ланцоша.
Однако проблема заключается в том, что необходимо хранить массивы, содер-
жащие nd элементов. В качестве альтернативы можно обрезать (prune) прямое
произведение одномерных базисных функций [5, 12, 26] или же использовать
произведение базисных функций, являющихся произведением функций с бо-
лее чем одной переменной [19, 7].

Мы же используем прямое произведение одномерных базисных функ-
ций и затем уменьшаем nd с помощью приближения многомерного массива
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Рис. 2.12: Ошибка E − Eref собственных значений молекулы ацетонитрила по
отношению к номеру собственного значения. Референсные энергии Eref полу-
чены с помощью сеток Смоляка [6]. Отрицательные значения ошибки соот-
ветствуют более точным значениям по сравнению с сетками Смоляка. Черная
прямая обозначает нулевой уровень ошибки.

коэффициентов в этом базисе в ТТ-формате. Отметим, что можно использо-
вать и другие тензорные разложения, смотри обзоры [79, 44].

Каноническое разложение (также называется CP-разложение или
CANDECOMP/PARAFAC) собственных векторов в задаче расчета колебатель-
ного спектра было рассмотрено в работе Лекрека и Каррингтона [86]. В этой
работе авторы используют RRBPM (rank-reduced block power method) солвер.
Каждая итерация этого метода включает умножение матрицы на вектор, что
может быть эффективно реализовано в тензорной арифметике. Проблема
заключается в том, что метод медленно сходится. Более того, известно, что
задача приближения тензора в каноническом формате плохо обусловлена, что
ведет к проблемам при вычислениях [145].

Иерархический RRBPM (H-RRBPM) метод был предложен в работе [132]
Томасом и Каррингтоном, и значительно улучшал исходный RRBPM метод. В
этомметоде также используется базис, состоящий из суммыпроизведений, од-
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нако сильно связанные координаты рассматриваются вместе, а затем иерархи-
чески разлагаются с помощью тензорных произведений.

MCTDH (Multi Configuration TimeDependent Hartree) подход [92] также ис-
пользует тензорные форматы, а именно разложение Таккера. Этот подход поз-
воляет уменьшить сложность, но все еще подвержен проклятью размерности.
Проклятье размерности преодолевается в многослойном MCDTH методе (ML
MCDTH) [140], который имеет сходство с иерархическим разложением Такке-
ра [43].

Рассмотрим также тензорные алгоритмы решения задачи на собствен-
ные значения в математическом сообществе. Существуют два основных на-
правления. Во-первых, это обобщение итерационных методов на тензорную
арифметику с округлением по рангу после каждой итерации. Степенной метод
со сдвигами для канонического разложения был обобщен в работах [15, 14] и
использован в RRBPM методе. Предобусловленная обратная итерация (PINVIT)
для тензорных форматов была рассмотрена в [90, 115, 114]. Отметим, что обрат-
ная итерация отличается от PINVIT, которая по сути является предобусловлен-
ным градиентным спуском. Тензорная версия обратной итерации, базирующа-
яся на итерационном решении возникающих линейных систем была рассмот-
рена в [137].

PINVIT итерация позволяет явно использовать предобуславливание, то
есть не требует точных обращений матрицы. Построение предобуславливате-
лей в тензорных форматах для задачи на собственные значения было рассмот-
рено в [137, 70, 82, 90]. Также существует подход к построению предобуславли-
вателя для оператора общего вида [90], базирующийся на итерации Ньютона-
Шульца. Однако из-за большого числа матричных умножений, этот подход яв-
ляется крайне вычислительно затратным. Можно также использовать предо-
буславливатель, построенный на приближенном решении системы линейных
уравнений, например, в работах [32, 54, 17, 28] предложены различные способы
решения линейных систем в тензорных форматах.

Более эффективный LOBPCG метод в тензорных форматах был рассмот-
рен в [85, 82]. Мы используем этот метод и строим предобуславливатель, ба-
зирующийся на оптимизационной процедуре. Сравнение PINVIT и LOBPCG
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в тензорных форматах приведено в результатах численных расчетов в разде-
ле 2.3.3.

В качестве альтернативы итерационным методам можно рассмотреть за-
дачу оптимизации –минимизация отношения Рэлея с ограничениями на ранг.
Этот подход был рассмотрен физиками в [112] и независимо в [24]. Единствен-
нымнедостатком является то, что задача решается в блочномформате, что при-
водит к росту рангов и заметно замедляет метод при поиске большого числа
собственных векторов (более 50). Тем не менее, этот подход становится эффек-
тивным и точным, если требуется найти небольшое число собственных значе-
ний.

2.4 Выводы по главе

Таким образом, в настоящей главе был предложен метод решения задач
на собственные значения в тензорных форматах с линейным оператором. А
именно, предложен новый метод поиска одного собственного вектора и соб-
ственного значения с помощью метода Якоби-Дэвидсона. Было отмечено, что
предложенный метод позволяет избежать роста рангов, устойчив к неточно-
му решению локальных систем, а также может быть эффективно параллелизо-
ван по ядрам разложения. Также обобщен метод обратной итерации с помо-
щью подхода Римановой оптимизации и с помощью подхода попеременных
направлений. Для последнего получены оценки локальной сходимости.

Для поиска нескольких собственных значений предложена концепция
предобуславливания на многообразии, использующаяся в методе LOBPCG.
Был произведен расчет колебательного спектра молекулы ацетонитрила и про-
изведено сравнение с несколькими современными методами расчета колеба-
тельного спектра молекул. Результаты расчетов показывают, что предложен-
ный метод дает более точное значение колебательных уровней при меньших
затратах памяти.
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Таблица 2.2: Энергетические уровни и значение ошибки (cm−1) для молекулы
ацетонитрила для предложенных методов MP LOBPCG, ALS SII и для H-RRBPM
метода. Абсолютная ошибка приведена относительно решения, полученного
на сетках Смоляка. Времена расчета H-RRBPM были взяты из [132]. Серый фон
у чисел обозначает отрицательное значение ошибки.

H-RRBPM [132] MP LOBPCG ALS SII Reference
Basis-1 Basis-2 Basis-3 r = 12 r = 25 r = 40 Smolyak [6]
6.7Mb 29 Mb 139Mb 9.5 Mb 41Mb 104Mb 1.5 Gb
44 сек 11 мин 3.2 ч 17 мин +9 мин +12 мин

Level Sym.E −Eref E −Eref E −Eref E −Eref E −Eref E −Eref E Eref
ZPVE 0.485 0.118 0.022 0.056 0.001 -0.001 9837.4063 9837.4073
ν11 E 0.25 0.04 0.01 0.03 0.000 -0.001 360.990 360.991

0.25 0.07 0.01 0.04 0.000 -0.001 360.990 360.991
2ν11 E 0.42 0.23 0.04 0.09 -0.001 -0.001 723.180 723.181

0.42 0.23 0.04 0.09 -0.001 -0.001 723.180 723.181
2ν11 A1 0.44 0.23 0.04 0.09 0.000 -0.001 723.826 723.827
ν4 A1 0.59 0.16 0.05 0.06 -0.002 -0.004 900.658 900.662
ν9 E 1.21 0.10 0.07 0.08 0.001 -0.002 1034.124 1034.126

1.21 0.10 0.07 0.11 0.001 -0.002 1034.124 1034.126
3ν11 A2 0.67 0.31 0.11 0.17 0.000 -0.002 1086.552 1086.554
3ν11 A1 0.67 0.31 0.11 0.18 0.000 -0.001 1086.553 1086.554
3ν11 E 0.74 0.31 0.11 0.18 0.000 -0.001 1087.775 1087.776

0.75 0.31 0.11 0.23 0.000 -0.001 1087.775 1087.776
ν4 + ν11 E 0.82 0.16 0.02 0.07 -0.071 -0.073 1259.809 1259.882

0.82 0.26 0.02 0.15 -0.071 -0.073 1259.809 1259.882
ν3 A1 1.34 0.47 0.18 1.03 0.034 -0.002 1388.971 1388.973
ν9 + ν11 E 1.71 0.21 0.10 0.66 0.012 -0.007 1394.682 1394.689

1.72 0.21 0.11 0.83 0.020 -0.007 1394.682 1394.689
ν9 + ν11 A2 1.65 0.19 0.10 0.84 0.009 -0.007 1394.900 1394.907
ν9 + ν11 A1 1.70 0.38 0.16 0.88 0.040 -0.003 1397.684 1397.687
4ν11 E 1.17 0.55 0.25 0.31 -0.006 -0.008 1451.093 1451.101

1.17 0.55 0.25 0.40 -0.006 -0.008 1451.093 1451.101
4ν11 E 1.26 0.55 0.25 0.35 -0.006 -0.008 1452.819 1452.827

1.41 0.55 0.25 0.40 -0.006 -0.008 1452.819 1452.827
4ν11 A1 1.45 0.55 0.25 0.34 -0.006 -0.008 1453.395 1453.403
ν7 E 1.30 0.10 0.07 0.23 -0.004 -0.009 1483.220 1483.229
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1.31 0.11 0.07 0.32 -0.003 -0.008 1483.221 1483.229
ν4 +2ν11 E 1.73 0.64 0.22 0.32 -0.020 -0.024 1620.198 1620.222

1.74 0.64 0.22 0.51 -0.020 -0.024 1620.198 1620.222
ν4 +2ν11 A1 1.79 0.64 0.22 0.51 -0.019 -0.024 1620.743 1620.767
ν3 + ν11 E 1.62 0.65 0.23 1.39 0.061 -0.005 1749.525 1749.53

1.62 0.90 0.23 1.70 0.082 -0.003 1749.527 1749.53
ν9 +2ν11 A1 2.22 0.42 0.18 1.31 0.049 -0.007 1756.419 1756.426
ν9 +2ν11 A2 2.22 0.42 0.18 1.33 0.050 -0.007 1756.419 1756.426
ν9 +2ν11 E 2.13 0.39 0.17 0.89 0.015 -0.010 1757.123 1757.133

2.13 0.40 0.18 1.13 0.021 -0.009 1757.124 1757.133
ν9 +2ν11 E 2.43 0.59 0.21 1.34 0.076 -0.004 1759.768 1759.772

2.43 0.78 0.21 1.61 0.087 -0.002 1759.770 1759.772
2ν4 A1 2.04 0.31 0.16 0.13 -0.079 -0.087 1785.120 1785.207
5ν11 E 1.70 1.02 0.27 0.41 -0.010 -0.012 1816.787 1816.799

1.70 1.02 0.27 0.42 -0.010 -0.012 1816.787 1816.799
5ν11 A1 1.83 1.03 0.27 0.68 -0.009 -0.012 1818.940 1818.952
5ν11 A2 1.83 1.03 0.27 0.69 -0.008 -0.011 1818.941 1818.952
5ν11 E 1.89 1.04 0.27 0.45 -0.010 -0.014 1820.017 1820.031

1.89 1.04 0.27 0.54 -0.010 -0.014 1820.017 1820.031
ν7 + ν11 A2 1.68 0.19 0.10 0.90 0.054 -0.008 1844.250 1844.258
ν7 + ν11 E 1.70 0.20 0.10 0.98 0.057 -0.008 1844.322 1844.33

1.71 0.20 0.10 1.28 0.059 -0.008 1844.322 1844.33
ν7 + ν11 A1 1.72 0.20 0.10 1.30 0.055 -0.009 1844.681 1844.69
ν4 + ν9 E 3.01 0.29 0.15 0.30 -0.024 -0.033 1931.514 1931.547

3.03 0.29 0.16 0.35 -0.024 -0.032 1931.515 1931.547
ν4 +3ν11 A1 2.20 1.66 0.29 0.73 -0.028 -0.034 1981.815 1981.849
ν4 +3ν11 A2 2.20 1.66 0.29 0.93 -0.029 -0.035 1981.815 1981.85
ν4 +3ν11 E 2.48 1.65 0.28 0.63 -0.034 -0.041 1982.816 1982.857

2.48 1.66 0.29 0.72 -0.034 -0.041 1982.816 1982.857
2ν9 A1 5.58 1.59 0.10 0.93 0.003 -0.020 2057.048 2057.068
2ν9 E 4.67 1.49 0.10 0.53 -0.014 -0.019 2065.267 2065.286

4.92 1.51 0.10 1.07 0.011 -0.018 2065.268 2065.286
ν3 +2ν11 E 7.27 1.12 0.37 2.41 0.131 -0.003 2111.377 2111.38

7.29 1.12 0.37 2.55 0.185 -0.001 2111.379 2111.38
ν3 +2ν11 A1 7.71 1.05 0.38 1.85 0.170 -0.003 2112.294 2112.297
ν9 +3ν11 E 1.61 0.63 0.33 2.07 0.069 -0.010 2119.317 2119.327

1.81 0.63 0.33 2.73 0.095 -0.010 2119.317 2119.327
ν9 +3ν11 E 1.00 0.56 0.30 1.59 0.042 -0.012 2120.529 2120.541

1.53 0.56 0.31 1.94 0.045 -0.011 2120.530 2120.541
ν9 +3ν11 A2 1.16 0.55 0.30 2.53 0.033 -0.013 2120.897 2120.91
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ν9 +3ν11 E 0.40 1.34 0.32 1.71 0.011 0.001 2122.835 2122.834
0.49 1.34 0.33 2.37 0.163 0.004 2122.838 2122.834

ν9 +3ν11 A1 0.29 1.42 0.33 3.58 0.118 -0.001 2123.300 2123.301
2ν4 + ν11 E 2.70 1.85 0.06 -0.03 -0.224 -0.235 2142.379 2142.614

2.70 1.99 0.06 0.97 -0.224 -0.235 2142.379 2142.614
6ν11 E 3.09 1.70 0.37 0.53 -0.013 -0.016 2183.619 2183.635

3.09 1.70 0.37 0.62 -0.013 -0.016 2183.619 2183.635
6ν11 E 3.86 1.74 0.36 0.98 -0.014 -0.019 2186.119 2186.138

3.86 1.74 0.36 1.09 -0.014 -0.019 2186.119 2186.138
6ν11 E 4.24 1.77 0.36 1.07 -0.016 -0.021 2187.621 2187.642

4.38 1.78 0.36 1.18 -0.016 -0.021 2187.621 2187.642
6ν11 A1 4.46 1.78 0.36 0.97 -0.017 -0.022 2188.122 2188.144
ν7 +2ν11 A1 1.98 0.45 0.17 1.65 0.114 -0.011 2206.615 2206.626
ν7 +2ν11 A2 1.98 0.45 0.17 2.31 0.139 -0.009 2206.624 2206.633
ν7 +2ν11 E 1.97 0.46 0.18 2.18 0.044 0.001 2206.767 2206.766

1.97 0.46 0.18 2.68 0.110 0.002 2206.768 2206.766
ν7 +2ν11 E 2.01 0.45 0.16 1.93 0.045 -0.010 2207.549 2207.559

2.03 0.46 0.16 2.18 0.056 -0.009 2207.550 2207.559



Глава 3

Задача на собственные значения для
нелинейного оператора на примере урав-
нений Хартри-Фока и Кона-Шэма

Расчет электронной структуры атомов, молекул, кластеров молекул и
твердых тел представляет важную задачу для широкого круга приложений. В
настоящей главе мы предлагаем новый метод для решения уравнений Хартри-
Фока (ХФ) [50] и Кона-Шэма (КШ) [78]. Эти уравнения являются задачей на соб-
ственные значения с трехмерным нелинейным интегро-дифференциальным
оператором. Стандартным способом решения этих уравнений является при-
ближение решения на подпространстве базисных функций с глобальным но-
сителем, например, базисные функции могут быть гауссианами. Такой под-
ход является классическим, и для него существует большое число программ-
ных пакетов. Выбор базисных функций диктуется сложностью итерационного
процесса и требуемой точностью. Также использование глобального набора по-
луэмпирических базисных функций вводит ошибку набора базисных функций,
контролирование которой является нетривиальной задачей. В то же время, ме-
тоды, базирующиеся на последовательности вложенных пространств, позво-
ляют контролировать ошибку аппроксимации. Среди этих подходов следует
отметить представление функций с помощью вейвлетов и с помощью разделе-
ния переменных [93, 18, 36], а также конечно-элементные методы на неструк-
турированных сетках [51], конечно-разностный метод [21] и GPAW (projector-
augmented wave) метод [91]. Стандартные конечно-элементные или конечно-
разностныеметодына равномерных сетках для трехмерных задач имеют слож-

107
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ность O(n3 logn) (с использование БПФ для вычисления интегральных опера-
торов). На неравномерных сетках БПФ не может быть использовано, поэтому
сложность возрастает до O(n6), где n является размером сетки по каждому на-
правлению.

Одним из перспективных способов уменьшить сложность, предложен-
ным и изученным в серии работ Хоромского и Хоромской [64, 130, 65, 75, 68,
66, 74, 67], является использованиетензорного разложения массивов коэффици-
ентов разложения по базису. Было показано, что тензор коэффициентов мо-
жет быть приближен с помощью разложения Таккера. Используя это разло-
жение, можно уменьшить сложность вычисления отдельных операций вплоть
до O(n logn), где n является одномерным размером сетки. Это позволяет ис-
пользовать очень мелкие сетки. Однако, для того, чтобы найти решение, в этих
работах используется промежуточный базисный набор глобальных базисных
функций, вычисляется матрица Фока и обновляются коэффициенты в этом ба-
зисе.

Основная сложность при решении КШ/ХФ полностью в тензорном фор-
мате заключается в том, что все операции необходимо выполнять в рамках этих
тензорныхформатов, не формируя всех элементов возникающихмассивов. Это
требует разработки новых итерационных методов.

В рамках настоящей диссертации мы предлагаем эффективный солвер
со сложностью O(n logn), базирующийся на малоранговых тензорных разло-
жениях, который не требует дополнительного базисного набора. Разработан
новый итерационный метод, который решает исходную задачу, при этом под-
держивая все возникающие промежуточныемассивы в формате Таккера. Пред-
лагаемый метод имеет несколько важных особенностей: используется блочная
интегральная итерация, быстрый алгоритм вычисления свертки в малоранго-
вых форматах, описанный в Главе 4, а также формула для вычисления матрицы
Фока без производных. Более того, мы дополнительно делаем экстраполяцию
на последовательности сеток, которая дает O(h4) сходимость метода по сетке,
где h является шагом сетки.

Глава имеет следующую структуру. В разделе 3.1 мы формулируем урав-
нения Хартри-Фока и Кона-Шэма. Раздел 3.2 содержит описание блочной ите-
рации Грина и вывод формул для вычисления матрицыФока без производных.
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В разделах 3.3 и 3.4 приводится дискретизация задачи и описание операций в
тензорном формате. В разделе 3.5 обсуждается сложность предложенного алго-
ритма. В разделе 3.6 мы приводим результаты численных расчетов для атомов
с замкнутой оболочкой вплоть до аргона, для некоторых молекул и кластеров
из атомов водорода.

3.1 Формулировка уравнений Хартри-Фока и
Кона-Шэма

Рассмотрим систему с замкнутыми оболочками с Ne электронами и N =

Ne/2 орбиталями, пусть также Nnuc обозначает число ядер с зарядами Zα, рас-
положенными в Rα ∈ R3,α = 1, . . . ,Nnuc. Тогда уравнения ХФ/КШ может быть
записано как [60]

H (Φ)ϕi ≡
(
−1
2
∆+V (Φ)

)
ϕi = λiϕi , i = 1,N (3.1)

где ϕi обозначает неизвестные орбитали, которые дополнительно удовлетво-
ряют условию ортогональности∫

R3
ϕi(r)ϕj(r)dr = δij ,

и λi обозначает энергии орбиталей. В уравнениях Кона-Шэма

V (Φ) ≡ Ṽ (ρ) = Vext +Vcoul(ρ) +Vxc(ρ), (3.2)

где

ρ(r) = 2
N∑
i=1

|ϕi(r)|2,

является электронной плотностью. Внешний потенциал Vext описывает взаи-
модействие между электронами и ядрами системы:

Vext(r) = −
Nnuc∑
α=1

Zα
|r−Rα|

. (3.3)

Потенциал Vcoul(r) задан в виде

Vcoul(r) =
∫
R3

ρ(r′)
|r− r′|

dr′,
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а Vxc зависит только от электронной плотности и отвечает за обменную и кор-
реляционную части оператора. Мы рассматриваем приближение локальной
плотности (LDA) и функционал, предложенный Пердью и Цунгером [111]. От-
метим, что предлагаемая концепция может явным образом быть обобщена на
LDA функционалы, учитывающие спин (LSDA) и более точные функционалы,
содержащие производные плотности, например, B3LYP. Однако для последне-
го, в силу наличия градиента плотности, контроль ошибки приближения будет
отличаться, и мы оставляем этот вопрос для дальнейших исследований.

В случае уравнения ХФ потенциал V (Φ) имеет вид

V (Φ) = Vext +Vcoul(ρ)− K̂(Φ),

где

K̂(Φ) ϕi =
∫
R3

τ(r,r′)
|r− r′|

ϕi(r
′)dr′, τ(r,r′) =

N∑
i=1

ϕi(r)ϕi(r
′).

Поскольку K̂ зависит не только от плотности ρ(r), но и явным образом от всех
орбиталей, решение уравнения ХФ является более затратным с вычислитель-
ной точки зрения по сравнению с решением уравнения КШ.

Мы обозначаем матрицы с множителями Лагранжа F = F(Φ)

Fαβ =
∫
R3
ϕαH(Φ)ϕβ dr, α,β = 1,N ,

и называем ее матрицей Фока, в силу ее сходства с обычной матрицей Фока
в фиксированном базисе: на каждой итерации мы вычисляем галеркинскую
матрицу оператора Фока в текущем представлении орбиталей. Она является
диагональной, когда Φ является точным решением (3.1).

Полная энергия может быть вычислена как

E = 2
N∑
i=1

λi −
1
2

"
R6

ρ(r)ρ(r′)
|r− r′|

drdr′ +
"

R6

|τ(r,r′)|2

|r− r′|
drdr′ +Enn,

для уравнения ХФ и как

E = 2
N∑
i=1

λi −
1
2

"
R6

ρ(r)ρ(r′)
|r− r′|

drdr′ +Exc(ρ) +Enn,
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для уравнений КШ, где

Enn =
Nnuc∑
i=1

Nnuc∑
j>i

ZiZj
|Ri −Rj |

,

описывает отталкивание между ядрами.

3.2 Итерационный метод

Стандартным итерационным методом решения уравнений КШ/ХФ явля-
ется итерация самосогласованного поля (self-consistent field, SCF) [60]:

H (k) ϕ
(k+1)
i = λ(k+1)

i ϕ
(k+1)
i , i = 1,N .

Для наших целей реализация SCF итерации является такой же сложной, как и
решение исходной задачи в силу нелинейности представления Таккера. Сле-
довательно, мы используем более подходящую для наших целей блочную ите-
рацию Грина для уравнения в форме Липпмана-Швингера [93, 62] для (3.1),
которая является более удобной для имплементации алгоритма в тензорных
форматах. Отметим, что эта итерация может быть рассмотрена как предобу-
словленный градиентный спуск [27, 59]. В следующем подразделе приводится
описание итерации и представляется итерационный процесс, который не со-
держит вычисления производных.

3.2.1 Блочная итерация Грина

Перепишем (3.1) в следующем виде

ϕi = −2(−∆− 2λi)−1Vϕi .

Действие оператора (−∆− 2λi)−1 может быть записано в виде свертки с потен-
циалом Юкавы

(−∆− 2λi)−1Vϕ(r) ≡
∫
R3

e−
√
−2λi |r−r′ |

4π|r− r′|
Vϕi(r

′) dr′. (3.4)

Мы также заметили, что прямое применение (3.4) ведет к проблемам с устой-
чивостью в численной реализации, что будет обсуждаться в разделе 3.3. В
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этом случае более эффективнымподходом является решение экранированного
уравнения Пуассона с использованием конечно-разностного метода.

Для простоты мы начинаем описание итерационного процесса для си-
стемы с одной орбиталью ϕ ≡ ϕ1. В этом случае k-й шаг итерации Грина имеет
следующий вид

ϕ̃ = 2
(
−∆− 2λ(k)

)−1
V (k)ϕ(k), ϕ(k+1) = ϕ̃/∥ϕ̃∥.

Энергия вычисляется как

λ(k+1) =
(
H (k+1)ϕ(k+1), ϕ(k+1)

)
. (3.5)

Гамильтониан H (k) ≡ H
(
ϕ(k)

)
содержит оператор Лапласа ∆. Ошибка аппрок-

симации в формате Таккера контролируется только в L2 норме, поэтому дис-
кретное дифференцирование может усилить ошибку. Для избежания этой про-
блемы (3.5) может быть переписано как

λ(k+1) = λ(k) +

(
V (k+1)ϕ̃−V (k)ϕ(k), ϕ̃

)(
ϕ̃, ϕ̃

) . (3.6)

Обобщение на случай молекул или атомов более, чем с одной орбиталью вы-
глядит следующим образом. Мы начинаем с модификации каждой из орбита-
лей отдельно:

ϕ̂i = 2(−∆− 2λ(k)
i )−1V (k)ϕ

(k)
i , (3.7)

и затем ортогонализуем Φ̂ =
(
ϕ̂1, . . . , ϕ̂N

)
с помощью вычисления разложения

Холецкого матрицы Грама∫
R3
Φ̂T Φ̂ dr = LLT , Φ̃ = Φ̂L−T . (3.8)

Затем мы вычисляем N ×N матрицу Фока

F =
∫
R3
Φ̃TH (k+1) Φ̃ dr, (3.9)

диагонализуем F
Λ(k+1) = S−1FS, (3.10)

и делаем преобразование орбиталей с помощью матрицы S :

Φ (k+1) = Φ̃S. (3.11)
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Новые значения энергии орбиталей являются диагональной частьюΛ(k+1). Ша-
ги итерационного процесса объединены в Алгоритме 3.1.

Алгоритм 3.1 Блочная итерация Грина

1: Вычислить Φ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂N ): ϕ̂i = 2(−∆− 2λ(k)
i )−1V (k)ϕ

(k)
i .

2: Ортогонализовать Φ̂ : Φ̃ = Φ̂L−T , где L: LLT =
∫
R3 Φ̂

T Φ̂ dr.
3: Вычислить матрицу Фока F =

∫
R3 Φ̃

TH (k+1) Φ̃ dr с помощью формулы без
производных из Утверждения 3.1.

4: Найти новые энергии с помощью диагонализации F: Λ(k+1) = S−1FS

5: Найти новые орбитали: Φ (k+1) = Φ̃S .

3.2.2 Вычисление матрицы Фока без производных

Для вычисления матрицы Фока (3.9) необходимо приблизить действие
оператора Лапласа на орбитали. Поскольку все вычисления в тензорных фор-
матах делаются приближенно, вычисление производных ведет к потере точно-
сти. Следовательно, мы представляем следующую формулу без производных
для вычисления матрицы Фока.

Утверждение 3.1. В Алгоритме 3.1 матрица Фока (3.9) может быть записана в

следующем виде

F =
∫
R3

(
Φ̃TV (k+1)Φ̃ − Φ̃TV (k)Φ (k)L−T +L−1 Φ̂T Φ̂Λ(k)L−T

)
dr, (3.12)

где V (k) ≡ V
(
Φ (k)

)
.

Доказательство. Из (3.9) и (3.8) получаем

F = L−1
(∫

R3
Φ̂TH (k+1) Φ̂ dr

)
L−T . (3.13)

Матрица ∫
R3
Φ̂TH (k+1) Φ̂ dr
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может быть записана поэлементно в следующем виде∫
R3
ϕ̂αH

(k+1)ϕ̂β dx =
∫
R3
ϕ̂α

(
−1
2
∆+V (k+1)

)
ϕ̂β dx =∫

R3
ϕ̂αV

(k+1)ϕ̂β dx+
∫
R3
ϕ̂α

(
−1
2
∆±λ(k)

β

)
ϕ̂β dx =∫

R3
ϕ̂α

(
V (k+1) +λ(k)

β

)
ϕ̂β dx+

∫
R3
ϕ̂α

(
−1
2
∆−λ(k)

β

)
ϕ̂β dx.

Учитывая, что

ϕ̂β =
(
−1
2
∆−λ(k)

β

)−1
V (k)ϕ

(k)
β ,

имеем∫
R3
ϕ̂α

(
−1
2
∆−λ(k)

β

)
ϕ̃β dx =∫

R3
ϕ̂α

(
−1
2
∆−λ(k)

β

)(
−1
2
∆−λ(k)

β

)−1
V (k)ϕ

(k)
β dx =

∫
R3
ϕ̂αV

(k)ϕ
(k)
β dx.

(3.14)

В итоге, подставляя полученное выражение в (3.13), мы получаем (3.12).

3.2.3 DIIS ускорение сходимости

Для ускорения сходимости мы используем метод ускорения итераций
DIIS (Direct Inversion in the Iterative Subspace), также известный как ускоре-
ние Андерсона. Этот метод используется для решения уравнений ТФП [60], а
также встречается в других приложениях, например, для решения уравнений
конвекции-диффузии [88]. Для полноты изложения приведем короткое описа-
ние схемы. Используемый итерационный процесс может быть записан в виде
ρ(k) = G(ρ(k−1)). В DIIS подходе плотность на (k +1)-й итерации ρ(k+1) представ-
ляется в виде линейной комбинации плотностей, полученных на предыдущих
итерациях

ρ(k+1) = (1− βk)
m∑
j=1

αjρ
(k−m+j) + βk

m∑
j=1

αjG
(
ρ(k−m+j)

)
,

где коэффициенты α = (α1, . . . ,αm) являются решением следующей задачи ми-
нимизации

α = argmin
α̃1,...,α̃m

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
j=0

α̃j
[
ρ(k−m+j) −G

(
ρ(k−m+j)

)]∥∥∥∥∥∥∥
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с дополнительным ограничением
m∑
j=0

α̃j = 1.

3.3 Дискретизация

Известно, что орбитали затухают экспоненциально на бесконечно-
сти [58]:

ϕi(r) = O
(
e−
√
−2λi |r|

)
, |r| → +∞. (3.15)

В результате, умножение и линейные комбинации орбиталей также затухают
экспоненциально при |r| → +∞. Поэтому, мы заменяем все пространство R3

конечной областьюΩ = [−L,L]3, где L зависит от выбранной точности и оценки
значения энергии орбитали с номером λN .

В Ω вводится равномерная прямоугольная сетка ωh = ωh1
1 × ω

h2
2 × ω

h3
3 с

h = 2Li/ni , где ωh
i = {−Li + khi : k = 0, ...,n}, i = 1,2,3. Мы используем равно-

мерные сетки для получения структурированных операторов и, следователь-
но, для уменьшения вычислительной сложности. Низкий порядок аппрокси-
мации на равномерных сетках будет увеличен с помощью использования экс-
траполяции. Для простоты используем сетки с h1 = h2 = h3 и L1 = L2 = L3.
Алгоритм (3.7)–(3.11) требует вычисления трехмерных сверток

w(r) ≡
∫
R3

f (r′)
|r− r′|

dr′, r ∈ R3. (3.16)

Замечание 3.1. Можно использовать тот факт, что задача поиска w(r) экви-

валентна решению уравнения −∆w = 4πf и кажется, что лучше решать менее

вычислительно затратное уравнение Пуассона вместо вычисления свертки. Тем

не менее, w(r) = O(1/ |r|) при |r| → ∞. Граничные условия неизвестны и, следова-

тельно, для получения точности ϵ необходимо выбирать L = O (1/ϵ).

С другой стороны, в силу экспоненциального затухания орбиталей на
бесконечности, можно вычислять свертки с потенциалом Юкавы (оператор
(−∆ − 2λ)−1 в (3.7)) с помощью явного обращения экранированного оператора
Лапласа. Отметим, что вычисление свертки с потенциалом Юкавы приводит к
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численно несимметричной матрице Фока и негативно влияет на сходимость.
Дело в том, что численный аналог формулы вычисления матрицы Фока без
производных (3.12) является верными только если действие (−∆ − 2λ)−1 полу-
чено с помощью решения экранированного уравнения Пуассона.

Таким образом, для дискретизации (−∆−2λ)−1 мы используем стандарт-
ную 7-ми точечную конечно-разностную схему. Для дискретизации сверток
(3.16) мы используем галеркинскую схему и кусочно постоянные базисные
функции χi с носителем на Ωi, где i ∈ I ≡ {0, . . . ,n − 1}3 и Ωi являются куба-
ми размера h×h×h, отцентрированными в точках ri = (xi , yj , zk) ∈ωh. Поэтому,

w(ri) ≈Wi ≡
∑
j∈I

FjQi−j, (3.17)

где

Qi−j =
∫
R3

∫
R3

χi(r)χj(r′)

|r− r′|
drdr′, Fi =

∫
R3
f (r)χi(r)dr. (3.18)

Все члены при дискретизации рассматриваемых уравнений имеют ошибку ап-
проксимации O(h2), поэтому мы ожидаем второй порядок сходимости схемы
по сетке. Для получения дискретизации более высокого порядка можно ис-
пользовать трансляционно инвариантные базисные функции χi(r) = χ(r− ri) с
кусочно-полиномиальной функцией χ(r).

3.4 Операции в малоранговом формате

Для того чтобы реализовать итерационный алгоритм в формате Такке-
ра, нам необходим ряд алгоритмов тензорной арифметики. Линейные опера-
ции такие, как сложение или умножение на число, как и вычисление скаляр-
ных произведений могут быть реализованы с помощью аналитических фор-
мул, смотри Главу 1. Вычисление многомерной свертки, нелинейных функций
плотности и решение уравнения Пуассона описывется в настоящей секции.

3.4.1 Обменно-корреляционный функционал

Метод крестовой аппроксимации, описанный в Главе 4, является ключе-
вым элементом приближения нелинейных функций от плотности, возникаю-
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щих при вычислении обменно-корреляционного потенциала Vxc(ρ). Идея за-
ключается в том, что вычисляются некоторые элементы трехмерного массива
плотности, заданного в виде его разложения Таккера. Затем от этих элементов
вычисляется требуемая нелинейная функция. Полученные значения переда-
ются в метод крестовой аппроксимации, на каждой итерации которого выби-
раются элементы, которые необходимо вычислить следующими. Отметим, что
вообще говоря, дискретизованный Vxc(ρ) может не иметь малоранговой струк-
туры, однако Vxc(ρ)ϕi уже является малоранговым. В качестве алгоритма кре-
стовой аппроксимации используется Schur-Cross3D из Главы 4, который имеет
сложность O(r4 +nr2).

3.4.2 Многомерная свертка

Вычисление свертки является наиболее затратной частью при вычисле-
нии матрицы Фока на каждой итерации. Мы вычисляем свертку с помощью
cross-conv алгоритма, описанного в Главе 4. Напомним, что алгоритм имеет
сложность O(r4 + nr2) и является наиболее быстрым алгоритмом свертки для
интересных на практике размеров мод n вплоть до n ∼ 215. Отметим, что сверт-
ка вычисляется с массивом Q из (3.18), который может быть приближен в фор-
мате Таккера с точностью ϵ рангом r = O(logn log−1ϵ). Для представления тен-
зора

Qi =
∫
R3

∫
R3

χi(x)χ0(y)
∥x − y∥

dxdy

в формате Таккера с линейной по n сложностью мы используем следующий
прием из [94]. Для начала мы представляем функцию 1/∥x∥ как

1
∥x∥

=
2
√
π

∫ ∞

−∞
e−∥x∥

2e2t+tdt. (3.19)

Зафиксируем точность ϵ. Аппроксимируя интеграл (3.19) с помощью правила
трапеций, на меньших интервалах с помощью формулы трапеций (aϵ,bϵ) по-
лучаем

1
∥x∥
≈

Kϵ∑
α=1

ωαe
−x21tαe−x

2
2tαe−x

2
3tα ,
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где

ωα =


∆ϵ√
π
etα , α = 1,Kϵ,

2∆ϵ√
π
etα , α = 2,Kϵ − 1,

и ∆ϵ = (bϵ − aϵ)/Kϵ есть шаг дискретизации. Таким образом,

1
∥x − y∥

≈
Kϵ∑
α=1

ωαe
−(x1−y1)2tαe−(x2−y2)

2tαe−(x3−y3)
2tα . (3.20)

Поэтому

Qijk =
∫
R3

∫
R3

χijk(x)χ0(y)

∥x − y∥
dxdy ≈

Kϵ∑
α=1

ωα

∫
R3

∫
R3
e−(x1−y1)

2tαe−(x2−y2)
2tαe−(x3−y3)

2tαχijk(x)χ0(y)dxdy =

Kϵ∑
α=1

ωα

∫ xi+h/2

xi−h/2

∫ x0+h/2

x0−h/2
e−(x1−y1)

2tαdx1dy1∫ xj+h/2

xj−h/2

∫ x0+h/2

x0−h/2
e−(x2−y2)

2tαdx2dy2

∫ xk+h/2

xk−h/2

∫ x0+h/2

x0−h/2
e−(x3−y3)

2tαdx3dy3.

В результате получаем тензор Q в каноническом тензорном формате:

Qijk =
Kϵ∑
α=1

ωαU
(1)
iα U

(2)
jα U

(3)
kα ,

где

U
(p)
lα =

∫ xl+h/2

xl−h/2

∫ x0+h/2

x0−h/2
e−(xp−yp)

2
tαdxpdyp, p = 1,2,3, l = 1, . . . ,n.

После округления с точностью ϵ мы получаем представление в формате Такке-
ра со значительно меньшими рангами. Таблица 3.1 со значениями Kϵ и интер-
валов (aϵ,bϵ), зависящих от требуемой точности ϵ, была любезно предоставлена
Ольгой Лебедевой.

3.4.3 Уравнение Пуассона

Опишем, как решать уравнение Пуассона в формате Таккера. Как уже бы-
ло отмечено, дискретный аналог формулы (3.12) дает симметричную матрицу
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Таблица 3.1: Параметры (3.19) дискретизации для получения относительной
точности ϵ.

ϵ 10−5 10−6 10−7 10−8 10−9 10−10

Kϵ 65 80 125 145 200 220

aϵ −15 −15 −20 −20 −25 −25
bϵ 10 10 15 15 20 20

только, если (−∆ + µI)−1 вычисляется не как свертка с потенциалом Юкавы, а
как обращение оператора Лапласа со сдвигом. В противном случае матрица
получается симметричной только приближенно, и это негативно сказывается
на сходимости интегральной итерации.

Для быстрого обращения оператора Лапласа со сдвигом в малоранговом
формате мы используем идею из [100], которая базируется на методе Фурье
решения уравнения Пуассона и методе крестовой аппроксимации. Известно,
что дискретизация оператора Лапласа со сдвигом −∆+µI на равномерной сетке
с нулевыми граничными условиями выглядит следующим образом:

(−∆+µI)h = I ⊗ I ⊗Ah + I ⊗Ah ⊗ I +Ah ⊗ I ⊗ I +µ I ⊗ I ⊗ I,

где матрица Ah = 1/h2 tridiag(−1,2,−1) — матрица одномерного оператора Ла-
пласа задачи Дирихле. Известно, что Ah = SDS−1, где S есть матрица дис-
кретного синус преобразования (DST), на которую можно умножить вектор за
O(n logn) операций, а

D = diag(λ1, . . . ,λn), λk =
4
h2

sin2 πk
2(n+1)

.

В силу сказанного и свойств тензорного произведения ⊗ получаем, что дей-
ствие оператора (−∆+µI)−1h на некоторый тензор Fh записывается как

(−∆+µI)−1h Fh = S ⊗ S ⊗ S
(
S−1 ⊗ S−1 ⊗ S−1 (Fh./Λ)

)
,

гдеΛijk = λi+λj+λk+µ и ./ обозначает поэлементное деление. Несложно пока-
зать, что S⊗S⊗S и S−1⊗S−1⊗S−1 не меняют ранга тензора Fh. Поэлементное де-
ление на тензорΛ выполняется с помощью метода крестовой аппроксимации.
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При этом, так как каждый элемент Λ может быть рассмотрен как сумма трех
слагаемых, каждый из которых зависит только от одного индекса, канониче-
ский ранг Λ не превышает 3. Таким образом, обращение оператора (−∆+µI)h
имеет асимптотически такую же вычислительную сложность, как и вычисле-
ние свертки. Однако в силу того, что размер тензоров не нужно увеличивать в
два раза, и в силу малости ранга тензораΛ, этотшаг имеет меньшую константу
в оценке сложности.

3.5 Сложность метода

Приведем оценку сложности метода в терминах n,r , где r является наи-
большим рангом среди всех орбиталей. Мы также предполагаем, что вычис-
ления выполняются на n × n × n сетке. Предварительные вычисления до ите-
рационного процесса включают вычисление внешнего потенциала (3.3) и га-
леркинского тензора сверточного ядра (3.18). Вычисление внешнего потенци-
ала требует Nnuc · O(r3 + 3nr) операций. Вычисление галеркинского тензора —
O(r3 +3nr) операций.

Оценим стоимость одной итерации. Обозначим за Kcross = O(r4 + nr2)
сложность метода крестовой аппроксимации, вычисленной с помощью метода
крестовой аппроксимации Schur-Cross3D, и за Kconv = O(r4 +nr2 + rn logn) обо-
значим сложность вычисления свертки [114]. Вычисление V (k)ϕ

(k)
i в (3.7) вы-

полняется следующим образом. Сначала мы вычисляем Vcoul , которое состоит
из одной свертки, имеющей сложность Kconv . Потенциал Кулона вычисляется
один раз на каждой итерации. В случае уравнения КШмы запускаемметод кре-
стовой аппроксимации для вычисления V (k)ϕ

(k)
i , так как Vxc не имеет малоран-

говой структуры. Для уравнения ХФ нам дополнительно необходимо вычис-
лить обменный потенциал, который требует N 2 вычислений свертки и N 2 по-
элементных произведений. Таким образом, следующий шаг имеет сложность
NKcross для КШиN 2Kcross для ХФ. Применение оператора (−∆−µI)−1 также тре-
бует NKconv операций, но с приблизительно в два раза меньшей константой в
Kconv , так как один из входных тензоров имеет фиксированный ранг 3.

Шаг (3.8) требует N 2 вычислений скалярного произведения, и, следова-
тельно, имеет сложность N 2Kcross, так как поэлементные произведения счи-
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таются с помощью метода крестовой аппроксимации. Сложность N 2Kcross до-
минирует по сравнению с разложением Холецкого, так как мы предполага-
ем, что N ≪ r4. Вычисление матрицы Фока (3.12) требует V (k)Φ̃ операций.
Отметим, что V (k)Φ (k) имеет такую же сложность, как и скалярные произве-
дения. Таким образом, итоговая оценка сложности каждой итерации равна
N 2 · O(r4 +nr2 + rn logn) операций.

Отметим, что алгоритмможет быть сделан параллельным. Одним из спо-
собов является параллелизация по орбиталям. В этом случае для вычисления
матрицыФока или для ортогонализации орбиталей необходимо собрать все ор-
битали на одном вычислительном узле. Однако мы ожидаем, что эта операция
требует мало ресурсов, благодаря малым требованиям к памяти, необходимой
для хранения обриталей. Другим способом является параллелизация по одно-
мерному размеру сетки n. Единственной нелокальной операцией в этом случае
является преобразование Фурье, для которого также существуют алгоритмыпа-
раллелизации [23].

3.6 Численный эксперимент

Программный код написан на языке Python и доступен по ссылке https:
//github.com/rakhuba/tensorchem. Для написания программного кода был ис-
пользован пакет tucker3d, доступный по ссылке https://github.com/rakhuba/
tucker3d. Этот пакет был также написан автором настоящей диссертации. От-
метим, что код написан на языке Python и может быть заметно ускорен с по-
мощью переписывания наиболее затратных частей алгоритма, например, на
языках C или Fortran.

Размер области. Проиллюстрируем, как точность расчетов зависит от разме-
ра области вычислений. Напомним, что орбитали затухают экспоненциально
как exp(−

√
−2λHOMO∥x∥), ∥x∥ →∞. Следовательно, можно ожидать, что ошибка

вносимая конечным размером расчетной области имеет экспоненциальное за-
тухание в зависимости от размера области. Рисунок 3.1 иллюстрирует это пред-
положение. На этом рисунке представлена зависимость ошибки Eh(a) по отно-
шению к Eh(∞) как функции от размера области a = 2L. Все вычисления в этом

https://github.com/rakhuba/tensorchem
https://github.com/rakhuba/tensorchem
https://github.com/rakhuba/tucker3d
https://github.com/rakhuba/tucker3d


122

4 6 8 10 12 14 16 18 20
a, angstrom

10−9

10−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

|E
h
(a
)−
E
h
(∞

)|/
|E
h
(∞

)|

Influence of a box size

He
Be
Ar

Рис. 3.1: Зависимость относительной точности Eh(a) от размера области a для
фиксированного h = 0.1 Å, ϵ = 10−9. Для вычисления Eh(∞) размер области
выбирался равным a = 50 Å.

эксперименте сделаны с фиксированным шагом сетки h = 0.1 Å и точностью
округления тензорных разложений ϵ = 10−9. Eh(∞) было оценено в a = 50 Å.

Экстраполяция. Поскольку предложенный подход полностью базируется
на сеточном подходе, можно сначала рассчитать орбитали на грубой сетке, на-
пример, при n = 128, и затем использовать начальное приближение для расче-
та на более мелких сетках (в экспериментах мы использовали последователь-
ность сеток с 2k узлов). В силу линейной сложности предложенного алгоритма
общее время расчета на последовательности сеток не более чем в 2 раза больше
времени расчета на самой мелкой сетке:

textrapolated = tn + tn/2 + · · ·+ tn/2l = Cn+Cn/2+ · · ·+Cn/2l < 2Cn = 2tn, (3.21)

где постоянная C не зависит от n. Это делает процедуру экстраполяции эффек-
тивной частью алгоритма.

Для экстраполяции мы использовали процесс Эйткена [61], что эквива-
лентно экстраполяции Ричардсона для точного второго порядка. Процесс Эйт-
кена ускоряет сходимость последовательности {Em} так, что новая последова-
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Рис. 3.2: Экстраполяция полной энергии как функции размера сетки для Арго-
на. Ошибка вычисляется по отношению к высокоточным результатам из [56].

тельность {E′m}

E′m = Em+2 −
(Em+2 −Em+1)2

Em+2 − 2Em+1 +Em
, (3.22)

сходится быстрее, чем Em, когда m стремится к бесконечности. Аналогичный
трюк может быть применен к E′m. Результаты экстраполяции представлены на
Рисунке 3.2.

Поведениефакторов Таккера. Рисунок 3.3 показывает поведение факторов
Таккера при измельчении сетки. Он иллюстрирует, что увеличение точности
происходит благодаря лучшей аппроксимации в точках расположения ядер. А
именно, в этих точках находятся сильно осциллирующие узкие пики, которые
медленно сходятся по отношению к размеру сетки.

Вычисление производных энергии. Отметим, что важно уметь также вы-
числять и другие величины помимо полной энергии, например, силы (гради-
ент энергии). Сравнение только энергий не является единственным критери-
ем качества дискретизации метода. Следовательно, мы также представляем ре-
зультаты расчета сил для молекулы водорода в Таблице 3.2. Для вычисления
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Метод N = 4096 N = 8192 aug-cc-pVQZ aug-cc-pV5Z
Норма градиента 0.00539108 0.00539092 0.005269 0.005377

Таблица 3.2: Норма градиента полной энергии в зависимости от расстояния
между атомами водорода. Вычисления приведены для ХФ, ϵ = 10−9, размер
области a = 20, параметр сглаживания c = 0.01 [95].

сил мы используем теорему Гельмана-Фейнмана и сглаженный внешний по-
тенциал [95].

Расчет энергий атомов с помощью метода Хартри-Фока. Для удобства
представления результатов введем понятие эффективного ранга (erank). Для
Таккеровских рангов (r1, r2, r3) и размера моды n эффективный ранг r опреде-
ляется как действительное решение следующего полиномиального уравнения:

r3 +3nr = r1r2r3 +n(r1 + r2 + r3).

Как несложно заметить из определения, представление с рангами (r, r, r) дает
такой же объем памяти, как и представление с рангами (r1, r2, r3).

Сначала мы презентуем вычисления для уравнения ХФ для атомов с за-
мкнутой оболочкой He, Be, Ne, Ar. Таблица 3.4 представляет полную энергию
и энергию высшей заполненной молекулярной орбитали (HOMO). Результаты
сравниваются с высокоточными результатами для атомов [56]. Мы запускали
нашметод с относительной точностью ϵ = 10−7. Отметим, что тензорные пред-
ставления округлялись с относительной точностью вместо абсолютной для точ-
ного вычисления HOMO энергий и в то же время для более быстрого вычис-
ления нижних орбиталей. Экстраполяция выполнена на последовательности
сеток: с 1283 до 81923.

Результаты в Таблице 3.4 показывают систематическую сходимость пол-
ной иHOMO энергий. Для всех рассмотренных атомов с размером сетки вплоть
до n3 = 81923 точек, размера сетки было достаточно для получения полной
энергии с ϵ = 10−7. Без использования экстраполяции необходимо исполь-
зовать более мелкие сетки. Отметим, что по сравнению с базисным подхо-
дом, предлагаемый метод дает более точные результаты, так как с помощью
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ϵ 10−3 10−5 10−7 10−9 10−11

Энергия −2.8615 −2.861678 −2.8616801 −2.861680000 −2.86167999593

Таблица 3.3: Полная энергия He для различных значений относительной точ-
ности округления ϵ. Энергия была получена с использованием экстраполяции
на последовательности сеток: от 1283 до 81963. Полная энергия в работе [56]
равна -2.861 679 996.
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λ4 = −0.52 Ha
λ5 = −0.52 Ha

Рис. 3.4: Относительная ошибка энергии каждой орбитали в зависимости от
номера итерации (ϵ = 10−5).

предлагаемого подхода получаются меньшие значения энергии (вариацион-
ный принцип), близкие по значению к высокоточным результатам из [56]. Од-
нако вычисление с помощью базисного подхода для атомов требует меньше-
го времени расчета. Как будет видно в следующих подразделах, время расчета
предлагаемого подхода становится сравнимо с базисным подходом при рас-
чете энергии молекул, а при расчета кластеров предлагаемые подход является
более эффективным и по точности, и по времени.

Расчет энергий молекул с помощью уравнения Кона-Шэма. Приведем
результаты расчета молекул с помощью КШ с LDA функционалом. Геомет-
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Атом Метод Полная эн. HOMO эн. erank(ρ) Время
He n = 8192 −2.861670 −0.917950 17 1.1 мин

Экстраполяция −2.861680 −0.917955 2.0 мин
[56] −2.861680 −0.917956

aug-cc-pVQZ −2.861521 −0.917915 0.4 сек
aug-cc-pV5Z −2.861625 −0.917935 0.8 сек

Be n = 8192 −14.572256 −0.309263 19 3.6 мин
Экстраполяция −14.573023 −0.309269 6.9 мин

[56] −14.573023 −0.309270
aug-cc-pVQZ −14.572976 −0.309269 0.6 сек
aug-cc-pV5Z −14.573011 −0.309270 4.4 сек

Ne n = 8192 −128.51874 −0.850523 20 14.5 мин
Экстраполяция −128.54708 −0.850410 30.0 мин

[56] −128.54709 −0.850410
aug-cc-pVQZ −128.54469 −0.850210 1.9 сек
aug-cc-pV5Z −128.54687 −0.850391 8.4 сек

Ar n = 8192 −526.7405 −0.591024 22 85 мин
Экстраполяция −526.8174 −0.590017 150 мин

[56] −526.8175 −0.591017
aug-cc-pVQZ −526.8169 −0.591013 3.4 сек
aug-cc-pV5Z −526.8173 −0.591011 18.5 сек

Таблица 3.4: Полная энергия, HOMO энергия, ранг плотности и память, необ-
ходимая для хранения всех орбиталей атомов. Экстраполяция выполнялась на
последовательности сеток: с сетки 1283 до 81963. Вычисления с базисами aug-
cc-pVQZ и aug-cc-pV5Z были выполнены с использованием GAMESS [37]. Се-
рым выделены минимальные значения энергии.
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рии молекул были взяты из базы данных NIST [118]. В Таблице 3.5 приведены
результаты расчета полной и HOMO энергий с базисными наборами aug-cc-
pVXZ (X=Q, 5). Размер области выбирался адаптивно в зависимости от HOMO
энергии. Вычисления с базисными наборами были проведены с помощью про-
граммного код GAMESS [37].

Отметим, что энергия, полученная с экстраполяцией меньше, чем для
базисного набора aug-cc-pV5Z примерно на 10−4 Хартри и для полной и для
HOMO энергий. В силу вариационного принципа предложенный метод явля-
ется более точным. Времена расчета сравнимы с GAMESS. Как будет видно в
следующем подразделе, предлагаемый подход является одновременно более
точным и быстрым в случае кластеров атомов. Рисунок 3.4 иллюстрирует быст-
рую сходимость всех орбиталей для ϵ = 10−5. Как и ожидалось, итерационный
процесс перестает сходится когда точность достигает ϵ. Отметим, что в осталь-
ных экспериментах использовалось ϵ = 10−7, и орбитали сходились до этой же
точности примерно за 30 итераций.

Приведем результаты расчетов системы из атомов водорода, расчеты для
которой также были приведены в работе [66] в качестве модельного примера.
Система состоит из конечного набора атомов водорода, расположенных в узлах
примитивной кубической структуры. Как и во всех предыдущих эксперимен-
тах мы наблюдали систематическую сходимость полной энергии до точности
округления тензоров ϵ. Таблица 3.7 иллюстрирует, что ранги орбиталей растут
сублинейно от размера кластера. Таким образом, мы ожидаем, что предлагае-
мый алгоритм является эффективным для систем с регулярным расположени-
ем атомов. Время вычисления одной итерации на сетке n = 1024 и при ϵ = 10−5

равняется 9 секундам дляH3×2×2 и 68 секундам дляH8×2×2. Время расчета ожи-
даемо растет квадратично с размером системы: (8/3)2 ≈ 7.1 и 68/9 ≈ 7.5.
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Молекула Метод Полная эн. HOMO эн. erank(ρ) Время, мин
H2 n = 210, ϵ = 10−4 −1.1372934 −0.378661 8 0.11

n = 210, ϵ = 10−6 −1.1373503 −0.378667 16 0.25

Экстраполяция −1.1373922 −0.378668 0.50

aug-cc-pVQZ −1.1372499 −0.378649 0.06

aug-cc-pV5Z −1.1373748 −0.378665 0.32

CH4 n = 212, ϵ = 10−5 −40.110271 −0.348990 28 12.1

n = 212, ϵ = 10−7 −40.115911 −0.348989 48 29.5

Экстраполяция −40.119813 −0.348984 55.0

aug-cc-pVQZ −40.118644 −0.348964 8.5

aug-cc-pV5Z −40.119299 −0.348982 51.8

C2H6 n = 212, ϵ = 10−4 −79.069926 −0.299745 25.3 34.9

n = 212, ϵ = 10−7 −79.069964 −0.299763 49.4 57.6

Экстраполяция −79.075142 −0.299761 94.1

aug-cc-pVQZ −79.070784 −0.299724 44.9

aug-cc-pV5Z −79.072763 −0.299762

Таблица 3.5: Полная энергия, HOMO энергия, эффективные ранги плотности и
время расчета. Экстраполяция выполнялась на последовательности сеток: с сет-
ки 1283 до указанного в таблице n3. Вычисления с базисами aug-cc-pVQZ и aug-
cc-pV5Z были выполнены с использованиемGAMESS [37]. В случае aug-cc-pV5Z
базиса для C2H6 не хватило памяти для расчета, и вычисления проводились на
кластере с дополнительной параллелизацией. Серым выделены минимальные
значения энергии.
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Кластер Метод Полная эн. erank(ρ) Время, мин
H3×2×2 n = 29, ϵ = 10−4 −6.585490 12.3 0.62

aug-cc-pVDZ −6.577212 0.48

H8×2×2 n = 29, ϵ = 10−4 −17.599497 10.6 6.0

aug-cc-pVDZ −17.043676 6.2

Таблица 3.6: Полная энергия, HOMO энергия, эффективные ранги плотности и
время расчета. Вычисления с базисом aug-cc-pVDZ были выполнены с исполь-
зованием GAMESS [37]. Серым выделены минимальные значения энергии.

Кластер Мин. ранги орбиталей Макс. ранги орбиталей
H1×2×2 16× 16× 14 17× 17× 15
H3×2×2 28× 28× 21 35× 35× 20
H8×2×2 25× 25× 22 36× 36× 26
H1×2×1 13× 12× 12 13× 12× 12
H2×2×1 16× 16× 14 17× 17× 15
H5×2×1 16× 18× 11 16× 20× 13
H9×2×1 14× 18× 11 17× 22× 13
H16×2×1 16× 19× 11 21× 27× 14
H1×4×1 13× 12× 13 13× 13× 13
H3×4×1 19× 20× 13 23× 23× 15
H8×4×1 23× 20× 12 32× 27× 15

Таблица 3.7: Ранги орбиталей с минимальнымиимаксимальными рангами для
различных кластеров атомов водорода.

Расчет энергий кластеров молекул с помощью уравнения Кона-Шэма.
В Таблице 3.6 приведено сравнение с базисным подходом. Из нее следует, что
предлагаемый подход является одновременно более быстрым и более точным
по сравнению с базисным подходом. Это объясняется регулярным расположе-
нием атомов и, следовательно, маленькими рангами орбиталей. Так же отме-
тим, что использовался базис aug-cc-pVDZ, так как на нем получаются сравни-



131

мые с предлагаемым методом времена расчета. Для остальных кластеров из
Таблицы 3.7 наблюдается аналогичное поведение для энергий.

3.7 Выводы по главе

Тензорный подход к решению трехмерных задач расчета электронной
структуры позволяет достигать требуемой точности решения с невысокой вы-
числительной сложностью. Метод превосходит по точности базисный подход,
а для кластеров с регулярным расположением атомов превосходит базисный
подход также по скорости вычислений (сравнение проводилось с программ-
ным комплексом GAMESS [37]). Предложенный подход также можно исполь-
зовать, например, для верификации других методов и для построения высо-
коточных глобальных базисных наборов [131]. Эффективность метода может
быть повышена путем уменьшения зависимости сложности от числа электро-
нов системы: например, для вычисления поэлементных произведений ϕiϕj
можно использовать локализацию орбиталей [138].



Глава 4

Вычисление многомерной свертки на ос-
нове метода крестовой аппроксимации в
частотной области

Настоящая глава посвящена cross-conv алгоритму [114] вычисления мно-
гомерной свертки, которая является вычислительно наиболее трудоемкой опе-
рацией при решении уравнений КШ/ХФ из Главы 3. Отметим, что cross-conv
алгоритм представляет интерес не только при решении этих уравнений. Мно-
гомерная свертка также находит применение в различных приложениях, таких
как моделирование баланса популяций [20], обработка сигналов и изображе-
ний [142], а также финансовая математика [83]. Поэтому описание алгоритма
ведется для задач произвольной размерности, а не только для трехмерного слу-
чая. Также алгоритм рассматривается не только для используемого в решении
уравнений КШ/ХФ формата Таккера, но для широкого круга тензорных форма-
тов.

Приведем краткое описание идеи алгоритма. В начале используется клас-
сическая идея представления дискретной свертки в виде нескольких преобра-
зований Фурье и одного поэлементного произведение в “частотной области”.
Можно показать, что преобразование Фурье может быть эффективно выполне-
но в тензорных форматах. Однако вычисление поэлементного произведения
имеет сильную зависимость от ранга. В настоящей работе предлагается интер-
полировать поэлементное произведение с помощью метода крестовой аппрок-

132
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симации, новая эффективная версия которого в трехмерном случае также будет
описана в настоящей главе.

4.1 Известные подходы

Классический подход к вычислению дискретной свертки базируется на
использовании Быстрого Преобразования Фурье (БПФ). Сложность этого под-
хода составляетO(nd logn) операций для сетки с nd точками. Это намного быст-
рее, чем наивное суммирование со сложностью O(n2d), однако неприменимо
для больших значений d и/или n.

На основе тензорных разложений несложно получить линейную по d
или n сложность, однако может возникнуть сильная зависимость от ранга.
Можно показать, что ранг результата (свертки) равен произведению рангов
входных тензоров, после чего необходимо уменьшить ранг результата с требу-
емой точностью. Этот подход был рассмотрен в работах [123, 71]. Он приводит
к сильной зависимости от ранга и становится неприменим уже при r ∼ 100.
В работе [63] был предложен алгоритм вычисления свертки в так называемом
квантизованом TT (Quantized TT, QTT) [72, 102] формате. Этот алгоритм имеет
сложность O(d logα n) и асимптотически превосходит другие методы. Однако
для практически интересных значений n алгоритм, предложенный в настоя-
щей работе, является более быстрым. Это происходит из-за большой константы
в оценке сложности QTT алгоритма.

4.2 Многомерная свертка и ее дискретизация

Свертка двух функций f ,g : Rd → R определяется как многомерное ин-
тегральное преобразование

(f ∗ g)(x) ≡
∫
Rd
f (y)g(x − y)dy, x ∈ Rd . (4.1)

С помощью подходящей дискретизации на равномерной сетке (4.1) сводится к
вычислению дискретной свертки

(f ∗ g)(xi) ≈
∑
j

FjGi−j, (4.2)
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где i, j ∈ {0, . . . ,n − 1}d являются мульти-индексами. Для получения структури-
рованных матриц использование равномерных сеток является стандартным,
однако не обязательным. Могут быть также использованы неравномерные сет-
ки [45, 46]. В настоящей главе мы рассматриваем только случай равномерных
сеток, и вычисление дискретной свертки (4.2) является основной целью.

Для удобства опишем хорошо известные факты о дискретизации сверт-
ки (4.1), смотри, например [71]. Мы предполагаем, что f достаточно мала вне
круга Ω = [−L,L]d , так что при интегрировании мы можем заменить Rd на Ω.
Размер этого гиперкуба зависит от конкретной задачи, однако во многих зада-
чах, таких как вычисление электронной структуры, функции затухают экспо-
ненциально при ∥x∥ →∞. Существует три стандартных метода дискретизации
свертки: галеркинский метод, метод коллокации и схема Нистрема.

Для начала введем в областиΩ равномерную тензорную сетку ωh =ωh
1 ×

· · · × ωh
d с h = 2L/n, где ωh

i = {−L + kh : k = 0, ...,n}, i = 1, . . . ,d. Для простоты,
рассмотрим кусочно-постоянные функции ϕi с носителем на Ωi, где i ∈ I ≡
{0, . . . ,n− 1}d и Ωi являются hd кубами с центрами в yi. Таким образом, имеем

(f ∗ g)(x) ≈
∑
i∈I

Fi
∫
Ωi

ϕi(y)g(x − y)dy, (4.3)

где Fi являются коэффициентами в разложении f (y) ≈
∑

i∈I Fiϕi(y). В резуль-
тате, точки коллокации xj дают дискретную свертку:

Wj ≡ (f ∗ g)(xj) ≈
∑
i

FiGi−j, j ∈ I , (4.4)

где
Gi−j =

∫
Ωi

ϕi(y)g(xj − y)dy (4.5)

является многоуровневой Теплицевойматрицей. Проблемаметода коллокации
заключается в том, что он приводит к несимметричным Теплицевым матри-
цам, даже если исходная свертка была симметричной. Естественным выбором
является метод галеркина, который тоже приводит к дискретной свертке с

Gi−j =
∫
Rd
ϕi(x)ϕj(y)g(x − y)dxdy, Fi =

∫
Rd
f (x)ϕi(x)dx. (4.6)

Для получения схем высокого порядка необходимо использовать
трансляционно-инвариантный базис функций более высокого порядка
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ϕi(y) = ψ(y − yi), где ψ(y) – подходящая кусочно-полиномиальная функция.
Вычисление матричных элементов в (4.5) или (4.6) может оказаться трудоем-
ким даже для кусочно-постоянных функций. Простой альтернативой является
схема Нистрема при использовании сдвинутых сеток

(f ∗ g)(xj) ≈ hd
∑
i∈I

f (yi)g(xj − yi), j ∈ I , (4.7)

где xj являются сдвинутыми на h/2 относительно yi. Для определенного класса
функций эта схема дает второй порядок аппроксимации с точностью до лога-
рифмического множителя [29].

4.3 Метод крестовой аппроксимации

Как было отмечено, cross-conv алгоритм, предлагаемый в настоящей гла-
ве, базируется на использовании метода крестовой аппроксимации. Метод кре-
стовой аппроксимации позволяет получить малопараметрическое представле-
ние тензора (матрицы), если тензор (матрица) не помещается в память компью-
тера или его вычисление на основе сингулярного разложения является слиш-
ком дорогой операцией. Также этот алгоритм может быть полезен при вычис-
лении, например, нелинейных функций от многомерных массивов, заданных
в тензорном формате. В cross-conv алгоритме он используется для вычисления
поэлементного произведения тензоров.

Впервыеметод крестовой аппроксимации в трехмерном случае былпред-
ложен в работе [106]. Сложность полученного алгоритма составлялаO(nr3) при
количестве используемых элементов тензора O(nr + r3). В настоящем разде-
ле приведена обновленная версия метода крестовой аппроксимации, имею-
щая меньшую сложность O(nr2 + r4), благодаря которой удалось предложить
быстрый алгоритм вычисления многомерной свертки с более слабой зависи-
мостью от ранга по сравнению с предыдущими подходами. Для начала при-
ведем новую версию метода крестовой аппроксимации в двумерном случае, а
затем обобщим ее на трехмерный.
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4.3.1 Метод крестовой аппроксимации с дополнением по
Шуру

Случай d = 2. Пусть матрица X ∈ Rn×m имеет ранг r с точностью ϵ. В таком
случае эта матрица может быть представлена с точностью (r +1)ϵ следующим
образом

X ≈U X̂ −1V T , (4.8)

где X̂ ∈ Rr×r есть подматрица максимального объема, а U ∈ Rn×r , V ∈ Rm×r –
столбцы и строки, содержащие X̂ как пересечение. Разложение (4.8) называ-
ется псевдоскелетным [42]. Это разложение показывает, что матрицу, которая
может быть приближена малоранговой матрицей с некоторой точностью, мож-
но приблизить по небольшому числу ее элементов. Однако поиск подматрицы
наибольшего объема является NP-сложной задачей. В работе [55] предложен
алгоритм maxvol быстрого поиска подматрицы, которая является не “сильно
хуже” подматрицы наибольшего объема. На основе этого алгоритма возможно
построение жадного алгоритма, который на каждом шаге квазиоптимальным
образом добавляет новые “хорошие” столбцы и строки в разложение (4.8). В
результате получится матрица с рангом cr , где c ≳ 1. Описанная концепция
порождает семейство методов, в котором можно в разной последовательности
и в разном количестве вычислять столбцы матриц U и V в (4.8).

Идея предлагаемого алгоритма заключается в следующем. Во-первых,
столбцы и строки добавляются в матрицы U и V симметричным образом. То
есть на каждой итерации с помощью матриц U и V независимым образом
выбираются “хорошие” строки и столбцы, которые еще не были выбраны. По-
сле этого эти строки и столбцы добавляются в матрицы V ⊤ и U соответствен-
но. Во-вторых, вместо записи X ≈ U X̂ −1V T мы используем эквивалентную
X ≈ UX̂V T , где U = U X̂ −1 и V = V X̂ −T . Для пересчета U и V при добавлении
новых столбцов предложены формулы быстрого пересчета.

Утверждение 4.1. Пусть U new = [U |u], V new = [V |v], где u,v – новые столбцы,

которые необходимо добавить в базис. Пусть Su = u −U X̂ −1û, Sv = v −V X̂ −1v̂ –

соответствующие дополнения по Шуру, где символом ∧ обозначены maxvol под-
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матрицы. Тогда

U new =
[
U − SuŜu

−1X̂ | SuŜu
−1
]

V new =
[
V − SvŜv

−1X̂ | SvŜv
−1
]

Выбор новых u,v осуществляется с помощьюmaxvol процедуры в допол-
нениях по Шуру Su,Sv , которые согласно утверждению 4.1 вычисляются при
обновлении U ,V . Таким образом, мы выбираем каждую строку только один

раз. Критерий остановки метода может выбираться различным образом. В на-
шей реализации остановка производится по ошибке интерполирования новых
столбцов u,v на следующей итерации, по сравнению с тем, что дает интерпо-
ляция на предыдущей итерации. В качестве начального приближения для по-
вышения устойчивости можно использовать U и V , являющиеся случайными
матрицами.

Случай d = 3. Трехмерный случай базируется на идее описанного двумерно-
го случая. Рассмотрим его более подробно. На каждомшаге метода необходимо
найти r0 “хороших” распорок по каждой из мод трехмерного массива. Отметим,
что r0 является параметром алгоритма и может влиять на сходимость процесса.
В экспериментах мы выбирали r0 ∼ 1− 4.

Предположим, что после K −1 й итерации нам дан подтензор: X̂ (K−1) раз-
мера (K−1)r0×(K−1)r0×(K−1)r0 иU

(K)
i , i = 1,2,3 размеров n×Kr0, гдеK является

номером итерации. Для того, чтобы найти X̂ (K) нам нужно найти подматрицы
максимального объема в матрицахU (K)

i . Однако нет гарантии, что maxvol под-
матрица в U (K)

i содержит хоть одну строку maxvol подматрицы в U (K−1)
i . Это

ведет к тому, что необходимо пересчитывать подтензор X̂ (K−1) и к тому, что
нужно добавлять Kr0 новых столбцов в U (K)

i вместо r0. Для избежания этого
можно найти r0 наиболее линейно независимых к U (K−1)

i строк. Мы предла-
гаем делать это с помощью дополнения по Шуру по аналогии с двумерным
случаем. Таким образом, мы находим

i1 = maxvol(S1), i2 = maxvol(S2), i3 = maxvol(S3)

являющихся индексами новых строк и затем вычисляем

X̂ (K) ≡ X (I (K)1 ,I (K)2 ,I (K)3 ),
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где
I (K)1 = I (K−1)1 ∪ i1, I

(K)
2 = I (K−1)2 ∪ i2, I

(K)
3 = I (K−1)3 ∪ i3.

Следующим шагом является поиск “хороших” распорок X̂ (K) по каждой
моде для добавления их в матрицы U

(K)
i . Для этого мы вычисляем развертки

X(1), X(2), X(3) и находим maxvol строки в дополнении по Шуру разверток.
В итоге мы добавляем maxvol распорок из соответствующих разверток в

U
(K)
i , i = 1,2,3 и вычисляем

U
(K+1)
i

(
Û

(K+1)
i

)−1
с помощью Алгоритма 4.1. Этот алгоритм позволяет находить “хорошие” стро-
ки, не меняя “хорошие” строки с предыдущих итераций. Предполагая, что
r0 ≪ r ≪ n, общая сложность Алгоритма 4.1 равна (2r0 + 1)nr . Назовем опи-
санный алгоритм Schur-Cross3D (Алгоритм 4.2).

Алгоритм 4.1 Обновление факторов с помощью дополнения по Шуру
Require: U ∈ Cn×r , u ∈ Cn×r0 , r0 ⩽ r и U = U [U (I , :)]−1, где I является мульти-

индексом длинной r
Ensure: U new = Unew [Unew(Inew, :)]−1, где Unew = [U |u], Inew = I ∪ i0 и i0 явля-

ется мульииндексом длины r0
1: S = u −Uu(I , :) nr0 +nr0r

2: i0 = maxvol(S) nr20
3: U2 = S [S(i0, :)]

−1 nr20 + r
3
0

4: U1 = U −U2U (i0, :) nr + r0rn

5: U new = [U1 |U2]
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Алгоритм 4.2 Schur-Cross3D
Require: Функция X (i, j,k), вычисляющая определенный элемент тензора X ,

точность ϵ и r0 – число распорок, которые необходимо добавлять на каждой
итерации

Ensure: Разложение Таккера X : X ≈ X̂ ×1 U1 ×2 U2 ×3 U3 + E , ∥E∥⩽ ϵ

1: Выбрать индексы I1,I2,I3 из начального приближения или случайным об-
разом

2: while ошибка > ϵ do
3: Обновить X̂ = X (I1,I2,I3)
4: Вычислить r × r2 развертки X̂ : X̂(1), X̂(2), X̂(3)

5: Используя дополнение поШуру найти номера новых распорок u1,u2,u3
в развертках X̂(1), X̂(2), X̂(3) 3r0r3

6: Ошибка может быть оценена как норма разности между u1,u2,u3 и
их приближением, найденным через X̂ ,U1,U2,U3 на текущей итерации
3r0(nr + r3)

7: Добавить u1,u2,u3 вU1,U2,U3 инайти i10 , i20 , i30 – номера новых “хороших”
строк используя Алгоритм 4.1 3(2r0 +1)nr

8: I1 := I1∪ i10 , I2 := I2∪ i20 , I3 := I3∪ i30
9: r := r + r0
10: end while

Таким образом, общая сложность Schur-Cross3D равна

3(3r0 +1)n
r∑
k=1

k +6r0
r∑
k=1

k3 = O(nr2 + r4)

Отметим, что алгоритм дополнительно требует nr + r3 вычисления функции.
Код алгоритма можно найти на https://github.com/rakhuba/tucker3d (функ-
ция multifun).

4.3.2 Известные теоретические оценки

Отметим, что метод крестовой аппроксимации не использует всех эле-
ментов матрицы (или тензора), поэтому можно придумать контрпример когда
алгоритм не находит приближения с требуемоей точностью для любой страте-

https://github.com/rakhuba/tucker3d
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гии выбора элемента. Например, если алгоритм завершил работу, можно вы-
брать любой элемент массива, который не был использован в методе крестовой
аппроксимации, и заменить его на другой сколь угодно большой. Такое возму-
щение имеет ранг 1. Однако в практически интересных случаях проблем с ме-
тодом крестовой аппроксимации не наблюдается. Это означает, что массивы,
встречающиеся на практике принадлежат некоторому “хорошему” подклассу.
Конструктивное описание такого класса является нерешенной полностью зада-
чей. Однако существуют некоторые важные результаты, которые необходимо
упомянуть.

Если матрица (тензор) точно имеет малый ранг, тогда скелетное разложе-
ние является точным, и если во время сэмплирования мы не столкнулись с ну-
левыми строчкой или столбцом, процедура гарантированно сойдется. В случае,
если матрица является малоранговой только приближенно, ошибка умножает-
ся на некоторую константу. Принцип максимального объема [41] утверждает,
что если выбранные строки и столбцы содержат матрицу максимального объе-

ма, то ошибка может быть оценена как

∥X −Xskel∥C ≤ (r +1)σr+1.

Этот результат был обобщен на трехмерный и многомерный случаи в [106, 39,
121, 147]. На практике используются жадные алгоритмы. Для метода кресто-
вой аппроксимации матриц, являющихся дискретизацией функций на стеках,
сходимость метода была получена в работах [10, 135]. Недавно был получен
важный результат в [22] для класса матриц вида

A =UΦV ⊤,

где U ∈ Rn×r , V ∈ Rm×r являются матрицами с ортонормированными столбца-
ми, Φ – r × r матрица, а U и V являются µ-когерентными (то есть, maxij |Uij | ≤
µ/
√
n), тогда достаточно насчитать l = O(r logn) столбцов для получения ма-

лой ошибки с большой вероятностью. Эти результатымогут быть обобщены на
другие форматы, базирующиеся на сингулярном разложени (Таккер, ТТ и HT
форматы), так как каждый из этих форматов может быть рассмотрен как по-
следовательность сингулярных разложений для некоторых вспомогательных
матриц.
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4.4 Cross-conv алгоритм

4.4.1 Описание алгоритма

Рассмотрим d-мерную дискретную свертку двух тензоров fi и gj

Wj =
∑
i∈I

FiGi−j, j ∈ I . (4.9)

Это выражение можно рассмотреть в смысле умножения вектора на многоуров-
невую Теплицевуматрицу с элементамиGi−j (свойствмногоуровневыхТеплице-
вых матриц смотри в [134]). Вычисление (4.9) как прямой суммы требуетO(n2d)
операций. С помощью БПФ можно уменьшить эту сложность до O(nd logn).
Классический БПФ алгоритм будет являться отправной точкой для эффектив-
ного малорангового алгоритма свертки.

Идея метода БПФ заключается в замене умножения Теплицевой матри-
цы на вектор на умножение на вектор циркулянта большего размера. Напри-
мер, одноуровневая n × n Теплицева матрица {Gi−j}n−1i,j=0 может быть вложена в
(2n− 1)× (2n− 1) циркулянт, который полностью определяется своим первым
столбцом

Gc ≡ {G0,G1, . . . ,Gn−1,G1−n,G2−n, . . . ,G−1}.

В d-мерном случае “первый столбец” многоуровнего циркулянта опреде-
ляется как тензор Gc:

Gc(i1, . . . , id) = Gτ(i1),...,τ(id ), i1, . . . , id ∈ 0, 2n− 2,

где

τ(i) =

i, i ∈ 0, n− 1,

i − 2n+1, i ∈ n, 2n− 2.
Для начала мы вкладываем F в тензор большего размера Fq с размерами мод
(2n1 − 1, . . . ,2nd − 1), заполняя оставшуюся часть нулями:

Fq(i1, . . . , id) =

Fi1,...,id , i1, . . . , id ∈ 0, n− 1,

0, иначе.

Согласно дискретной теореме о свертке, многоуровневые циркулянты диаго-
нализуются с помощью тензорного произведения одномерныхматрицФурье, а
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собственные значения могут быть вычислены как дискретное преобразование
Фурье первых столбцов. Так как умножение на диагональную матрицу может
быть записано в виде поэлементного произведения, получаем

W̃ = F −1
(
F (Gc) ◦ F (Fq)

)
, (4.10)

где W̃ является расширенным тензором свертки с размером (2n−1) по каждой
моде. В этом тензоре нас интересует только его подтензорW :

W (i1, . . . , id) = W̃ (i1, . . . , id), i1, . . . , id ∈ 0, n− 1.

Оператор F обозначает многомерное преобразование Фурье:

F (X )(i1, . . . , id) =
n−1∑

j1,...,jd=0

e
−2πi

[
i1j1
n +···+ id jdn

]
X (j1, . . . , jd).

Рассмотрим вопрос о том, как использовать эту формулы, если ее элемен-
ты заданы в некотором малоранговом формате. Для простоты мы рассмотрим
случай, когда Gc и Fq заданы в ТТ-формате.

Gc(i1, . . . , id) = G
(Gc)
1 (i1) . . .G

(Gc)
d (id),

Fq(i1, . . . , id) = G
(Fq)
1 (i1) . . .G

(Fq)
d (id),

(4.11)

однако описанная идея будет применима также и к остальным форматам, ос-
нованным на сингулярном разложении, а именно к формату Таккера, HT фор-
мату и скелетному разложению.

Преобразование Фурье тензора X размера n× · · · × n в ТТ-формате может
быть записано как

F (X )(i1, . . . , id) =
∑
j1,...,jd

e
−2πi

[
i1j1
n +···+ id jdn

]
G

(X )
1 (j1) . . .G

(X )
d (jd) =

=
∑
j1

e−2πi
i1j1
n G

(X )
1 (j1) . . .

∑
jd

e−2πi
id jd
n G

(X )
d (jd) =

= F1D

(
G

(X )
1

)
(i1) . . .F1D

(
G

(X )
d

)
(id),

(4.12)

где в качестве F1D мы обозначили одномерное преобразование Фурье. Из (4.12)
следует, что преобразование Фурье не меняет ранга тензора, на которое оно
действует.

Приведем пошаговое описание алгоритма.
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Шаг 1. Вычислить тензоры F (Gc) и F (Fq) в рассматриваемом формате.
Как следует из (4.12), преобразование Фурье тензора не меняет его рангов и эк-
вивалентно применению одномерных преобразований Фурье каждого фактора
в разложении Таккера или каждого ядра в ТТ случае. Следовательно, в ТТ фор-
мате

F (Gc)(i1, . . . , id) = F1D

(
G

(Gc)
1

)
(i1) . . .F1D

(
G

(Gc)
d

)
(id),

F (Fq)(i1, . . . , id) = F1D

(
G

(Fq)
1

)
(i1) . . .F1D

(
G

(Fq)
d

)
(id).

(4.13)

Шаг 2. На этом шаге мы вычисляем Θ = F (Gc) ◦ F (Fq) и этот шаг яв-
ляется ключевым в нашем алгоритме. Наивный подход заключается в пря-
мом вычислении r2 одномерных сверток. Округление необходимо практиче-
ски всегда и в случае ТТ-формата ведет к алгоритму со сложностью O(dnR3),
где R = r2. Такой алгоритм может быть применим к системам только с рангами
rk ∼ 100. Существуют более сложные алгоритмы, которые базируются на ите-
рационных схемах, например, для формата Таккера [40, 124] и для ТТ-формата
[103, 30]. Мы предлагаем вычислять поэлементное произведение следующим
образом. Заметим, что вычисление любого заранее заданного элемента про-
изведения является дешевой операцией. Эта ситуация идеально подходит для
использования метода крестовой аппроксимации. Мы приведем сравнение тре-
буемого числа операций для каждого из форматов в следующем разделе. Итак,
мы вычисляем необходимые элементы тензоров F (Gc) и F (Fq), перемножаем их
и строим тензор Θ в рассматриваемом формате согласно выбранным с помо-
щью метода крестовой аппроксимации элементам. Это единственныйшаг, где
делается аппроксимация. Предположим, что ошибка аппроксимации равна δ,
тогда

Θ = Θ̃ +∆Θ,

где
Θ̃(i1, . . . , id) = G

(Θ)
1 (i1) . . .G

(Θ)
d (id),

является аппроксимацией Θ вычисленная с помощью метода крестовой ап-
проксимации с относительной точностью
∥∆Θ∥/∥Θ∥ = δ.
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Шаг 3. Вычислить F −11D каждого ядра Θ̃. Следовательно, аппроксимация
W̃ имеет вид

W̃ = F −1(Θ)(i1, . . . , id) = F −11D

(
G

(Θ)
1

)
(i1) . . .F

−1
1D

(
G

(Θ)
d

)
(id) + F −1(∆Θ).

Несложно оценить пороговое значение δ необходимое для поддержания задан-
ной точности всей свертки. Предположим, что ϵ = ∥∆W̃∥/∥W̃∥ – это необходи-
мая точность, где ∆W̃ = F −1(∆Θ). В силу унитарной инвариантности Фробени-
усовой нормы, имеем

ϵ =
∥∆W̃∥
∥W̃∥

=
∥F −1(∆Θ)∥
∥F −1(Θ)∥

=
∥∆Θ∥
∥Θ∥

= δ.

Таким образом, чтобы поддерживать заданную точность ϵ необходимо исполь-
зовать метод крестовой аппроксимации с такой же точностью δ(ϵ) = ϵ.

4.4.2 Сложность алгоритма в различных форматах

Оценим сложность описанного алгоритма в различных форматах. Для
простоты в оценках сложности мы предполагаем Gc, Fq и W̃ имеют nk = n и
rk = r . Наше дополнительное предположение в оценке сложности заключается
в том, что свертка может быть приближена рангом Rk ≪ r2. Это предположе-
ние необходимо проверять в каждом отдельном случае, однако это стандартно
для такого типа алгоритмов.

Скелетное разложение. Сначала рассмотрим двумерный случай. В двумер-
ном случае единственным способом разделить переменные является прибли-
жение матрицы X ∈ Cn×m с помощью скелетного разложения:

X ≈UV T ,

где U ∈ Cn×r , V ∈ Cm×r и r является рангом матрицы X с заданной точностью.
Крестовый метод вычисления скелетного разложения требует вычисления r
столбцов и r строк. Вычисление одного столбца или одной строки матрицы,
заданной ее скелетным разложением, стоитO(nr) операций. В самом деле, рас-
смотрим вычисление j-го столбца:

X (:, j) =UV (j, :)T .
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Вычисление произведения UV (j, :)T требует nr операций. В результате, вы-
числение r строк и столбцов матрицы Θ = F (Gc) ◦ F (Fq) из шага 2 требует
O(nr2) операций. Дополнительные операции, связанные с расходами метода
крестовой аппроксимации также имеют сложность O(nr2) [135, 10]. Отметим,
что БПФ операции из шагов 1 и 3 требуют дополнительно O(rn logn) опера-
ций. Таким образом, итоговая сложность алгоритма в двумерном случае равна
O(nr2 + rn logn).

Формат Таккера. Формат Таккера содержит экспоненциальное по d число
параметров O(rd +nrd), но он может быть эффективен для задач с небольшим
значением d, особенно для случая d = 3. Оценим сложность алгоритма трех-
мерной свертки в формате Таккера. В работе [106] был впервые предложен ме-
тод крестовой аппроксимации для формата Таккера (смотри другие подходы в
[74, 11]).

Напомним, что в методе крестовой аппроксимации требуется вычисле-
ние r распорок по каждому направлению. Определим сложность вычисления
распорок. Пусть X это трехмерный тензор, заданный в формате Таккера

X (i1, i2, i3) =
∑

α1,α2,α3

G(X )(α1,α2,α3)U
(X )
1 (i1,α1)U

(X )
2 (i2,α2)U

(X )
3 (i3,α3),

Одна распорка определяется двумя индексами. Для определенности зафикси-
руеминдексы i2, i3. Намнеобходимо посчитать результат для всех i1 = 0, . . . ,n1−
1. Для этого мы сначала вычисляем

Bi2i3(α1) =
∑
α2,α3

G(X )(α1,α2,α3)U
(X )
2 (i2,α2)U

(X )
3 (i3,α3),

что требует O(r3) операций. Отсюда

X (:, i2, i3) =
∑
α1

U
(X )
1 (:,α1)Bi2i3(α1),

на что требуется O(nr) операций. Таким образом, вычисление одной распор-
ки Θ = F (Gc) ◦ F (Fq), если Gc и Fq стоит O(nr + r3). Так как метод крестовой
аппроксимации использует r распорок в каждом из направлений, сложность
поэлементного произведения будет O(nr2 + r4). Как и в двумерном случае для
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тензора X , в формате Таккера БПФ F (X ) не меняет таккеровских рангов и экви-
валентно трем одномерным преобразованиям Фурье от каждого из факторов.
Таким образом, сложность шагов 1 и 3 будет O(nr logn). Итоговая сложность
вычисления свертки в формате Таккера – O(nr2 + rn logn+ r4).

TT формат. Для больших размерностей формат Таккера становится непри-
меним на практике и поэтому необходимо использовать TT или HT форма-
ты, которые имеют линейные по d размеры. Метод крестовой аппроксимации
был предложен изначально в работе [109] и позднее значительно улучшен в
[122] и [120]. Можно показать, что асимптотическая сложность этих алгоритмов
в нашем случае будет O(dnr3). Алгоритм состоит из d матрично-матричных
умножений матриц r × r на матрицы r × nr . БПФ стоимость для ТТ формата –
O(r2n logn). Итак, итоговая сложность алгоритма O(dnr3+r2n logn), что позво-
ляет использовать его в случае больших n и d.

HT и расширенный TT форматы. Если n очень велико, то дополнитель-
ное снижение сложности может быть достигнуто за счет использования HT
или расширенного TT форматов. Вариант метода крестовой аппроксимации
для HT-формата можно найти в [8]. Можно показать, что в этом случае слож-
ность алгоритма будетO(dnr2+dr4+rn logn). Сложность алгоритма для разных
форматов представлена в Таблице 4.1.

Таблица 4.1: Сложность cross-conv алгоритма для малоранговых форматов

Формат Сложность
Скелетное разложение O(nr2 + rn logn)
Таккер 3D O(nr2 + r4 + rn logn)
TT O(dnr3 + r2n logn)
HT/расширенный TT O(dnr2 + dr4 + rn logn)
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4.5 Численный эксперимент

В настоящем разделе в качестве численного эксперимента мы приводим
вычисление трехмерной свертки с ядром Ньютона

V (x) =
(
f ∗ 1
∥ · ∥

)
(x) ≡

∫
R3

f (y)
∥x − y∥

dy, (4.14)

которая возникает при решении уравнения КШ/ХФ. Здесь x = (x1,x2,x3) ∈ R3 и
∥x∥ =

√
x21 + x

2
2 + x

2
3.

Schur-Cross3D и cross-conv алгоритмы реализованы на языке Python. Их
реализация и программный пакет базовых тензорных операций можно най-
ти по ссылке https://github.com/rakhuba/tucker3d. Версия численного экс-
перимента, описанного в настоящем разделе, находится по ссылке https:
//bitbucket.org/rakhuba/crossconv-experiment. Там же можно найти данные
плотностей молекул. Для основных операций линейной алгебры использована
библиотека MKL. Python и MKL взяты из Enthought Python Distribution (EPD 7.3-
1, 64-bit) https://www.enthought.com. Версия Python – 2.7.3. MKL версия – 10.3-1.
Результаты получены на 4 Intel Core i7 2.6 GHz процессоре с 8GB RAM. Однако
были использованы только 2 нити (по умолчанию в MKL). Отметим, что реа-
лизация написана на Python, и скорость программы может быть значительно
увеличена с помощью использования C или Fortran.

Для дискретизации (4.14) для простоты была использована схема Нистре-
ма (4.7) на n×n×n сетках.

Сравнение с QTT алгоритмом. Для начала сравним cross-conv алгоритм с
алгоритмом [63], который основан на матрично-векторном произведении в
QTT формате (далее QTT алгоритм). Мы использовали MATLAB реализацию,
которая доступна как часть TT-toolbox [129], а также заменили DMRG алгоритм
матрично-векторного произведения [103], использованный в исходной работе,
на более эффективный алгоритм AMEn [30, 31]. QTT алгоритм имеет логариф-
мическую сложность по размеру мод. Однако QTT ранги могут оказаться зна-
чительно больше таккеровских. Поэтому существует интервал мод, где cross-
conv алгоритм является более быстрым, несмотря на тот факт, что асимптоти-
чески он проигрывает. Для иллюстрации этого факта мы рассмотрим вычис-

https://github.com/rakhuba/tucker3d
https://bitbucket.org/rakhuba/crossconv-experiment
https://bitbucket.org/rakhuba/crossconv-experiment
https://www.enthought.com
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Рис. 4.1: Соотношение времени QTT и cross-conv алгоритмов как функция от n

ление потенциала Ньютона от функции Слейтера f (y) = e−ζ|y| c ζ = 1. Рисунок
4.1 демонстрирует соотношение времен вычислений в зависимости от разме-
ра мод. Абсолютные значения времен приведены в Таблице 4.2. Ясно, что чем
более точны вычисления или больше ранги, тем быстрее cross-conv алгоритм
по сравнению с QTT алгоритмом. Более того, cross-conv алгоритм быстрее для
практически интересных значений мод до n ∼ 104 − 105.

ПотенциалНьютона различных молекул. Приведем результаты расчетов
сверток с различными молекулярными плотностями ρ. Для этой цели мы ис-
пользовали заранее вычисленные значения ρ в формате Таккера. Размер сетки
по каждой моде равняется n = 5121. Времена сверток с различными молекула-
ми представлены в Таблице 4.3.

Алгоритм локальной фильтрации, предложенный в [123], имеет слож-
ность O(nr2 + r5) в случае свертки функции в каноническом формате с функ-
цией в формате Таккера. В случае, когда оба тензора заданы в формате Такке-
ра, сложность этого алгоритма составляет O(nr2 + r6) в сравнении со сложно-
стью O(nr2 + r4) cross-conv алгоритма. Мы реализовали Таккер-Таккер случай
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Таблица 4.2: Ньютоновский потенциал функции Слейтера

n / ϵ 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218

Cross-conv времена (сек)
10−5 0.03 0.04 0.063 0.12 0.2 0.5 1.0 2.2
10−7 0.061 0.091 0.13 0.24 0.41 1.1 2.3 5.2 11.5
10−9 0.14 0.19 0.3 0.5 0.96 2.0 4.1 8.6 17.5 35.3 70.9 142.3

QTT времена (сек)
10−5 0.42 0.56 0.71 0.87 1.0 1.2 1.3 1.5
10−7 1.7 2.5 3.6 4.8 6.0 7.2 8.6 9.8 10.9
10−9 7.1 12.1 18.4 25.9 34.0 41.9 50.3 59.0 67.7 76.4 85.1 93.8

3D БПФ времена (сек)
1.3 12.6 118.7 1120 3 hours

Таблица 4.3: Времена вычисления ньютоновского потенциала различных мо-
лекул при n3 = 51213

Молекула Точность Fq ранги W̃ ранги Времена (сек)
CH4 10−5 26× 26× 26 22× 22× 22 1.3

10−7 39× 39× 39 39× 39× 39 4.1
10−9 52× 52× 52 58× 58× 58 6.4

C2H6 10−5 19× 30× 27 15× 23× 20 1.2
10−7 28× 49× 40 24× 42× 39 3.9
10−9 42× 66× 57 39× 66× 60 6.2

C2H5OH 10−5 43× 42× 43 28× 28× 29 2.3
10−7 66× 67× 69 50× 50× 51 7.5
10−9 91× 90× 94 78× 79× 81 19.8

C2H5NO2 10−5 24× 60× 60 15× 33× 33 2.6
10−7 35× 93× 96 26× 61× 62 9.4
10−9 45× 126× 133 42× 97× 100 18.4
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из [123, 151] и обнаружили, что таккеровские ранги после локальной фультра-
ции остались достаточно большими. Например, для случая ньютоновского по-
тенциала молекулы C2H6, ранги оказались равными 361 × 589 × 532 до филь-
трации и 82 × 144 × 140 после, в то время, как истинное значение рангов есть
19 × 31 × 28. Из-за сильной зависимости от ранга это приводит к значитель-
но большему времени вычислений. Отсюда следует, что cross-conv алгоритм
является более устойчивым, чем алгоритм, базирующийся на локальной филь-
трации факторов.

4.6 Выводы по главе

В настоящей главе был представлен эффективный cross-conv алгоритм
для приближенного вычисления многомерной свертки в малоранговых тен-
зорных форматах. Метод опирается на новый алгоритм метода крестовой ап-
проксимации, имеющий меньшую вычислительную сложность, чем аналоги.
Результаты численных расчетов показывают, что cross-conv алгоритм является
более эффективным, чем недавно предложенный QTT алгоритм вычисления
свертки для интересных на практике размеров мод. Предложенный алгоритм
используется в Главе 3 для вычисления оператора Фока для уравнения Хартри-
Фока и теории функционала плотности.



Заключение

В настоящей работе разработаны новые тензорные методы решения мно-
гомерных частичных задач на собственные значения.

• Для поиска целевого собственного значения предложено обобщение ме-
тода Якоби-Дэвидсона при ограничении на тензорный ранг решения.
Изучены свойства возникающих в этом методе систем линейных урав-
нений. Показана сходимость регуляризованного метода. Из полученных
уравнений для метода Якоби-Дэвидсона получено обобщение метода об-
ратной итерации. Показано преимущества метода в случае, когда возни-
кающие линейные системы решаются неточно.

• Предложен ALS II метод, базирующийся на ALS подходе и методе обрат-
ной итерации. Получен результат о локальной сходимости метода через
сходимость ALS итерации для минимизации отношения Релея. Для ALS
оптимизации получена новая теория локальной сходимости, явно пока-
зывающая связь с мультипликативным методом Шварца.

• Предложена концепция предобуславливания на многообразии для поис-
ка нескольких собственных значений, примененная к LOBPCG методу.
С помощью предложенных итераций рассчитан спектр молекулы ацето-
нитрила с высокой точностью. Показано, что предлагаемый метод пре-
восходит по точности и памяти существующие аналоги для расчета ко-
лебательного спектра.

• Рассмотрена задача на собственные значения с нелинейным операто-
ром, возникающим в уравнениях Хартри-Фока и Кона-Шэма. Предложен
полностью сеточный метод решения этих уравнений в формате Таккера.
Сложность метода линейно зависит от размера сетки по каждому коор-
динатному направлению. Проведен точный расчет ряда атомов, молекул
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и кластеров. Получены результаты, превышающие по точности подход,
использующий глобальные базисные функции. Для кластеров с регуляр-
ным расположением атомов/молекул предложенный метод является бо-
лее быстрым, чем базисный подход. Ключевыми особенностями метода
являются пересчет матрицы Фока без производных, а также быстрое вы-
числение многомерной свертки.

• Для быстрого вычисления многомерной свертки предлагается cross-conv
алгоритм, базирующийся на методе крестовой аппроксимации. Показа-
но, что для размеров сетки, интересных на практике, cross-conv алгоритм
превосходит по скорости существующие аналоги.
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