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Общая характеристика работы

Актуальность работы. При моделировании процессов переноса в
сложных средах (в т.ч. многофазной фильтрации в нефтяных пластах и
переноса веществ в живых клетках) необходимы адекватные математиче­
ские модели, учитывающие неоднородность среды, и численные методы их
реализации.

При моделировании процессов переноса и фильтрации в пористой
среде часто приходится численно решать уравнения на произвольных мно­
гогранных сетках для неоднородной анизотропной среды. Важным требо­
ванием к численному методу является выполнение дискретного принципа
максимума для решения. Его выполнения естественно потребовать, если
принципу максимума удовлетворяет исходная постановка задачи. Таким
образом, проверка его выполнения является необходимой процедурой при
построении численной схемы решения уравнений математической модели.

В процессах внутриклеточного переноса ведущая роль, согласно со­
временным представлениям, отводится линейным белковым структурам –
микротрубочкам. Совокупность микротрубочек образует эволюциониру­
ющую сеть, по которой осуществляется перенос веществ. Значительная
часть моделей внутриклеточного переноса или вовсе не учитывают эту осо­
бенность, или описывают сеть микротрубочек как неподвижную структу­
ру, хотя свойства переноса в значительной мере определяется ее изменчи­
востью. Поэтому важно создать математическое описание процессов внут­
риклеточного переноса веществ с учетом указанных особенностей.

Целью работы является построение, исследование и реализация в
виде программных комплексов численных моделей процессов переноса в
нефтяном пласте и клетке.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следу­
ющие задачи:

1. Разработка математической модели переноса веществ в клетке с
учетом неоднородности сети микротрубочек, по которым осуществ­
ляется перенос.

2. Разработка численной модели двухфазной фильтрации на основе
нелинейной многоточечной схемы конечных объемов.

3. Исследование выполнения принципов максимума для решений
уравнений моделей многофазной фильтрации и внутриклеточно­
го переноса веществ с учетом неоднородности среды.

4. Исследование решения, получаемого с помощью разработанной
численной модели двухфазной фильтрации, на выполнение дис­
кретного принципа максимума.

5. Разработка комплексов программ для реализации численных мо­
делей фильтрации и внутриклеточного переноса веществ.
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6. Численный анализ влияния неоднородности сети микротрубочек
и анизотропных свойств нефтяного пласта на количественные и
качественные характеристики переноса веществ.

Научная новизна. Впервые получены следующие результаты:
1. Сформулированы и доказаны принципы максимума для решения

уравнений многофазной фильтрации в ограниченной области.
2. Сформулирован и доказан дискретный принцип максимума для пе­

ременной давления в модели двухфазной фильтрации, реализован­
ной с использованием нелинейной многоточечной схемы аппрокси­
мации потока.

3. Предложена математическая модель внутриклеточного переноса
веществ, учитывающая нерегулярную геометрию и динамику сети
микротрубочек.

4. Предложен метод оценки энергетической эффективности переноса
веществ в клетке, исследована зависимость эффективности систе­
мы переноса веществ от энергетической цены ее создания.

Теоретическая значимость работы состоит в формулировке и до­
казательстве принципов максимума для моделей двух- и трехфазной филь­
трации, разработке численной модели двухфазной фильтрации и доказа­
тельстве дискретного принципа максимума для нее, построении и обосно­
вании адекватности модели внутриклеточного переноса веществ, числен­
ном анализе энергетических закономерностей процессов переноса веществ
в клетке. Разработанный численный метод решения уравнений многофаз­
ной фильтрации может быть использован для решения более широкого
класса нелинейных эллиптических и параболических уравнений и их си­
стем. Предложенный метод оценки энергетической эффективности пере­
носа в клетке может служить основой для постановки оптимизационной
задачи, в которой целевая функция определяется разницей цены и выиг­
рыша.

Практическая значимость работы заключается в реализации мо­
делей двухфазной фильтрации и внутриклеточного переноса веществ в
виде комплексов программ, численном анализе выполнения дискретного
принципа максимума для различных значений параметров моделей много­
фазной фильтрации, оценке параметров модели переноса веществ в клетке.
Предложенная численная модель двухфазной фильтрации может быть ис­
пользована для решения инженерных задач, связанных с моделированием
нефтедобычи, а модель внутриклеточного переноса веществ может быть
использована для анализа процессов направленной доставки лекарствен­
ных препаратов и движения вирусов в клетке.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Для классического решения уравнений моделей двух- и трехфаз­

ной фильтрации получены принципы максимума и минимума.
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2. На основе многоточечной нелинейной схемы конечных объемов по­
строена численная модель двухфазной фильтрации. Для значения
переменной давления в численной модели двухфазной фильтрации
показана справедливость дискретного принципа максимума.

3. Построена и исследована математическая модель, описывающая
процессы формирования сети микротрубочек и переноса веществ
по ней. Подтверждена адекватность модели.

4. Для сети микротрубочек со структурой, близкой к реальной, по­
казаны зависимость энергетической цены переноса веществ от ее
количественных характеристик и влияние динамики и геометрии
сети на внутриклеточный перенос веществ.

Апробация работы. Основные результаты работы докладыва­
лись на научных семинарах ИВМ РАН и на следующих конференциях: Ти­
хоновские чтения (Москва, 2013), 9th European Conference on Mathematical
and Theoretical Biology (Гётеборг, Швеция, 2014), Moscow Conference on
Computational Molecular Biology (Москва, 2015), XXXV Dynamics Days
Europe (Эксетер, Великобритания, 2015), Управление развитием крупно­
масштабных систем (Москва, 2015), 58-я научная конференция МФТИ
(Москва, 2015), Актуальные проблемы прикладной математики и механи­
ки (Дюрсо, 2016), German-Russian Workshop on Mathematical Modelling in
Medicine and Geophysics (Аугсбург, Германия, 2016).

Публикации По теме диссертации опубликованы 8 работ, среди ко­
торых 4 статьи [1–4] в журналах, рекомендованных ВАК, и 4 печатных
работы [5–8] в сборниках тезисов и трудов конференций.

Личный вклад. Автором сформулированы и доказаны принципы
максимума для моделей двух- и трехфазной фильтрации и дискретный
принцип максимума для модели двухфазной фильтрации, построена и реа­
лизована численная модель двухфазной фильтрации на основе нелинейной
многоточечной схемы конечных объемов, разработаны и исследованы мо­
дели внутриклеточного переноса, проведены численные эксперименты.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, че­
тырех глав и заключения. Объём диссертации составляет 115 страниц,
включая 20 рисунков и 12 таблиц. Список литературы содержит 81 на­
именование.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность исследований, проводимых в
рамках диссертационной работы, сформулированы ее цели и задачи, опи­
сана структура диссертации.

В первой главе дан обзор научной литературы, посвященной мо­
делированию процессов переноса в пористом нефтяном пласте и клетках,
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рассмотрены численные методы решения и принцип максимума для задач
данного типа.

Вторая глава посвящена исследованию выполнения принципов мак­
симума для моделей двух- и трехфазной фильтрации и построению числен­
ной модели двухфазной фильтрации, для которой решение удовлетворяет
дискретному принципу максимума.

Модель двухфазной фильтрации в пористой среде состоит из следу­
ющих уравнений:

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝑠𝛼
𝑏𝛼

)︂
+ 𝑑𝑖𝑣

(︂
1

𝑏𝛼
𝑢𝛼

)︂
= 𝑞𝛼, (𝑥,𝑡) ∈ Ω × (0,𝑇 ), (1)

𝑢𝛼 = −𝑘𝑟𝛼
𝜇𝛼

K(∇𝑝𝛼 − 𝜌𝛼𝑔𝑒3), (2)

где 𝑥 = (𝑥1,𝑥2,𝑥3) – пространственные переменные, 𝛼 = 𝑤,𝑜 обозначает
водную и нефтяную фазы соответственно, 𝑒3 – третий орт координатной
системы, 𝑠𝛼, 𝑝𝛼, 𝑢𝛼 – неизвестные фазовая насыщенность, давление и ско­
рость Дарси, 𝑏𝛼, 𝑞𝛼, 𝑘𝑟𝛼, 𝜇𝛼, 𝜌𝛼 обозначают фактор сжатия, внешние источ­
ники, относительную проницаемость, вязкость и плотность при нормаль­
ных условиях соответственно. Пористость среды, тензор абсолютной про­
ницаемости и ускорение свободного падения обозначены символами 𝜑, K и
𝑔.

Дополнительные уравнения связывают насыщенности и давления
разных фаз:

𝑠𝑤 + 𝑠𝑜 = 1, 𝑝𝑤 − 𝑝𝑜 = 𝑝𝑐, (3)

где 𝑝𝑐 – капиллярное давление.
Предполагается, что значения 𝑠𝛼 лежат в отрезке [0,1], 𝑏𝛼 и 𝜇𝛼 – неот­

рицательные функции от давления соответствующей фазы, 𝑘𝑟𝛼 – неотри­
цательные функции насыщенности соответствующей фазы, 𝑝𝑐 – функция
от насыщенности воды 𝑠𝑤, а 𝑞𝛼 – функция от 𝑥,𝑡. K – матрица 3 на 3, ко­
эффициенты которой зависят от 𝑥. Положительная функция пористости
𝜑, вообще говоря, не является постоянной и зависит от свойств среды и
фазовых давлений.

Модель трехфазной фильтрации состоит из тех же уравнений для
воды и нефти, что и модель двухфазной фильтрации (1), а также допол­
нительного уравнения для фазы газа:

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝑠𝛼
𝑏𝛼

)︂
+ 𝑑𝑖𝑣

(︂
1

𝑏𝛼
𝑢𝛼

)︂
= 𝑞𝛼, (𝑥,𝑡) ∈ Ω × (0,𝑇 ), 𝛼 = 𝑤,𝑜, (4)

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝑠𝑔
𝑏𝑔

+
𝑟𝑠𝑠𝑜
𝑏𝑜

)︂
+ 𝑑𝑖𝑣

(︂
1

𝑏𝑔
𝑢𝑔 +

𝑟𝑠
𝑏𝑜
𝑢𝑜

)︂
= 𝑞𝑔, (𝑥,𝑡) ∈ Ω × (0,𝑇 )
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где фаза газа обозначена индексом 𝑔, а 𝑟𝑠 обозначает растворимость газа.
Скорости Дарси для каждой из фаз описываются теми же уравнениями (2),
что и в модели двухфазной фильтрации.

Модель также содержит уравнения, связывающие насыщенности и
давления различных фаз:

𝑠𝑤 + 𝑠𝑜 + 𝑠𝑔 = 1, 𝑝𝛼 − 𝑝𝑜 = 𝑝𝑐𝛼, 𝛼 = 𝑤,𝑜,𝑔, (5)

где 𝑝𝑐𝑜 ≡ 0, 𝑝𝑐𝑔 обозначает капиллярное давление газа в системе нефть-газ,
𝑝𝑐𝑤 обозначает капиллярное давление воды в системе нефть-вода, взятое с
отрицательным знаком.

В разделе 2.1 сформулированы принципы максимума для классиче­
ского решения уравнений моделей многофазной фильтрации. При опреде­
ленных предположениях доказаны принципы максимума для различных
переменных: фазовых насыщенностей в модели двухфазной фильтрации,
фазовых давлений в моделях двух- и трехфазной фильтрации и глобаль­
ного давления в моделях двух- и трехфазной фильтрации.

Для доказательства принципа максимума для фазовых насыщенно­
стей используются следующие предположения:

(a1) область Ω ограничена,
(a2) элементы K постоянны: K𝑖𝑗 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
(a3) матрица K симметрична и положительно определена:

3∑︀
𝑖,𝑗=1

(K)𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 > 0, ∀𝜉 ̸= 0 ∈ R3,

(a4) фазовые вязкости постоянны: 𝜇𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(a5) пренебрегаем гравитацией: 𝑔 = 0,
(a6) постоянная пористость: 𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
(a7) постоянные факторы сжатия 𝑏𝛼 ≡ 1, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(a8) 𝑘𝑟𝑤 – дифференцируемая монотонно возрастающая функция от 𝑠𝑤,

𝑘𝑟𝑜 – дифференцируемая монотонно убывающая функция от 𝑠𝑤,
(a9) 𝑝𝑐 – дважды дифференцируемая монотонно убывающая функция

от 𝑠𝑤,
(a10) функции 𝑑𝑝𝑐(𝑠𝑤)/𝑑𝑠𝑤 и 𝑑2𝑝𝑐(𝑠𝑤)/𝑑𝑠2𝑤 ограничены в Ω𝑇 константой

𝑀 > 0 и удовлетворяют условию Липшица с той же константой,
(a11) функции 𝑘𝑟𝛼(𝑠𝑤) и 𝑑𝑘𝑟𝛼(𝑠𝑤)/𝑑𝑠𝑤 ограничены в Ω𝑇 константой 𝑀 >

0 и удовлетворяют условию Липшица с той же константой.
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Используя предположения (a4–a7), можно упростить уравнения мо­
дели двухфазной фильтрации следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
𝑑𝑖𝑣 (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) = 𝑞𝑤

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
𝑑𝑖𝑣 (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) = 𝑞𝑜

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

(6)

Для записанной в таком виде модели выполняется принцип максиму­
ма.

Теорема 1. Пусть для функций 𝑠𝑤(𝑥,𝑡), 𝑠𝑜(𝑥,𝑡), 𝑝𝑤(𝑥,𝑡), 𝑝𝑜(𝑥,𝑡) ∈
𝐶2,1(Ω𝑇 ), где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇 выполняется система⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
𝑑𝑖𝑣 (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) ≤ 0,

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
𝑑𝑖𝑣 (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) ≥ 0,

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤,

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

(7)

Тогда, если верны предположения (a1–a11), то

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑠𝑤 ≤ sup
Γ

𝑠𝑤,

где Γ = (𝜕Ω × [0,𝑇 )) ∪ (Ω × 0).

Для доказательства принципа максимума для фазовых давлений ис­
пользуется формулировка моделей многофазной фильтрации в виде пара­
болического уравнения, которое, пренебрегая гравитационными членами,
можно записать в следующем виде (для модели двухфазной фильтрации):

𝑐
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= −∇ · 𝑢− (𝑑1𝑢 + 𝑑𝑤∇𝑠𝑤) · ∇𝑝 + 𝑞(𝑝),

𝑢 = −K𝜆(∇𝑝),

где 𝜆 = 𝜆(𝑠𝑤), 𝑐 = 𝑐(𝑠𝑤, 𝑝), 𝑑1 = 𝑑1(𝑠𝑤, 𝑝), 𝑑𝛼 = 𝑑𝛼(𝑠𝑤, 𝑝), 𝑞 = 𝑞(𝑝), а за 𝑝 = 𝑝𝑜
обозначено давление нефтяной фазы.

Используя оператор

𝐿[𝑝] = 𝑐
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−∇ · (K𝜆∇𝑝) − 𝑑1K𝜆∇𝑝 · ∇𝑝 + (𝑑𝑤∇𝑠𝑤) · ∇𝑝,

можно переписать эти уравнения в виде 𝐿[𝑝] = 𝑞(𝑝).
Используем следующие предположения:

(b1) область Ω ограничена, 8



(b2) элементы K постоянны: K𝑖𝑗 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
(b3) матрица K симметрична и положительно определена:

3∑︀
𝑖,𝑗=1

(K)𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 > 0, ∀𝜉 ̸= 0 ∈ R3,

(b4) пренебрегаем капиллярным давлением: 𝑝𝑐 ≡ 0,
(b5) пренебрегаем гравитацией,
(b6) 𝜆 и производная 𝜆 по 𝑠𝑤 ограничены константой 𝑀 > 0 в Ω𝑇 ,
(b7) функции 𝑑1, 𝑑𝑤 ограничены константой 𝑀 > 0 в Ω𝑇 ,
(b8) 𝑑1, 𝑑𝑤 липшицевы как функции от 𝑝 с константой Липшица 𝑀 > 0,
(b9) 𝑐 липшицево как функция от 𝑝 с константой Липшица 𝑀 > 0,
(b10) 𝑐 строго положительно.

Используя данные предположения можно доказать следующую тео­
рему.

Теорема 2. Пусть для 𝑠𝑤,𝑠𝑜,𝑝 ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ), где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], выполнено
неравенство 𝐿[𝑝] ≤ 0 в Ω𝑇 . Тогда, если верны предположения (b1–b10), то

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑝 ≤ sup
Γ

𝑝,

где Γ = (𝜕Ω × [0,𝑇 )) ∪ (Ω × 0).

Аналогично можно получить принцип максимума для модели трех­
фазной фильтрации. При ненулевом капиллярном давлении доказан прин­
цип максимума для глобального давления: переменной зависящей от фазо­
вых и капиллярных давлений.

В разделах 2.2 и 2.3 описаны численная модель двухфазной филь­
трации и полностью неявная схема для нее.

В разделе 2.4 показано, что численное значение переменной давле­
ния, полученное при помощи полностью неявной схемы дискретизации по
времени и нелинейной многоточечной схемы дискретизации потока, удо­
влетворяет дискретному принципу максимума (нелинейная многоточечная
схема дискретизации потока для уравнения конвекции-диффузии описа­
на авторами K. Lipnikov, D. Svyatskiy, Y. Vassilevski в Russian Journal of
Numerical Analysis and Mathematical Modelling, 2012).

Для доказательства выполнения дискретного принципа максимума
для переменной давления в модели двухфазной фильтрации используются
следующие предположения относительно вида коэффициентов модели:

(c1) несжимаемость обеих фаз: 𝑏𝛼 ≡ 1, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(c2) постоянная пористость: 𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
(c3) пренебрегаем капиллярным давлением: 𝑝𝑐 ≡ 0,
(c4) пренебрегаем гравитацией: 𝑢𝛼 = −𝑘𝑟𝛼

𝜇𝛼
K(∇𝑝𝛼), 𝛼 = 𝑤,𝑜.
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Интегрируя по многогранной ячейке 𝑇𝑖 упрощенные на основе пред­
положений (c1–c4) уравнения модели, получим (для 𝑙-ой итерации)

−
∫︁
𝑇𝑖

𝑑𝑖𝑣 (K𝜆∇𝑝𝑜)𝑙𝑑𝑥 =

∫︁
𝑇𝑖

(𝑞𝑤 + 𝑞𝑜)
𝑙
𝑑𝑥, (8)

где 𝜆 = 𝑘𝑟𝑤

𝜇𝑤
+ 𝑘𝑟𝑜

𝜇𝑜
.

Используя теорему Остроградского-Гаусса, перепишем уравнение (8):∑︁
𝑓∈𝜕𝑇𝑖

𝜆𝑙
𝑓𝑞

𝑙
𝑓 · 𝑛𝑓 =

∫︁
𝑇𝑖

(𝑞𝑤 + 𝑞𝑜)
𝑙
𝑑𝑥 (9)

где 𝑛𝑓 – внешняя нормаль к грани 𝑓 , |𝑛𝑓 | = |𝑓 |, |𝑓 | – площадь грани 𝑓 , и 𝑞𝑓

– средний поток через грань 𝑓 . Дискретная нормальная компонента потока
𝑞𝑓 ·𝑛𝑓 определяется через разности давлений в соответствии с нелинейной
многоточечной схемой дискретизации потока:

∑︁
𝑓∈𝜕𝑇𝑖

3∑︁
𝑗=1

𝜆𝑙
𝑓𝐴𝑗,𝑓 (𝑝𝑙𝑇𝑖

− 𝑝𝑙𝑇𝑖,𝑗) =

∫︁
𝑇𝑖

(𝑞𝑤 + 𝑞𝑜)
𝑙
𝑑𝑥, (10)

где значения коэффициентов 𝐴𝑖,𝑓 определяются численной схемой.
Пусть 𝒯 обозначает множество всех ячеек сетки, а 𝒯𝐷 и 𝒯𝑁 обознача­

ют множество ячеек с граничными гранями с условиями Дирихле и Ней­
мана соответственно. Обозначим также все граничные ячейки символом
𝒯𝐵 = 𝒯𝐷∪𝒯𝑁 . Для численного значения переменной 𝑝, полученного с помо­
щью нелинейной многоточечной схемы, справедлива следующая теорема.

Теорема 3 (Дискретный принцип максимума). Пусть существует ре­
шение 𝑝 уравнения (10). Если 𝒯𝑖𝑛𝑗 обозначает набор ячеек, в которых
𝑞𝑤 + 𝑞𝑜 > 0, то

max
𝑇∈𝒯 ∖(𝒯𝑖𝑛𝑗∪𝒯𝐵)

𝑝𝑇 ≤ 𝑝𝑚𝑎𝑥 = max
𝒯𝑖𝑛𝑗∪𝒯𝐵

𝑝𝑇 . (11)

В разделе 2.5 сравниваются предположения о виде коэффициентов
модели, необходимые для доказательства дискретного принципа максиму­
ма и принципа максимума для исходной постановки модели двухфазной
фильтрации.

В разделах 2.6 и разделе 2.7 вычисляется вариация коэффициен­
тов, полученных в результате дискретизации потока методом конечных
объемов с нелинейной многоточечной схемой, и якобиан, необходимый для
решения нелинейной системы уравнений, к которой приводит дискретиза­
ция.
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В разделе 2.8 приводятся результаты вычислительных эксперимен­
тов, в которых сравниваются линейная двухточечная, нелинейная двухто­
чечная и нелинейная многоточечная схемы в применении к моделям двух-
и трехфазной фильтрации. Подтверждается выполнение дискретного прин­
ципа максимума, доказанного в разделе 2.4. Проводится численный анализ
выполнения дискретного принципа максимума для различных значений па­
раметров модели.

В разделе 2.9 обсуждаются результаты численных экспериментов.
Показано, что в приведенных экспериментах дискретный принцип макси­
мума не нарушается, когда для данного вида коэффициентов выполняется
принцип максимума для исходной постановки модели двухфазной филь­
трации.

Третья глава посвящена моделированию внутриклеточного перено­
са веществ по микротрубочкам. Рассматривается последовательность обоб­
щений модели, предложенной авторами E.N. Cytrynbaum, V. Rodionov и A.
Mogilner в Journal of Cell Science, 2004.

В разделе 3.1 предложен первый вариант обобщения модели. Мик­
ротрубочки моделируются отрезками, у которых один конец более подви­
жен, а другой – менее подвижен, поэтому (по аналогии с лучом) будем
называть менее подвижный конец началом, а более подвижный – просто
концом. Модель, описывающая перенос эндосом (см. рис. 1A), основана на
следующих предположениях:

1. Микротрубочки прямые, движение микротрубочек осуществляет­
ся только за счет роста конца и распада начала.

2. Конец микротрубочки растет с постоянной скоростью 𝑣𝑝.
3. Начало микротрубочки сокращается со скоростью 𝑣𝑚(𝑥, 𝑦). В обла­

сти 𝐴 скорость сокращения начала по величине меньше скорости
роста конца, вне ее эти скорости совпадают, т.е.

𝑣𝑚(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝜀𝑣𝑝, если (𝑥,𝑦) ∈ 𝐴,

𝑣𝑝, иначе.
где 0 < 𝜀 < 1.

4. Когда конец достигает границы клетки, он останавливается. Когда
соответствующее ему начало достигает границы клетки, микротру­
бочка исчезает.

5. Новые микротрубочки нулевого размера появляются в области 𝐴.
В начальный момент времени создается 𝑛𝑚𝑎𝑥 микротрубочек. Но­
вая микротрубочка нулевого размера появляется в области 𝐴 вся­
кий раз, когда исчезает одна из существующих микротрубочек.
Угол, определяющий направление роста новой микротрубочки, вы­
бирается случайно.

Таким образом, каждая микротрубочка описывается координатами
своих начала и конца, их динамика определяется следующими уравнения­
ми:
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𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑡

= 𝑣𝑝𝑢𝑖,
𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑡
= 𝑣𝑚(𝑥,𝑦)𝑢𝑖, (12)

где 𝑝𝑖 – координата конца, 𝑚𝑖 – координата начала, 𝑢𝑖 – единичный вектор,
направленный от начала к концу 𝑖-ой микротрубочки.

Совокупность всех микротрубочек формирует поле скоростей
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑡), которое выступает в качестве коэффициента конвекции в урав­
нении, описывающем изменение плотности переносимого вещества. Ана­
логично E.N. Cytrynbaum, V. Rodionov и A. Mogilner будем считать, что
каждая микротрубочка имеет свою область влияния (см. рис. 1𝐵), где 𝛼 –
параметр ширины области влияния, постоянный для всех микротрубочек.
Поле скоростей для расположения микротрубочек в момент времени 𝑡0
определим выражением:

𝑉 (𝑥,𝑦,𝑡0) = −
∑︀

𝑖 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖)𝑒−(𝑑2
𝑖 /(𝛼/2)

2)𝑣𝑔𝑢𝑖∑︀
𝑖 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖)

, (13)

где суммирование производится по всем микротрубочкам, 𝑑𝑖 – расстояние
от точки (𝑥, 𝑦) до 𝑖-ой микротрубочки, 𝑣𝑔 – скорость переноса эндосом
по микротрубочке, 𝑢𝑖 – направляющий вектор, 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖) – индикаторная
функция области влияния 𝑖-ой микротрубочки. Если точка не принадле­
жит области влияния хотя бы одной микротрубочки, то будем считать,
что скорость в этой точке равна нулю.

Плотность переносимого вещества описывается следующим образом.
Пусть задана ограниченная двумерная область Ω (см. рис. 1A), характе­
ризующая геометрию клетки. Переменной блока модели, описывающего
перенос веществ, является плотность 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) эндосом в момент времени 𝑡
в точке области с координатами (𝑥, 𝑦). Переменная плотность описывается
следующим уравнением:

𝜕𝑔

𝜕𝑡
− 𝑑∆𝑔 + 𝑑𝑖𝑣(𝑉 𝑔) = 𝑓 в Ω × (0,𝑇 ), (14)

где 𝑑 – скалярный постоянный коэффициент диффузии, 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑡) – поле
скорости переноса по микротрубочкам, 𝑓 – внешние источники или стоки.

Модель реализуется следующей последовательностью шагов для каж­
дой временной итерации:

1. Создание новых микротрубочек нулевого размера в области 𝐴. На­
чальные координаты и угол направления роста выбираются слу­
чайно и имеют равномерное распределение соответственно в обла­
сти A и на отрезке [0, 2𝜋]. Устраняются микротрубочки, начало и
конец которых достигли границы Ω.

2. Обновление координат начала и конца микротрубочек согласно
уравнениям (12).

3. Расчет поля скоростей по уравнению (13).
12



A B

Рис. 1 — A: Схематическое представление моделируемых процессов
поглощения и переноса вещества: 1 – участок поглощения внешнего

материала клеткой, 2 – микротрубочки, по которым переносится
вещество от участка границы 1 к области A. Клетка представлена
областью Ω с границей 𝜕Ω. B: Поле скорости (a) переноса груза,

определяемое одной микротрубочкой, задается в области влияния –
прямоугольнике шириной 𝛼 и длиной, равной длине микротрубочки.

Микротрубочка (b) растет в направлении конца. Вектор скорости
переноса имеет направление от конца (+) к началу(-), величина вектора

убывает по мере удаления от микротрубочки.

4. Решение уравнения (14) с неявной схемой по времени, результат
берется за новую функцию плотности груза.

В разделе 3.2 модель применяется для оценки энергетической эф­
фективности переноса груза по сети микротрубочек. Показано, что конфи­
гурации сетей микротрубочек, обеспечивающих больший энергетический
выигрыш, требуют больших затрат энергии и большего времени для по­
строения.

В разделе 3.3 поле скоростей переноса веществ оценивается на ос­
нове конфигурации сети микротрубочек на их фотографии в живой клет­
ке. Сначала оцениваются количественные характеристики геометрии сети.
Затем на основе сегментированного изображения оценивается поле скоро­
стей переноса веществ. Использование геометрически реалистичной сети
микротрубочек позволяет частично объяснить феномен падения средней
скорости с увеличением временного промежутка усреднения.

В разделе 3.4 описываются численные методы решения уравнений
модели, обсуждается выполнение принципа максимума для численного ре­
шения. Кроме того, приводятся результаты численных экспериментов по
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проверке адекватности модели. Проверка адекватности проводилась на ос­
нове моделирования трех экспериментальных ситуаций: переноса эндосом
в двух различных типах клеток и формирования веретена деления.

Четвертая глава посвящена описанию комплексов программ, реа­
лизованных в ходе работы над диссертацией. Приводятся алгоритмы ре­
ализации численной модели двухфазной фильтрации и модели переноса
веществ в клетке.

В заключении приведены результаты работы, которые состоят в
следующем.

Основной результат работы: построены, исследованы и реализованы
численные модели процессов переноса в нефтяном пласте и клетке. Полу­
чены следующие частные результаты:

1. Построена и исследована математическая модель, описывающая
процессы формирования сети микротрубочек и переноса веществ
по ней. Модель адекватно описывает экспериментальные данные
по формированию веретена деления и динамике эндосом в различ­
ных типах клеток.

2. Построена численная модель двухфазной фильтрации на основе
нелинейной многоточечной схемы конечных объемов.

3. Исследовано выполнение принципов максимума для моделей мно­
гофазной фильтрации в нефтяном пласте и внутриклеточного пе­
реноса веществ. Сформулированы и доказаны принципы максиму­
ма для моделей двух- и трехфазной фильтрации.

4. Сформулирован и доказан дискретный принцип максимума для пе­
ременной давления в построенной численной модели двухфазной
фильтрации.

5. Разработаны комплексы программ для реализации моделей двух-
и трехфазной фильтрации в нефтяном пласте и переноса веществ
в клетке.

6. Проведен численный анализ моделируемых систем. Для модели
внутриклеточного переноса исследовано влияние геометрических
особенностей сети микротрубочек на движение эндосом и количе­
ственных характеристик динамики сети на энергетические эффек­
тивность и цену переноса. Для моделей многофазной фильтрации
численно исследовано выполнение дискретного принципа максиму­
ма для переменной давления при различных значениях парамет­
ров.
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