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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию процессов переноса веществ в
сложных средах: пористом нефтяном пласте и живой клетке – методами мате
матического моделирования. Особенностью моделируемых процессов является
высокий уровень пространственной неоднородности среды. В нефтяном пласте
основная сложность описания связана с наличием анизотропии, а в клетке – c
асимметричным распределением веществ, задействованных в переносе. В основе
формального описания указанных процессов лежат модели многофазной филь
трации и переноса, сформулированные в виде уравнений конвекции-диффузии.
Проведены теоретическое исследование моделей и их численных реализаций на
выполнение принципа максимума, настройка параметров математической мо
дели внутриклеточного переноса. Модели указанных процессов реализованы в
виде программных комплексов.

Актуальность работы. При моделировании процессов переноса в слож
ных средах (в т.ч. многофазной фильтрации в нефтяных пластах и переноса
веществ в клетках) необходимы адекватные математические модели, учитыва
ющие неоднородность среды, и численные методы их реализации.

При моделировании процессов переноса и фильтрации в пористой среде
часто приходится численно решать уравнения на произвольных многогранных
сетках для неоднородной анизотропной среды. Важным требованием к числен
ному методу является выполнение дискретного принципа максимума для ре
шения. Его выполнения естественно потребовать, если принципу максимума
удовлетворяет исходная постановка задачи. Таким образом, проверка его вы
полнения является необходимой процедурой при построении численной схемы
решения уравнений математической модели.

В процессах внутриклеточного переноса ведущая роль, согласно современ
ным представлениям, отводится линейным белковым структурам – микротру
бочкам. Совокупность микротрубочек образует эволюционирующую сеть, по
которой осуществляется перенос веществ. Значительная часть моделей внут
риклеточного переноса или вовсе не учитывают этой особенности (см. [1—5]),
или описывают сеть микротрубочек как неподвижную структуру (см. [6—11]),
хотя свойства переноса в значительной мере определяется ее изменчивостью.
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Поэтому важно создать математическое описание процессов внутриклеточного
переноса веществ с учетом указанных особенностей.

Целью работы является построение, исследование и реализация в виде
программных комплексов численных моделей процессов переноса в нефтяном
пласте и клетке.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Разработка математической модели переноса веществ в клетке с уче
том неоднородности сети микротрубочек, по которым осуществляется
перенос.

2. Разработка численной модели двухфазной фильтрации на основе нели
нейной многоточечной схемы конечных объемов.

3. Исследование выполнения принципов максимума для решений уравне
ний моделей многофазной фильтрации и внутриклеточного переноса
веществ с учетом неоднородности среды.

4. Исследование решения, получаемого с помощью разработанной числен
ной модели двухфазной фильтрации, на выполнение дискретного прин
ципа максимума.

5. Разработка комплексов программ для реализации численных моделей
фильтрации и внутриклеточного переноса веществ.

6. Численный анализ влияния неоднородности сети микротрубочек и ани
зотропных свойств нефтяного пласта на количественные и качествен
ные характеристики переноса веществ.

Научная новизна. Впервые получены следующие результаты:
1. Сформулированы и доказаны принципы максимума для решения урав

нений многофазной фильтрации в ограниченной области.
2. Сформулирован и доказан дискретный принцип максимума для пере

менной давления в модели двухфазной фильтрации, реализованной с
использованием нелинейной многоточечной схемы аппроксимации по
тока.

3. Предложена математическая модель внутриклеточного переноса ве
ществ, учитывающая нерегулярные геометрию и динамику сети мик
ротрубочек.
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4. Предложен метод оценки энергетической эффективности переноса ве
ществ в клетке, исследована зависимость эффективности системы пе
реноса веществ от энергетической цены ее создания.

Теоретическая значимость работы состоит в формулировке и доказа
тельстве принципов максимума для моделей двух- и трехфазной фильтрации,
разработке численной модели двухфазной фильтрации и доказательстве дис
кретного принципа максимума для нее, построении и обосновании адекватно
сти модели внутриклеточного переноса веществ, численном анализе энергети
ческих закономерностей процессов переноса веществ в клетке. Разработанный
численный метод решения уравнений многофазной фильтрации может быть
использован для решения более широкого класса нелинейных эллиптических
и параболических уравнений и их систем. Предложенный метод оценки энер
гетической эффективности переноса в клетке может служить основой для по
становки оптимизационной задачи, в которой целевая функция определяется
разницей цены и выигрыша.

Практическая значимость работы заключается в реализации моделей
двухфазной фильтрации и внутриклеточного переноса веществ в виде комплек
сов программ, численном анализе выполнения дискретного принципа макси
мума для различных значений параметров моделей многофазной фильтрации,
оценке параметров модели переноса веществ в клетке. Предложенная числен
ная модель двухфазной фильтрации может быть использована для решения
инженерных задач, связанных с моделированием нефтедобычи, а модель внут
риклеточного переноса веществ может быть использована для анализа процес
сов направленной доставки лекарственных препаратов и движения вирусов в
клетке.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Для классического решения уравнений моделей двух- и трехфазной

фильтрации получены принципы максимума и минимума.
2. На основе многоточечной нелинейной схемы конечных объемов постро

ена численная модель двухфазной фильтрации. Для значения перемен
ной давления в численной модели двухфазной фильтрации показана
справедливость дискретного принципа максимума.

3. Построена и исследована математическая модель, описывающая про
цессы формирования сети микротрубочек и переноса веществ по ней.
Подтверждена адекватность модели.
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4. Для сети микротрубочек со структурой, близкой к реальной, показаны
зависимость энергетической цены переноса веществ от ее количествен
ных характеристик и влияние динамики и геометрии сети на внутри
клеточный перенос веществ.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
научных семинарах ИВМ РАН и на следующих конференциях: Тихоновские
чтения (Москва, 2013), 9th European Conference on Mathematical and Theoretical
Biology (Гётеборг, Швеция, 2014), Moscow Conference on Computational
Molecular Biology (Москва, 2015), XXXV Dynamics Days Europe (Эксетер,
Великобритания, 2015), Управление развитием крупномасштабных систем
(Москва, 2015), 58-я научная конференция МФТИ (Москва, 2015), Актуальные
проблемы прикладной математики и механики (Дюрсо, 2016), German-Russian
Workshop on Mathematical Modelling in Medicine and Geophysics (Аугсбург,
Германия, 2016).

Публикации По теме диссертации опубликованы 8 работ, среди которых
4 статьи [12—15] в журналах, рекомендованных ВАК, и 4 печатных работы [16—
19] в сборниках тезисов и трудов конференций.

Личный вклад. Автором сформулированы и доказаны принципы мак
симума для моделей двух- и трехфазной фильтрации и дискретный принцип
максимума для модели двухфазной фильтрации, построена и реализована чис
ленная модель двухфазной фильтрации на основе нелинейной многоточечной
схемы конечных объемов, разработаны и исследованы модели внутриклеточно
го переноса, проведены численные эксперименты.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы
рех глав и заключения. Объём диссертации составляет 115 страниц, включая
20 рисунков и 12 таблиц. Список литературы содержит 81 наименование.

Содержание работы. Первая глава является обзорной и посвящена об
суждению существующих моделей фильтрации и внутриклеточного переноса
веществ, численным методам их решения и принципам максимума для поста
новок моделей в виде дифференциальных уравнений.

Вторая глава посвящена моделированию переноса жидкостей и газов в
нефтяном пласте и разработке численного метода решения уравнений математи
ческих моделей многофазной фильтрации, приводящего к решению, удовлетво
ряющему дискретному принципу максимума. Глава начинается с теоретических
результатов о принципе максимума для классического решения уравнений моде
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лей многофазной фильтрации. Затем предлагается численная модель фильтра
ции и численная схема конечных объемов с дискретным принципом максимума
для численного решения. Результаты вычислительных экспериментов, приве
денные в этой главе, подтверждают выводы, полученные аналитически.

Третья глава диссертации посвящена моделированию переноса веществ
в клетке и роли сети микротрубочек в переносе веществ. Сначала приводит
ся обобщение модели, предложенной в работе [20], позволяющее количественно
описать внутриклеточный перенос и сеть микротрубочек. Различные модифи
кации модели используются для исследования роли динамики и геометриче
ской конфигурации сети микротрубочек в переносе веществ. В конце главы
описаны результаты вычислительных экспериментов, иллюстрирующах адек
ватность модели.

В четвертой главе приводится описание комплексов программ. Приводят
ся алгоритмы реализации моделей многофазной фильтрации и переноса ве
ществ в клетке.

Заключение содержит основные результаты и выводы диссертации.
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Глава 1. Математические модели многофазной фильтрации и
переноса веществ в клетке и численные методы их реализации

Данная глава носит вспомогательный характер и посвящена обзору мо
делей двух- и трехфазной фильтрации и переноса веществ в клетке. Для них
обсуждаются принципы максимума и методы численной реализации.

1.1. Линейная и нелинейная задачи конвекции-диффузии и
принцип максимума для них

Пусть задана область Ω с границей 𝜕Ω = Γ𝐷∪Γ𝑁 и отрезок [0,𝑇 ]. Пусть K
– симметричная положительно определенная матрица. Линейная нестационар
ная задача конвекции-диффузии для неизвестной переменной 𝑢(𝑥,𝑡) записыва
ется в следующем виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 + div(V𝑢−K∇𝑢) = 𝑔, в Ω × [0,𝑇 ],

𝑢 = 𝑔𝐷 на Γ𝐷 × [0,𝑇 ],

−(K∇𝑢) · n = 𝑔𝑁 на Γ𝑁 × [0,𝑇 ],

𝑢(𝑥,0) = 𝑢0 в Ω.

(1.1)

Если поле скоростей V является бездивергентным, т.е. divV ≡ 0, то урав
нение конвекции-диффузии (первое уравнение системы) можно записать в аль
тернативном представлении 𝐿[𝑢] = −𝑔, где 𝐿 выражается следующим образом:

𝐿 ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

K𝑖𝑗(𝑥,𝑡)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖(𝑥,𝑡)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
− 𝜕

𝜕𝑡
(1.2)

Определение 1. Оператор 𝐿, заданный выражением (1.2), называется пара
болическим, если существует такое число 𝜇 > 0, что

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

K𝑖𝑗(𝑥,𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝜇
𝑛∑︁
𝑖

𝜉2𝑖 (1.3)
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для всех векторов 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛). Если данное неравенство выполняется для
одного и того же 𝜇 для всех (𝑥,𝑡) в некоторой области, то в этой области
оператор называется равномерно параболическим.

Для решения линейного уравнения конвекции-диффузии справедлив
принцип максимума [21]:

Теорема 1. Пусть 𝑢 удовлетворяет неравенству 𝐿[𝑢] ≥ 0 в Ω𝑇 = Ω × [0,𝑇 ]

(Ω – область), где коэффициенты 𝐿 ограничены. Допустим, что 𝑢 достигает
максимума 𝑀 внутри Ω𝑇 . Тогда 𝑢 ≡𝑀 во всей Ω𝑇 (предполагается непрерыв
ность коэффициентов и всех частных производных 𝑢, используемых в (1.2)).

Принцип максимума можно сформулировать для более общей постановки.
Если допустить, что коэффициенты V и K могут зависеть от 𝑢, то получим
нелинейную задачу диффузии. Данная задача принадлежит классу нелинейных
параболических уравнений второго порядка, который мы рассмотрим далее.

Пусть имеются векторы 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) и 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛), а также
матрица 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗), 𝑖,𝑗 = 1,2,...,𝑛. Пусть 𝐹 (𝑥,𝑡,𝑢,𝑝,𝑅) – непрерывно дифферен
цируемая функция 𝑛2 + 2𝑛+ 2 переменных.

Определение 2. Будем называть 𝐹 эллиптичной по функции 𝑢(𝑥,𝑡) в точке
(𝑥,𝑡), если для действительных векторов 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) справедливо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝐹

𝜕𝑟𝑖𝑗
𝜉𝑖𝜉𝑗 > 0 для 𝜉 ̸= 0 (1.4)

при значениях 𝑝𝑖 = 𝜕𝑢/𝜕𝑥𝑖 и 𝑟𝑖𝑗 = 𝜕2𝑢/𝜕𝑥𝑖𝑥𝑗 подставленных в качестве ар
гументов частных производных 𝐹 . Функция эллиптична в области, если она
эллиптична в каждой ее точке.

Определение 3. Нелинейный оператор

𝐿[𝑢] ≡ 𝐹 (𝑥,𝑡,𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
) − 𝜕𝑢

𝜕𝑡
(1.5)

называется параболическим, если 𝐹 эллиптична.

Справедлива следующая теорема [21]:
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Теорема 2. Пусть Ω – ограниченная 𝑛-мерная область в пространстве и
Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ]. Пусть 𝑢 – решение 𝐿[𝑢] = 𝑓(𝑥,𝑡) в Ω𝑇 , где 𝐿 параболично и
задано уравнением (1.5). Пусть 𝑢 также удовлетворяет начальному и гра
ничному условиям:

𝑢(𝑥,0) = 𝑢0(𝑥) в Ω (1.6)

𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑔𝐷(𝑥,𝑡) на 𝜕Ω × (0,𝑇 ). (1.7)

Предположим, что функции 𝑧 и 𝑍 удовлетворяют неравенствам

𝐿[𝑍] ≤ 𝑓(𝑥,𝑡) ≤ 𝐿[𝑧] в Ω𝑇 , (1.8)

и 𝐿 является параболической функцией по 𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑧 и 𝜃𝑢 + (1 − 𝜃)𝑍 для
0 ≤ 𝜃 ≤ 1. Если

𝑧(𝑥,0) ≤ 𝑢0(𝑥) ≤ 𝑍(𝑥,0) в Ω, (1.9)

𝑧 ≤ 𝑔𝐷(𝑥,𝑡) ≤ 𝑍 на 𝜕Ω × (0,𝑇 ), (1.10)

то
𝑧(𝑥,𝑡) ≤ 𝑢(𝑥,𝑡) ≤ 𝑍(𝑥,𝑡) в Ω𝑇 . (1.11)

Таким образом, принцип максимума справедлив как для линейной, так и
для нелинейной задачи конвекции-диффузии (в качестве 𝑧 и 𝑍 в предыдущей
теореме можно взять константы).

1.2. Модели многофазной фильтрации

Модели многофазной фильтрации описывают совместное течение в по
ристой среде нескольких жидкостей и газов. Модели двух- и трехфазной ис
пользуются для моделирования разработки нефтегазовых месторождений. Как
правило, описываются следующие процессы: закачка воды в скважину (данная
скважина называется нагнетательной, перенос и фильтрация фаз в нефтяном
пласте и извлечение веществ на другой скважине (данная скважина называется
производящей). Схематично эти процессы изображены на рис. 1.1.

Модель двухфазной фильтрации описывает водную и нефтяные фазы, а
модель трехфазной фильтрации – водную, нефтяную и газовую. При этом мо
дель трехфазной фильтрации описывает возможность растворения газа в неф
тяной фазе.
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Рисунок 1.1 — Схематичное изображение процессов, моделируемых
уравнениями многофазной фильтрации в нефтяном пласте: в нагнетательную

скважину закачивается вода, в пласте происходит перенос фаз, из
производящей скважины выкачиваются различные фазы.

Приведем уравнения, из которых состоят данные модели.

1.2.1. Уравнения моделей многофазной фильтрации

Модель двухфазной фильтрации состоит из следующих уравнений
(см. [22]):

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝑠𝛼
𝑏𝛼

)︂
+ div

(︂
1

𝑏𝛼
𝑢𝛼

)︂
= 𝑞𝛼, (𝑥,𝑡) ∈ Ω × (0,𝑇 ), (1.12)

𝑢𝛼 = −𝑘𝑟𝛼
𝜇𝛼

K(∇𝑝𝛼 − 𝜌𝛼𝑔𝑒3), (1.13)

где 𝑥 = (𝑥1,𝑥2,𝑥3) – пространственные переменные, 𝛼 = 𝑤,𝑜 обозначает вод
ную и нефтяную фазы соответственно, 𝑒3 – третий орт координатной системы,
𝑠𝛼, 𝑝𝛼, 𝑢𝛼 – неизвестные фазовая насыщенность, давление и скорость Дарси,
𝑏𝛼, 𝑞𝛼, 𝑘𝑟𝛼, 𝜇𝛼, 𝜌𝛼 обозначают фактор сжатия, внешние источники, относитель
ную проницаемость, вязкость и плотность при нормальных условиях соответ
ственно. Пористость среды, тензор абсолютной проницаемости и ускорение сво
бодного падения обозначены символами 𝜑, K и 𝑔.

Если пренебречь вкладом гравитации в скорость Дарси, то выражение
для скорости приобретает следующий вид:

𝑢𝛼 = −𝑘𝑟𝛼
𝜇𝛼

K∇𝑝𝛼, 𝛼 = 𝑤,𝑜 (1.14)
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Дополнительные уравнения связывают насыщенности и давления разных
фаз:

𝑠𝑤 + 𝑠𝑜 = 1, 𝑝𝑤 − 𝑝𝑜 = 𝑝𝑐, (1.15)

где 𝑝𝑐 – капиллярное давление.
Предполагается, что значения 𝑠𝛼 лежат в отрезке [0,1], 𝑏𝛼 и 𝜇𝛼 – неотрица

тельные функции от давления соответствующей фазы, 𝑘𝑟𝛼 – неотрицательные
функции насыщенности соответствующей фазы, 𝑝𝑐 – функция от насыщенности
воды 𝑠𝑤, а 𝑞𝛼 – функция от 𝑥,𝑡. K – матрица 3 на 3, коэффициенты которой за
висят от 𝑥. Положительная функция пористости 𝜑, вообще говоря, не является
постоянной и зависит от свойств среды и фазовых давлений.

Модель трехфазной фильтрации состоит из тех же уравнений для воды и
нефти (1.12), а также дополнительного уравнения для фазы газа:

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝑠𝛼
𝑏𝛼

)︂
+ div

(︂
1

𝑏𝛼
𝑢𝛼

)︂
= 𝑞𝛼, (𝑥,𝑡) ∈ Ω × (0,𝑇 ), 𝛼 = 𝑤,𝑜, (1.16)

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝑠𝑔
𝑏𝑔

+
𝑟𝑠𝑠𝑜
𝑏𝑜

)︂
+ div

(︂
1

𝑏𝑔
𝑢𝑔 +

𝑟𝑠
𝑏𝑜
𝑢𝑜

)︂
= 𝑞𝑔, (𝑥,𝑡) ∈ Ω × (0,𝑇 )

где фаза газа обозначена индексом 𝑔, а 𝑟𝑠 обозначает растворимость газа. Ско
рости Дарси описываются теми же уравнениями (1.13), что и для двухфазной
фильтрации.

Модель также содержит уравнения, связывающие насыщенности и давле
ния разных фаз:

𝑠𝑤 + 𝑠𝑜 + 𝑠𝑔 = 1, 𝑝𝛼 − 𝑝𝑜 = 𝑝𝑐𝛼, 𝛼 = 𝑤,𝑜,𝑔, (1.17)

где 𝑝𝑐𝑜 ≡ 0, 𝑝𝑐𝑔 обозначает капиллярное давление газа в системе нефть-газ, 𝑝𝑐𝑤
обозначает капиллярное давление воды в системе нефть-вода, взятое с отрица
тельным знаком.

В модели трехфазной фильтрации в дополнение к двухфазной фильтра
ции предполагаются следующие функциональные зависимости: 𝑝𝑐𝑤 = 𝑝𝑐𝑤(𝑠𝑤),
𝑝𝑐𝑔 = 𝑝𝑐𝑔(𝑠𝑔), 𝑘𝑟𝑤 = 𝑘𝑟𝑤(𝑠𝑤), 𝑘𝑟𝑔 = 𝑘𝑟𝑔(𝑠𝑤), 𝑘𝑟𝑜 = 𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤,𝑠𝑔), 𝑟𝑠 = 𝑟𝑠(𝑝𝑜).

Системы уравнений дополняются начальными и граничными условиями
и потоками на скважинах. На скважинах обычно задается давление, а на внеш
ней границе могут задаваться условия первого или второго рода на фазовые
давления или насыщенности.

В данной работе на границе области используется однородное условие Ней
мана.
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Корректность постановки задач многофазной фильтрации в общем слу
чае является нерешенным вопросом. Корректность обобщенной постановки для
несжимаемого случая модели двухфазной фильтрации см. в [23].

1.2.2. Принцип максимума в моделях многофазной фильтрации

Принцип максимума означает, что функция в отсутствие источников не
может достигать максимума внутри области. Дискретный принцип максимума
является одним из важнейших свойств численных схем. Его нарушение при
водит к возникновению у численного решения искусственных максимумов. Он
имеет особую важность при моделировании многофазной фильтрации, посколь
ку искусственные максимумы в численном давлении приводят к неверному гра
диенту давления, который, в свою очередь, приводит к ошибочной скорости
Дарси. Таким образом, возникают искусственные источники и стоки при моде
лировании течения фаз.

Однако понять, являются ли максимумы и минимумы численного реше
ния искусственными (т.е. вызванными ошибками численной схемы) или же при
сущи решению модели в исходной постановке, невозможно без анализа исход
ных постановок модели. По этой причине вторая глава диссертации начинается
с исследования классического решения моделей двух- и трехфазной фильтра
ции, решения исследуются на справедливость принципов максимума и миниму
ма при различных предположениях и виде параметров.

В то время как существование, единственность и численные методы при
различных допущениях изучены для данных моделей [23; 24], принцип макси
мума для них доказан только для несжимаемого случая с равными давлениями
различных фаз (нефти, воды и газа) в бесконечной одномерной области и для
частного случая начальных условий [25]:

𝑠(𝑥,0) =

⎧⎨⎩𝑠𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для 𝑥 < 0

𝑠𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для 𝑥 ≥ 0,

где 𝑠 – вектор насыщенностей: (𝑠𝑤, 𝑠𝑜) для двухфазной и (𝑠𝑤, 𝑠𝑜, 𝑠𝑔) для трех
фазной моделей. Предположения, необходимые для доказательства принципов
максимума, изложенные во второй главе, имеют более общий характер.
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Стоит отметить, что локальные максимумы в фазовых насыщенностях
при некоторых условиях можно наблюдать экспериментально [26]. Для матема
тической постановки модели двухфазной фильтрации также известны случаи
нарушения принципа максимума для насыщенностей. Предполагая, что капил
лярное давление 𝑝𝑐 может зависеть не только от 𝑠𝑤, но также и от 𝜕𝑠𝑤

𝜕𝑡 , при
некотором наборе значений параметров решение для 𝑠𝑤 имеет локальный мак
симум внутри расчетной обасти [26; 27].

Отметим, что один из принципов максимума для моделей многофазной
фильтрации, рассматриваемый далее, основан на нелинейной параболической
формулировке, принцип максимума для которой следует из известных резуль
татов (см. раздел 1.1).

1.2.3. Численные методы решения уравнений многофазной
фильтрации

Численное решение уравнений моделей двух- и трехфазной фильтрации
представляет собой неочевидную задачу в силу специфических требований к ис
пользуемому методу. Во-первых, численный метод должен приводить к адекват
ному решению при использовании произвольных неструктурированных сеток,
поскольку расчетная область может обладать сложной геометрией. Во-вторых,
в силу неоднородных свойств среды, метод должен быть применим для разрыв
ных анизотропных проницаемостей.

В работах [22; 24] предложен метод конечных элементов для различных
вариантов постановок моделей многофазной фильтрации. Однако наиболее по
пулярным при моделировании нефтяных и газовых месторождений традицион
но является метод конечных объемов [28—30]. Одной из причин этого является
локальная консервативность метода по построению, что особенно важно при
моделировании течений жидкостей и газов.

В монографии [29] подробно обсуждается численная реализация модели
двухфазной фильтрации в одномерной области в предположении несжимаемо
сти фаз.

Сначала автором приводятся аналитические результаты для численного
решения уравнений модели в постановке, полученной в работе [31]. Стоит от
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метить, что для вывода данной постановки принципиальным является предпо
ложение несжимаемости, поэтому дальнейшие результаты справедливы только
для 𝑏𝑤 ≡ 𝑏𝑜 ≡ 1. Кроме того, при доказательстве свойств численного решения
автор использует предположение о постоянном значении фазовых проницаемо
стей 𝑘𝑟𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В силу этого предположения становится возможно предста
вить исходную постановку в виде двух независимых линейных задач: эллипти
ческой и параболической. В качестве метода дискретизации уравнений предла
гается использовать метод конечных объемов с линейной двухточечной схемой
дискретизации потока через границу расчетной ячейки.

Для параболической задачи сформулированы теоремы об устойчивости
численного решения по начальным условиям. В частности, при использовании
неявной схемы дискретизации по времени и нулевой функции источников спра
ведливо:

||(𝑝𝑤 − 𝑝𝑜)
𝑛|| ≤ ||𝜑ℎ||,

где 𝜑ℎ – начальное условие для 𝑝𝑤 − 𝑝𝑜 на сетке, 𝑛 – номер шага по време
ни, а норма определяется как корень из суммы квадратов элементов вектора
сеточной функции.

Аналогичные результаты получены для устойчивости решения по правой
части (функции источников).

Заметим, что в силу линейности рассматриваемых задач дискретизация
приводит к линейной системе уравнений. В диссертации рассматривается пол
ная нелинейная постановка моделей фильтрации. Поэтому в данном контексте
значительная часть аналитических результатов [29] имеет лишь теоретический
интерес.

Особое внимание в [29] уделяется методу фиктивных областей, суть ко
торого заключается в расширении исходной области, в которой поставлена за
дача, вместе с областью определения используемых функций до более простой
области. Таким образом, автор упрощает задачу построения сеток в двух- и
трехмерных постановках модели двухфазной фильтрации, допуская в том чис
ле использование структурированных сеток.

Однако стоит отметить, что из справедливости результатов [29] для од
номерной области не следует их справедливости в двух- и трехмерных поста
новках. Действительно, как отмечается в работе [28], линейная двухточечная
схема не гарантирует аппроксимации потока в случае, когда вектор конорма
ли K · n𝑓 (тензор абсолютной проницаемости или тензор диффузии, скалярно
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умноженный на нормаль к границе ячейки) не параллелен отрезку, соединяю
щему центры ячеек, имеющих общую границу. В одномерном случае такой про
блемы не возникает. В [28] предлагается использовать альтернативный вариант
дискретизации потока: нелинейную двухточечную схему. При ее использовании
поток аппроксимируется со вторым порядком, однако нарушается дискретный
принцип максимума решения. По этой причине предлагается исследовать нели
нейную схему, предложенную в [32] для уравнения диффузии.

1.2.4. Нелинейная многоточечная схема конечных объемов для
задачи диффузии

Справедливость дискретного принципа максимума будет исследоваться
для численного решения уравнений моделей многофазной фильтрации, полу
ченного при помощи нелинейной многоточечной схемы конечных объемов. Опи
шем данную схему аппроксимации потока(см. [32; 33]) в применении к уравне
нию диффузии.

Пусть Ω – трехмерная многогранная область с липшицевой границей Γ =

Γ𝑁 ∪ Γ𝐷. Стационарное уравнение диффузии для неизвестного 𝑝 с граничным
условием Дирихле или Неймана записывается следующим образом:

q = −K∇𝑝, div q = 𝑔 в Ω,

𝑝 = 𝑔𝐷 на Γ𝐷,

n · q = 𝑔𝑁 на Γ𝑁 .

(1.18)

Здесь K(x) – симметричный положительно определенный тензор диффузии
(возможно, анизотропный), 𝑔(x) – член источников/стоков, 𝑔𝐷(x) и 𝑔𝑁(x) –
заданные граничные условия Дирихле и Неймана для частей границы Γ𝐷 и Γ𝑁

соответственно.
Из слабого принципа максимума [34] для уравнений эллиптического ти

па следует принцип максимума для решения уравнения диффузии, который
может быть сформулирован следующим образом (при дополнительных предпо
ложениях гладкости): для 𝑔 ≤ 0 переменная 𝑝(x) удовлетворяет:

max
x∈Ω̄

𝑝(x) ≤ max
x∈Γ𝐷∪Γ𝑁

𝑝(x).
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Аналогично можно сформулировать принцип минимума: для 𝑔 ≥ 0 пере
менная 𝑝(x) удовлетворяет:

min
x∈Ω̄

𝑝(x) ≥ min
x∈Γ𝐷∪Γ𝑁

𝑝(x).

Отметим, что если 𝑔𝑁 ≥ 0, то можно дополнительно доказать, что 𝑝 не
достигает максимума на Γ𝑁 . Если 𝑔𝑛 ≤ 0, то 𝑝 не достигает минимума на Γ𝑁 .

Схема конечных объемов использует одну степень свободы на ячейку 𝑇 ,
𝑝𝑇 , размещенную в центре масс ячейки x𝑇 . Интегрируя уравнение (1.18) по 𝑇
и используя теорему Остроградского-Гаусса, получаем:∑︁

𝑓∈𝜕𝑇

𝜎𝑇,𝑓 q𝑓 · n𝑓 =

∫︁
𝑇

𝑔 𝑑𝑥, q𝑓 =
1

|𝑓 |

∫︁
𝑓

q 𝑑𝑠, (1.19)

где q𝑓 ·n𝑓 – полный поток через грань 𝑓 , а 𝜎𝑇,𝑓 равняется 1 или -1 в зависимости
от взаимной ориентации нормальных векторов n𝑓 и n𝑇 (n𝑇 обозначает внешнюю
нормаль), |𝑛𝑓 | = |𝑓 | и |𝑓 | обозначает площадь грани 𝑓 .

Нелинейные схемы дискретизации (многоточечная и двухточечная) осно
ваны на общей идее. Двухточечная схема детально описана в [35; 36]. Далее
описывается многоточечная схема.

Рисунок 1.2 — Два представления вектора конормали 𝑙𝑓 = K · n𝑓 (2D пример).

Во-первых, для каждой грани ячейки необходимо найти триплет (см.
рис. 1.2 для 2D примера) – набор из трех векторов t* (t* – вектор, направ
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ленный из центра текущей ячейки в центр одной из соседних ячеек) таких, что
для вектора конормали 𝑙𝑓 = K · n𝑓 выполняется

𝑙𝑓 = 𝛼 t1 + 𝛽 t2 + 𝛾 t3, (1.20)

где коэффициенты 𝛼, 𝛽 и 𝛾 неотрицательные.
Поскольку нормальная компонента потока является по сути производной

в направлении конормали 𝑙𝑓 , она может быть представлена суммой трех про
изводных по направлениям t*, аппроксимируемых центральными разностями.
Для различных представлений векторов 𝑙𝑓 и (−𝑙𝑓) через различные триплеты
можно записать различные представления нормальной компоненты потока 𝑞+
и 𝑞−:

𝑞+ = 𝛼′
+ (𝑝+ − 𝑝+,1) + 𝛽′

+ (𝑝+ − 𝑝+,2) + 𝛾′+ (𝑝+ − 𝑝+,3), (1.21)

где коэффициенты 𝛼′
+, 𝛽

′
+, 𝛾

′
+ – нормированые на |𝑡+,𝑖|/|𝑙𝑓 | коэффициенты (1.20)

для ячейки 𝑇+.
Для вектора, обратного конормали, −𝑙𝑓 имеем аналогичное представление

с неотрицательными коэффициентами:

𝑞− = 𝛼′
− (𝑝− − 𝑝−,1) + 𝛽′

− (𝑝− − 𝑝−,2) + 𝛾′− (𝑝− − 𝑝−,3). (1.22)

Представим поток как линейную комбинацию (1.21) и (1.22) с неотрица
тельными коэффициентами 𝜇+ и 𝜇−:

q𝑓 · n𝑓 = 𝜇+𝑞+ + 𝜇−(−𝑞−) (1.23)

Условие аппроксимации потока приводит к следующему требованию к ко
эффициентам:

𝜇+ + 𝜇− = 1. (1.24)

Для построения многоточечной нелинейной дискретизации приравняем
два представления потока:

𝜇+𝑞+ = −𝜇−𝑞−. (1.25)

Решение уравнений (1.24) и (1.25) для 2D случая подробно рассмотрено в
[32]. Здесь эти результаты используются для 3D случая.

Если |𝑞+| = |𝑞−| = 0, то решение (1.24),(1.25) неединственно. В таком
случае выбираем 𝜇+ = 𝜇− = 1/2. Иначе рассмотрим два случая. В первом
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случае 𝑞+𝑞− ≤ 0, и решение имеет следующий вид

𝜇+ =
𝑞−

𝑞− − 𝑞+
, 𝜇− =

𝑞+
𝑞+ − 𝑞−

,

где 𝜇± неотрицательные. Таким образом,

q𝑓 · n𝑓 =
2𝑞+𝑞−
𝑞− − 𝑞+

= − 2𝑞−𝑞+
𝑞+ − 𝑞−

,

и численное выражение потока имеет два эквивалентных представления:

q𝑓 · n𝑓 = 2𝜇+

(︁
𝛼′
+(𝑝+ − 𝑝+,1) + 𝛽′

+(𝑝+ − 𝑝+,2) + 𝛾′+(𝑝+ − 𝑝+,3)
)︁

= (1.26)

= 𝐴+,1(𝑝+ − 𝑝+,1) + 𝐴+,2(𝑝+ − 𝑝+,2) + 𝐴+,3(𝑝+ − 𝑝+,3),

и

− q𝑓 · n𝑓 = 2𝜇−

(︁
𝛼′
−(𝑝− − 𝑝−,1) + 𝛽′

−(𝑝− − 𝑝−,2) + 𝛾′−(𝑝− − 𝑝−,3)
)︁

= (1.27)

= 𝐴−,1(𝑝− − 𝑝−,1) + 𝐴−,2(𝑝− − 𝑝−,2) + 𝐴−,3(𝑝− − 𝑝−,3),

с неотрицательными коэффициентами 𝐴±,𝑘, 𝑘 = 1,2,3. Заметим, что эти коэф
фициенты зависят от потоков и, следовательно, от значений 𝑝 в соседних ячей
ках. Таким образом, итоговая многоточечная аппроксимация потока является
нелинейной, и её шаблон включает соседние ячейки.

Во втором случае 𝑞+𝑞− > 0, диффузионный поток потенциально вырож
денный. Чтобы избежать вырожденности, авторы [37] перегруппируют члены
уравнения (1.23) следующим образом:

q𝑓 · n𝑓 = 𝜇+̃︀𝑞+ + 𝜇−(−̃︀𝑞−) + (𝜇+𝛼
′
+ + 𝜇−𝛼

′
−)(𝑝+ − 𝑝−),

где ̃︀𝑞+ = 𝛽′
+(𝑝+ − 𝑝+,2) + 𝛾′+(𝑝+ − 𝑝+,3), ̃︀𝑞− = 𝛽′

−(𝑝− − 𝑝−,2) + 𝛾′−(𝑝− − 𝑝−,3).
Коэффициенты 𝜇+ и 𝜇− ищутся как решение уравнений

̃︀𝑞+𝜇+ + ̃︀𝑞−𝜇− = 0,

𝜇+ + 𝜇− = 1.

Если решение неединственно, выбираются значения 𝜇+ = 𝜇− = 1/2. В
противном случае для ̃︀𝑞+̃︀𝑞− ≤ 0 получаем

q𝑓 · n𝑓 = 2𝜇+̃︀𝑞+ + (𝜇+𝛼
′
+ + 𝜇−𝛼

′
−)(𝑝+ − 𝑝−)

= 𝐴+,1(𝑝+ − 𝑝+,1) + 𝐴+,2(𝑝+ − 𝑝+,2) + 𝐴+,3(𝑝+ − 𝑝+,3)

= −2𝜇−̃︀𝑞− − (𝜇+𝛼
′
+ + 𝜇−𝛼

′
−)(𝑝− − 𝑝+) (1.28)

= −𝐴−,1(𝑝− − 𝑝−,1) − 𝐴−,2(𝑝− − 𝑝−,2) − 𝐴−,3(𝑝− − 𝑝−,3),
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где 𝐴+,1 = 𝐴−,1 = 𝜇+𝛼+,1 + 𝜇−𝛼−,1. Если ̃︀𝑞+̃︀𝑞− > 0, то

𝑞𝑓 = (𝜇+𝛼
′
+ + 𝜇−𝛼

′
−)(𝑝+ − 𝑝−) = 𝐴+,1(𝑝+ − 𝑝−).

Вычисляя 𝐴±,𝑘 и подставляя диффузионные потоки q𝑓 ·n𝑓 в уравнение баланса
масс, получаем систему уравнений.

1.3. Модели переноса веществ в клетке

Глава 3 посвящена исследованию переноса веществ внутри клеток. Перед
постановкой математической задачи введем ряд биологических понятий и опи
шем механизмы внутриклеточного переноса веществ.

1.3.1. Механизмы переноса веществ в клетке

Перенос веществ внутри клетки может производиться двумя различными
способами: свободная диффузия или активный перенос с затратой энергии [13].
Однако диффузия, во-первых, осуществляет только неспецифичный перенос
(т.е. без определенного направления и конкретной области доставки), и, во-вто
рых, для достаточно крупных частиц является медленной (в том числе из-за
увеличения эффективной вязкости среды при увеличении их размера [38]). Бо
лее того, диффузионный перенос в цитоплазме не позволяет проводить мани
пуляции с переносимым веществом (например, отделение рецепторов за счет
повышенной кислотности). Для переноса крупных молекул или их комплексов,
требующих дальнейшей обработки и/или специфичной доставки, в клетке суще
ствует система организованных белков, состоящая из цитоскелета и молекуляр
ных моторов (или моторных белков). Рассмотрим более подробно их строение
и роль в процессах переноса.

Многие крупные макромолекулы и их комплексы, поступающие в клетку
извне (например, липопротеины низкой плотности, трансферрин, фактор роста
эпидермиса) при попадании в клетку проходят следующую цепочку событий
(см. рис. 1.3):
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1. Сначала молекула или комплекс молекул связывается с рецепторами
на наружной мембране клетки.

2. Затем мембрана втягивается внутрь клетки с использованием белка
клатрина, образуя ямки, называемые клатрин-окаймленными.

3. Втянутый внутрь участок мембраны отделяется от наружной мембра
ны, формируя окруженный мембраной пузырек.

4. Такие пузырьки сливаются в более крупный пузырек, называемый ран
ней (или первичной) эндосомой.

5. Далее происходит сортировка веществ: часть содержимого ранней эн
досомы (например, рецепторы липопротеинов низкой плотности) воз
вращается на мембрану, а другая часть попадает в поздние эндосомы,
которые затем сливаются с лизосомами, в которых происходит разбор
ка веществ на составные части для последующего использования.

Процесс переноса веществ сопряжен с активным взаимодействием эндо
сом: они сливаются и разделяются. Перенос эндосом осуществляется по бел
ковым образованиям, организованным в линейные продолговатые структуры.
Общее название таких структур – цитоскелет.

Цитоскелет клетки представлен тремя различными образованиями. Мы
будем рассматривать только один вид подобных образований, который называ
ется микротрубочками. Принято считать, что перенос в основном осуществля
ется именно по микротрубочкам.

Микротрубочки представляют собой линейные полые цилиндры, поверх
ность которых состоит из димеров тубулина (см. рис. 1.4). Каждый димер со
стоит из одной молекулы альфа-тубулина и одной молекулы бета-тубулина. 13
параллельных нитей димеров тубулина составляют микротрубочку [41]. Свой
ства концов микротрубочек различаются. Один из концов, как правило, более
динамичен, он переключается между фазами роста (присоединения новых ди
меров тубулина) и распада (отсоединения тубулина). Переключение между фа
зами роста и распада является неотъемлемым свойством микротрубочек и на
зывается динамической нестабильностью. Динамическая нестабильность также
присуща и другому концу микротрубочек, однако чаще всего он закреплен в
небольшой области внутри клетки, в которой образуется большая часть новых
микротрубочек (остальные микротрубочки могут образовываться спонтанно в
произвольных местах клетки, при этом ориентация микротрубочки может быть
произвольной). Такая область называется центром организации микротрубочек
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Рисунок 1.3 — Схематичное изображение стадий активного переноса веществ
в клетке, представленное в [39].

и располагается вблизи ядра клетки. В процессе деления клетки появляется
второй центр организации микротрубочек, вид сети микротрубочек становится
более упорядоченным, они растут из обоих центров организации, образуя, так
называемое, веретено деления.

Поскольку большую часть времени один конец микротрубочки закреплен
в центре клетки, а другой активно растет или распадается (то есть микротру
бочка представляет собой луч или кривую с одним неподвижным концом), то
первый конец (менее подвижный) будем называть началом микротрубочки, а
другой (более подвижный) – концом. В биологической литературе принято на
зывать начало минус-концом, а конец – плюс-концом [41; 42].
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Рисунок 1.4 — Схематическое изображение структуры микротрубочки [40].

Перенос эндосом по цитоскелету осуществляется при помощи моторных
белков или молекулярных моторов [41]. Один из концов мотора прикрепляет
ся к эндосоме. Второй конец мотора может прикрепляться к микротрубочке.
На этом конце есть область, которая способна связывать и гидролизировать
АТФ (аденозинтрифосфат), используя высвобожденную в результате реакции
энергию для движения. Среди моторов, способных перемещаться именно по
микротрубочкам, различают два семейства: кинезины и динеины.

На основании различий в строении различают несколько видов кинезинов.
Отметим только, что почти все известные кинезины перемещаются по микро
трубочкам только к их концу, и лишь малая часть кинезинов перемещается по
направлению к началу микротрубочек.

Динеины являются семейством моторных белков, перемещающихся по
микротрубочкам к их началу. Считается, что перенос при помощи динеинов
является основным способом передвижения ранних эндосом [41; 42].

1.3.2. Математические модели переноса веществ в клетке

В работах [6; 43] выделяются два основных этапа эволюции моделей внут
риклеточного переноса веществ:

1. Компартментные модели: описывают перенос веществ: рецепторов
и их комплексов – по обособленным областям клетки (т.е. с наружной
мембраны в цитоплазму, из цитоплазмы в лизосомы и т.п.).
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A B

C D

Рисунок 1.5 — Вид сети микротрубочек в различных типах клеток. A,B:
клетки A431, C: эпителиальная клетка, D: меланофора.

2. Пространственные модели: учитывают пространственную локали
зацию реакций, рассчитывается изменение величин (количества веще
ства или плотности) в конкретной точке пространства.

В основном компартментные модели описывают процесс переноса так, как
он был известен в 1980-х, без учета молекулярных механизмов [43]. Примерами
компартментных моделей внутриклеточного переноса веществ являются моде
ли, предложенные в работах [1—5]. Пространственные модели – это, как пра
вило, система уравнений в частных производных, описывающая диффузию пе
реносимых частиц и их перенос по микротрубочкам, а также переход между
состояниями [6—8]. Этот тип моделей позволяет учитывать влияние нарушения
некоторых процессов (например, роста микротрубочек, недостатка моторов) на
перенос веществ, что недоступно для компартментных моделей.
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Для пространственных моделей можно рассмотреть дальнейшую класси
фикацию по способу переноса веществ по микротрубочке:

1. Модели, учитывающие стохастические эффекты (прикрепления/от
крепления моторных белков от микротрубочки, переносимого вещества
от моторов).

2. Модели, использующие усредненные значения скорости переноса.
Наглядным примером моделей первого типа являются модели типа

”
пе

ретягивание каната“(см. [44; 45]). Такие модели, как правило, уделяют внима
ние переносу по индивидуальной микротрубочке, выбор мотора переносимой
частицей вещества в текущий момент осуществляется стохастически между
моторами, движущимися в одну или другую сторону по микротрубочке. Та
ким образом, передвижение представляет собой случайное блуждание, общее
направление которого зависит, например, от соотношения количества моторов
различных типов. И хотя эти модели, возможно, наиболее точно описывают
механику внутриклеточного переноса, моделирование большого количества ве
щества с их помощью представляет вычислительную задачу большой сложно
сти. Другой способ учесть стохастические эффекты – создать компартменты
присоединенных и свободных частиц, которые могут переходить между этими
компартментами, как это сделано в [8]. В моделях второго типа используются
постоянные значения скорости [6; 7; 20].

Модели внутриклеточного переноса веществ таккже различаются по спо
собу описания сети микротрубочек и ее динамики. Многие модели (см., напри
мер, [6—9]) рассматривают сеть микротрубочек как стабильную структуру (см.
рис. 1.6), в то время как микротрубочки являются нестабильными (время жиз
ни микротрубочек составляет сотни секунд [46]). В этих моделях используется
постоянное поле скоростей переноса веществ, то есть не учитывается явление
динамической нестабильности. Кроме того, в таких моделях обычно принимает
ся предположение о том, что все микротрубочки растут из центра организации
микротрубочек хотя современные исследования показывают, что значительная
часть микротрубочек может быть не связана с ним [47].

Значительное число моделей посвящено описанию динамики и самоорга
низации звездочек (asters) микротрубочек, а также моторов и других белков,
участвующих в этом процессе (см., напрмер, [20; 48—51]). В них описывают
ся индвивидуальные микротрубочки-агенты с учетом явления динамической
нестабильности, однако такие модели описывают перенос только тех веществ,
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которые участвуют в процессе самоорганизации сети, но не перенос произволь
ных веществ по сети с установленным стационарным режимом. Существуют
также модели, на молекулярном уровне описывающие процессы роста, распада
микротрубочек и прикрепления моторов [52].

A B

Рисунок 1.6 — Типы конфигурации сети микротрубочек, используемые в
моделях внутриклеточного переноса веществ (микротрубочки изображены

прямыми линиями). A: Сеть микротрубочек рассматривается как
установившаяся структура, не меняющаяся в процессе моделирования [6]. B:
Учитывается явление динамической нестабильности микротрубочек. Сеть

микротрубочек постоянно изменяется в процессе моделирования [20].

Существуют различные подходы к описанию микротрубочек в простран
ственных математических моделях c использованием как статичного, так и ди
намичного представления сети.

В простейшем случае скорость переноса веществ считается всюду равной
по величине и направленной к центру клетки, что соответствует сети из пря
мых микротрубочек, полностью заполняющих клетку (см., например, [6; 9]).
Такой подход позволяет описать неоднородное распределение веществ в про
странстве, возникающее, например, вследствие несимметричной формы клетки,
однако расстояния до микротрубочек в некоторых областях клетки могут зна
чительно превышать радиус переносимых частиц, что приводит к неточностям
численного описания поля скоростей.

Более реалистичным, с точки зрения геометрии сети, по которой осуществ
ляется перенос, является использование ограниченного количества микротру
бочек, моделируемых прямыми отрезками. По сравнению с предыдущим под
ходом, такое описание позволяет учесть невозможность активного движения
веществ вдали от цитоскелета. В качестве примеров таких моделей можно вы
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делить модели, приведенные в [10; 11], в которых предполагается существование
фиксированного числа неподвижных микротрубочек, представленных отрезка
ми, один из концов которых расположен в точке, соответствующей центру ор
ганизации микротрубочек.

Несимметричные сети микротрубочек рассматриваются в агентной моде
ли, представленной в работе [46]. Авторы рассматривают различные принципы
формирования сети, на основе которых строятся сети, состоящие из отдельных
микротрубочек-агентов. Модель демонстрирует важность геометрической кон
фигурации сети для процесса переноса веществ. В то же время искусственно
построенная сеть может значительно отличаться от реальной, приводя к неправ
доподобным траекториям переноса.

Среди моделей, принимающих во внимание свойство динамической неста
бильности, можно выделить модель, представленную в [20]. Модель описывает
самоорганизацию микротрубочек и перенос пигментных гранул по ним в ме
ланофорах – пигментных клетках рыб. Микротрубочки моделируются прямы
ми отрезками. Отрезок может увеличиваться иои сокращаться с концов, что
соответствует росту и распаду микротрубочек. Стоит отметить, что использо
вание отрезков в качестве агентов, моделирующих микротрубочки, оправдано
для данного типа клеток: микротрубочки в них в основном прямые. Однако вид
сети микротрубочек, в том числе и их кривизна, может значительно отличаться
для других типов клеток, осложняя использование данного подхода.

Отдельный случай для моделирования представляют длинные по одному
из измерений клетки (например, нейроны), которые можно описать одномерной
областью. Для таких клеток кривизна микротрубочек и расположение их взаи
мопересечений в пространстве не влияет на перенос. Важно количество микро
трубочек, ориентированных определенным облазом (ориентация определяется
тем, к какому их концов клетки микротрубочка направлена своим концом) в
каждой точке одномерной области, соответствующей клетке. Динамически из
меняемая плотность микротрубочек и влияние на перенос эндосом в клетках
Ustilago Maydis рассматриваются в [53].
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1.3.3. Численные методы и принцип максимума в моделях
внутриклеточного переноса веществ

Как правило, в моделях внутриклеточного переноса веществ, представлен
ных уравнениями конвекции-диффузии-реакции, считается, что тензор диффу
зии постоянный и изотропный (см., например, [6; 7; 20; 53]). Кроме того, гео
метрические особенности клетки и ее границы не учитываются моделями, по
этому допустимым является использование равномерных прямоугольных сеток
для некоторых модельных областей. По этой причине реализация моделей не
вызывает сложностей, связанных с численными методами решения уравнений.
Неоднородность среды, в которой осуществляется перенос, входит в модель в
виде поля скоростей. Таким образом, основной проблемой является адекватное
моделирование сети микротрубочек, а не численная реализация модели.

Представим конвективный член в следующем виде: div(V𝑢) = V · ∇𝑢 +

𝑢 div(V). Поле скоростей, используемое для описания направленного переноса
веществ, определяется конфигурацией сети микротрубочек и, вообще говоря, не
является бездивергентным. Кроме того, дивергенция поля скоростей в общем
случае не является знакоопределенной. Поэтому модели внутриклеточного пе
реноса веществ, основанные на уравнени конвекции-диффузии-реакции, не при
надлежат классу параболических уравнений, для которых справедлив принцип
максимума (см. [21]). Слагаемое в уравнении, содержащее дивергенцию поля
скоростей, выступает в роли источника. Однако уравнение конвекции-диффу
зии без данного слагаемого удовлетворяет принципу максимума, поэтому мож
но считать, что все точки экстремума внутри расчетной области, получаемые
в результате решения уравнений модели, являются следствием характера поля
переноса.
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Глава 2. Принципы максимума в моделях многофазной фильтрации

2.1. Принципы максимума

Результаты данного раздела сформулированы для дважды непрерывно
дифференцируемых по пространственным переменным и непрерывно диффе
ренцируемым по времени функциям давления и насыщенности (см. [14]). По
добная гладкость решений может быть допустима в предположении гладкости
границы и правых частей уравнений, что может быть достигнуто за счет

”
вы

резания“скважин из рассматриваемой области гладкими поверхностями.

2.1.1. Принцип максимума для фазовых насыщенностей в модели
двухфазной фильтрации

В данном разделе сформулированы и доказаны принципы максимума и
минимума для фазовых насыщенностей в модели двухфазной фильтрации. Ис
пользуются следующие предположения:

(a1) область Ω ограничена,
(a2) элементы K постоянны: K𝑖𝑗 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

(a3) матрица K симметрична и положительно определена:
3∑︀

𝑖,𝑗=1

(K)𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 >

0, ∀𝜉 ̸= 0 ∈ R3,
(a4) фазовые вязкости постоянны: 𝜇𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(a5) пренебрегаем гравитацией, т.е. скорость Дарси определяется выражени

ем (1.14),
(a6) постоянная пористость: 𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
(a7) постоянные факторы сжатия 𝑏𝛼 ≡ 1, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(a8) 𝑘𝑟𝑤 – дифференцируемая монотонно возрастающая функция от 𝑠𝑤, 𝑘𝑟𝑜

– дифференцируемая монотонно убывающая функция от 𝑠𝑤,
(a9) 𝑝𝑐 – дважды дифференцируемая монотонно убывающая функция от 𝑠𝑤,
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(a10) функции 𝑑𝑝𝑐(𝑠𝑤)/𝑑𝑠𝑤 и 𝑑2𝑝𝑐(𝑠𝑤)/𝑑𝑠2𝑤 ограничены в Ω𝑇 константой 𝑀 >

0 и удовлетворяют условию Липшица с той же константой,
(a11) функции 𝑘𝑟𝛼(𝑠𝑤) и 𝑑𝑘𝑟𝛼(𝑠𝑤)/𝑑𝑠𝑤 ограничены в Ω𝑇 константой 𝑀 > 0 и

удовлетворяют условию Липшица с той же константой.

Используя (a4–a7) можно упростить уравнения модели следующим обра
зом: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) = 𝑞𝑤

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) = 𝑞𝑜

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

(2.1)

Для записанной в таком виде модели может быть сформулирован принцип
максимума.

Теорема 3. Пусть для функций 𝑠𝑤(𝑥,𝑡), 𝑠𝑜(𝑥,𝑡), 𝑝𝑤(𝑥,𝑡), 𝑝𝑜(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ),
где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇 выполняется система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) ≤ 0

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) ≥ 0

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

(2.2)

Тогда, если верны предположения (a1–a11), то

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑠𝑤 ≤ sup
Γ
𝑠𝑤,

где Γ = (𝜕Ω × [0,𝑇 )) ∪ (Ω × 0).

Доказательство. Заметим, что в силу дважды непрерывно дифференцируемо
сти 𝑠𝑤, 𝑝𝑤 в Ω𝑇 по пространству, ограниченности Ω (см. (a1)) и постоянства
элементов K (см. (a2)) можно выбрать такую ограничивающую константу 𝑀 ,
что выполняются следующие неравенства:

(b1) 𝑠𝑤 ограничена в Ω𝑇 константой 𝑀 > 0,
(b2) первые и вторые пространственные производные 𝑠𝑤 существуют

и ограничены в Ω𝑇 константой 𝑀 > 0,
(b3) первые и вторые пространственные производные 𝑝𝑤 существу

ют и ограничены в Ω𝑇 константой 𝑀 > 0,
(b4) элементы K ограничены константой 𝑀 > 0.
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Дальнейшее доказательство состоит из двух частей.
1. Допустим, что знаки неравенств в системе (2.2) строгие:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) < 0,

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) > 0,

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤,

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

(2.3)

Пусть 𝑠𝑤 в некоторой точке 𝑚 = (𝑥𝑚1 , 𝑥
𝑚
2 , 𝑥

𝑚
3 , 𝑡

𝑚) ∈ Ω× (0,𝑇 ] достигает
своего максимума. Тогда, используя необходимое условие экстремума,
получим

– Если 𝑡𝑚 < 𝑇 , то производная первого порядка по времени
от 𝑠𝑤 равна нулю. Если 𝑡𝑚 = 𝑇 , то производная первого по
рядка по времени от 𝑠𝑤 не меньше нуля (в противном случае
𝑠𝑤(𝑥𝑚1 , 𝑥

𝑚
2 , 𝑥

𝑚
3 , 𝑡

𝑚 − 𝜀) > 𝑠𝑤(𝑥𝑚1 , 𝑥
𝑚
2 , 𝑥

𝑚
3 , 𝑡

𝑚) для некоторого ма
лого 𝜀). Отсюда

𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑚

≥ 0. (2.4)

– Поскольку 𝑠𝑜 = 1 − 𝑠𝑤, то 𝑠𝑜 достигает минимума в 𝑚, поэто
му имеет неположительную производную по времени в данной
точке:

𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑚

≤ 0. (2.5)

– В силу монотонности (см. (a8)), 𝑘𝑟𝛼, 𝛼 = 𝑤,𝑜 достигают экстре
мума в 𝑚, поэтому имеют нулевые производные первого поряд
ка по пространству в данной точке:

∇𝑘𝑟𝛼|𝑚 = 0, 𝛼 = 𝑤,𝑜. (2.6)

Используя уравнения (2.4)–(2.6) и раскрывая дивергенцию в систе
ме (2.3) получаем

0 >

[︂
𝜑
𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡

− 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑜)

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑚

≥

≥
[︂
0 − 1

𝜇𝑤
∇ (𝑘𝑟𝑤) · (K∇𝑝𝑜) −

(︂
𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤

)︂
div (K∇𝑝𝑜)

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑚

=

= −
(︂
𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤

)︂
div (K∇𝑝𝑜)

⃒⃒⃒⃒
𝑚

.
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Допуская, что 𝑘𝑟𝑤(𝑚) ̸= 0 (для нулевого 𝑘𝑟𝑤 утверждение теоремы
следует из монотонности 𝑘𝑟𝑤: 𝑘𝑟𝑤 достигает максимума в 𝑚, следова
тельно 𝑘𝑟𝑤 ≡ 0, и из вырожденного первого уравнения системы (2.2)
очевидным образом следует невозрастание 𝑠𝑤 по 𝑡), получаем

div (K∇𝑝𝑜)|𝑚 > 0. (2.7)

Аналогично
div (K∇𝑝𝑤)|𝑚 < 0. (2.8)

Вычитая (2.7) из (2.8), получим

div(K∇𝑝𝑐)|𝑚 < 0. (2.9)

Поскольку 𝑝𝑐(𝑠𝑤) убывающая функция 𝑠𝑤 (см. (a9)), она достигает ми
нимума в 𝑚. В силу необходимого условия минимума, гессиан положи
тельно полуопределен:

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2𝑝𝑐(𝑚)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝜉𝑖𝜉𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚

≥ 0 ∀𝜉 ∈ R3. (2.10)

Поскольку K – симметричная положительно определенная матрица
(см. (a3)), для нее существует разложение Холецкого:

(K)𝑖𝑗 =
3∑︁

𝑘=1

𝑔𝑘𝑖𝑔𝑘𝑗. (2.11)

Поставляя 𝑔𝑘 вместо 𝜉 в (2.10), получим

div(K∇𝑝𝑐(𝑚)) =
3∑︁

𝑖,𝑗=1

(K)𝑖𝑗
𝜕2𝑝𝑐(𝑚)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
=

3∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑔𝑘𝑖𝑔𝑘𝑗
𝜕2𝑝𝑐(𝑚)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
≥ 0. (2.12)

Последнее неравенство противоречит (2.9). Отсюда 𝑠𝑤 не может дости
гать максимума внутри Ω × (0,𝑇 ], если исходные неравенства в систе
ме (2.2) строгие. В силу непрерывности 𝑠𝑤 в замкнутой ограниченной
Ω𝑇 , точная верхняя грань достигается, откуда следует утверждение тео
ремы для данного случая.

2. Пусть теперь неравенства в системе (2.2) нестрогие. Рассмотрим 𝑙𝑤 =

𝑠𝑤 − 𝜀𝑒𝛼𝑡, 𝑙𝑜 = 𝑠𝑜 + 𝜀𝑒𝛼𝑡, 𝑟𝑤 = 𝑝𝑤, 𝑟𝑜 = 𝑝𝑤 + 𝑝𝑐(𝑙𝑤). Докажем, что при
некоторых 𝜀 и 𝛼 при подстановке 𝑙𝑤, 𝑙𝑜, 𝑟𝑤, 𝑟𝑜 вместо 𝑠𝑤, 𝑠𝑜, 𝑝𝑤, 𝑝𝑜 в (2.2)
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система останется верной, при этом знаки неравенств станут строги
ми. Выполнение равенств системы очевидно следует из определения.
Рассмотрим неравенства. Левая часть первого неравенства принимает
следующий вид:

𝜑
𝜕𝑙𝑤
𝜕𝑡

− 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤(𝑙𝑤)K∇𝑟𝑤) =

= 𝜑
𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡

− 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤(𝑙𝑤)K∇𝑝𝑤) ± 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤(𝑠𝑤)K∇𝑝𝑤) ,

где знаком ± обозначено добавление и вычитание выражения.
В силу первого неравенства в (2.2) для 𝑠𝑤, 𝑝𝑜, последнее выражение не
превосходит следующего:

1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤(𝑠𝑤)K∇𝑝𝑤) − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤(𝑙𝑤)K∇𝑝𝑤) − 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 =

=
1

𝜇𝑤
∇ (𝑘𝑟𝑤(𝑠𝑤)) · (K∇𝑝𝑤) +

(︂
𝑘𝑟𝑤(𝑠𝑤)

𝜇𝑤

)︂
div (K∇𝑝𝑤) −

− 1

𝜇𝑤
∇ (𝑘𝑟𝑤(𝑙𝑤)) · (K∇𝑝𝑤) −

(︂
𝑘𝑟𝑤(𝑙𝑤)

𝜇𝑤

)︂
div (K∇𝑝𝑤) − 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 =

= −

(︃
𝑑𝑘𝑟𝑤
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

− 𝑑𝑘𝑟𝑤
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

)︃
3∑︁

𝑖=1

[︃
1

𝜇𝑤

𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑖

(︃
3∑︁

𝑗=1

K𝑖,𝑗
𝜕𝑝𝑤
𝜕𝑥𝑗

)︃]︃
−

−
(︂
𝑘𝑟𝑤(𝑙𝑤)

𝜇𝑤
− 𝑘𝑟𝑤(𝑠𝑤)

𝜇𝑤

)︂ 3∑︁
𝑖,𝑗=1

[︂
K𝑖,𝑗

𝜕2𝑝𝑤
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︂
− 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 ≤

≤ 9
𝑀 4

𝜇𝑤
𝜀𝑒𝛼𝑡 + 9

𝑀 3

𝜇𝑤
𝜀𝑒𝛼𝑡 − 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 = 𝜀𝑒𝛼𝑡

(︂
9
𝑀 4

𝜇𝑤
+ 9

𝑀 3

𝜇𝑤
− 𝜑𝛼

)︂
.

Последнее неравенство верно в силу (a11, b2–b4) и для достаточно боль
ших 𝛼 строго отрицательно.
Рассмотрим теперь второе неравенство системы (2.2):

𝜑
𝜕𝑙𝑜
𝜕𝑡

− 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)K∇𝑟𝑜)) =

= 𝜑
𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡

+ 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)K∇(𝑝𝑤 + 𝑝𝑐(𝑙𝑤))) ±

± 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)K∇𝑝𝑜(𝑝𝑤,𝑠𝑤)) .

В силу второго неравенства системы (2.2) для 𝑠𝑜, 𝑝𝑜, последнее выраже
ние не меньше следующего:
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1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)K∇(𝑝𝑤 + 𝑝𝑐(𝑠𝑤))) − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)K∇(𝑝𝑤 + 𝑝𝑐(𝑙𝑤))) +

+𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 =

=
1

𝜇𝑜
∇ (𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)) · (K∇𝑝𝑤) +

(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

)︂
div (K∇𝑝𝑤) +

+
1

𝜇𝑜
∇ (𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)) · (K∇𝑝𝑐(𝑠𝑤)) +

(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

)︂
div (K∇𝑝𝑐(𝑠𝑤)) −

− 1

𝜇𝑜
∇ (𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)) · (K∇𝑝𝑤) −

(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)

𝜇𝑜

)︂
div (K∇𝑝𝑤) −

− 1

𝜇𝑜
∇ (𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)) · (K∇𝑝𝑐(𝑙𝑤)) −

(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)

𝜇𝑜

)︂
div (K∇𝑝𝑐(𝑙𝑤)) ±

± 1

𝜇𝑜
∇ (𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)) · (K∇𝑝𝑐(𝑙𝑤)) ±

(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

)︂
div (K∇𝑝𝑐(𝑙𝑤)) − 𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡.

Раскрывая дивергенцию и перегруппируя слагаемые, перепишем по
следнее выражение в следующем виде (далее используется равенство
𝜕𝑙𝑜
𝜕𝑥𝑖

= 𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1,2,3)

−

(︃
𝑑𝑘𝑟𝑜
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

− 𝑑𝑘𝑟𝑜
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

)︃
3∑︁

𝑖=1

[︃
1

𝜇𝑜

𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑖

(︃
3∑︁

𝑗=1

K𝑖,𝑗
𝜕𝑝𝑤
𝜕𝑥𝑗

)︃]︃
−

−
(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)

𝜇𝑜
− 𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

)︂ 3∑︁
𝑖,𝑗=1

[︂
K𝑖,𝑗

𝜕2𝑝𝑤
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︂
−

−

(︃
𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

− 𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

)︃
3∑︁

𝑖=1

[︃
1

𝜇𝑜

𝑑𝑘𝑟𝑜
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑖

(︃
3∑︁

𝑗=1

K𝑖,𝑗

(︂
𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑗

)︂)︃]︃
−

−

(︃
𝑑𝑘𝑟𝑜
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

− 𝑑𝑘𝑟𝑜
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

)︃
3∑︁

𝑖=1

[︃
1

𝜇𝑜

𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑖

(︃
3∑︁

𝑗=1

K𝑖,𝑗

(︃
𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑗

)︃)︃]︃
−

−

(︃
𝑑2𝑝𝑐
𝑑𝑠2𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

− 𝑑2𝑝𝑐
𝑑𝑠2𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

)︃
𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

3∑︁
𝑖,𝑗=1

[︂
K𝑖,𝑗

(︂
𝜕𝑠𝑤
𝑥𝑖

𝜕𝑠𝑤
𝑥𝑗

)︂]︂
−

−

(︃
𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

− 𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑤

)︃
𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

3∑︁
𝑖,𝑗=1

[︂
K𝑖,𝑗

(︂
𝜕2𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂]︂
−

−
(︂
𝑘𝑟𝑜(𝑙𝑤)

𝜇𝑜
− 𝑘𝑟𝑜(𝑠𝑤)

𝜇𝑜

)︂
3∑︁

𝑖,𝑗=1

[︃
K𝑖,𝑗

(︃
𝑑2𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

𝜕𝑠𝑤
𝑥𝑖

𝜕𝑠𝑤
𝑥𝑗

+
𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑤

𝜕2𝑠𝑤
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︃]︃
+
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+𝜑𝛼𝜀𝑒𝛼𝑡 ≥

≥ 𝜀𝑒𝛼𝑡
(︂
−36

𝑀 5

𝜇𝑜
− 27

𝑀 4

𝜇𝑜
− 9

𝑀 3

𝜇𝑜
+ 𝜑𝛼

)︂
.

Последнее неравенство верно в силу (a10, a11, b1–b4) и строго положи
тельно для достаточно большого 𝛼.
Используя первую часть доказательства, получаем, что 𝑙𝑤 не может
достигать максимума в Ω × (0,𝑇 ]. Отсюда

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑠𝑤 ≤ sup
Ω×(0,𝑇 ]

(𝑠𝑤 − 𝜀𝑒𝛼𝑡 + 𝜀𝑒𝛼𝑇 ) = sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑙𝑤 + 𝜀𝑒𝛼𝑇 ≤

≤ sup
𝜕Ω×[0,𝑇 )

𝑙𝑤 + 𝜀𝑒𝛼𝑇 ≤ sup
𝜕Ω×[0,𝑇 )

𝑠𝑤 + 𝜀𝑒𝛼𝑇 .

Устремляя 𝜀 к нулю, получим утверждение теоремы.

Аналогично можно доказать принцип минимума для 𝑠𝑤, принципы мак
симума и минимума для 𝑠𝑜 следуют из равенства 𝑠𝑤 + 𝑠𝑜 = 1.

Теорема 4. Пусть для функций 𝑠𝑤(𝑥,𝑡), 𝑠𝑜(𝑥,𝑡), 𝑝𝑤(𝑥,𝑡), 𝑝𝑜(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ),
где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇 выполняется система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) ≥ 0,

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) ≤ 0,

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤,

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

Тогда, если верны предположения (a1–a11), то

inf
Ω×(0,𝑇 ]

𝑠𝑤 ≥ inf
𝜕Ω×[0,𝑇 )

𝑠𝑤.

Теорема 5. Пусть для функций 𝑠𝑤(𝑥,𝑡), 𝑠𝑜(𝑥,𝑡), 𝑝𝑤(𝑥,𝑡), 𝑝𝑜(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ),
где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇 выполняется система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) ≤ 0,

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) ≥ 0,

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤,

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).
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Тогда, если верны предположения (a1–a11), то

inf
Ω×(0,𝑇 ]

𝑠𝑜 ≥ inf
𝜕Ω×[0,𝑇 )

𝑠𝑜.

Теорема 6. Пусть для функций 𝑠𝑤(𝑥,𝑡), 𝑠𝑜(𝑥,𝑡), 𝑝𝑤(𝑥,𝑡), 𝑝𝑜(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ),
где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇 выполняется система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑𝜕𝑠𝑤
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑤
div (𝑘𝑟𝑤K∇𝑝𝑤) ≥ 0,

𝜑𝜕𝑠𝑜
𝜕𝑡 − 1

𝜇𝑜
div (𝑘𝑟𝑜K∇𝑝𝑜) ≤ 0,

𝑠𝑜(𝑠𝑤) = 1 − 𝑠𝑤,

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑠𝑤).

Тогда, если верны предположения (a1–a11), то

𝑠𝑢𝑝
Ω×(0,𝑇 ]

𝑠𝑜 ≤ sup
𝜕Ω×[0,𝑇 )

𝑠𝑜.

Таким образом, фазовые насыщенности обеих фаз в модели двухфазной
фильтрации удовлетворяют принципам максимума и минимума.

2.1.2. Принцип максимума для глобального давления

Принцип максимума в модели трехфазной фильтрации

В данном разделе используется формулировка моделей многофазной
фильтрации в виде нелинейного параболического уравнения, полученного в [24].
Формулировка для модели трехфазной фильтрации основана на следующих
предположениях:

1. Функции 𝑓𝛼 = 𝜆𝛼/(𝜆𝑤 + 𝜆𝑜 + 𝜆𝑔), 𝛼 = 𝑤,𝑜,𝑔 где 𝜆𝛼 = 𝑘𝑟𝛼/𝜇𝛼, зависит
только от 𝑠𝑤 и 𝑠𝑔.

2. Существует такая функция ̃︀𝑝(𝑠𝑤,𝑠𝑔), что

∇̃︀𝑝 = 𝑓𝑤∇𝑝𝑐𝑤 + 𝑓𝑔∇𝑝𝑐𝑔. (2.13)

Условия выполнения второго предположения, а также явное выражение
для ̃︀𝑝 см. в [24]. Если оба предположения выполняются, то переменная 𝑝 = 𝑝𝑜+̃︀𝑝
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называется глобальным давлением. Результаты данного раздела получены для
глобального давления 𝑝. Глобальное давление 𝑝 удовлетворяет параболическому
уравнению, которое мы сразу приведем упрощенно, используя предположение о
постоянных фазовых вязкостях и пренебрегая гравитацией (полное уравнение,
а также выражение для коэффициентов в явном виде см. в [24]):

𝑐
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= −∇ · 𝑢− (𝑑1𝑢+ 𝑑𝑤∇𝑠𝑤 + 𝑑𝑜∇𝑠𝑜) · ∇𝑝+ 𝑞(𝑝), (2.14)

𝑢 = −K𝜆(∇𝑝), (2.15)

где

𝜆 = 𝜆(𝑠𝑤,𝑠𝑜), 𝑐 = 𝑐(𝑠𝑤, 𝑠𝑜, 𝑝), 𝑑1 = 𝑑1(𝑠𝑤, 𝑠𝑜, 𝑝), 𝑑𝛼 = 𝑑𝛼(𝑠𝑤, 𝑠𝑜, 𝑝), 𝑞 = 𝑞(𝑝).

Для доказательства принципа максимума используются следующие пред
положения:

(c1) область Ω ограничена,
(c2) элементы K постоянны: K𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

(c3) матрица K симметрична и положительно определена:
3∑︀

𝑖,𝑗=1

(K)𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 >

0, ∀𝜉 ̸= 0 ∈ R3,
(c4) фазовые вязкости постоянны: 𝜇𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 = 𝑤,𝑜,𝑔,
(c5) пренебрегаем гравитацией, т.е. скорость Дарси определяется выражени

ем (1.14),
(c6) 𝜆 и частные производные 𝜆 по переменным 𝑠𝑤, 𝑠𝑜 ограничены констан

той 𝑀 > 0 в Ω𝑇 ,
(c7) функции 𝑑1, 𝑑𝑤, 𝑑𝑜 ограничены константой 𝑀 > 0 в Ω𝑇 ,
(c8) 𝑑1, 𝑑𝑤, 𝑑𝑜 липшицевы как функции от 𝑝 с константой Липшица 𝑀 > 0,
(c9) 𝑐 липшицево как функция от 𝑝 с константой Липшица 𝑀 > 0,
(c10) 𝑐 строго положительно (см. [24]).

Заметим, что предположение о том, что 𝑓𝛼 зависит только от 𝑠𝑤, 𝑠𝑔 вы
полняется за счет предположения о постоянных вязкостях. Таким образом, для
вывода (2.14), (2.15) использовались предположения (c4, c5). Стоит отметить,
что предположение о постоянных вязкостях не является необходимым, но явля
ется достаточным для выполнения предположения 1 о зависимости 𝑓𝛼 только
от фазовых насыщенностей.
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Определим выражение

𝐿[𝑝] = 𝑐(𝑠𝑤,𝑠𝑜,𝑝)
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−∇ · (K𝜆(𝑠𝑤,𝑠𝑜)∇𝑝) − 𝑑1(𝑠𝑤,𝑠𝑜,𝑝)K𝜆(𝑠𝑤,𝑠𝑜)∇𝑝 · ∇𝑝+

(𝑑𝑤(𝑠𝑤,𝑠𝑜,𝑝)∇𝑠𝑤 + 𝑑𝑜(𝑠𝑤,𝑠𝑜,𝑝)∇𝑠𝑜) · ∇𝑝.

Тогда уравнение (2.14) можно записать в виде 𝐿[𝑝] = 𝑞(𝑝). Это уравнение
является нелинейным параболическим уравнением, для классического решения
которого справедлив принцип максимума (см. раздел 1.1). Ниже приведем фор
мулировку теоремы и возможное доказательство.

Теорема 7. Пусть для функций 𝑝,𝑠𝑤,𝑠𝑜 ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ), где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇

выполняется 𝐿[𝑝] ≤ 0. Тогда, если верны предположения (c1–c10), то

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑝 ≤ sup
Γ
𝑝,

где Γ = (𝜕Ω × [0,𝑇 )) ∪ (Ω × 0).

Доказательство. Доказательство состоит из двух частей.
1. Допустим, что 𝐿[𝑝] < 0 в Ω𝑇 и в точке 𝑚 = (𝑥𝑚1 , 𝑥

𝑚
2 , 𝑥

𝑚
3 , 𝑡

𝑚) ∈ Ω𝑇

функция 𝑝 достигает максимума . По необходимому условию максиму
ма ∇𝑝|𝑚 = 0, 𝜕𝑝(𝑚)

𝜕𝑡 ≥ 0 и

𝐿[𝑝(𝑚)] = 𝑐
𝜕𝑝(𝑚)

𝜕𝑡
− 𝜆div(K∇𝑝(𝑚)) < 0.

Аналогично доказательству Теоремы 3, используя отрицательную по
луопределенность гессиана 𝑝 и разложение Холецкого K, получаем про
тиворечие.

2. Пусть теперь 𝐿[𝑝] ≤ 0. Поскольку 𝑝, 𝑠𝑜, 𝑠𝑤 ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ), их первые част
ные производные ограничены в Ω𝑇 :⃒⃒⃒⃒

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀, 𝑖 = 1,2,3,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑝

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑠𝛼
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀,𝛼 = 𝑤,𝑜.

Коэффициенты K𝑖𝑗 ограничены в силу (с2):

|K𝑖𝑗| ≤𝑀.

Рассмотрим 𝐿[𝑟], где 𝑟 = 𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1, 𝜀 > 0. Тогда

𝐿[𝑟] = 𝑐(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1)
𝜕𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1

𝜕𝑡
− div(𝜆K∇(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1)) −

− (𝑑1(𝑟)K𝜆∇(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1)) · ∇(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1) +

+(𝑑𝑜(𝑟)∇𝑠𝑜 + 𝑑𝑤(𝑟)∇𝑠𝑤) · ∇(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1) ±

±𝑐(𝑝)𝜕𝑝
𝜕𝑡

± (𝑑1(𝑝)K𝜆∇𝑝) · ∇𝑝± (𝑑𝑜(𝑝)∇𝑠𝑜 + 𝑑𝑤(𝑝)∇𝑠𝑤) · ∇𝑝.
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Перегруппируя слагаемые, получаем

𝐿[𝑟] = 𝐿[𝑝] − 𝜆K11𝜀𝛼
2𝑒𝛼𝑥1 −∇𝜆 · 𝜖𝛼𝑒𝛼𝑥1[K11,K21,K31] −

−(𝑐(𝑝) − 𝑐(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1))
𝜕𝑝

𝜕𝑡
− (𝑑1(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1) − 𝑑1(𝑝))K𝜆∇𝑝 · ∇𝑝−

−(𝑑1(𝑟)𝜆𝜀𝛼𝑒
𝛼𝑥1[K11,K21,K31]) · ∇𝑝− 𝑑1(𝑟)K𝜆∇𝑝 · (𝜀𝛼[𝑒𝛼𝑥1, 0, 0]𝑇 ) −

−(𝑑1(𝑟)𝜆𝜀𝛼𝑒
𝛼𝑥1[K11,K21,K31]) · (𝜀𝛼[𝑒𝛼𝑥1, 0, 0]𝑇 ) −

−((𝑑𝑜(𝑝) − 𝑑𝑜(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1))∇𝑠𝑜 +

(𝑑𝑤(𝑝) − 𝑑𝑤(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1))∇𝑠𝑤) · ∇𝑝 ≤
≤ 𝜀𝑒𝛼𝑥1(−𝛼2𝜆K11(1 + 𝜀𝑑1(𝑟)𝑒

𝛼𝑥1) +

+𝛼(6𝑀 4 + 3𝑀 3) + 9𝑀 2 + 6𝑀 3 + 9𝑀 5) ≤

≤
{︂
∀𝜀 < 1

2𝑀𝑒𝛼𝑀

}︂
≤

≤ 𝜀𝑒𝛼𝑥1(−𝛼2𝜆K11
1

2
+ 𝛼(6𝑀 3 + 2𝑀 2) + 9𝑀 4 + 6𝑀 3).

Здесь использованы предположения (c2,c3,c6–c9). Для достаточно боль
шого 𝛼 последнее выражение строго отрицательно. На основании пер
вой части доказательства, 𝑟 не может достигать максимума в Ω×(0,𝑇 ).
Отсюда

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑝 ≤ sup
Ω×(0,𝑇 ]

(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1) ≤ sup
𝜕Ω×[0,𝑇 )

(𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑥1) ≤ sup
𝜕Ω×[0,𝑇 )

𝑝+ 𝜀𝑒𝛼𝑀 .

Устремляя 𝜀 к нулю, получаем утверждение теоремы.

Аналогично можно доказать принцип минимума

Теорема 8. Пусть для функций 𝑝,𝑠𝑤,𝑠𝑜 ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ), где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], в Ω𝑇

выполняется 𝐿[𝑝] ≥ 0. Тогда, если верны предположения (c1–c10), то

inf
Ω×(0,𝑇 ]

𝑝 ≥ inf
Γ
𝑝,

где Γ = (𝜕Ω × [0,𝑇 )) ∪ (Ω × 0).

Замечание 1. Предположение о существовании ̃︀𝑝(𝑠𝑤) накладывает ограниче
ние на функции 𝑓𝛼 (первое предположение). Однако, если пренебречь капил
лярным давлением, то функция ̃︀𝑝(𝑠𝑤) существует, но дополнительных пред
положений относительно 𝑓𝛼 и фазовых вязкостей не требуется. Поэтому
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последняя теорема также справедлива для случая нулевого капиллярного дав
ления и переменных фазовых вязкостей. В этом случае глобальное давление
равняется давлению любой из трех фаз.

Принцип максимума в модели двухфазной фильтрации

Принцип максимума для модели двухфазной фильтрации можно полу
чить аналогично. Вывод параболического уравнения требует следующих усло
вий:

1. Функция 𝑓𝛼 = 𝜆𝛼/(𝜆𝑤 + 𝜆𝑜), 𝛼 = 𝑤,𝑜 где 𝜆𝛼 = 𝑘𝑟𝛼/𝜇𝛼, зависит только
от 𝑠𝑤.

2. Существует такая функция ̃︀𝑝(𝑠𝑤), что ∇̃︀𝑝 = 𝑓𝑤∇𝑝𝑐.
При выполнении этих условий функция 𝑝 = 𝑝𝑜 + ̃︀𝑝 называется глобальным дав
лением. Аналогично случаю трехфазной фильтрации, первое условие выполня
ется при постоянных фазовых вязкостях. Дополнительно отбрасывая гравита
ционные члены, можно переписать уравнения модели в следующем виде:

𝑐
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= −∇ · 𝑢− (𝑑1𝑢+ 𝑑𝑤∇𝑠𝑤) · ∇𝑝+ 𝑞(𝑝),

𝑢 = −K𝜆(∇𝑝),

где 𝜆 = 𝜆(𝑠𝑤), 𝑐 = 𝑐(𝑠𝑤, 𝑝), 𝑑1 = 𝑑1(𝑠𝑤, 𝑝), 𝑑𝑤 = 𝑑𝑤(𝑠𝑤, 𝑝), 𝑞 = 𝑞(𝑝).
Используя оператор

𝐿[𝑝] = 𝑐
𝜕𝑝

𝜕𝑡
−∇ · (K𝜆∇𝑝) − 𝑑1K𝜆∇𝑝 · ∇𝑝+ (𝑑𝑤∇𝑠𝑤) · ∇𝑝,

можно переписать уравнения в виде 𝐿[𝑝] = 𝑞(𝑝).
Используем следующие предположения:

(d1) область Ω ограничена,
(d2) элементы K постоянны: K𝑖𝑗 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

(d3) матрица K симметрична и положительно определена:
3∑︀

𝑖,𝑗=1

(K)𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 >

0, ∀𝜉 ̸= 0 ∈ R3,
(d4) фазовые вязкости постоянны: 𝜇𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(d5) пренебрегаем гравитацией, т.е. скорость Дарси определяется выражени

ем (1.14),



43

(d6) 𝜆 и производная 𝜆 по 𝑠𝑤 ограничены константой 𝑀 > 0 в Ω𝑇 ,
(d7) функции 𝑑1, 𝑑𝑤 ограничены константой 𝑀 > 0 в Ω𝑇 ,
(d8) 𝑑1, 𝑑𝑤 липшицевы как функции от 𝑝 с константой Липшица 𝑀 > 0,
(d9) 𝑐 липшицево как функция от 𝑝 с константой Липшица 𝑀 > 0,
(d10) 𝑐 строго положительно (см. [24]).

Используя данные предположения, можно доказать следующую теорему
(доказательство аналогично случаю трехфазной фильтрации).

Теорема 9. Пусть для 𝑠𝑤,𝑠𝑜,𝑝 ∈ 𝐶2,1(Ω𝑇 ), где Ω𝑇 = Ω × (0,𝑇 ], выполнено
неравенство 𝐿[𝑝] ≤ 0 в Ω𝑇 . Тогда, если верны предположения (d1–d10), то

sup
Ω×(0,𝑇 ]

𝑝 ≤ sup
Γ
𝑝,

где Γ = (𝜕Ω × [0,𝑇 )) ∪ (Ω × 0).

Замечание 2. Предположение о существовании ̃︀𝑝(𝑠𝑤) накладывает ограниче
ние на функции 𝑓𝛼 (первое предположение). Однако, если пренебречь капил
лярным давлением, то функция ̃︀𝑝(𝑠𝑤) существует, но дополнительных пред
положений относительно 𝑓𝛼 и фазовых вязкостей не требуется. Поэтому
последняя теорема также справедлива для случая нулевого капиллярного дав
ления и переменных фазовых вязкостей. В этом случае глобальное давление
равняется давлению обеих фаз.

2.1.3. Сравнение принципов максимума

Таким образом, было сформулировано 5 различных принципов максимума
различных переменных моделей двух- и трехфазной фильтрации при различ
ных допущениях: для модели двухфазной фильтрации сформулированы прин
ципы максимума для фазовых насыщенностей, глобального давления и фазо
вых давлений, для модели трехфазной фильтрации принципы максимума сфор
мулированы для глобального давления и фазовых давлений.

Для доказательства принципов максимума использовались предположе
ния относительно гладкости параметров модели и переменных, а также ряд до
пущений, связанных с видом функций, определяющих значениями параметров.
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Таблица 1 — Предположения о коэффициентах, необходимые для
доказательства принципов максимума. Каждая колонка соответствует
переменной, для которой формулируется принцип максимума. Каждая строка
соответствует предположению. Зеленый квадратик означает, что
соответствующее предположение необходимо для доказательства теоремы,
красный квадратик – не необходимо. В случае двухфазной фильтрации
считаем, что 𝑝𝑐𝑔𝑜 ≡ 0.

двухфазная трехфазная
𝑝𝛼 𝑝𝑜 + ̃︀𝑝 𝑠𝛼 𝑝𝛼 𝑝𝑜 + ̃︀𝑝

𝑝𝑐𝑤𝑜 ≡ 0, 𝑝𝑐𝑔𝑜 ≡ 0

∃̃︀𝑝 : ∇̃︀𝑝 = 𝑓𝑤∇𝑝𝑐𝑤𝑜 + 𝑓𝑔∇𝑝𝑐𝑔𝑜
𝜇𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐵𝛼 ≡ 1

𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Предположения о виде параметров модели, необходимые для доказательства
соответствующих теорем, сравниваются в таблице 1.

2.2. Численная модель двухфазной фильтрации

Рассматривается модель двухфазной фильтрации, описанная в разде
ле 1.2.1.

Все численные эксперименты, описанные в данной работе, проводились
для совершенных вертикальных скважин. Формула для описания скважин была
предложена Писманом [54]. Для ячейки 𝑇 с центром x𝑇 , ассоциированной со
скважиной имеем:

𝑞𝛼 =
𝑘𝑟𝛼

𝜇𝛼𝜌𝛼,0
𝑊𝐼
(︁
𝑝𝑏ℎ − 𝑝𝛼 − 𝜌𝛼𝑔(𝑧𝑏ℎ − 𝑧)

)︁
𝛿(x− x𝑇 ), (2.16)

где 𝜌𝛼,0 – плотность фазы при нормальных условиях, 𝑊𝐼 – коэффициент про
дуктивности скважины, зависящий от свойств среды, но не от свойств жидко
стей, 𝛿(x− x𝑇 ) – функция Дирака.

Используя давление нефти 𝑃 = 𝑝𝑜 и насыщенность воды 𝑆 = 𝑠𝑤 в ка
честве независимых переменных, определяя модифицированную подвижность
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Λ𝛼 = 𝑘𝑟𝛼/(𝜇𝛼𝑏𝛼) и используя (1.12), (1.13), (1.15), получим следующую форму
лировку модели двухфазной фильтрации, для дискретизации которой исполь
зуем нелинейную многоточечную схему конечных объемов, описанную в разде
ле 1.2.4:

𝜕

𝜕𝑡

𝜑𝑆

𝑏𝑤
+ ∇ ·KΛ𝑤

(︂
∇𝑃 −∇𝑝𝑐(𝑆) − 𝜌𝑤,0

𝑏𝑤
𝑔𝑒3

)︂
= 𝑞𝑤, (2.17)

𝜕

𝜕𝑡

𝜑(1 − 𝑆)

𝑏𝑜
+ ∇ ·KΛ𝑜

(︂
∇𝑃 − 𝜌𝑜,0

𝑏𝑜
𝑔𝑒3

)︂
= 𝑞𝑜. (2.18)

В дискретных аналогах (1.12)-(1.13) мобильности Λ𝛼(𝑆,𝑃 ) на гранях 𝑓𝑖𝑗

берутся против потока:

Λ𝛼(𝑆) =

{︃
Λ𝛼(𝑆𝑖,𝑃𝑖), если поток направлен из ячейки 𝑖 в ячейку 𝑗,
Λ𝛼(𝑆𝑗,𝑃𝑗), если поток направлен из ячейки 𝑗 в ячейку 𝑖.

Фазовые мобильности для производящей скважины берутся из ячейки, со
ответствующей этой скважине. В нагнетательной скважине нагнетается только
вода, однако фазовую мобильность в ячейке для нагнетаемой воды будем оцени
вать по суммарной мобильности фаз в ячейке, ассоциированной со скважиной:
Λ𝑖𝑛𝑗 = ( 𝑘𝑟𝑤

𝜇𝑤𝑏𝑤
+ 𝑘𝑟𝑜

𝜇𝑜𝑏𝑜
)𝑐𝑒𝑙𝑙. Это необходимо для того, чтобы не переоценить мобиль

ность вытекающих из ячейки жидкостей, мобильность которых может быть
значительно ниже мобильности одной только воды. Также предполагаем, что
в скважинах отсутствует капиллярное давление, поэтому потоки в скважинах
зависят от давления нефти.

2.3. Полностью неявная схема для уравнений двухфазной
фильтрации

Сначала применим неявную схему к уравнениям (1.12):

(𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼
)𝑛+1 − (𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼
)𝑛

∆𝑡𝑛+1
= −div

(︂
u𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑛+1

+ (𝑞𝛼)𝑛+1 , 𝛼 = 𝑤, 𝑜. (2.19)

Теперь запишем нелинейные невязки уравнений на 𝑙-ом приближении на
(𝑛+ 1)-ом шаге по времени в ячейке 𝑇𝑖:

𝑅𝑙
𝛼,𝑖 =

∫︁
𝑇𝑖

[︃(︂
𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑙

𝑖

−
(︂
𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑛

𝑖

+ ∆𝑡𝑛+1

(︂
div

u𝛼

𝑏𝛼
− 𝑞𝛼

)︂𝑙

𝑖

]︃
𝑑𝑥, 𝛼 = 𝑤, 𝑜. (2.20)
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Дискретный аналог (2.19) может быть записан в следующем виде:

𝑅𝛼,𝑖 = 0, 𝛼 = 𝑤, 𝑜 (2.21)

для каждой ячейки на каждом шагу по времени.

2.4. Дискретный принцип максимума

Для доказательства дискретного принципа максимума для численного
давления в модели двухфазной фильтрации используются следующие предпо
ложения относительно вида коэффициентов модели (см. [15]):

(e1) несжимаемость обеих фаз: 𝑏𝛼 ≡ 1, 𝛼 = 𝑤,𝑜,
(e2) постоянная пористость: 𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
(e3) пренебрегаем капиллярным давлением: 𝑝𝑐 ≡ 0,
(e4) пренебрегаем гравитацией: 𝑢𝛼 = −𝑘𝑟𝛼

𝜇𝛼
K(∇𝑝𝛼), 𝛼 = 𝑤,𝑜.

Суммируя по 𝛼 уравнения (2.21) и используя предположения (e1–e4), по
лучим

−
∫︁
𝑇𝑖

div (K𝜆∇𝑝𝑜)𝑙𝑑𝑥 =

∫︁
𝑇𝑖

(𝑞𝑤 + 𝑞𝑜)
𝑙 𝑑𝑥, (2.22)

где 𝜆 = 𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤

+ 𝑘𝑟𝑜
𝜇𝑜

.
Используя теорему Остроградского-Гаусса, перепишем уравнения (2.22):∑︁

𝑓∈𝜕𝑇𝑖

𝜆𝑙𝑓𝑞
𝑙
𝑓 · 𝑛𝑓 =

∫︁
𝑇𝑖

(𝑞𝑤 + 𝑞𝑜)
𝑙 𝑑𝑥 (2.23)

где 𝑛𝑓 – внешняя нормаль к грани 𝑓 , |𝑛𝑓 | = |𝑓 |, |𝑓 | – площадь грани 𝑓 , и
𝑞𝑓 – средний поток через грань 𝑓 . Дискретная нормальная компонента потока
𝑞𝑓 ·𝑛𝑓 определяется через разности давлений в соответствии с представлением
потока, описанным в разделе 1.2.4:

∑︁
𝑓∈𝜕𝑇𝑖

3∑︁
𝑗=1

𝜆𝑙𝑓𝐴𝑗,𝑓(𝑝𝑙𝑇𝑖
− 𝑝𝑙𝑇𝑖,𝑗

) =

∫︁
𝑇𝑖

(𝑞𝑤 + 𝑞𝑜)
𝑙 𝑑𝑥. (2.24)

Пусть 𝒯 обозначает множество всех ячеек сетки, а 𝒯𝐷 и 𝒯𝑁 обозначают
множества ячеек с граничными гранями с условиями Дирихле и Неймана соот
ветственно. Обозначим также все граничные ячейки символом 𝒯𝐵 = 𝒯𝐷 ∪ 𝒯𝑁 .
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Для численного решения, полученного с помощью нелинейной многоточечной
схемы может быть сформулирована теорема:

Теорема 10 (Дискретный принцип максимума). Пусть существует решение
𝑝 уравнения (2.24). Пусть 𝒯𝑖𝑛𝑗 обозначает набор ячеек, в которых 𝑞𝑤 + 𝑞𝑜 > 0.
Тогда

max
𝑇∈𝒯 ∖(𝒯𝑖𝑛𝑗∪𝒯𝐵)

𝑝𝑇 ≤ 𝑝𝑚𝑎𝑥 = max
𝒯𝑖𝑛𝑗∪𝒯𝐵

𝑝𝑇 . (2.25)

Доказательство. Допустим, что 𝑝𝑇 достигает максимального значения в ячей
ке 𝑇 ∈ 𝒯 ∖ (𝒯𝑖𝑛𝑗 ∪ 𝒯𝐵).

Коэффициенты 𝐴𝑖,𝑓 в (2.24) неотрицательные по построению. Посколь
ку 𝑝𝑇 достигает максимума, из неотрицательности коэффициентов 𝐴𝑖,𝑓 и вида
уравнения (2.24) следует, что 𝑞𝑙

𝑓 · 𝑛𝑓 неотрицательны. Коэффициент 𝜆 являет
ся положительным. Поскольку левая часть уравнения (2.24) неотрицательна, а
правая часть (2.24) неположительна в 𝒯 ∖ (𝒯𝑖𝑛𝑗 ∪ 𝒯𝐵), то обе части уравнения
равны нулю.

Так как 𝜆𝑓𝑞𝑙
𝑓 ·𝑛𝑓 неотрицательны, и их сумма равна нулю, получаем, что

𝑞𝑙
𝑓 · 𝑛𝑓 = 0 ∀𝑓 ∈ 𝜕𝑇 . В силу того, что дискретное представление потока через

грань 𝑓 содержит член 𝑝𝑇 −𝑝𝑇 ′, где 𝑇 ′ – ячейка соседняя с 𝑇 через 𝑓 , получаем,
что 𝑝𝑇 = 𝑝𝑇 ′.

Допуская, что сетка 𝒯 /𝒯𝑖𝑛𝑗 является связной через грани, получаем, что
𝑝 постоянно в 𝒯 ∖ (𝒯𝑖𝑛𝑗 ∪ 𝒯𝐵).

Замечание 3. Если на грани 𝑓 поставлено неотрицательное условие Нейма
на(выток), поток 𝑞𝑙

𝑓 ·𝑛𝑓 через эту грань неотрицательный, и доказательство
Теоремы 10 в неизменном виде применимо для этого случая. Поэтому 𝑝 так
же не может достигать максимума на грани с таким граничным условием
(в противном случае 𝑝 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 во всей области).

Аналогично может быть получен принцип минимума.

Теорема 11 (Дискретный принцип минимума). Пусть существует решение 𝑝
уравнения (2.24). Пусть 𝒯𝑝𝑟𝑜𝑑 обозначает набор ячеек, в которых 𝑞𝑤 + 𝑞𝑜 < 0.
Тогда

min
𝑇∈𝒯 ∖(𝒯𝑝𝑟𝑜𝑑∪𝒯𝐵)

𝑝𝑇 ≤ 𝑝𝑚𝑖𝑛 = max
𝒯𝑝𝑟𝑜𝑑∪𝒯𝐵

𝑝𝑇 . (2.26)
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Замечание 4. Авторы [32] также описывают нелинейную многоточечную
схему аппроксимации потока с разрывным тензором диффузии K. Используя
допущения (d1–d4), можно показать, что дискретный принцип максимума
для решения уравнений двухфазной фильтрации также справедлив и в этом
случае. Доказательство аналогично доказательству Теоремы 10.

2.5. Сравнение дифференциального и дискретного принципов
максимума

Сравним предположения, используемые для доказательства дифференци
ального и дискретного принципов максимума.

Таблица 2 — Предположения о коэффициентах, необходимые для
доказательства дифференциального и дискретного принципов максимума в
модели двухфазной фильтрации. Зеленый квадратик значит, что
предположение необходимо для доказательства соответствующей теоремы,
красный – не необходимо.

Диффер. Дискр.
𝑝𝑐 ≡ 0

𝜇𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑏𝛼 ≡ 1

𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

В случае нулевого капиллярного давления в модели двухфазной фильтра
ции справедлив как дифференциальный, так и дискретный принцип максимума
для давления. Однако доказательство этих принципов максимума требует раз
личных предположений о виде коэффициентов модели (см. табл. 2). Как видно
из таблицы, доказательство дискретного принципа максимума требует допол
нительно несжимаемости и постоянной пористости. Отметим, что отсутствие
аналитически доказанного принципа максимума для некоторого вида коэффи
циентов не гарантирует его нарушения. Для проверки возможного нарушения
принципа максимума далее будут проведены вычислительные эксперименты.



49

2.6. Вариация нелинейных коэффициентов

Если для решения системы нелинейных уравнений 2.21 используется ме
тод, требующий вычисления якобиана, необходимо вычислить вариацию коэф
фициентов 𝐴±,𝑖 в выражении дискретизации потока.

Во-первых, вычислим вариацию 𝑞± и ̃︀𝑞±:

∆𝑞± = (𝛼′
± + 𝛽′

± + 𝛾′±)∆𝑝± − 𝛼′
±∆𝑝±,1 − 𝛽′

±∆𝑝±,2 − 𝛾′±∆𝑝±,3,

∆̃︀𝑞± = (𝛽′
± + 𝛾′±)∆𝑝± − 𝛽′

±∆𝑝±,2 − 𝛾′±∆𝑝±,3.

Вариация 𝜇± и 𝐴±,𝑖 зависит от 𝑞+, 𝑞−. Если |𝑞+| + |𝑞−| > 0 и 𝑞+𝑞− ≤ 0, то

∆𝜇± =
∆𝑞∓

𝑞∓ − 𝑞±
− (∆𝑞∓ − ∆𝑞±)

𝑞∓
(𝑞∓ − 𝑞±)2

,

∆𝐴±,1 = 2𝛼′
±∆𝜇±, ∆𝐴±,2 = 2𝛽′

±∆𝜇±, ∆𝐴±,3 = 2𝛾′±∆𝜇±.

В противном случае вариация 𝜇± зависит от ̃︀𝑞+, ̃︀𝑞−. Если |̃︀𝑞+|+ |̃︀𝑞−| > 0 и̃︀𝑞+̃︀𝑞− ≤ 0, то

∆𝜇± =
∆̃︀𝑞∓̃︀𝑞∓ − ̃︀𝑞± − (∆̃︀𝑞∓ − ∆̃︀𝑞±)

̃︀𝑞∓
(̃︀𝑞∓ − ̃︀𝑞±)2

,

∆𝐴±,1 = 𝛼′
+∆𝜇+ + 𝛼′

−∆𝜇−, ∆𝐴±,2 = 2𝛽′
±∆𝜇±, ∆𝐴±,3 = 2𝛾′±∆𝜇±.

Если |̃︀𝑞+| + |̃︀𝑞−| > 0 и ̃︀𝑞+̃︀𝑞− > 0, то

∆𝜇± =
∆̃︀𝑞∓̃︀𝑞∓ − ̃︀𝑞± − (∆̃︀𝑞∓ − ∆̃︀𝑞±)

̃︀𝑞∓
(̃︀𝑞∓ − ̃︀𝑞±)2

,

∆𝐴±,1 = 𝛼′
+∆𝜇+ + 𝛼′

−∆𝜇−, ∆𝐴±,2 = 0, ∆𝐴±,3 = 0.

В случае |𝑞+| = |𝑞−| = 0 или |̃︀𝑞+| = |̃︀𝑞−| = 0 см. замечание 5.
Итоговая вариация 𝑞± имеет следующий вид:

∆𝑞± = (𝐴±,1 + 𝐴±,2 + 𝐴±,3)∆𝑝± − 𝐴±,1∆𝑝±,1 − 𝐴±,2∆𝑝±,2 − 𝐴±,3∆𝑝±,3+

∆𝐴±,1(𝑝± − 𝑝±,1) + ∆𝐴±,2(𝑝± − 𝑝±,2) + ∆𝐴±,3(𝑝± − 𝑝±,3).

Замечание 5. Коэффициенты 𝜇± в случае нулевых потоков |𝑞+| = |𝑞−| = 0

или нулевых модифицированных потоков |̃︀𝑞+| = |̃︀𝑞−| = 0 имеют разрыв по
переменным 𝑝±,𝑖, и использовать метод Ньютона в данном случае нельзя.
Возможным решением является внесение небольшого возмущения в поле дав
лений. Альтернативным решением является использование методов, не тре
бующих вычисления Якобиана для одного шага по времени.
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2.7. Метод Ньютона для модели двухфазной фильтрации

В качестве метода решения нелинейной системы (2.21) предлагается ис
пользовать метод Ньютона:

𝐽(𝑥𝑙)𝛿𝑥𝑙 = −𝑅(𝑥𝑙), (2.27)

𝑥𝑙+1 = 𝑥𝑙 + 𝛿𝑥𝑙, (2.28)

где 𝑙 – 𝑙-ая итерация метода Ньютона, 𝑥 – вектор неизвестных во всех ячейках
сетки,

𝑥 =

(︃
𝑃

𝑆

)︃
,

𝑅 – вектор невязки во всех ячейках сетки,

𝑅(𝑥) =

(︃
𝑅𝑤(𝑥)

𝑅𝑜(𝑥)

)︃
,

а 𝐽 – матрица якобиана:

𝐽(𝑥) =

(︃
𝜕𝑅𝑤

𝜕𝑝𝑜
(𝑥) 𝜕𝑅𝑤

𝜕𝑆𝑤
(𝑥)

𝜕𝑅𝑜

𝜕𝑝𝑜
(𝑥) 𝜕𝑅𝑜

𝜕𝑆𝑤
(𝑥)

)︃
.

Метод Ньютона останавливается, когда норма невязки падает ниже 𝜀𝑛𝑤𝑡.
Далее рассмотрим построение матрицы Якобиана. Разделим невязку на

две части: аккумуляцию (включая члены, отвечающие скважинам) и перенос,
𝑅𝛼,𝑖 = 𝑅𝑎𝑐𝑐

𝛼,𝑖 +𝑅𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
𝛼,𝑖 , где:

𝑅𝑎𝑐𝑐
𝛼,𝑖 = 𝑉𝑖

[︃(︂
𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑙

𝑖

−
(︂
𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑛

𝑖

]︃
− ∆𝑡𝑛+1 (𝑞𝛼)𝑙𝑖 , 𝛼 = 𝑤, 𝑜,

𝑅𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
𝛼,𝑖 = ∆𝑡𝑛+1

∫︁
𝑇𝑖

(divu𝛼) 𝑑𝑥, 𝛼 = 𝑤, 𝑜.

Используются следующие зависимости:
– 𝑠𝑜 = 1 − 𝑠𝑤, (см. уравнение (1.15)),
– 𝑝𝑤 = 𝑝𝑜 − 𝑝𝑐(𝑠𝑤), с кусочно-линейной функцией 𝑝𝑐(𝑆𝑤), определяемой

табличными данными (см. уравнение. (1.15)),
– 𝑘𝑟𝛼 = 𝑘𝑟𝛼(𝑠𝑤) – кусочно-линейные функции, определяемые табличными

данными,
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– 𝜇𝛼 = 𝜇𝛼(𝑝𝑜) – кусочно-линейные функции, определяемые табличными
данными,

– 𝑏𝛼 = 𝑏𝛼(𝑝𝑜) – кусочно-линейные функции, определяемые табличными
данными,

– 𝜑 = 𝜑(1 + 𝑐𝑅(𝑝𝑜 − 𝑝0𝑜)).
Рассмотрим более подробно составляющие невязки, соответствующие про

цессам аккумуляции и переноса.

2.7.1. Аккумуляция

Вариация аккумуляционной составляющей невязки определяется выраже
нием:

∆𝑅𝑎𝑐𝑐
𝑤,𝑖 = 𝑉𝑖

[︂
∆

(︂
𝜑𝑠𝑤
𝑏𝑤

)︂]︂
− ∆𝑡𝑛+1∆𝑞𝑤,

∆𝑅𝑎𝑐𝑐
𝑜,𝑖 = 𝑉𝑖

[︂
∆

(︂
𝜑𝑠𝑜
𝑏𝑜

)︂]︂
− ∆𝑡𝑛+1∆𝑞𝑜,

где

∆

(︂
𝜑𝑠𝑤
𝑏𝑤

)︂
=

𝜑

𝑏𝑤
∆𝑠𝑤 + 𝑠𝑤

(︂
𝑐𝑅
𝑏𝑤

− 𝜑

𝑏2𝑤

𝑑𝑏𝑤
𝑑𝑝𝑜

)︂
∆𝑝𝑜,

∆

(︂
𝜑𝑠𝑜
𝑏𝑜

)︂
= − 𝜑

𝑏𝑜
∆𝑠𝑤 + (1 − 𝑠𝑤)

(︂
𝑐𝑅
𝑏𝑜

− 𝜑

𝑏2𝑜

𝑑𝑏𝑜
𝑑𝑝𝑜

)︂
∆𝑝𝑜.

Таким образом, получено выражение вариации составляющей невязки, со
ответствующей аккумуляции.

2.7.2. Перенос

Рассмотрим теперь вклад переноса в невязку:

𝑅𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
𝛼,𝑖 = ∆𝑡𝑛+1

∫︁
𝑇𝑖

(u𝛼 · n) 𝑑𝑠 ≈ ∆𝑡𝑛+1
∑︁
𝑓∈𝑇𝑖

u𝛼,𝑓 · n𝑓 .
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При использовании многоточечной аппроксимации потока получаем два
различных представления потока через грань 𝑓 для двух соседних ячеек 𝑇±:

(uℎ
𝑤,𝑓 · n𝑓)± =

−
(︁

𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤𝑏𝑤

)︁
𝑓

(𝐴𝑝𝑜
±,1(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,1) + 𝐴𝑝𝑜

±,2(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,2) + 𝐴𝑝𝑜
±,3(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,3))

+
(︁

𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤𝑏𝑤

)︁
𝑓

(𝐴𝑝𝑐
±,1(𝑝𝑐,± − 𝑝𝑐,±,1) + 𝐴𝑝𝑐

±,2(𝑝𝑐,± − 𝑝𝑐,±,2) + 𝐴𝑝𝑐
±,3(𝑝𝑐,± − 𝑝𝑐,±,3))

+
(︁

𝑘𝑟𝑤
𝜇𝑤𝑏2𝑤

)︁
𝑓

(𝜌𝑤,0𝑔(𝐴𝑧
±,1(𝑧± − 𝑧±,1) + 𝐴𝑧

±,2(𝑧± − 𝑧±,2) + 𝐴𝑧
±,3(𝑧± − 𝑧±,3))),

(2.29)

(uℎ
𝑜,𝑓 · n𝑓)± =

−
(︁

𝑘𝑟𝑜
𝜇𝑜𝑏𝑜

)︁
𝑓

(𝐴𝑝𝑜
±,1(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,1) + 𝐴𝑝𝑜

±,2(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,2) + 𝐴𝑝𝑜
±,3(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,3))

+
(︁

𝑘𝑟𝑜
𝜇𝑜𝑏2𝑜

)︁
𝑓

(𝜌𝑜,0𝑔(𝐴𝑧
±,1(𝑧± − 𝑧±,1) + 𝐴𝑧

±,2(𝑧± − 𝑧±,2) + 𝐴𝑧
±,3(𝑧± − 𝑧±,3))).

(2.30)
Здесь 𝑘𝑟𝛼 = 𝑘𝑟𝛼(̃︀𝑠), ̃︀𝑠 – значение насыщенности воды, взятое против потока, на
грани 𝑓 , а 𝑏𝛼 = 𝑏𝛼(̃︀𝑝), 𝜇𝛼 = 𝜇𝛼(̃︀𝑝), ̃︀𝑝 – значение давления, взятое против потока,
на грани 𝑓 , коэффициенты 𝐴±,𝑖 зависят от значения неизвестных в соседних
ячейках:

𝐴𝑝𝛼
±,𝑖 = 𝐴𝑝𝛼

±,𝑖(𝑝𝛼,+,1,𝑝𝛼,+,2,𝑝𝛼,+,3,𝑝𝛼,−,1,𝑝𝛼,−,2,𝑝𝛼,−,3), 𝛼 = 𝑤,𝑐,

𝐴𝑧
±,𝑖 = 𝐴𝑧

±,𝑖(𝑧+,1,𝑧+,2,𝑧+,3,𝑧𝑧−,1,𝑧𝑧−,2,𝑧−,3).

Определим дополнительные переменные и производные:

Λ𝑔,𝛼 =
𝑘𝑟𝛼
𝜇𝑤𝑏2𝑤

,

𝑑Λ𝑔,𝛼

𝑑̃︀𝑠 =
𝑑Λ𝛼

𝑑̃︀𝑠 /𝑏𝑤,
𝑑Λ𝑔,𝛼

𝑑̃︀𝑝 =

(︂
𝑑Λ𝛼

𝑑̃︀𝑝 𝑏𝑤 − Λ𝛼
𝑑𝑏𝑤
𝑑̃︀𝑝
)︂
/𝑏2𝑤,

𝒟1 = 𝐴𝑝𝑜
±,1(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,1) + 𝐴𝑝𝑜

±,2(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,2) + 𝐴𝑝𝑜
±,3(𝑝𝑜,± − 𝑝𝑜,±,3),

𝒟2 = 𝐴𝑝𝑐
±,1(𝑝𝑐,± − 𝑝𝑐,±,1) + 𝐴𝑝𝑐

±,2(𝑝𝑐,± − 𝑝𝑐,±,2) + 𝐴𝑝𝑐
±,3(𝑝𝑐,± − 𝑝𝑐,±,3),

𝒟3,𝛼 = 𝜌𝛼,0𝑔(𝐴𝑧
±,1(𝑧± − 𝑧±,1) + 𝐴𝑧

±,2(𝑧± − 𝑧±,2) + 𝐴𝑧
±,3(𝑧± − 𝑧±,3)).
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Используя (2.29) и (2.30), получаем следующее представление вариации потока
для каждой из двух фаз:

∆(uℎ
𝑤,𝑓 · n𝑓) =

[︁
(𝑑Λ𝑤

𝑑̃︀𝑠𝑤 )(−𝒟1 + 𝒟2) +
𝑑Λ𝑔,𝑤

𝑑̃︀𝑠𝑤 𝒟3,𝑤

]︁
∆̃︀𝑆𝑤+[︁

(𝑑Λ𝑤

𝑑̃︀𝑝𝑜 )(−𝒟1 + 𝒟2) +
𝑑Λ𝑔,𝑤

𝑑̃︀𝑝𝑜 𝒟3,𝑤

]︁
∆̃︀𝑝𝑜−

Λ𝑤 (∆𝑞𝑝𝑜± ) +

Λ𝑤

(︁
∆𝑞𝑝𝑐±

𝑑𝑝𝑐
𝑑𝑠𝑤

∆𝑠𝑤

)︁
+

Λ𝑔,𝑤𝜌𝑤,0𝑔(∆𝑞𝑧±),

(2.31)

∆(uℎ
𝑜,𝑓 · n𝑓) =

[︁
(𝑑Λ𝑜

𝑑̃︀𝑠𝑤 )(−𝒟1 + 𝒟2) +
𝑑Λ𝑔,𝑜

𝑑̃︀𝑠𝑤 𝒟3,𝛼

]︁
∆̃︀𝑠𝑤+[︁

(𝑑Λ𝑜

𝑑̃︀𝑝𝑜 )(−𝒟1 + 𝒟2) +
𝑑Λ𝑔,𝑜

𝑑̃︀𝑝𝑜 𝒟3,𝛼

]︁
∆̃︀𝑝𝑜−

Λ𝑜 (∆𝑞𝑝𝑜± ) +

Λ𝑔,𝑜𝜌𝑜,0𝑔(∆𝑞𝑧±),

(2.32)

где вариация потока 𝑞𝑦± для переменной 𝑦 определена в разделе 2.6.

2.8. Численные эксперименты

Рассматривается два псевдодвумерных численных эксперимента, в каж
дом используется три различных схемы дискретизации потока: нелинейная мно
готочечная, нелинейная двухточечная и линейная двухточечная. В обоих чис
ленных экспериментах используется равномерная сетка 32 × 32 × 1 для
области [−50; 50] × [−50; 50] × [4000; 4010]. В первом эксперименте одна нагне
тательная и одна производящая скважина, во втором – три нагнетательных и
одна производящая.

Расположение скважин изображено на рис. 2.1. Давление на нагнетатель
ных скважинах составляет 4100, на производящих – 3900.

В обоих экспериментах фазы считаются несжимаемыми с постоянными
вязкостями 𝜇𝑤 ≡ 1, 𝜇𝑜 ≡ 50, пористость среды постоянная 𝜑 ≡ 0.2, капил
лярным давлением и вкладом гравитации пренебрегаем, как требуется в Тео
реме 10. Функции относительных проницаемостей представлены на рис. 2.2,
тензор абсолютной проницаемости равен:

𝑘 = 𝑅𝑧(−𝜃𝑧)𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)𝑅𝑧(𝜃𝑧),
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A B

Рисунок 2.1 — Схемы расположения скважин в численных экспериментах с
двумя и четырьмя скважинами.

Рисунок 2.2 — Вид функций относительных проницаемостей, используемых в
численных экспериментах.

где 𝑘1 = 𝑘3 = 100, 𝑘2 = 0.1, 𝜃𝑧 = 112.5∘, а 𝑅𝑧(𝛼) – матрица поворота в
𝑥𝑦-плоскости.

2.8.1. Двухфазная фильтрация

Результаты расчета давления в модели двухфазной фильтрации для чис
ленного эксперимента с двумя скважинами (рис. 2.1, слева) представлены на
рис. 2.3A. Нелинейная многоточечная и линейная двухточечная схемы удволе
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A
многоточ. нелин. двухточ. лин. двухточ.

max 4099.81 4111.68 4097.24
min 3901.08 3890.21 3927.66

B
max 4099.92 4119.92 4099.05
min 3906.03 3947.19 3861.63

C
max 0.515 0.502 0.573
min 0.150 -0.800 0.150

Рисунок 2.3 — Результаты численного моделирования для давления и
насыщенности в модели двухфазной фильтрации для различных схем

дискретизации и постоянных параметров модели. A: давление для 𝑡 = 2000,
численный эксперимент с двумя скважинами, B: давление для 𝑡 = 100,
численный эксперимент с четырьмя скважинами, C: насыщенность для
𝑡 = 100, численный эксперимент с четырьмя скважинами (s(0) = 0.15)

творяют дискретному принципу максимума для давления, как и ожидалось,
в то время как нелинейная двухточечная схема нарушает дискретный прин
цип максимума. Было показано [35], что измельчение сетки уменьшает вели
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чину отклонений для нелинейной двухточечной схемы в аналогичной задаче,
однако дискретный принцип максимума все же нарушается. В отличие от нели
нейной двухточечной схемы, линейная двухточечная схема не обеспечивает ап
проксимацию потоков, что приводит к нефизичному полю давлений (решение
не ориентировано сообразно тензору диффузии). Поэтому только нелинейная
многоточечная схема обеспечивает одновременно аппроксимацию и дискретный
принцип максимума.

Численный эксперимент с четырьмя скважинами (рис. 2.1, справа) приво
дит к аналогичным результатам и демонстрирует последствия нарушения дис
кретного принципа максимума давления для численных насыщенностей. На
рис. 2.3B изображено решение для давления на момент времени 𝑡 = 100. Дис
кретный принцип максимума нарушается для двухточечной нелинейной схемы,
как и в предыдущем численном эксперименте. На верхней левой скважине дав
ление становится выше, чем нагнетательное давление, равное 4100, что приво
дит к тому, что на верхней левой нагнетательной скважине вода выкачивается
вместо нагнетания.

Использование дискретизации по потоку для полной мобильности на сква
жине Λ𝑖𝑛𝑗 = (Λ𝑤 + Λ𝑜)𝑐𝑒𝑙𝑙 > 0 в случае нелинейной двухточечной схемы приво
дит к уменьшению насыщенности воды ниже нуля. Это приводит к нефизичной
отрицательной насыщенности на верхней левой скважине (см. рис. 2.3C, посе
редине), насыщенность воды в ячейке составляет −0.800. Насыщенности воды,
полученные при помощи нелинейных многоточечной, двухточечной и линейной
двухточечной схем, сравниваются на рис. 2.3C. Поскольку линейная двухто
чечная схема не обеспечивает аппроксимацию, поток воды не сонаправлен с
направлением анизотропии.

Таблица 3 — Максимальное и минимальное давления для различных
параметров модели двухфазной фильтрации (для нелинейной многоточечной
схемы дискретизации потока). Давление больше 4100 является выбросом
вверх и отмечено красным цветом.

пост. парам. 𝑏𝛼 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝜇𝛼 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑝𝑐 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝜑 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

дв
е

ск
ва

ж
.

max 4099.81 4099.86 4099.88 4100.25 4099.86
min 3901.08 3900.72 3901.30 3901.27 3900.67

че
ты

ре
ск

ва
ж

.

max 4099.92 4099.96 4099.96 4099.95 4099.94
min 3906.03 3903.34 3905.49 3906.20 3903.97
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Результаты моделирования при использовании непостоянных коэффици
ентов (факторов сжатия, вязкостей, капиллярного давления и пористости) для
нелинейной многоточечной схемы представлены в табл. 3. Как видно из табли
цы, дискретный принцип максимума для давления нарушается при ненулевом
капиллярном давлении. Однако непостоянные фазовые вязкости, сжимаемость
и непостоянная пористость не вызывают нарушения дискретного принципа мак
симума в представленных экспериментах.

2.8.2. Трехфазная фильтрация

Численные эксперименты, аналогичные экспериментам для модели двух
фазной фильтрации, были проведены для упрощенной модели трехфазной
фильтрации (растворимость нефти считалась равной нулю). Результаты мо
делирования для постоянных параметров модели (факторы сжатия, вязкости,
капиллярное давление и пористость) представлены на рис. 2.4, для перемен
ных – в табл. 4. Как и в случае двухфазной фильтрации, дискретный принцип
максимума для нелинейной многоточечной схемы дискретизации потока соблю
дается для постоянных параметров и нарушается при ненулевом капиллярном
давлении.

Таблица 4 — Максимальное и минимальное давления для различных
параметров модели трехфазной фильтрации (для нелинейной многоточечной
схемы дискретизации потока). Давление больше 4100 является выбросом
вверх и отмечено красным цветом.

пост. парам. 𝑏𝛼 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝜇𝛼 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑝𝑐 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝜑 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

дв
е

ск
ва

ж
.

max 4099.57 4099.70 4099.08 4100.78 4099.78
min 3903.67 3901.59 3903.73 3903.57 3901.75

че
ты

ре
ск

ва
ж

.

max 4099.92 4099.91 4099.92 4099.95 4099.93
min 3921.64 3908.06 3919.84 3921.45 3908.42

Таким образом, результаты численных экспериментов для трехфазной
фильтрации во многом аналогичны результатам для двухфазной фильтрации:
дискретный принцип максимума для давления нарушается в случае ненулево
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A
многоточ. нелин. двухточ. лин. двухточ.

max 4099.57 4148.05 4087.62
min 3903.67 3851.79 3945.5

B
max 4099.92 4124.64 4098.64
min 3921.64 3710.26 3967.52

C
max 0.444 0.397 0.462
min 0.250 0.018 0.250

Рисунок 2.4 — Результаты численного моделирования для давления и
насыщенности в модели трехфазной фильтрации для различных схем

дискретизации и постоянных параметров модели. A: давление для 𝑡 = 2000,
численный эксперимент с двумя скважинами, B: давление для 𝑡 = 100,
численный эксперимент с четырьмя скважинами, C: насыщенность для
𝑡 = 100, численный эксперимент с четырьмя скважинами (s(0) = 0.15)

го капиллярного давления, но для переменных факторов сжатия, вязкости и
пористости численные эксперименты не демонстрируют его нарушения.
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2.8.3. Сравнение принципа максимума с дискретным принципом
максимума в численных экспериментах

Сравним аналитические результаты с результатами вычислительных экс
периментов.

Таблица 5 — Сравнение между допущениями дифференциального принципа
максимума и экспериментального дискретного принципа максимума (для
нелинейной многоточечной схемы дискретизации потока) для моделей двух- и
трехфазной фильтрации. Зеленый квадратик обозначает, что допущение
требуется соответствующим принципом максимума. Красный квадратик в
случае дифференциального принципа максимума означает, что допущение не
требуется для принципа максимума, в случае дискретного принципа
максимума – проведенные численные эксперименты не демонстрируют
необходимость допущения для справедливости дискретного принципа
максимума.

двухфазная трехфазная
дифф. дискр. дифф. диск.

𝑝𝑐 ≡ 0

𝜇𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑏𝛼 ≡ 1

𝜑 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

В доказательстве дискретного принципа максимума для давления при
использовании нелинейной многоточечной схемы в модели двухфазной филь
трации используются предположения о нулевом капиллярном давлении и по
стоянных факторах сжатия и пористости, в то время как для доказательства
дифференциального принципа максимума предположение о постоянных факто
рах сжатия и пористости не требуются. Численные эксперименты с ненулевым
капиллярным давлением показывают, что требование 𝑝𝑐 ≡ 0 является крити
ческим, однако непостоянные факторы сжатия и пористость не приводят к
нарушению дискретного принципа максимума в представленных эксперимен
тах. Сравнение требований к коэффициентам для получения дифференциаль
ного принципа максимума с требованиями, которые необходимы для соблюде
ния дискретного принципа максимума в описанных ранее экспериментах (назо
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вем такие требования допущениями экспериментального дискретного принципа
максимума) см. в табл. 5.
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Глава 3. Математическое моделирование внутриклеточного
переноса веществ и сети микротрубочек

3.1. Описание математической модели

Модель, представленная в данном разделе, является обобщением модели
переноса, представленной в работах [20; 55]. В этих работах рассматривается мо
дель внутриклеточного переноса пигмента по микротрубочкам. В диссертации
предлагается модифицировать предположения, используемые авторами, чтобы
применить модель переноса для более общей экспериментальной ситуации: пе
реноса эндосом по микротрубочкам.

В данной работе предлагается рассмотреть двумерную модель по следу
ющим причинам. Двумерная модель является простой и в то же время поз
воляет феноменологическое описание явлений переноса и формирования сети,
по которой он осуществляется. Кроме того, самым распространенным методом
изучения внутриклеточного переноса является микроскопия, продуцирующая
двумерные изображения, данные которых проще интерпретировать, рассмат
ривая двумерную задачу.

Представленная далее модель состоит из двух связанных блоков, первый
из которых описывает формирование сети микротрубочек, а второй – перенос
веществ по созданной сети. Перенос описывается уравнением конвекции-диф
фузии. Сходный подход используется в ряде моделей [6].

Результаты моделирования сравниваются с данными о характеристиках
динамики эндосом, опубликованными в [56]. Кроме того, проводится валида
ция блока микротрубочек на примере моделирования формирования веретена
деления, а результаты блока переноса сравниваются с экспериментальными на
блюдениями переноса веществ в линейном фрагменте нервной клетки (аксоне),
опубликованными в [57]. Результаты данных численных экспериментов пред
ставлены далее в разделе 3.4.3.

Первый блок модели, описывающий формирование сети микротрубочек,
является агентным: каждая микротрубочка описывается отдельно координата
ми начала и конца и направлением роста. Второй блок модели состоит из урав
нения конвекции-диффузии, начальных и граничных условий на полный поток



62

через границу, которые описывают динамику переноса веществ. На основе кон
фигурации сети рассчитывается поле скорости переноса веществ, выступающее
в качестве коэффициента конвекции в уравнении конвекции-диффузии второго
блока.

3.1.1. Динамика микротрубочек – агентов модели

Обычно внутри клетки происходит направленный перенос, т.е. вещество
переносится в некоторую конкретную область, поэтому предположим, что за
дана целевая область 𝐴 (𝐴 ⊂ Ω), к которой будет переноситься вещество (см.
рис. 3.1A). Будем считать, что у микротрубочки есть начало (соответствует ми
нус-концу) и конец (соответствует плюс-концу). В основе модели, описывающей
динамику микротрубочек, лежат обощения предположений работы [20]:

1. Микротрубочки прямые, движение микротрубочек осуществляется
только за счет роста конца и распада начала.

2. Конец микротрубочки растет с постоянной скоростью 𝑣𝑝.
3. Начало микротрубочки сокращается со скоростью 𝑣𝑚(𝑥, 𝑦). В целевой

области 𝐴 скорость начала по величине меньше скорости конца, вне ее
эти скорости совпадают, т.е.

𝑣𝑚(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝜀𝑣𝑝, если (𝑥,𝑦) ∈ 𝐴,

𝑣𝑝, иначе.
где 0 < 𝜀 < 1.

4. Когда конец микротрубочки достигает границы клетки, он останавли
вается. Когда соответствующее ему начало микротрубочки достигает
границы клетки, микротрубочка исчезает.

5. Новые микротрубочки нулевого размера появляются в области 𝐴. В
начальный момент времени создается 𝑛𝑚𝑎𝑥 микротрубочек. Новая мик
ротрубочка нулевого размера появляется в области 𝐴 всякий раз, когда
исчезает одна из существующих микротрубочек. Угол, определяющий
направление роста новой микротрубочки, выбирается случайно.

Предположения 1,2 и 4 аналогичны предположениям, используемым в [20], а
скорость распада начала и создание новых микротрубочек в [20] зависят от
локальной плотности переносимых веществ (пигмента).
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A B

Рисунок 3.1 — A: Схематическое представление моделируемых процессов
поглощения и переноса вещества: 1 – участок поглощения внешнего материала

клеткой, 2 – микротрубочки, по которым переносится вещество от участка
границы 1 к области A. Клетка представлена областью Ω с границей 𝜕Ω. B:
Поле скорости (a) переноса веществ, определяемое одной микротрубочкой,
задается в области влияния: прямоугольнике шириной 𝛼 и длиной, равной
длине микротрубочки. Микротрубочка (b) растет в направлении конца.
Вектор скорости переноса имеет направление от конца (+) к началу (-),

величина вектора убывает по мере удаления от микротрубочки.

Таким образом, каждая микротрубочка описывается координатами своих
начала и конца, их динамика определяется следующими уравнениями:

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑡

= 𝑣𝑝𝑢𝑖,
𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑡
= 𝑣𝑚(𝑥,𝑦)𝑢𝑖, (3.1)

где 𝑝𝑖 – координата конца, 𝑚𝑖 – координата начала, 𝑢𝑖 – единичный вектор,
направленный от начала к концу.

Совокупность всех микротрубочек формирует поле скоростей 𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑦),
которое выступает в качестве коэффициента конвекции в уравнении, описыва
ющем изменение плотности переносимого вещества. Аналогично [20] будем счи
тать, что каждая микротрубочка имеет свою область влияния (см. рис. 3.1𝐵),
где 𝛼 – параметр ширины области влияния, постоянный для всех микротру
бочек. Поле скоростей для расположения микротрубочек в момент времени 𝑡0

определим выражением:

𝑉 (𝑥,𝑦,𝑡0) = −
∑︀

𝑖 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖)𝑒−(𝑑2𝑖 /(𝛼/2)
2)𝑣𝑔𝑢𝑖∑︀

𝑖 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖)
, (3.2)
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где суммирование производится по всем микротрубочкам, 𝑑𝑖 – расстояние от
точки (𝑥, 𝑦) до 𝑖-ой микротрубочки, 𝑣𝑔 – скорость переноса эндосом по микро
трубочке, 𝑢𝑖 – направляющий вектор, 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖) – индикаторная функция области
влияния 𝑖-ой микротрубочки. Если точка не принадлежит области влияния хо
тя бы одной микротрубочки, то будем считать, что скорость в этой точке равна
нулю.

3.1.2. Динамика плотности переносимого вещества

Пусть задана ограниченная двумерная область Ω (см. рис. 3.1A), характе
ризующая геометрию клетки.

Переменной данного блока модели является плотность 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) эндосом в
момент времени 𝑡 в точке области с координатами (𝑥, 𝑦). Динамика переменной
описывается следующим уравнением:

𝜕𝑔

𝜕𝑡
− 𝑑△ 𝑔 + div(𝑉 𝑔) = 𝑓 в Ω × (0,𝑇 ), (3.3)

где 𝑑 – постоянный скалярный коэффициент диффузии, 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑡) – поле ско
рости переноса по микротрубочкам, 𝑓 – внешние источники или стоки.

Граничные и начальные условия определяются в зависимости от экспери
ментальной ситуации, к которой применяется модель. В численных эксперимен
тах по валидации модели будут использованы различные начальные условия,
а в качестве граничных условий будет задаваться поток через границу области
(подробнее см. раздел 3.4.3).

Корректность обобщенной постановки, где решение ищется в пространстве
𝑊 1

2 (Ω×(0,𝑇 )), показана в [58] (в том числе для задачи с граничными условиями
третьего типа).

3.1.3. Алгоритм реализации модели

Модель реализуется следующей последовательностью шагов:
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1. Создание новых микротрубочек нулевого размера в 𝐴 (целевой области
переноса). Координата и угол направления роста выбираются случайно
и имеют равномерное распределение соответственно в области A или на
отрезке [0, 2𝜋]. Устраняются микротрубочки, начало и конец которых
достигли границы Ω.

2. Обновление координат начала и конца микротрубочек согласно уравне
ниям (3.1).

3. Расчет поля скоростей по уравнению (3.2).
4. Решение уравнения (3.3) с неявной схемой по времени, результат берет

ся за новую функцию плотности переносимого вещества.

3.2. Анализ эффективности переноса веществ в клетке

Задача оценки эффективности биологических систем и механизмов тра
диционно рассматривается как задача оценки количества ресурсов (энергии,
материалов и времени), необходимых для достижения результата, т.е. по соот
ношению цена–эффект [59]. Поскольку для переноса крупных молекул в клетке
затрачивается энергия, представляется разумным сравнить данный механизм
переноса с диффузионным переносом, не требующим затрат энергии, и коли
чественно оценить выигрыш или эффект от использования системы микротру
бочки-моторы для переноса веществ.

Скорость движения веществ по микротрубочкам существенно выше скоро
сти диффузии (например, гранулы пигмента в пигментных клетках рыб могут
перемещаться по микротрубочкам со скоростью около 4 мкм/с [20]). Создание
и функционирование системы переноса веществ требует затрат энергии и ре
сурсов. Представляется полезным оценить эти затраты и сравнить с другими
механизмами.

В данном разделе обобщим блок модели из раздела 3.1, описывающий ди
намику микротрубочек. На основе обобщенной модели оценим энергетические
затраты на создание сети, а также выигрыш от ее использования для переноса
эндосом.
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3.2.1. Оценка скорости активного переноса веществ

Оценим время, необходимое для переноса эндосом к целевой области вбли
зи ядра клетки. На сегодняшний день наибольший объем данных получен о
ранней стадии развития эндосом, т.е. о ранних эндосомах [42; 56; 60]. По этой
причине везде далее под эндосомами будут подразумеваться именно ранние эн
досомы. Среднее время жизни ранних эндосом составляет примерно от двух до
10 минут [60; 61].

Направление переноса эндосом не является постоянным в течение жизни
эндосомы. Эндосомы могут двигаться по микротрубочкам к их началу, концу
или оставаться неподвижными. При этом скорость переноса также непостоянна
и меняется по мере созревания эндосомы. Поскольку в клетке одновременно на
ходятся эндосомы различных степеней созревания, а также в силу неравномер
ности распределения компонент клетки, обеспечивающих перенос (см. [41]), со
вокупность эндосом в клетке определяет множество различных векторов мгно
венных скоростей переноса.

Используя опубликованные данные об этих скоростях в клетках HeLa [62],
построим функцию распределения, где случайной величиной выступает время
преодоления эндосомой полного пути от наружной мембраны к ядру (или об
ласти вблизи ядра, например эндоплазматическому ретикулуму). Используем
следующие эмпирические оценки относительно подвижности эндосом:

1. Эндосома движется в среднем 22% времени [42].
2. Отношение времени движения к ядру ко времени движения от ядра

составляет 3 к 1 [42].
3. Отношения длительности времени движения ко времени неподвижно

сти и времени движения к ядру ко времени движения от ядра не зави
сят от скорости движения эндосом.

Также предположим, что функция распределения мгновенных скоростей
эндосом является функцией распределения мгновенных скоростей для отдель
ной эндосомы.

Сокращая во второй оценке одну долю времени движения от ядра с одной
долей времени движения к ядру, получим, что в среднем эндосома движется
в одном направлении (к ядру) 2 доли из 4, т.е. 50%. Применяя теперь первую
оценку, получим долю времени движения, равную 0,22·0,5 = 11% времени. Ины
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Рисунок 3.2 — Кумулятивная функция распределения вероятности
прохождения эндосомой расстояния 5 мкм к заданному моменту времени для
двух механизмов переноса. Линией обозначена функция для переноса эндосом
по микротрубочкам, закрашенной областью – множество возможных значений
соответствующей функции при моделировании диффузии. Справа – участок

графика на отрезке времени до 200 с в увеличенном масштабе.

ми словами, можно допустить, что эндосома движется к ядру равномерно со
скоростью в 11% от первоначальной мгновенной скорости. Таким образом, если
𝑓𝑠𝑟𝑢𝑛(𝑣) – плотность вероятности мгновенной скорости переноса, то плотность
вероятности средней скорости равна 𝑓𝑠𝑎𝑣(𝑢) = 𝑓𝑠𝑟𝑢𝑛(𝑣)|𝑣=𝑢/(0,11) с соответствую
щей перенормировкой. Принимая диаметр клетки за 20 мкм, а диаметр ядра за
10 мкм и считая, что эндосоме необходимо пройти путь от внешней мембраны
до ядра, получим функцию плотности для времени 𝑡 прохождения расстояния
𝑠 = 5 мкм, равную 𝑓𝑇 (𝑡) = 𝑓𝑠𝑎𝑣(𝑣)|𝑣=𝑠/𝑡 с точностью до перенормировки. Ин

тегрируя эту плотность от 0 до 𝑡, получим 𝐹𝑇 (𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝑓𝑇 (𝜉)𝑑𝜉 – кумулятивную

функцию распределения вероятности прохождения 5 мкм к заданному моменту
времени.

3.2.2. Оценка скорости диффузионного переноса веществ

Для оценки скорости диффузионного переноса эндосом был проведен сле
дующий вычислительный эксперимент. Предположим следующее:
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– Диффузия является единственным механизмом переноса.
– Изначально все переносимое вещество сосредоточено в точке внутри

клетки вблизи наружной мембраны.
– Вещество поглощается вблизи ядра.
Исходя из этих допущений была построена континуальная модель пере

носа на основе уравнения диффузии. Пусть задана область Ω = {(𝑥,𝑦,𝑧)|𝑟2 <
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 < 𝑅2}, в которой осуществляется перенос, 𝑅 - радиус клетки, 𝑟 -
радиус ядра. Ω ограничено двумя сферами Γ𝑜𝑢𝑡 = {(𝑥,𝑦,𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2} и
Γ𝑖𝑛𝑡 = {(𝑥,𝑦,𝑧)|𝑥2 +𝑦2 +𝑧2 = 𝑟2}. Тогда модель диффузионного переноса описы
вается системой уравнений относительно неизвестной концентрации 𝑐(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑐
𝜕𝑡 = 𝑑∆𝑐, (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ Ω,

𝜕𝑐
𝜕n |Γ𝑜𝑢𝑡

= 0,

𝑐|Γ𝑖𝑛𝑡
= 0,

𝑐|𝑡=0 = 𝛿(𝑅,0,0),

где 𝑑 – скалярный постоянный коэффициент диффузии, n – внешняя единич
ная нормаль, 𝛿(𝑥,𝑦,𝑧) – дельта-функция Дирака.

Корректность такой постановки хорошо известна (см. [58; 63]).
Радиус клетки 𝑅 и радиус ядра 𝑟 принимались аналогично разделу 3.2.1

соответственно за 10 и 5 мкм. Коэффициент диффузии оценивался исходя из
соотношения Стокса-Эйнштейна, где температура принималась за 37∘𝐶, мини
мальный и максимальный размеры эндосом – соответственно 0,2 и 0,55 мкм [60],
коэффициент вязкости цитоплазмы HeLa для крупных(более 86 нм) объектов
– 4,4 × 10−2 Па·с [38]. Таким образом, коэффициент диффузии для эндосом
может принимать значения от 0,0009 мкм2/c до 0,0026 мкм2/с.

Вещество в данной модели не поступает извне, поэтому будем считать, что(︂
1 −

∫︀
Ω

𝑐(𝑥,𝑦,𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

)︂
определяет долю поглощенного вещества. Поскольку ве

щество в данном эксперименте полностью однородно, то долю поглощенного ве
щества к моменту времени можно рассматривать как кумулятивную функцию
распределения вероятности преодоления 5 мкм к заданному моменту времени.
Таким образом, модель позволяет получить функцию распределения, анало
гичную функции распределения в разделе 3.2.1 (см. рис. 3.2). Как видно из
графика, микротрубочки обеспечивают более быстрый перенос эндосом.
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Оценим увеличение скорости переноса с использованием микротрубочек
для крайних случаев значения коэффициента диффузии, т.е. для левой и пра
вой границы закрашенной области рис. 3.2. В качестве оценки увеличения ско
рости используем 𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛

𝜆
||𝐹𝑇𝑚𝑡

(𝑡) − 𝐹𝑇𝑑𝑖𝑓
(𝜆𝑡)||𝐿2(0,∞), где 𝐹𝑇𝑚𝑡

(𝑡) и 𝐹𝑇𝑑𝑖𝑓
-

функции распределения из разделов 3.2.1 и 3.2.2 соответственно для переноса
по микротрубочкам и диффузионного переноса. При максимальном значении
коэффициента диффузии 𝑛 = 3,4, при минимальном значении 𝑛 = 9,4. Заме
тим, что минимизация отклонения только по области линейной части функции
𝐹𝑇𝑚𝑡

(от значения 0,1 до 0,9) дает близкие значения: 3,38 и 9,29. Таким образом,
если дополнительно предположить ограниченность одновременно находящего
ся в клетке вещества, данные значения будут определять отношения скоростей
доставки веществ при разных механизмах переноса.

3.2.3. Оценка энергетических затрат и выигрыша от
использования микротрубочек для переноса веществ

На основе математической модели, описанной в секции 3.1, оценим выиг
рыш и затраты энергии от использования клеткой микротрубочек для переноса
веществ.

В рамках всего организма эффективность клетки определяется, в частно
сти, эффективностью поглощения и выделения ею определенных веществ (хо
лестерола гепатоцитами, питательных веществ в эпителии кишечника и т. д.).
Таким образом, энергия, затрачиваемая клеткой, ”окупается” за счет работы в
интересах всего организма, например, по поглощению, выведению или преобра
зованию веществ. Иными словами, за счет работы клетки организм способен
получать в среднем столько же энергии в расчете на одну клетку, сколько она
затрачивает на поддержание своей жизнедеятельности. Поскольку как поглоще
ние, так и выделение крупномолекулярных веществ требует переноса по мик
ротрубочкам, будем считать, что энергетический выигрыш от использования
микротрубочек определяется эффективностью переноса поглощенных клеткой
веществ.

Наибольшая скорость поглощения веществ достигается при использова
нии рецепторно-опосредованного способа поглощения, при котором захваты
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ваются специфичные рецепторам вещества. При этом вещества проникают в
клетку в специальных областях внешней мембраны клетки, называемых кла
трин-окаймленными ямками. Допустим, что перенос вещества осуществляется
микротрубочками, если в окрестности клатрин-окаймленной ямки есть микро
трубочка, соединяющая данную ямку с целевой областью доставки. В против
ном случае перенос осуществляется за счет диффузии. Если 𝑁 – мощность,
потребляемая клеткой, а 𝛾 – отношение скорости диффузионного переноса к
скорости переноса по микротрубочкам, то 𝛾𝑁 – выраженная в мощности оцен
ка полезности клетки, в которой единственным механизмом переноса является
диффузия. Если теперь допустить, что скорость доставки меняется линейно в
зависимости от доли 𝛼 клатрин-окаймленных ямок, перенос из которых осу
ществляется микротрубочками, то получим, что мощностная полезность клет
ки составляет 𝛾𝑁 + 𝛼(𝑁 − 𝛾𝑁). Таким образом, выигрыш от использования
микротрубочек составляет 𝛼(1 − 𝛾)𝑁 .

Величину 𝛾 оценим, исходя из результатов раздела 3.2.2. В дальнейших
экспериментах использовались результаты для наибольшей скорости диффу
зии, т.е. 𝛾 = 1/3,4. Значение величины мощности клетки принималось за
𝑁 = 3 × 10−11 Вт, что соответствует значению мощности культивируемых кле
ток [64]. Величину 𝛼 определим далее, как результат расчетов модели.

Затраты энергии на создание и поддержание системы, осуществляющей
перенос, определим исходя из следующих соображений:

1. Микротрубочка состоит из димеров тубулина, на присоединение каж
дого димера расходуется энергия гидролиза одной молекулы ГТФ.

2. Миротрубочка содержит 13 параллельных нитей димеров [41].
3. Диаметр молекулы тубулина составляет 4 нм [65].

В результате затраты на создание одного микрометра микротрубочки состав
ляют 1,04 × 10−16 Дж. Итоговое значение потребляемой энергии определяется
суммарной скоростью роста всех микротрубочек в клетке.

Для оценки доли 𝛼 клатрин-окаймленных ямок, перенос из которых осу
ществляется микротрубочками, и суммарной скорости роста/распада микро
трубочек в клетке использовалась следующая агентная стохастическая модель,
являющаяся развитием модели, описанной в секции 3.11.

1В модели, описанной в секции 3.1, конец микротрубочки всегда растет, а начало сокращается.
Модель, которая используется в данном разделе, дополнительно предполагает возможность сокра
щения конца и неподвижности начала.
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Клетка, как и в предыдущем эксперименте, моделировалась областью Ω =

{(𝑥,𝑦,𝑧)|𝑟2 < 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 < 𝑅2}, где 𝑟 и 𝑅 равны 5 и 10 мкм соответственно.
Агентами модели являются клатрин-окаймленные ямки и микротрубочки.

Клатрин-окаймленные ямки моделируются окружностями радиусом 75 нм
(радиус клатрин-окаймленных ямок в клетках мыши и цыпленка [39]). Клатрин
окаймленные ямки случайно распределяются по внешней границе Ω (без взаи
мопересечений), и их координаты не изменяются в течение всего численного
эксперимента.

Микротрубочки моделируются отрезками. Начало и конец микротрубочки
находятся в одном их двух состояний: стабильном или сокращающемся. В ста
бильном состоянии конец микротркбочки растет со скоростью 𝑔𝑝, начало микро
трубочки неподвижно и находится в точке с нулевыми координатами. При этом
конец, достигший границы клетки, не растет вне зависимости от текущего состо
яния. В разрушающемся состоянии конец сокращается со скоростью 𝑠𝑝, начало
сокращается со скоростью 𝑠𝑚. Изначально начало и конец всех микротрубочек
находятся в стабильном состоянии. Переход на данной итерации от стабильного
состояния к сокращающемуся для начала и конца является случайным. Вероят
ность изменения состояния для конца, находящегося вне клатрин-окаймленной
ямки, составляет 𝜉𝑝, для конца, находящегося в клатрин-окаймленной ямке, –
𝜉𝑝𝜉𝑠, для начала – 𝜉𝑚. Будем считать, что если в клатрин-окаймленной ямке
находится хотя бы одна микротрубочка, то перенос веществ из нее осуществ
ляется микротрубочками. Такие клатрин-окаймленные ямки будем называть
активными. Таким образом, в модели используется гипотеза селективной ста
билизации [66], в которой предполагается существование защиты от распада тех
микротрубочек, которые вовлечены в активные процессы (например, переноса)
в данный момент времени. Заметим, что хотя в реальной клетке микротрубоч
ка может несколько раз переключаться между ростом и распадом, в модели
возможен только один переход для каждого из концов микротрубочки. Игно
рирование множественности переходов в модели объясняется тем, что два и
более переходов имеют вероятность более высокого порядка малости, чем один
переход.

На каждой итерации осуществляются следующие действия с микротру
бочками:

1. Рост или распад начала и конца в зависимости от состояния.
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2. Устранение микротрубочек, длина которых обратилась в ноль в резуль
тате распада.

3. Образование 𝜈 новых микротрубочек нулевой длины в начале коорди
нат, направление роста каждой микротрубочки определяется случай
ной величиной, имеющей равномерное распределение по всем направ
лениям.

4. Переключение состояний концов микротрубочек.
Использовались следующие значения параметров:
– Число клатрин-окаймленных ямок – 1442. Оценка получена исходя из

площади поверхности клетки, радиуса ямки и занимаемой ямками доли
поверхности мембраны 2% [67].

– Скорости роста и распада микротрубочек: 𝑔𝑝 = 2,5 мкм/мин, 𝑠𝑝 = 20

мкм/мин, 𝑠𝑚 = 30 мкм/мин [68].
– Параметры вероятности переключения состояний концов микротрубо

чек: 𝜉𝑝, 𝜉𝑠, 𝜉𝑚 принимают значения из множества {0,0005, 0,0006, 0,0007,
0,0008, 0,0009, 0,001, 0,002, 0,003, 0,004, 0,005, 0,006, 0,007, 0,008, 0,009,
0,01}. При расчетах использовались все 153 комбинаций. Эксперимен
ты со значениями этих параметров 𝜉𝑝, 𝜉𝑠, 𝜉𝑚 > 0,01 не проводились по
причине малого количества активных клатрин-окаймленных ямок (до
ля порядка 10−3).

– Скорость появления новых микротрубочек: использовалось значение
𝜈 = 100 ед./с. Данное значение достаточно произвольно, однако поз
воляет исследовать вид зависимости энергетического выигрыша от за
трат.

С помощью вычислительных экспериментов изучена динамика сети мик
ротрубочек. После длительного моделирования характеристики сети стабили
зировались. Число активных клатрин-окаймленных ямок, затраты энергии на
создание и поддержание сети оценивались исходя из их значения в стабильном
состоянии. Время формирования сети оценивалось как время от начала экспери
мента до момента, когда число активных клатрин-окаймленных ямок впервые
отличается от стационарного значения менее, чем на 1%.

В результате моделирования (см. рис. 3.3) получено, что более высокий
выигрыш в энергии от использования микротрубочек требует больших затрат
на создание и поддержание сети.



73

Заметим, что сеть микротрубочек, обеспечивающая больший энергетиче
ский выигрыш, требует больше времени для формирования. Если допустить,
что клетке нужно от часа до четырех часов для прихода в нормальное функци
ональное состояние, которое требует сформировавшейся сети, то получим одно
временно и ограничение на энергетический выигрыш от использования микро
трубочек (см. рис. 3.3).

Рисунок 3.3 — Соотношение между затратами на создание и поддержание
сети микротрубочек и выигрышем от использования микротрубочек как сети,
по которой осуществляется перенос, полученное в результате моделирования.

Квадратиками обозначены эксперименты, в которых сеть микротрубочек
формируется более четырех часов, крестиками – от часа до четырех часов,

кружочками – менее одного часа.

Заметим, что предложенные в данном разделе оценки требуют уточнения.
Оценка затрат на перенос, скорее всего, увеличится, поскольку помимо созда
ния микротрубочек система переноса расходует энергию на другие процессы,
например на синтез и перенос молекулярных моторов. Оценка же энергетиче
ского выигрыша может быть уменьшена, поскольку перенос веществ зависит не
только от сети микротрубочек, но также имеет в себе множество других этапов:
синтез и вывод на поверхность клетки рецепторов, втягивание участков мембра
ны, формирование эндосом, утилизация веществ [39]. В силу этого, выигрыш
от использования сети составляет лишь некоторую долю от общей мощности
метаболизма клетки, используемой в этом разделе. Поэтому оценка абсолютно
го значения выигрыша может быть пропорционально уменьшена. Результаты
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данного раздела являются первым приближением для оценки эффективности
внутриклеточного переноса и могут быть использованы как основа для даль
нейшего изучения вопроса.

Используя гипотезу о том, что в среднем энергетический выигрыш всего
организма от работы клетки сравним с энергетическими затратами на поддер
жание жизнедеятельности и функционирования клетки, можно предположить,
что уточненные оценки затрат и выигрыша будут иметь близкие значения. То
гда разность выигрыша и затрат представляется разумной мерой эффективно
сти переноса. В задаче оптимального управления, в которой внутриклеточный
перенос – управляемый объект, ограниченный математической моделью, дан
ная мера эффективности может выступать критерием эффективности управ
ления. Выбор управления в данном случае ограничен возможностями воздей
ствия на внутриклеточные процессы. Для внутриклеточного переноса таким
воздействием может быть изменение экспрессии молекулярных моторов или
иных молекулярных структур, контролирующих динамику переноса и сорти
ровки (например, белков rab5, rab4, pi3p [69]).

3.3. Математическое моделирование процессов переноса веществ в
клетке с геометрически реалистичной сетью микротрубочек

Вопрос влияния сети микротрубочек как единого целого на внутриклеточ
ный перенос изучен фрагментарно и остается объектом исследования матема
тических моделей, основанных на различных гипотезах.

В разделах 3.1 и 3.2 исследовалась роль динамической нестабильности
микротрубочек. Однако сеть микротрубочек в описанных выше моделях фор
мировалась искусственно, что не позволяет изучить роль реальной геометрии
сети во внутриклеточном переносе. Время жизни микротрубочки составляет
несколько сотен секунд [46], что позволяет на сравнительно коротких проме
жутках времени считать сеть статичной. Поэтому в качестве приблизительного
вида сети микротрубочек на промежутках времени до 100 секунд можно ис
пользовать фотографии.

В данном разделе предлагается изучить влияние статичной сети микро
трубочек (т.е. их фиксированного геометрического расположения) на перенос
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эндосом в клетках A431. Для этого сначала обрабатываются фотографии мик
ротрубочек в данном типе клеток и рассчитывается поле скоростей переноса
веществ. Поле скоростей выступает в качестве конвективного коэффициента в
модели, описываемой системой уравнений конвекции-диффузии. Для этого ис
пользуется пространственная математическая модель переноса эндосом в клет
ке.

3.3.1. Оценка геометрических характеристик сети микротрубочек

В данном разделе приводятся результаты обработки фотографий микро
трубочек, опубликованных в рамках проекта Human Protein Atlas [7]. Исполь
зуются две наиболее четкие фотографии микротрубочек в клетках A431.

A B C

Рисунок 3.4 — Сегментация микротрубочек. A: Фрагмент исходной
фотографии [7]. B: Сегментированные микротрубочки (тонкие

микротрубочки). C: Микротрубочки с восстановленной физиологичной
шириной.

Основная проблема с использованием фотографий микротрубочек состо
ит в том, что их ширина на фотографиях превосходит их реальную ширину в
несколько раз. По этой причине перед использованием в модели изображения
сначала были расширены в 20 раз (на исходных изображениях один пиксель
соответствовал 80 нм), а затем на них вручную были выделены микротрубоч
ки линиями толщиной в один пиксель (назовем их тонкими микротрубочка
ми). Тонкие микротрубочки образуют бинарную маску. Добавляя к изображе
нию пиксели, находящиеся не дальше половины диаметра микротрубочек (25/2
нм [41]) от данной маски, можно получить изображение с реальной шириной
микротрубочек (см. рис. 3.4). Недостатком такого подхода является то, что близ
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ко расположенные микротрубочки сливаются на исходном изображении в одну
линию, на которой выделяется только одна микротрубочка. В некоторых типах
клеток (например, Ustilago Maydis) микротрубочки образуют связки, однако в
A431 такое поведение для них не характерно.

Таблица 6 — Оценка геометрических характеристик сети микротрубочек,
полученная по восстановленным по фотографиям конфигурациям сети.

клетка 1 клетка 2
площадь клетки 2825 мкм2 1601 мкм2

суммарная длина
микротрубочек

4656 мкм 2294 мкм

A B

Рисунок 3.5 — Геометрические характеристики сети микротрубочек. A:
Средняя длина сегментов микротрубочек между пересечениями с другими

микротрубочками. B: Средний угол между микротрубочками и вектором до
центра организации микротрубочек.

Выделенные на изображениях микротрубочки позволяют изучить геомет
рические свойства сети. В таблице 6 приводятся данные о суммарной длине
микротрубочек. Приведем также данные о средней длине сегмента микротру
бочек между пересечениями с другими микротрубочками. На рис. 3.5 изображе
на зависимость данной характеристики от расстояния до центра организации
микротрубочек.

Рассматривалась также следующая характеристика: для каждой точки на
микротрубочке вычислялся угол (острый) между микротрубочкой и отрезком,
соединяющим данную точку с центром организации микротрубочек. Зависи



77

мость данной характеристики от расстояния до центра организации микротру
бочек изображена на рис. 3.5.

3.3.2. Вычисление поля скоростей переноса

На основе изображения с тонкими микротрубочками вычислялось поле
скоростей переноса веществ для дальнейшего использования в модели. Сначала
вычислялось поле скоростей для пикселей (т.е. ячеек). По нему рассчитывалось
поле скоростей для границ пикселей (т.е. ребер). Вычисление поля скоростей
для пикселей производилось в три этапа:

1. Сначала для каждого пикселя, принадлежащего бинарной маске тон
ких микротрубочек, определяется набор допустимых направлений, т.е.
векторов из текущего пикселя (центра ячейки) маски до тех пикселей
из маски, до которых расстояние Чебышева составляет ровно 5 (т.е.
расположенных в 5 шагах шахматного короля).

2. Вычисляется средний вектор по векторам текущих направлений, обра
зующих острый угол с вектором из текущего пикселя маски до пикселя
центра организации микротрубочек (т.е. направленных к центру орга
низации микротрубочек). Направление этого вектора выбирается за на
правление поля скоростей к центру клетки в данном пикселе. Аналогич
но по векторам, направленным от центра организации микротрубочек,
рассчитывается поле скоростей переноса к границе клетки. Поля ско
ростей, построенные таким образом, назовем полями скоростей тонких
микротрубочек.

3. Далее для всех пикселей, удаленных от маски тонких микротрубочек
не более, чем на 𝑑/2 (под 𝑑 здесь понимается диаметр переносимых
частиц, например, эндосом), соответствующее поле скоростей (в одну
или в другую сторону) рассчитывается как среднее значение поля ско
ростей тонких микротрубочек по всем пикселям маски, удаленным от
текущего пикселя не более, чем на 𝑑/2.

Поле скоростей для границ пикселей (ребер) рассчитывались следующим
образом (опишем только алгоритм для вертикальных границ, для горизонталь
ных алгоритм аналогичный):
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– Если первая компонента (x-компонента) поля скоростей в левом и пра
вом пикселе одного знака, то для их общего ребра значение первой ком
поненты поля скоростей принималось равным значению поля скоростей
в ячейке, взятой против потока.

– Если первая компонента поля скоростей для левого пикселя положи
тельна, а для правого – отрицательна, то для ребра значение первой
компоненты поля скоростей принималось равным их полусумме.

– В противном случае значение поля скоростей для ребра принималось
равным нулю.

Значение второй компоненты поля скоростей для вертикальных ребер всегда
принималось равным нулю.

Рассчитанное таким образом поле скоростей выступает в качестве коэф
фициента конвекции в уравнениях переноса в модели, описанной ниже.

3.3.3. Описание математической модели

Модель является развитием модели переноса, описанной в разделе 3.1.
Модель состоит из двух уравнений переноса, описывающих движение в сторо
ну начала и конца микротрубочек, и уравнения диффузии, описывающего сво
бодную диффузию веществ. Дополнительно каждое уравнение содержит слага
емые, описывающие переход между состояниями. Таким образом, модель пред
ставляет собой двумерное обощение модели, описанной в [70], в котором поле
скоростей рассчитывается в соответствии с конфигурацией сети микротрубо
чек:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑐𝑚
𝜕𝑡 = −div(Vm𝑐𝑚) + 𝛼𝑝𝑚𝑐𝑝 + 𝛼𝑓𝑚𝑐𝑓 − (𝛼𝑚𝑝 + 𝛼𝑚𝑓)𝑐𝑚, в Ω𝑚𝑡

𝜕𝑐𝑝
𝜕𝑡 = −div(Vp𝑐𝑝) + 𝛼𝑚𝑝𝑐𝑚 + 𝛼𝑃𝑓𝑝𝑐𝑓 − (𝛼𝑝𝑚 + 𝛼𝑝𝑓)𝑐𝑝, в Ω𝑚𝑡

𝜕𝑐𝑓
𝜕𝑡 = 𝑑∆𝑐𝑓 + 𝛼𝑚𝑓𝑐𝑚 + 𝛼𝑝𝑓𝑐𝑝 − (𝛼𝑓𝑚 + 𝛼𝑓𝑝)𝑐𝑓 , в Ω,

(3.4)

где индексы 𝑚,𝑝,𝑓 соответствуют веществу, переносимому от периферии к цен
тру клетки, от центра к периферии клетки и свободно диффундирующему ве
ществу соответственно, 𝑐𝜉 (𝜉 = 𝑚,𝑝,𝑓) – плотность веществ в состоянии 𝜉, 𝛼𝜉𝜂

(𝜉 = 𝑚,𝑝,𝑓, 𝜂 = 𝑚,𝑝,𝑓, 𝜉 ̸= 𝜂) – скорость перехода веществ из состояния 𝜉 в
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состояние 𝜂, V𝜉 (𝜉 = 𝑚,𝑝) – поле скоростей переноса веществ в состоянии 𝜉, 𝑑
– скалярный постоянный коэффициент диффузии. При этом под областью Ω𝑚𝑡

понимается область с ненулевым полем скоростей (физически данная область
соответствует области, в которой перенос веществ осуществляется по микротру
бочкам), а Ω – вся клетка. Таким образом, Ω𝑚𝑡 ∈ Ω.

В уравнении для 𝑐𝑓 используются 𝑐𝑚 и 𝑐𝑝, заданные только в Ω𝑚𝑡, в Ω∖Ω𝑚𝑡

доопределим 𝑐𝑚 и 𝑐𝑝 нулем.
В качестве граничных условий использовались нулевые значения полного

потока через границу:

(Vm𝑐𝑚,n) = 0, (Vp𝑐𝑝,n) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑚𝑡,

(𝑑∇𝑐𝑓 ,n) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

где �⃗� – внешняя нормаль к границе области.
В силу постановки уравнений системы в различных областях, проверка

корректности постановки представляется неочевидной, а корректность каждо
го уравнения системы в отдельности не ведет автоматически к корректности
задачи в целом. Отметим однако, что при конкретном выборе параметров в
результате дискретизации имеем систему линейных уравнений с единственным
численным решением на каждом шаге по времени.

Начальное распределение эндосом было выбрано исходя из следующих
соображений:

– Эндосома движется в среднем 22% времени [42].
– Для треков длиной более 2 мкм отношение количества треков, направ

ленных к центру организации микротрубочек, к количеству треков,
направленных от центра организации микротрубочек, составляет 3 к
1 [42].

Исходя из этих замечаний, были выбраны следующие начальные условия:
𝑐𝑚(𝑡 = 0) = 3/4 × 0.22 × 𝑒𝑡𝑜𝑡/|Ω𝑚𝑡|, 𝑐𝑝(𝑡 = 0) = 1/4 × 0.22 × 𝑒𝑡𝑜𝑡/|Ω𝑚𝑡|, 𝑐𝑓(𝑡 =

0) = 3/4 × 0.22 × 𝑒𝑡𝑜𝑡/|Ω|, где 𝑒𝑡𝑜𝑡 означает общее количество эндосом в клетке
(использовалось значение 𝑒𝑡𝑜𝑡 = 100), а |Ω| означает площадь соответствующей
области.
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3.3.4. Настройка параметров модели

Модель настраивалась на экспериментальные значения чистой скорости
(net speed) эндосом для различных промежутков времени в клетках A431. На
стройка производилась в несколько этапов.

1. На первом этапе на основе опубликованных данных были оценены сле
дующие параметры: модули скорости движения к центру организации
микротрубочек 𝑣𝑚 и от него 𝑣𝑝, коэффициент диффузии 𝑑, а также
приближенно были оценены параметры перехода между состояниями
𝛼𝑚𝑝, 𝛼𝑝𝑚.

2. Далее оценивались параметры 𝛼𝑚𝑓 , 𝛼𝑓𝑚, 𝛼𝑝𝑓 , 𝛼𝑓𝑝. Значения выбирались
как результат оптимизации. Функция ошибки состоит из двух слага
емых. Первое слагаемое равно среднему относительному отклонению
чистой скорости, полученной в результате моделирования, от экспери
ментальной чистой скорости. Второе слагаемое равно относительному
отклонению доли диффундирующего (свободного) вещества (эндосом)
𝛾𝑓 , полученной в результате моделирования, от экспериментальной.

3. Оптимизация проводилась по шести параметрам 𝛼𝑚𝑝, 𝛼𝑝𝑚, 𝛼𝑚𝑓 , 𝛼𝑓𝑚,
𝛼𝑝𝑓 , 𝛼𝑓𝑝 с аналогичной предыдущему пункту функцией ошибки.

4. Оптимизация проводилась аналогично предыдущему пункту, однако
функция ошибки содержала только первое слагаемое.

Поэтапная настройка необходима, чтобы избежать
”
застревания“процесса

минимизации ошибки в локальных максимумах. Оптимизация проводилась со
100 случайных начальных точек и в пределах от 0 до 3, если значение параметра
неизвестно, и от 0.5𝛼 до 1.5𝛼, если значение параметра 𝛼 было оценено на
предыдущем этапе.

Первоначальные оценки параметров были выбраны следующим образом:
– Скорости перехода от движения к центру к движению к внешней

границе 𝛼𝑚𝑝 и от движения к границе к движению к центру 𝛼𝑝𝑚 бы
ли оценены исходя из времени движения до изменения направления в
клетках Dictyostelium: 𝛼𝑚𝑝 = 1/8.69 1/c, 𝛼𝑝𝑚 = 1/5 1/c [71].

– Модуль скорости движения к началу и концу микротрубочек 𝑣𝑚 и
𝑣𝑝 принимался равным 1 мкм/c, на основе средней скорости движений
(run) в Hela клетках [62].



81

Таблица 7 — Итоговые значения параметров модели.
параметр обозн. значение
скорость к центру 𝑣𝑚 1 мкм/с
скорость от центра 𝑣𝑝 1 мкм/с
коэффициент диффузии эндосом 𝑑 0.0015 мкм2/c
коэффициент диффузии моторов 𝑑 10 мкм2/c
скорость смены направления: от дви
жения к границе к движению к цен
тру

𝛼𝑝𝑚 0.2767 1/с

скорость смены направления: от дви
жения к центру к движению к грани
це

𝛼𝑚𝑝 0.0891 1/с

скорость перехода от неподвижно
сти к движению к границе

𝛼𝑓𝑝 0.1299 1/с

скорость перехода от неподвижно
сти к движению к центру

𝛼𝑓𝑚 0.5978 1/с

скорость перехода от движения к
границе к неподвижности

𝛼𝑝𝑓 0.5175 1/с

скорость перехода от движения к
центру к неподвижности

𝛼𝑚𝑓 2.6761 1/с

– Коэффициент диффузии 𝑑 принимался равным 0.0015 мкм2/c для эндо
сом [12] и 10 мкм2/c для молекулярных моторов [53].

– Доля неподвижных эндосом 𝛾𝑓 составляет 0.78 по оценкам в работе [42].
– Пределы значений 𝛼𝑚𝑓 , 𝛼𝑓𝑚, 𝛼𝑝𝑓 , 𝛼𝑓𝑝 от 0 до 3 представляются разумны

ми, поскольку оценки скорости перехода от неподвижности к движению
и наоборот в Hela клетках составляют 1/3.8 1/с и 1/0.76 1/c соответ
ственно [62].

Итоговые значения параметров приведены в таблице 7.



82

3.3.5. Результаты моделирования

Моделирование переноса эндосом

В результате моделирования динамики эндосом была получена оценка зна
чений чистой скорости для различных промежутков времени наблюдения (см.
рис. 3.6). Результаты моделирования близки к экспериментальным данным по
абсолютным значениям, однако наблюдаются качественные отличия. Эти отли
чия (рост чистой скорости на небольших промежутках времени, резкое падение
чистой скорости на 100 секундах наблюдения) могут быть обусловлены неучтен
ными в модели дополнительными реакциями. Однако результаты моделирова
ния демонстрируют падение чистой скорости с ростом промежутка времени
наблюдения.

Рисунок 3.6 — Значения чистой скорости эндосом, полученные
экспериментально и в результате моделирования.

Современные представления о движении эндосом допускают, что длитель
ному движению эндосом препятствуют встречи с эндоплазматическим ретику
лумом и пересечениями микротрубочек [72]. Модель, описанная в данной ра
боте, также позволяет выделить геометрическое расположение микротрубочек
(кривизну) как дополнительное замедляющее препятствие.
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Моделирование переноса молекулярных моторов

Используя параметры модели, описывающие движение центру (𝛼𝑚𝑠, 𝛼𝑠𝑚),
можно описать движение молекулярных моторов, перемещающихся по микро
трубочкам к их началу, т.е. к центру организации микротрубочек. Если допу
стить, что основную массу таких моторов представляют динеины, то можно
считать, что модель описывает динамику динеинов в клетке. В результате мо
делирования была получена динамика моторных белков данного типа в клетке,
стационарное распределение плотности которых в зависимости от расстояния
до центра организации микротрубочек представлено на рис. 3.7. Отметим, что
плотность моторов слабо изменяется в зависимости от расстояния до центра
организации микротрубочек, что означает, что диффузия является достаточ
но быстрым механизмом перераспределения моторов в клетках данного типа.
Однако вблизи центра огранизации (менее 10 мкм) наблюдается незначитель
ный пик. В то же время скорость эндосом в среднем падает на этих расстоя
ниях (см. рис. 3.8). Учитывая, что скорость переноса эндосом определяется в
результате конкуренции моторов (

”
перетягивание каната“), а динеины имеют

относительно высокую скорость передвижения, падение скорости не ожидалось
бы при повышении концентрации динеинов. Таким образом, результаты указы
вают на возможную неполноту описания движения динеинов. Возможно, что
имеет место перенос моторов, движущихся к центру, моторами других типов
(как, например, в клетках Ustilago Maydis [53]), или же они переносятся в ка
честве пассивного груза на эндосомах. Стоит отметить, что падение скорости
может быть вызвано другими причинами, например, повышением количества
эндоплазматического ретикулума вблизи ядра клетки.

Таким образом, был описан пространственный вариант модели
”
run

rest“ [62] с реалистичным описанием сети микротрубочек на коротком про
межутке времени. Использование реалистичной геометрии сети позволило вы
явить дополнительный фактор замедления движения веществ, помимо замед
ления эндоплазматическим ретикулумом и пересечениями микротрубочек.

Также рассмотрена динамика пространственного распределения молеку
лярных моторов в клетке. Из результаты моделирования можно сделать вывод
о том, что диффузия достаточно быстро перераспределяет моторы в клетках
A431, в отличие от более вытянутых клеток, таких как нейроны или клетки
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Рисунок 3.7 — Пространственное распределение моторов, движущихся по
направлению к центру организации микротрубочек, в зависимости от

расстояния до центра организации микротрубочек, полученное в результате
моделирования.

Рисунок 3.8 — Экспериментальные значения скорости эндосом.
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Ustilago Maydis [53]. Однако это не исключает возможности существования до
полнительных механизмов перераспределения моторов: перенос в качестве гру
за моторами, движущимися в обратном направлении или как пассивного груза
на эндосомах.

3.4. Численные алгоритмы и принцип максимума в моделях
переноса веществ в клетке

3.4.1. Численные алгоритмы

В качестве метода дискретизации уравнений модели используется метод
конечных объемов с линейной двухточечной схемой дискретизации потока и
неявная схема дискретизации по времени.

Во всех численных экспериментах по проверке адекватности модели в дан
ном разделе используются равномерные прямоугольные сетки, стороны ячеек
параллельны осям координат, а диффузия одинакова во всех направлениях (т.е.
тензор диффузии представляет собой диагональную матрицу). Поэтому линей
ная двухточечная дискретизация потока аппроксимирует реальный поток.

3.4.2. Принцип максимума

Как было отмечено в разделе 1.3.3, решение модели внутриклеточного
переноса веществ, основанной на уравнениях конвекции-диффузии, не удовле
творяет дискретному принципу максимума. Причиной этого является знакопе
ременная дивергенция поля скоростей, из-за чего член div(V)𝑢 выступает как
источник веществ. Однако данный источник является физически оправданным:
рост или падение плотности веществ в областях внутри расчетной области обу
словлены направлением переноса.

Численная схема конечных объемов с линейной двухточечной дискрети
зацией потока приводит к численному решению, удовлетворяющему принципу
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максимума для задачи конвекции-диффузии с неотрицательной дивергенцией
поля скоростей. Поэтому причиной локальных максимумов и минимумов чис
ленного решения внутри области можно считать вид скоростей переноса, обу
словленный конфигурацией микротрубочек в клетке.

3.4.3. Численный анализ адекватности модели

Проверка модели, описанной в разделе 3.1, проводилась на трех экспери
ментальных ситуациях:

1. В первом эксперименте проверялось соблюдение закономерностей пере
носа эндосом. В качестве экспериментальных данных использовались
количественные характеристики переноса липопротеинов низкой плот
ности в гепатоците.

2. Во втором эксперименте проверялся блок модели, описывающий дина
мику плотности веществ. Моделировался перенос эндосом, содержащих
фактор роста нервов, в клетке, вытянутой в одном из измерений (ак
соне).

3. Блок модели, описывающий динамику микротрубочек, проверялся на
основе численного эксперимента по моделированию веретена деления.

Результаты численных экспериментов сравнивались с экспериментальны
ми данными.

Проверка выполнения закономерностей переноса веществ в клетке

Описание эксперимента Первый численный эксперимент проверяет, демон
стрирует ли модель закономерности переноса веществ, экспериментально опи
санные в [56]:

– отрицательная корреляция между средним размером и числом эндосом,
– положительная корреляция между общим числом эндосом и их средним

расстоянием до ядра,
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– отрицательная корреляция между средним размером эндосом и их сред
ним расстоянием до ядра.

Поскольку модель 3.1 – 3.3 не содержит описания динамики размеров
эндосом, в рамках данного исследования, на основании отрицательного коэф
фициента корреляции между средним размером и средним расстоянием до
ядра, было принято предположение об уменьшении размера эндосом с по
стоянной скоростью 𝑐. Таким образом, рассматривалась трехмерная область
Ω𝑐 = Ω × [𝑠𝑚𝑖𝑛, 𝑠𝑚𝑎𝑥], где 𝑠𝑚𝑖𝑛 и 𝑠𝑚𝑎𝑥 – соответственно минимальный и макси
мальный размеры эндосом, при этом уравнение, описывающее динамику плот
ности эндосом, приобретает вид:

𝜕𝑔

𝜕𝑡
− 𝑑∆𝑥,𝑦𝑔 + div𝑥,𝑦(V𝑔) − 𝑐

𝜕𝑔

𝜕𝑠
= 𝑓 в Ω𝑐,

где 𝑠 – переменная диаметра эндосом, ∆𝑥,𝑦𝑔 = 𝜕𝑔
𝜕𝑥2 + 𝜕𝑔

𝜕𝑦2 , div𝑥,𝑦(V𝑔) = 𝜕𝑉𝑥𝑔
𝜕𝑥 +

𝜕𝑉𝑦𝑔
𝜕𝑦 ,

V = [𝑉𝑥, 𝑉𝑦].
В качестве Ω была выбрана квадратная область со стороной 15 мкм, что

соответствует форме гепатоцита [73]. Целевая область 𝐴(лизосомы) представля
лась квадратом, сторона квадрата принималась за 3.2 мкм, исходя из объемной
доли лизосом в гепатоците [41].

В соответствии с экспериментальной ситуацией [56] вещество поступало в
клетку в течение 10 минут, после чего оценивались коэффициенты корреляции.
В качестве граничных условий выбрано постоянное положительное условие на
поток на левой стороне квадрата Ω и нулевой поток на остальной границе рас
четной области. Обозначим левую сторону квадрата Ω через Γ𝑙𝑒𝑓𝑡, а остальную
часть границы Ω через Γ𝑟𝑒𝑠𝑡, т.е. 𝜕Ω = Γ𝑙𝑒𝑓𝑡 ∪ Γ𝑟𝑒𝑠𝑡. Тогда граничные условия
можно записать в следующем виде (n обозначает внешнюю нормаль):

𝑑
𝜕𝑔

𝜕n
+ (V𝑔,n) =

⎧⎨⎩𝑞, 𝑥 ∈ Γ𝑙𝑒𝑓𝑡 × [𝑠𝑚𝑖𝑛,𝑠𝑚𝑎𝑥] × (0,𝑇 )

0, 𝑥 ∈ Γ𝑟𝑒𝑠𝑡 × [𝑠𝑚𝑖𝑛,𝑠𝑚𝑎𝑥] × (0,𝑇 )

𝑐𝑔 = 0, 𝑥 ∈ Ω × {𝑠𝑚𝑖𝑛,𝑠𝑚𝑎𝑥}

В качестве функции источников/стоков использовалась следующая функ
ция, описывающая разрушение эндосом в целевой области переноса:

𝑓 =

⎧⎨⎩−𝛿𝑔(𝑥,𝑦,𝑡), если (𝑥,𝑦) ∈ 𝐴

0, иначе,
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В качестве начальных условий использовалась тождественно нулевая
функция, что соответствует отсутствию эндосом в клетке до начала процесса
переноса.

Сведем данную постановку к исходной постановке модели в виде урав
нения конвекции-диффузии (только для трехмерного пространства) введением
малого коэффициента диффузии 𝜖𝑑 по переменной 𝑠. Таким образом, для мо
дификации модели для данного вычислительного эксперимента не требуется
дополнительного исследования корректности. При этом в выражение потока
через границу 𝑠 = 𝑠𝑚𝑖𝑛 и 𝑠 = 𝑠𝑚𝑎𝑥 добавится диффузионный поток ±𝜖𝑑 𝜕𝑔𝜕𝑠 (знак
определяется ориентацией нормали).

Проводилось 100 вычислительных экспериментов, параметры возмуща
лись следующим образом: пусть 𝑝 – возмущаемый параметр, тогда его значение
заменялось на 𝑝′ = 𝑝(1 + 𝜉), где 𝜉 – случайная величина, равномерно распре
деленная на отрезке [-0.05, 0.05](для каждого параметра использовалась неза
висимая случайная величина). Возмущались следующие величины: скорость
переноса эндосом 𝑣𝑔, скорость роста конца микротрубочки 𝑣𝑝, скорость распада
начала микротрубочки 𝑣𝑚, скорость поступления вещества в клетку 𝑞, скорость
разрушения эндосом в лизосомах 𝛿, максимальное число микротрубочек 𝑛𝑚𝑎𝑥,
минимальный 𝑠𝑚𝑖𝑛 и максимальный 𝑠𝑚𝑎𝑥 размеры эндосом, скорость уменьше
ния размеров эндосом 𝑐.

Таблица 8 — Сравнение коэффициентов корреляции характеристик процесса
внутриклеточного переноса веществ, полученных в результате численного
моделирования при 100 вычислительных экспериментах и из
экспериментальных данных [56].

𝑐 Средний
размер –
среднее
расстояние
до ядра

Общее чис
ло – сред
ний размер

Общее чис
ло – сред
нее расстоя
ние до ядра

Численное
моделир.

0.1 мкм/мин -0.25 -0.26 0.67
0.2 мкм/мин -0.21 -0.32 0.41
0.3 мкм/мин -0.33 -0.33 0.60

Экспериментальные данные -0.36 -0.61 0.42
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В результате моделирования были получены коэффициенты корреля
ции(см. табл. 8). Как видно, качественное поведение предсказано верно, но
значения коэффициентов корреляции не совпадают в точности с эксперимен
тальными данными.

Оценка параметров Значения всех используемых параметров см. в табл. 9.

Таблица 9 — Параметры модели переноса в гепатоците
Параметр Обозн. Значение Источник
Коэффициент диффу
зии

𝑑 0

Скорость уменьшения
размера эндосом

𝑐 0.1, 0.2, 0.3 мкм/мин

Скорость конца микро
трубочки

𝑣𝑝 4 мкм/мин [74]

Скорость переноса ве
ществ

𝑣𝑔 19.8 мкм/мин [75]

Коэффициент пропорци
ональности

𝜀 0.03 (безразм.)

Ширина области влия
ния микротрубочки

𝛼 0.33 мкм [20]

Минимальный диаметр
эндосом

𝑠𝑚𝑖𝑛 0.25 мкм [69]

Максимальный диаметр
эндосом

𝑠𝑚𝑎𝑥 1 мкм [69]

Скорость притока веще
ства

q 1 у.е./мин

Скорость разрушения эн
досом

𝛿 0.2 мин.−1 [4]

Максимальное количе
ство микротрубочек

𝑛𝑚𝑎𝑥 250 [76]

Рассмотрим более подробно оценку значений параметров модели.
– Коэффициент диффузии 𝑑. В данных экспериментах предполагалось,

что роль диффузии в перемещении эндосом мала, поэтому коэффици
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ент диффузии приравнивался к нулю: 𝑑 = 0. Вклад диффузии в пере
нос эндосом оценивается в разделе 3.2. В численных экспериментах для
сохранения корректности постановки использовался малый ненулевой
коэффициент диффузии.

– Скорость уменьшения размера эндосом 𝑐. Скорость уменьшения раз
мера эндосом – гипотетический процесс, поэтому оценки для этого па
раметра не существует, численные эксперименты проводились для зна
чений 𝑐 равных 0.1, 0.2 и 0.3 мкм/мин.

– Коэффициент уменьшения 𝜀 скорости распада начала микротрубоч
ки в области 𝐴. Оценим приблизительно среднее расстояние 𝑙𝐴, ко
торое проходит начало микротрубочки в области 𝐴, и среднее рас
стояние 𝑙Ω, проходимое во всей области Ω. Пусть микротрубочка по
является в центре области 𝐴. Тогда 𝑙𝐴 можно оценить выражением

𝑙𝐴 ≈ 1
𝜋/4

𝜋/4∫︀
0

1.6
cos𝛼𝑑𝛼 ≈ 1.8 мкм. Аналогично 𝑙Ω ≈ 8.42 мкм. Отсюда

время сокращения начала микротрубочки вне области 𝐴 составляет
𝑙Ω−𝑙𝐴
𝑣𝑝

≈ 1.655 минут. Среднее время жизни микротрубочки составляет
примерно 15 минут [77]. Таким образом, 15 − 1.655 = 1.6

𝑣𝑝𝜀
⇒ 𝜀 = 0.03.

– Скорость притока вещества 𝑞. Поскольку в данном численном экспе
рименте рассматривается универсальная закономерность переноса, аб
солютное значение скорости притока вещества не имеет значения. По
этому при моделировании использовалось значение 𝑞 = 1, измеряемое
в условных единицах.

Моделирование переноса веществ в вытянутой по одному
измерению клетке

В данном численном эксперименте модель применяется для описания пе
реноса эндосом, содержащих фактор роста нервов (NGF), и поглощения NGF
в нервной клетке (или, более точно, в аксоне). Результаты моделирования срав
ниваются с данными [57].

Первая часть численного эксперимента состоит в применении модели к
переносу отдельной эндосомы. Рассматривался фрагмент аксона: в качестве Ω
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использовался прямоугольник 1 мкм на 31 мкм, в котором самый правый квад
рат 1 на 1 принимался за область 𝐴. При фиксировании всех параметров кроме
скорости переноса минимизировалось отклонение от экспериментальных зна
чений позиций эндосом [57]. В качестве значений параметров использовались
параметры из предыдущего эксперимента кроме 𝜀 = 0.01 и 𝑛𝑚𝑎𝑥 = 100. В
результате минимизации получены значения 0.81, 1.78, 2.29, 1.21 и 2.29 мкм/с
для различных эндосом. Результаты моделирования представлены на рис. 3.9A.
Видно, что постоянное значение скорости переноса по микротрубочкам позво
ляет достаточно хорошо описать перемещение отдельной эндосомы, в то время
как скорости различных эндосом могут значительно отличаться.

A B

Рисунок 3.9 — Сравнение результатов моделирования поглощения веществ в
линейной клетке (аксоне) с экспериментальными данными [57]. A: Линиями с
незакрашенными фигурами обозначены результаты моделирования позиций

эндосом, закрашенными фигурами – экспериментальные данные. [57]. B:
Результаты моделирования количества эндосом.

Второй эксперимент позволяет изучить, насколько точно простейшая над
стройка модели позволяет предсказывать количество эндосом при различных
начальных плотностях вещества вне клетки. Численный эксперимент заключал
ся в следующем: исходя из плотности NGF вне клетки, рассчитывалось количе
ство молекул на куб со стороной 1 мкм. Считалось, что поглощение происходит
только из этого куба. Исходя из этого количества, рассчитывалась начальная
линейная плотность NGF на левой границе клетки 𝑒(𝑡 = 0). Далее к уравне
ниям 3.1 – 3.3 добавлялось уравнение, описывающее число молекул NGF на
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границе, а граничные условия на левой стороне Ω связывались с этой функци
ей следующим образом:

𝜕𝑒

𝜕𝑡
= −𝜃𝑒, (𝑑∇𝑔 + V𝑔,n) =

⎧⎨⎩𝜃𝑒, если x лежит на левой стороне Ω,

0, иначе.

Таким образом, исходя из теоремы Гаусса-Остроградского выполняется
закон сохранения для общего числа молекул вне и внутри клетки.

Поскольку статья [57] содержит данные о количестве эндосом на 1 мм, мо
делировалось поглощение веществ в течение 1 мм

1.31мкм/c. , где 1.31 мкм/c. – средняя
скорость эндосом, приведенная в статье. Кроме того, статья содержит данные
о среднем числе молекул на эндосому, таким образом, возможен перевод числа
молекул в число эндосом. Минимизация по скорости поглощения 𝜃 отклонения
полученного в результате моделирования от экспериментального количества эн
досом приводит к результатам, представленным на рис 3.9B и 𝜃 = 7.24 × 10−11

с.−1. Как видно из сравнения результатов моделирования с экспериментальны
ми данными, модель отражает качественные характеристики системы, однако
имеются отличия в абсолютных значениях. Это может быть связано с суще
ствованием механизмов отрицательной обратной связи скорости поглощения
или процесса упаковки вещества в эндосомы с количеством поглощенного веще
ства.

Моделирование формирования веретена деления в клетке

Описание эксперимента Численный эксперимент по моделированию обра
зования веретена деления в делящейся клетке, как и предыдущий, состоит из
двух частей.

В процессе формирования веретена деления микротрубочки, из которых
оно состоит, должны своим концом закрепиться за участок хромосомы (данный
участок состоит из пары белковых структур, называемых кинетохорами). В
первой части моделировался поиск микротрубочками пары кинетохоров. Пара
кинетохоров находилась на расстоянии 10 мкм от одного из двух центров орга
низации микротрубочек. В результате 10000 экспериментов измерялось среднее
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время поиска, т.е. время, когда первая микротрубочка попадает в кинетохоры.
В результате моделирования было получено среднее время 21.9 минут, что со
гласуется с данными [78].

В качестве области Ω использовался круг диаметром 40 мкм, что соот
ветствует фотографии клетки, опубликованной в [79]. В качестве области 𝐴

рассматривался круг радиусом 1 мкм с центром, совпадающим с центром Ω.

Рисунок 3.10 — Внешний вид веретена деления, получаемый в результате
применения гипотезы

”
search and capture“к блоку микротрубочек модели:

серыми кругами обозначены кинетохоры, черными линиями – микротрубочки.

Второй частью данного эксперимента является реализация гипотезы

”
search and capture“ [79] на основе блока микротрубочек модели, то есть ста

билизации микротрубочек, конец которых достиг кинетохора. Результатом экс
перимента является внешний вид веретена деления(см. рис. 3.10).

Отметим, что в численных экспериментах по моделированию веретена
максимальное значение скорости распада начала микротрубочки отличается
от скорости роста конца. При этом, как и раньше, скорость распада начала
микротрубочки задается кусочно-постоянной функцией, имеющей постоянное
значение вне области 𝐴, и меньшее по величине значение с коэффициентом
пропорциональности 𝜀 в области 𝐴.

Оценка параметров Поскольку во втором эксперименте по моделированию
веретена деления не оценивались никакие численные показатели, точное значе
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ние используемых параметров не имеет критического значения. По этой при
чине далее приводится оценка параметров модели для первого эксперимента.

Таблица 10 — Параметры модели формирования веретена деления
Параметр Обозн. Значение Источник
Скорость роста конца микро
трубочки

𝑣𝑝 10.698 мкм/мин [80]

Скорость распада начала мик
ротрубочки

𝑣𝑚 12.3 мкм/мин [80]

Коэффициент пропорциональ
ности

𝜀 0.066 (безразм.)

Радиус кинетохоров 0.44 мкм [80]
Максимальное число микротру
бочек

𝑛𝑚𝑎𝑥 10

Значения всех используемых параметров см. в табл. 10.
– Коэффициент 𝜀 замедления скорости распада начала микротрубочки в

области 𝐴: В статье [80] рассчитывается оптимальная (в смысле мини
мизации времени поиска микротрубочками необходимой области в про
странстве) частота переходов от роста к сокращению микротрубочек,
равная 0.0134 c.−1. Отсюда время до перехода составляет 1.24 минуты.
Исходя из этого времени, радиуса 𝐴 в 1 мкм и скорости сокращения мик
ротрубочки 12.3 мкм/мин [80] получаем 𝜀 = 1 мкм

12.3 мкм/мин×1.24 мин. = 0.066.
– Максимальное число микротрубочек: Радиус кинетохора составляет

0.44 мкм [80]. Заменим для простоты пару кинетохоров одной окруж
ностью, площадь которой равняется суммарной площади двух кинето
хоров. Диаметр этой окружности составляет 𝐷 = 1.24 мкм. Пусть r =
10 мкм расстояние от центра организации микротрубочек до кинетохо
ров. В сферической системе координат направление роста микротрубо
чек определяется двумя углами 0 < 𝜑 < 2𝜋 и −𝜋

2 < 𝜓 < 𝜋
2 . Доля мик

ротрубочек в рассматриваемой двумерной задаче от общего количества
микротрубочек в клетке равняется доле углов 𝜓, при которых микро
трубочка попадает в кинетохоры. Эта доля составляет приблизительно
2𝐷
2𝜋𝑟 . Общее количество микротрубочек в клетке – 250 [80]. Получаем,
что 𝑛𝑚𝑎𝑥 равняется 10.
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3.4.4. Анализ чувствительности модели

Численное исследование чувствительности решения модели к возмущени
ям параметров проводилось на модели переноса в вытянутой по одному из изме
рений клетке (в аксоне). Для каждого из двух экспериментов (перенос эндосом
и поглощение вещества клеткой) возмущались параметры модели по принципу,
аналогичному возмущению параметров в эксперименте по расчету корреляций
показателей переноса в разделе 3.4.3.

Таблица 11 — Коэффициент вариации количества эндосом для эксперимента с
поглощением вещества в линейной клетке (аксоне). Параметры (первый
столбец) возмущались на 5%.

Набор возмущае
мых параметров

Обозначение Коэффициент вари
ации

Все параметры 6.31%
Число молекул на од
ну эндосому

3%

Скорость переноса эн
досом

𝑣𝑔 2.92%

Скорость поглощения
веществ

𝜃 3.16%

Начальная плотность
NGF

e(t=0) 2.9%

Для эксперимента с поглощением внешнего вещества возмущались пара
метры средней скорости эндосом 𝑣𝑔, начальная плотность вещества вне клетки
𝑒(𝑡 = 0), число молекул на одну эндосому и скорость поглощения вещества 𝜃.
Для эксперимента с переносом эндосом возмущались параметры максимально
го количества микротрубочек 𝑛𝑚𝑎𝑥, скорости переноса 𝑣𝑔, скорости роста конца
микротрубочек 𝑣𝑝, скорости распада начала микротрубочек 𝑣𝑚, коэффициента
замедления 𝜀 распада начала микротрубочек в области 𝐴, ширины области вли
яния микротрубочки 𝛼 и начальной позиции эндосомы. При этом проводились
как эксперименты с одновременным возмущением всех параметров, так и воз
мущением только одного параметра из набора. После проведения 100 вычисли
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Таблица 12 — Коэффициент вариации координаты эндосомы для
эксперимента с переносом эндосом в линейной клетке (аксоне). Параметры
(первый столбец) возмущались на 5%.

Набор возмущае
мых параметров

Обозначение Коэффициент вари
ации

Все параметры 2.97%
Ширина области влия
ния микротрубочки

𝛼 0.43%

Замедление распада
начала микротрубоч
ки в области 𝐴

𝜀 0.47%

Максимальное количе
ство микротрубочек

𝑛𝑚𝑎𝑥 0.29%

Начальная позиция эн
досомы

2.97%

Скорость переноса эн
досом

𝑣𝑔 2.4%

Скорость распада на
чала микротрубочки

𝑣𝑚 0.33%

Скорость роста конца
микротрубочки

𝑣𝑝 0.24%

тельных экспериментов для каждого набора возмущенных параметров измерял
ся коэффициент вариации для числа эндосом в случае подмодели поглощения и
координаты эндосомы для подмодели переноса. Максимальные по начальным
плотностям внешнего вещества = 0.2, 1, 2 и 20 нМ коэффициенты вариации
для подмодели поглощения представлены в таблице 11, максимальные по всем
эндосомам и по моментам времени 0, 2, 4, 6, 8 секунд коэффициенты вариа
ции для подмодели переноса представлены в таблице 12. Как видно из таблиц,
коэффициент вариации имеет близкие или меньшие значения, чем величина
возмущений параметров. Таким образом, можно говорить об устойчивости мо
дели в выбранной области значений параметров. Кроме того, для некоторых па
раметров (например, максимального количества микротрубочек и замедления
распада начала микротрубочки в области 𝐴) коэффициент вариации меньше
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0.5%, что позволяет говорить о том, что точное значение параметра в рассмат
риваемом численном эксперименте не имеет критического значения.

3.4.5. Роль динамики микротрубочек в описании
внутриклеточного переноса веществ

Несмотря на большое количество моделей, описывающих динамику мик
ротрубочек, и моделей внутриклеточного переноса веществ, эти явления редко
рассматривались во взаимосвязи. И если в нормальном состоянии клетки сеть
микротрубочек, хоть и постоянно обновляется за счет притока новых микро
трубочек и разрушения старых, но формирует стабильную структуру, то нару
шения снабжения этой системы могут приводить к критическим изменениям в
обеспечении как доставки, так и поглощения материала. Таким образом, связь
функционирования сети микротрубочек как основного компонента активной
системы переноса с непосредственным описанием переноса веществ является
возможностью изучения нарушений функционирования клеток и связанных с
ним заболеваний, как, например, атеросклероза, на клеточном уровне.

Описанная в данной главе модель содержит минимальный набор функ
циональных подробностей процесса формирования сети переноса, однако де
монстрирует описательную способность на примере моделирования переноса в
аксоне(см. рис. 3.9) и формирования веретена деления(см. рис. 3.10). Сравнение
оценок корреляций между характеристиками процессов переноса, приведенное
в табл. 8, показывает что модель воспроизводит экспериментальные закономер
ности. Тем самым, рассматриваемые вычислительные эксперименты служат
подтверждением как возможности совмещения моделирования внутриклеточ
ного переноса веществ с моделированием формирования системы переноса в
клетке, так и универсальности рассматриваемых процессов.

Стоит отметить, что механизм доставки вещества в эндосомах подразу
мевает не только перенос, но и сортировку веществ путем постоянного слия
ния и разделения эндосом [81]. Данное явление подразумевает механизмы зна
чительно более сложные, чем рассматривающиеся в модели. Однако процесс
сортировки осуществляется с активным использованием деятельности молеку
лярных моторов [69]. Поскольку молекулярные моторы способны действовать
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только будучи прикрепленными к микротрубочкам, более подробное описание
механизмов сортировки веществ становится невозможным до тех пор, пока не
существует адекватного способа анализа переноса в связке с формированием
сети, по которой он осуществляется. Попытка такого шага в направлении более
сложного и более подробного описания этих механизмов осуществлена в данной
главе.
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Глава 4. Описание комплексов программ для моделирования
процессов переноса в пористых средах и клетках

4.1. Описание комплекса программ для моделирования
многофазной фильтрации

Комплекс программ для численного решения уравнений многофазной
фильтрации состоит из модулей, в которых осуществляется вычисление невя
зок, якобиана и итерации Ньютона. В данном комплексе уже были реализова
ны схемы конечных объемов с линейной и нелинейной двухточечными дискре
тизациями потока. Диссертантом была реализована дискретизация уравнений
фильтрации с использованием нелинейной многоточечной схемы дискретиза
ции потока, то есть реализован новый метод вычисления векторов невязок и
матрицы якобиана. Теоретической основой данной части комплекса программ
является численная модель двухфазной фильтрации, описанная в разделе 2.2.
Аналогично диссертантом построена и реализована численная модель трехфаз
ной фильтрации.

Для удобства описания алгоритма реализации численной модели повто
рим выражения для невязок:

𝑅𝑙
𝛼,𝑖 =

∫︁
𝑇𝑖

[︃(︂
𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑙

𝑖

−
(︂
𝜑𝑆𝛼

𝑏𝛼

)︂𝑛

𝑖

+ ∆𝑡𝑛+1

(︂
div

u𝛼

𝑏𝛼
− 𝑞𝛼

)︂𝑙

𝑖

]︃
𝑑𝑥, 𝛼 = 𝑤, 𝑜. (4.1)

При описании комплекса программ опустим модуль построения сеток, по
скольку в численных экспериментах, приведенных в главе, посвященной много
фазной фильтрации, использовались только равномерные прямоугольные сет
ки. Тогда алгоритм реализации модели можно записать следующим образом
(см. алгоритм 1). Сначала переменным давления и насыщенности во всех точ
ках коллокации присваиваются начальные значения. Далее на каждом шагу по
времени проводятся итерации метода Ньютона. Для этого вычисляются вектора
невязок и якобиан (см. раздел 2.7). Невязка вычисляется в цикле по граням, для
каждой из которых вычисляются два выражения потока с использованием нели
нейной многоточечной схемы дискретизации. Элементы якобиана вычисляются
в том же цикле. Поскольку поток через грань в данной схеме дискретизации
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выражается через значения неизвестных в вершинах векторов триплета, в каж
дой строке якобиана появляются ненулевые элементы в столбцах, отвечающих
точкам коллокации для этих вершин.

Data: сетка, физические параметры модели, 𝑇 , 𝑑𝑡
Result: численное решение для неизвестных 𝑝, 𝑠

1 // Присваивание начальных значения в точках коллокации
2 for i=1:𝑛𝑐𝑜𝑙𝑙𝑜𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛_𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 do
3 𝑝(𝑖) = 𝑝0;
4 𝑠(𝑖) = 𝑠0;
5 end
6 // Составление вектора неизвестных
7 𝑥 = [𝑝; 𝑠];
8 for 𝑡 = 0 : 𝑑𝑡 : 𝑇 do
9 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝐼𝑁𝐹 ;

10 while 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 > 𝐸𝑃𝑆 do
11 // Вычисление векторов невязки
12 // в т.ч. невязок 4.1,граничных условий и скважин
13 // невязки 4.1 𝑅𝑤, 𝑅𝑜 образуют вектор [𝑅𝑤;𝑅𝑜]

14 вычислить_невязку(resid);
15 // Якобиан 𝐽 = [(𝑑𝑅𝑤)/(𝑑𝑝), (𝑑𝑅𝑤)/(𝑑𝑠); (𝑑𝑅𝑜)/(𝑑𝑝), (𝑑𝑅𝑜)/(𝑑𝑠)]

16 вычислить_якобиан(𝐽);
17 𝑑𝑥 = решить_систему(𝐽 * 𝑑𝑥 = 𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑);
18 𝑥 = 𝑥+ 𝑑𝑥;

19 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = ||𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑||;
20 end
21 end
Алгоритм 1: Описание алгоритма реализации модели двухфазной филь
трации.

Аналогично построены программы, реализующие модель трехфазной
фильтрации. Отличие состоит в том, что к вектору неизвестных и в якобиан
добавляются дополнительные неизвестные и производные соответственно.
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4.2. Описание комплекса программ для моделирования
внутриклеточного переноса веществ

Программы для моделирования переноса веществ в клетке полностью ре
ализованы диссертантом.

Программы, рассматриваемые в данном разделе, реализуют модели пере
носа веществ и формирования сети микротрубочек в клетке, сформулированные
в главе 3. В основе этих трех моделей можно выделить два главных блока:

1. Блок сети микротрубочек (динамики или статичной конфигурации).
2. Блок переноса веществ.
Сначала опишем реализацию модели внутриклеточного переноса веществ,

описанную в разделе 3.1.
Для удобства повторим основные уравнения моделей. В базовой модели

переноса эндосом (подробнее см. раздел 3.1) первый блок описывает процессы
образования, роста и распада микротрубочек, т.е. описывает динамику сети мик
ротрубочек (см. (4.2)). На основе конфигурации микротрубочек рассчитывается
поле скоростей переноса веществ для текущего шага по времени (см. (4.3)). Поле
скоростей используется для пересчета плотности переносимых веществ (второй
блок модели) согласно уравнению (4.4).

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑡

= 𝑣𝑝𝑢𝑖,
𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑡
= 𝑣𝑚(𝑥,𝑦)𝑢𝑖, (4.2)

𝑉 (𝑥,𝑦) = −
∑︀

𝑖 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖)𝑒−(𝑑2𝑖 /𝛼
2)𝑣𝑔𝑢𝑖∑︀

𝑖 𝜁(𝑥,𝑦,𝑖)
, (4.3)

𝜕𝑔

𝜕𝑡
− 𝑑△ 𝑔 + div(𝑉 𝑔) = 𝑓 в Ω, (4.4)

Таким образом, модель реализуется алгоритмом 2.
Для решения уравнения конвекции-диффузии используется метод конеч

ных объемов с линейной двухточечной дискретизацией потока, неявная схема
по времени и равномерная прямоугольная сетка.

Далее опишем реализацию модели динамики микротрубочек, описанную
в разделе 3.2, посвященном анализу эффективности переноса веществ. Модель
состоит из одного блока, описывающего динамику микротрубочек (то есть не
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Data: сетка, физические параметры модели,𝑑𝑡,𝑇
1 Создать равномерную прямоугольную сетку;
2 for t=0:dt:T do
3 // 𝑛 - текущее, а 𝑛𝑚𝑎𝑥 – максимальное количество микротрубочек

Добавить 𝑛𝑚𝑎𝑥 − 𝑛 микротрубочек;
4 for 𝑖 = 1 : 𝑛𝑚𝑎𝑥 do
5 if длина 𝑖-ой микротрубочки сократилась до 0 then
6 Устранить 𝑖-ую микротрубочку;
7 end
8 end
9 Решить (4.2);

10 Вычислить (4.3);
11 Решить (4.4);
12 end

Алгоритм 2: Модель переноса веществ и динамики микротрубочек

описывает перенос веществ). Данный блок является детализированным вари
антом первого блока предыдущей модели. Аналогично ей, здесь используется
агентное моделирование микротрубочек, однако динамика агентов предполага
ет дополнительные стохастические эффекты переключения между состояниями
роста и распада микротрубочек. Динамика агентов зависит от текущего состо
яния их начала и конца. Модель реализуется алгоритмом 3.

Далее опишем алгоритм реализации модели из раздела 3.3. Модель пред
ставлена блоками, описывающими статичную конфигурацию сети микротрубо
чек и перенос веществ по ним. Таким образом, поле скоростей переноса веществ
рассчитывается один раз на основе обработанного изображения (фотографии)
микротрубочек. Аналогично предыдущим моделям повторно приведем уравне
ния:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑐𝑚
𝜕𝑡 = −div(Vm𝑐𝑚) + 𝛼𝑝𝑚𝑐𝑝 + 𝛼𝑓𝑚𝑐𝑓 − (𝛼𝑚𝑝 + 𝛼𝑚𝑓)𝑐𝑚, in Ω𝑚𝑡

𝜕𝑐𝑝
𝜕𝑡 = −div(Vp𝑐𝑝) + 𝛼𝑚𝑝𝑐𝑚 + 𝛼𝑃𝑓𝑝𝑐𝑓 − (𝛼𝑝𝑚 + 𝛼𝑝𝑓)𝑐𝑝, in Ω𝑚𝑡

𝜕𝑐𝑓
𝜕𝑡 = 𝑑∆𝑐𝑓 + 𝛼𝑚𝑓𝑐𝑚 + 𝛼𝑝𝑓𝑐𝑝 − (𝛼𝑓𝑚 + 𝛼𝑓𝑝)𝑐𝑓 , in Ω

(4.5)

Для расчета поля скоростей используется алгоритм 4. Для его реализации
сначала на основе фотографии микротрубочек формируется (вручную) изобра
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Data: сетка, физические параметры модели,𝑑𝑡,𝑇
1 for t=0:dt:T do
2 for i=1:(количество микротрубочек) do
3 if состояние начала == сокращающееся then
4 уменьшить микротрубочку на 𝑑𝑡 * 𝑠𝑚 со стороны начала;
5 end
6 if состояние конца == сокращающееся then
7 уменьшить микротрубочку на 𝑑𝑡 * 𝑠𝑝 со стороны конца;
8 else
9 увеличить микротрубочку на 𝑑𝑡 * 𝑔𝑝 со стороны конца;

10 end
11 if длина микротрубочки сократилась до 0 then
12 Устранить 𝑖-ую микротрубочку;
13 end
14 end
15 Добавить 𝜈 новых микротрубочек;
16 Обновить состояния концов микротрубочек;
17 end
Алгоритм 3: Модель динамики микротрубочек с переключением между
ростом и распадом

жение, которое в разделе 3.3 называется изображением тонких микротрубочек.
На этом изображении толщина микротрубочек составляет один пиксель. Изоб
ражение представляет собой бинарную маску, в которой значением 𝑡𝑟𝑢𝑒 обозна
чено наличие микротрубочки в данном пикселе. Данную бинарную маску будем
называть бинарной маской тонких микротрубочек.

В алгоритме 4 используется обозначение множества пикселей
𝐴𝐷𝐽𝐴𝐶𝐸𝑁𝑇_𝑃𝐼𝑋𝐸𝐿_𝑆𝐸𝑇 . К этому множеству отнесем те и только те
пиксели, которые отвечают следующим двум условиям:

– расстояние Чебышева (шаги шахматного короля) до данного пикселя
от текущего пикселя составляет ровно 5,

– данный пиксель принадлежит маске тонких микротрубочек.
В результате работы программы по данному алгоритму получается два

векторных поля скоростей: в сторону начала и конца микротрубочек (или в сто
рону центра организации микротрубочек и от него). При этом поле скоростей
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Data: маска тонких микротрубочек im(𝑙𝑥 × 𝑙𝑦), координаты центра
организации микротрубочек (𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡, 𝑗𝑐𝑒𝑛𝑡), скорость переноса
веществ 𝑣

Result: поля скоростей 𝑣𝑚, 𝑣𝑝
1 𝑣𝑚 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑙𝑥,𝑙𝑦,2); 𝑣𝑝 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑙𝑥,𝑙𝑦,2);

2 for 𝑖 = 1 : 𝑙𝑥 do
3 for 𝑗 = 1 : 𝑙𝑦 do
4 if 𝑖𝑚(𝑖,𝑗) == 𝑡𝑟𝑢𝑒 then
5 // Цикл по множеству пикселей с расстоянием Чебышева до

текущего пикселя равным 5 и принадлежащих маске im
6 for (𝑘𝑖, 𝑘𝑗) ∈ 𝐴𝐷𝐽𝐴𝐶𝐸𝑁𝑇_𝑃𝐼𝑋𝐸𝐿_𝑆𝐸𝑇 do
7 𝑛𝑚𝑡_𝑎𝑑𝑗_𝑝𝑙𝑢𝑠 = 0; 𝑛𝑚𝑡_𝑎𝑑𝑗_𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠 = 0;

8 if 𝑖𝑚(𝑘𝑖,𝑘𝑗) == 𝑡𝑟𝑢𝑒 then
9 𝑟 = (𝑘𝑖 − 𝑖, 𝑘𝑗 − 𝑗); 𝑟 = 𝑟/||𝑟||;

10 if 𝑟 образует острый угол с (𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡 − 𝑖,𝑗𝑐𝑒𝑛𝑡 − 𝑗) then
11 // Прибавляем обе компоненты вектора
12 𝑣𝑝(𝑖,𝑗, :)+ = 𝑟; 𝑛𝑚𝑡_𝑎𝑑𝑗_𝑝𝑙𝑢𝑠+ = 1;

13 else
14 𝑣𝑚(𝑖,𝑗, :)+ = 𝑟; 𝑛𝑚𝑡_𝑎𝑑𝑗_𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠+ = 1;

15 end
16 end
17 end
18 𝑣𝑝(𝑖,𝑗, :)* = 𝑣/𝑛𝑚𝑡_𝑎𝑑𝑗_𝑝𝑙𝑢𝑠; 𝑣𝑚(𝑖,𝑗, :)* = 𝑣/𝑛𝑚𝑡_𝑎𝑑𝑗_𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠;

19 end
20 end
21 end
Алгоритм 4: Вычисление полей скоростей для тонких микротрубочек

вычислено только для пикселей, принадлежащих маске тонких микротрубочек.
Для использования этих результатов в дальнейших расчетах необходимо вычис
лить поля скоростей переноса веществ для точек, удаленных от маски тонких
микротрубочек не более, чем на радиус частицы переносимого вещества (на
пример, эндосомы). Для таких точек (пикселей) скорость принимается равной
средней скорости по всем пикселям, удаленным от данного не более, чем на
радиус частицы переносимого вещества, и принадлежащим маске тонких мик
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ротрубочек. В результате такого усреднения получим поля скоростей, которые
будем называть усредненными полями скоростей переноса веществ.

Data: изображение микротрубочек, 𝐻_𝑀𝐼𝑁 , 𝐻_𝐼𝑁𝐼𝑇
Result: сетка

1 Создать начальную прямоугольную сетку с шагом 𝐻_𝐼𝑁𝐼𝑇 ;
2 ℎ𝑚𝑖𝑛 = 𝐻_𝐼𝑁𝐼𝑇 ;
3 while ℎ𝑚𝑖𝑛 > 𝐻_𝑀𝐼𝑁 do
4 for i=1:(количество ячеек) do
5 if в 𝑖-ой ячейке есть пиксели микротрубочек then
6 Разбить 𝑖-ую ячейку на 4 ячейки
7 end
8 end
9 ℎ𝑚𝑖𝑛 = ℎ𝑚𝑖𝑛/2;

10 end
Алгоритм 5: Создание сетки типа четверичное дерево по изображению
микротрубочек

Кроме полей скоростей для расчетов по данной модели переноса необхо
димо построить сетку (см. алгоритм 5). Будем использовать сетку типа четве
ричное дерево с условием измельчения, заданным следующим образом. Снача
ла создадим бинарную маску, в котором значение 𝑡𝑟𝑢𝑒 присвоим тем элементам
(пикселям), для которых усредненные поля скоростей переноса веществ являют
ся ненулевыми. Если текущая ячейка сетки содержит в себе пиксели из данной
маски, то разобьем эту ячейку на 4 равных ячейки.

Data: сетка, физические параметры модели,𝑑𝑡,𝑇
1 Вычислить поле скоростей по алгоритму 4;
2 Вычислить усредненное поле скоростей переноса;
3 Создать сетку по алгоритму 5;
4 for t=0:dt:T do
5 Решить (4.5);
6 end
Алгоритм 6: Модель переноса веществ со статичными микротрубочками

Используя алгоритмы 4 и 5 можно записать алгоритм реализации данной
модели (см. алгоритм 6).
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Решение уравнений конвекции-диффузии осуществляется методом конеч
ных объемов с линейной двухточечной схемой дискретизации потока и неявной
схемой по времени.
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Заключение

Диссертационная работа посвящена моделированию процессов переноса в
сложных средах. Основной результат работы: построены, исследованы и реа
лизованы численные модели процессов переноса в нефтяном пласте и клетке.
Получены следующие частные результаты:

1. Построена и исследована математическая модель, описывающая про
цессы формирования сети микротрубочек и переноса веществ по ней.
Модель адекватно описывает экспериментальные данные по формиро
ванию веретена деления и динамике эндосом в различных типах кле
ток.

2. Построена численная модель двухфазной фильтрации на основе нели
нейной многоточечной схемы конечных объемов.

3. Исследовано выполнение принципов максимума для моделей многофаз
ной фильтрации в нефтяном пласте и внутриклеточного переноса ве
ществ. Сформулированы и доказаны принципы максимума для моде
лей двух- и трехфазной фильтрации.

4. Сформулирован и доказан дискретный принцип максимума для пере
менной давления в построенной численной модели двухфазной филь
трации.

5. Разработаны комплексы программ для реализации моделей двух- и
трехфазной фильтрации в нефтяном пласте и переноса веществ в клет
ке.

6. Проведен численный анализ моделируемых систем. Для модели внут
риклеточного переноса исследовано влияние геометрических особенно
стей сети микротрубочек на движение эндосом и количественных ха
рактеристик динамики сети на энергетические эффективность и цену
переноса. Для моделей многофазной фильтрации численно исследовано
выполнение дискретного принципа максимума для переменной давле
ния при различных значениях параметров.
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