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B̃ = Ã−1 �R� ,(,($�-�!E$��E$�-(_Xow.�! Ga6�,�#�#�! 6�'����Q12%K=2%&?�A�1�,�F ,t*�#���5D?��/JM! 1��/)�`

u0 := u0 + B2(f − Au0)
`�,�6X%D3 9>-I%(!"$(�])RS"6�-���-I%b?�! 1�$(1�9>7

Bh

Y
�z��*d*�!"#�! ,(5(_��@?�%(-D?���-I%D$�!@?2)

B̃
3K%(-���� ��$\,($t6�,�1�6�#�!"$(1�,�F ,c*�#��/?�,KJM!"1���)�Y���L�-(_X78! #�1�,�7��E?�_�U

=2%D!0L�,��"$&%D$(,�=�1�,f���"*�,D?�A(3 ,�-I%D$(AO*�#I)�7x_Xo m�%D6�$�,�#���3K%('���o 7C%D$�#���'�9
Ã
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u‖L∞(Ω)

��L�! �"A |Ω||H|
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Ωopt
h (NT , u) = arg min

Ωh:N (Ωh)≤NT

‖u − PΩh
u‖Lp(Ω).
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c0, c1 9 ��� = �(' 9 C(� � +A�;0B�5#&���� � �A�(�O)�� � = � � ∆ ⊂ Ωopt
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c0(H∆ζ, ζ) ≤ (H(x)ζ, ζ) ≤

c1(H∆ζ, ζ) ∀ζ ∈ � d.
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C(q, c0)
|Ω|

d+2p

pd

|H̄|

N 2

d (Ωopt
h )

≤ ‖u − IΩopt

h
u‖Lp(Ω), |H̄| := (det|H|)−1/(2p+d)|H|.
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QG(Ωh)
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Ωh
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e
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G
`�% |∂∂e|G

k �"_X787C%(#�12%D)tL2?���1�%r! F",r#�! 5�!"#d-�78!"$(#���6�!
G

Y2��,(F L�%
0 < QG(Ωh) ≤ 1

3K%bL�%(!"$(�])
=�!"#�!"3�6X%K=�! �E$�-�,tS@?�! 78!"1�$�,(-

QG(e)
�

QG(Ωh) = min
e∈Ωh

QG(e), QG(e) = Sd
|e|G

|∂∂ e|dG
F

( |∂∂ e|G
Pdh∗

)

,

F L�!

S2 = 12
√

3, P2 = 3, h∗ =

√

4|Ωh|G√
3N (Ωh)

, (d = 2),

S3 = 6
4
√

2, P3 = 6, h∗ = 3

√

12|Ωh|G√
2N (Ωh)

, (d = 3),
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G
Y �x%(6���7f,(5�#2%D3 ,�7>`4! �@?��v6/%K=�!"�"$(-�,

�"!"$�6��fL�,��E$���F@%(!E$���`�$(,\,�1�%��",��"$(,���$\��3v#2%(-�1�,(�"$�,(#�,�1�1��X:f-r78!E$�#���6�!
G

� ��78*/?�! 6��",�-VL��2%D78!"$�#�%

h∗ Y��;!E$�6��R�n6X%K=�! �E$�-�,(7
QG(Ωh) ∼ 1

12%D3 9>-I%(ow$(�])
G

U 6�-I%D3 �/U�#2%D-�1�,�78!"#�1�9>78��Y
ZW_��"$(A

H
k 1�!"-�9>#�,KJ�L�! 1�1�9>G<F !"� � ��%(1Bm[_X1�'�6�'����

u ∈ C2(Ω̄)
�

H = W T ΛW
k ! F ,

�"*�! 6�$(#2%&?�A(1�,�!W#2%&3"?�,KJM!"1���!u�w,�#�$(,�1�,�#�7C%b?�A�1�,�Gr7C%D$�#���'�! G
W

��L���%(F ,�1�%&?�A�1�,(Gt7C%D$�#���'�! G
Λ =

diag{λi}
`

i = 1, . . . , d
`>� |λ1| ≤ · · · ≤ |λd|

�@Y8hW*�#�!�L�!E?2��7s78!E$�#���=�! � 6���Gj$�!"1�34,(#+��-RL�%&?�A�1�!"G/U
P�! 7j*�#�,��"$(,r78!E$�#���6/%�� |H| = W T |Λ|W Y�hW� 1�,(-�1�9>7
6X,(1��"$(#�_X6�$���-(1�9>7�#�!"3"_b?2Ab$&%&$�,�7j)�-D?2)�!"$��])
_�$�-(! #IJ�L�! 1���!r,c$�,�7>`�=�$(, |H| U�6�-I%&34�/U #2%(-�1�,(78! #�12%&)R� !E$�6X%f)�-D?2)�!"$��])�6�-�%D34�/U ,�*�$(��7C%&?�A�1�,�G�`�$bY !(Y
%(*�*�#�,�6�� ��78��#�_�!E$c,�*�$(��7C%&?�A(1�_Xo �"!"$�6/_�Y

��� �����������(
���
&���������[ ���!�A��� �
H

2D��� = <���� u ∈ C2(Ω̄)
��� ��� � ��B+�� � �

Ω 9 � )��������
Ωh

S |H| > = ��������> ��� �����"� �?������0	� �A� = �K� NT

G"� � � � �����,��� 9 ��� = �,0 9 C(� � Q|H|(Ωh) > Q0


 �P��� � � 9)����A���R+A�10M���(��)�� � = ��� ∆ ∈ Ωh 9  "+���+ ���A���5 "� ���W� 0 ‖u − IΩh
u‖L∞(Ω) 9 � �D)������(0 �A�W��0 ��<�� � = ��Q

‖Hps − (H∆)ps‖L∞(∆) < q∆|λ1(H∆)|, 0 < q∆ ≤ q < 1, p, s = 1, . . . , d,

 "+ �
H∆ = H(

�
���
max
x∈∆

|detH(x)|) 9 λ1(H∆) S �"�-� �B�./�3 � � =�� � �,����� ��� ������� � ���$C	� ����� H∆
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Ωh

0��!�;0����W��0 = �$������>$��)����(�����5�����,/ � �A� = �,/ 9 � 
 ��


‖u − IΩh
u‖L∞(Ω) ≤ C(Q0, q)‖u − IΩopt

h
u‖L∞(Ω),

).�5��C!� � ‖u − IΩh
u‖L∞(Ω) ≤ C(Q0, q)

( |Ω||H|

NT

)2/d

.

�v?2)�*�#�,�!"6�$�,�#�,�- PΩh

`�_4L�,�-&?�!"$(-�,�#I)�op.0�/: ‖u − PΩh
u‖L∞(Ω) ≤ Ĉ‖u − Iu‖L∞(Ω),

,�'�! 1�6/%
,(P���5�6��e*�#�!",�5�#2%D3"_�!E$��])R6f-��XL2_

‖u − PΩh
u‖L∞(Ω) ≤ ĈC(Q0, q)

( |Ω||H|

NT

)2/d

.
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��1/$�! #�*�,D?2)�'����RF ?�%KL�6�,�Gdm[_X1�6�'����d#2%(�"� 78,($(#�! 1e78!E:I%(1���3 7�� :I, L���78,(�"$��NSE$�,�F",\%b?�F ,�#���$�7C%�Y

�n%(6e*�#2%(-��/?2,�`�F ! �"� �2%D1
H(x)

)�-D?2)�!"$(�])R1�!"��34-�!"�"$(1�,�GR$�!"1�34,(#�1�,�GRm[_X1�6�'���! G�Y��n%V*�#2%(6�$(��6�!
���"*�,D?�AD3 _�!E$��])H! F",c*�#���5D?2��JM! 1���!

Hh = {Hh
ps}d

p,s=1

`
Hh

ps ∈ P1(Ωh)
`�-�,��"�"$&%(1�,�-D?�!"1�1�,�!M-t_�3"?�%&:

�"!"$�6��T��3��"!"$�,(=�1�,�GQm[_X1�6�'����
uh = PΩh

u ∈ P1(Ωh)
�@?�!@L�_Xop.0��7+,(5�#2%D3 ,�7>Y��v?2)N-(1�_�$�#�!"1�1�! F",

_�3"?�%
ai

∫

σi

Hh
ps(ai)v

h dx = −
∫

σi

∂uh

∂xp

∂vh

∂xs
dx ∀vh ∈ P1(σi), vh = 0
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∂σi,
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σi

k ,�5��|!�L���1�!"1���!V� ��78*X?�! 6�� ,(-d��,�5(.���7<_�3"?2,�7
ai

Y|�lF #2%D1���=�1�9;:�_�3"?�%&:

Hh
ps(ai)

k -(34-(!"P0!"1�1�9>!�S 6��"$(#2%(*�,D?�)�'����e3412%K=�!"1���Gd�n5D?2��3"?�!EJ�%D.��/:f-�1�_�$�#�! 1�1��X:e_�3E?�,�-�Y
��� ��������� �(
 ����
O���������

u ∈ C2(Ω̄) 9 uh = PΩh
u 9 H S  ���!�������

u 9 � Hh S � ���������.>
�����!� � �����D/4+��5� = � �A� ���D/[ �!������� �-
�� ��� � ��� �� � 9 )��������I+A�10 �5#&���� �K����)��U�;G"� � � � ����� σ ∈ Ωh 9�.�!� �,<����.� ����� ������ �Y� = � = �(�O>U� �F�.��� �"� a 9 ���D)�� � �(0�#&�W��0V�?� �A+���#&%���� ��<�� � = �-Q

‖Hps − Hσ, ps‖L∞(σ), σ < δ, |Hh
ps(a) − Hσ, ps| < ε,

 "+ �
Hσ = H(xσ)

�
xσ = arg max

x∈σ
| det(H(x))|) 
K���� "+�� +A�10 ε

�
δ
+ �������$� �,C!���M������� '

)�� �,� ����3 � ����# = �������(�O�!�-�����"���K� �,����� ��� �����"���Y� ���.C!� ����# |Hσ| 9 |Hh| > = �$������> ��� � ���"� �?������0� ��� = � Ωh (Q|Hh|,NT
(Ωh) ≥ Q0)

0��!�;0 �A�W��0P��� = � � � |H| > = �$������> ��� ������� �U�����,/-Q Q|H|,NT
(Ωh) ≥

C Q0

 "+ � )������ �A0������,0
C

������� ���5����� �,�
NT

�
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Ĥh
ps

`�_4L�,DU
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��+ ���!� ��� �����(0 �A� ��� � ���$��#�� 9 ���?�-�R+A�;0 �5#&� �� � ������>�8� � �����! �Y�A��)��?�;G"� � � � �����P����% ����� �$�
�A� �.2H2 ��������� �,� �,����� � � ����� Fi = Si ◦ Ri
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� Ri
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hR,k = max
x,y∈∆R

|(x)k − (y)k|
`
k = 1, . . . , d
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∫
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Ĥh
rs(ai)v

h dx =

∫

Bi

uh ∂2vh

∂xs∂xr
dx −

∫

∂Bi

uh ∂v

∂xs
nr dt, ∀vh ∈ Vi.
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��� ��������� �(
 ����
 �����A���	���.+�� ��� 2D��� = <��(0 u ∈ W 1

p (Ω) ∩ W 2
1 (Ω) 9 p > d 9 � �������8� � ������/

�A��)��?�;G"� ��� � ���
σi 9 ��+ ���!� ��� � � �;0�#&%���/ ��� � ���$��# � 
O�&� �A+�)���� ��B�(� 9 C(� � ��� ���(��)�� � = ����'

∆i ⊂ σi

 ���.+���� ��� ����0 ��3���� = �6+A�;0 2 ��� = <���� ���.���5��C(3 ��/B�-�����A/�����/ �.)�).��� = �A�(�O�$<���� uR2D��� = <���� uR = u(R∆(x))
�1���,�8� �,)����8���@�A).� ��+ �?� � ����Q

max
|α|=1

hα
R‖∂α(uR − uR)‖Lp(∆R) ≤ CB min

|α|=1
hα
R‖∂α(uR − uR)‖Lp(∆R),

).�5��C!� � �(� � �A� � ����� �W��'��,+��(� �������
uR = uR

Q

hα
R‖∂α(uR − uR)‖Lp(∆R) ≤ CChα+αβ

R , |α| = 1, β > 0,

 "+ �
β S )��:���,� ���8�K+ �,)���������� �?�-�����,/K ?�-�$+ = ���A��� u
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+��52H2��?� � ��<���>
�!�-�����D/W �!���������

H
�,� = � � �(0����W��0 ���:� ���$C;��� �?�5����� ��� � � ���! � �?� �A+ ���� �

H̄
Q ‖Hrs−H̄rs‖L1(σi) ≤

δ, r, s = 1, . . . , d.
���� "+�� +��5� = � �A� ���D/  �!������� � Ĥrs 9 � ���!�A��� �����!� � �����D/ �1� = ��� �,C!���,> �5������/����� ������ �U�5)����;0������ Ih
σi

u 9 ��'���+����W� 0 = +��52H2��?� � ��<������5�����"�O�K ���!���������(Q

‖Hrs − Ĥh
rs‖L1(Bi) . δ + CBCC |σi|1−1/p min

k=1,...,d
hβ−1
Ri,k

,

).�5��C!� � �,<�� � = � � �� ��� ��).� ���A�������(Q ‖Hrs − Ĥh
rs‖L1(Bi) . δ + CBCC min

k=1,...,d
h

β−1/p
Ri,k
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(s)
ij = fij

,�5�,D3412%K=�!"1�,O�"_�JM! 1���!�12%
Ωks

��� :�, L�1�,�GH#2%D341�,��"$(1�,�GQ3K%bL�%K=����
F ?�%D-�1�9>7Q6�#2%(!"-�9>7R_��@?�,�-���! 7

ut
ij

$&%(7>`&F L�!
ut

ij

_�JM!���34-(! �"$(1�,V�
x1 = ak

�@`b�/?��
ut−1

ij

-w*�#�,($(��-�1�,(7
�@?2_X=2%(!(Y�hu$4?���=���!t*�, L�3K%KL�%K= Mt

k,sû
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