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�â® ®§ ç «®, çâ® ¥ â®«ìª® ¢ â¥®à¨î, ® ¨ ¢ ¯®áâà®¥¨¥ ¬¥â®¤®¢à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ¢ â®© ¨«¨ ¨®© ¬¥à¥ ¢®¢«¥ª « áì¯à®¡«¥¬ , £®à §¤® ¡®«¥¥ á«®¦ ï ¯® áà ¢¥¨î á ¨áå®¤®©,   ¨¬¥®,®¡®¡é¥ ï § ¤ ç    á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï. �à¨ íâ®¬ âà¥¡ã¥âáïà¥è¨âì ¯®á«¥¤îî § ¤ çã ¥ ¢ ¯àï¬®©,   ¢ ®¡à â®© ¯®áâ ®¢ª¥, â®¥áâì ¢ë¡à âì ¯ à ¬¥âàë ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ îé¥© ¬ âà¨æë ¨§ ãá«®¢¨ï¬¨¨¬ã¬  ®â®è¥¨ï ªà ©¨å á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨©.�áâ¥áâ¢¥®, çâ® ¯® ¬¥à¥ ãá«®¦¥¨ï  ªâã «ìëå ¯à¨ª« ¤ëå§ ¤ ç, â ª ï á¨âã æ¨ï ¢ë«¨« áì ¢ ¥á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã à¥ «ì®¯à¨¬¥ï¥¬ë¬¨  «£®à¨â¬ ¬¨, ¤®ª § ¢è¨¬¨ á¢®î ¯à ªâ¨ç¥áªãîíää¥ªâ¨¢®áâì (®¤ ª® § ç áâãî ¥ ¨¬¥îé¨¬¨ ¤®áâ â®ç® áâà®£®£®®¡®á®¢ ¨ï), ¨ â¥¬¨ ª®áâàãªæ¨ï¬¨, ª®â®àë¥ å®âï ¨ ¤®¯ãáª «¨¯®«ãç¥¨¥   «¨â¨ç¥áª¨å ¢¥àå¨å £à ¨æ ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¤«ï ¥ª®â®àëå¬®¤¥«ìëå ¯à®¡«¥¬ (â.¥. ¨¬¥«¨ â¥®à¥â¨ç¥áª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥), ®¤ ª®,¡ã¤ãç¨ à¥ «¨§®¢ ë ¢ ¢¨¤¥  «£®à¨â¬ , ®ª §ë¢ «¨áì ¯à¨£®¤ë «¨èì ¤«ï¤®¢®«ì® ®£à ¨ç¥®£® ªàã£  à¥ «ìëå § ¤ ç.�à®¬¥ â®£®, ãª ¦¥¬   æ¥«¥á®®¡à §®áâì ãç¥â  ¤®¯®«¨â¥«ìëåá¢®©áâ¢ á¯¥ªâà  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥ëå ¬ âà¨æ, å à ªâ¥à¨§ãîé¨å¥à ¢®¬¥à®áâì à á¯à¥¤¥«¥¨ï á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ¢ãâà¨ £à ¨æá¯¥ªâà . � ª¨¥ á¢®©áâ¢  á¯¥ªâà , ®ç¥¢¨¤®, ¥ á¢ï§ ë ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®á® á¯¥ªâà «ìë¬ ç¨á«®¬ ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ (¤«ï ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå£à ¤¨¥â®¢, ªà¨â¨ç¥áª¨ ¢ ¦ë¬ ï¢«ï¥âáï ¥ â®«ìª® ¬ «®áâì íâ®£®ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ® ¨ à §à¥¦¥®áâì á¯¥ªâà  á®¡áâ¢¥ëå§ ç¥¨© á «¥¢®£® ª®æ  ¨ ¥£® ã¯«®â¥¨¥ á ¯à ¢®£®6).�â¬¥â¨¬ ¯¥à¢ë¥ ¯®¯ëâª¨ à §à ¡®âª¨ ¥áâ ¤ àâëå ¯®¤å®¤®¢ ª¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨î ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢, á¬.,  ¯à., [1, 2],  â ª¦¥ ¥¤ ¢¨© ®¡§®à,7 ª®â®àë¥ ®¯¨à «¨áì   ªà¨â¥à¨© ª ç¥áâ¢ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, ¢ë¡à ë© ¢ ¢¨¤¥ ¥¢ª«¨¤®¢  à ááâ®ï¨ï kIn �MkF¢ Rn2 ®â ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥®© ¬ âà¨æëM ¤® ¥¤¨¨ç®© In. �¤ ª®, â ª®¬ã¯®¤å®¤ã ¯à¨áãé¨ á¥àì¥§ë¥ ®£à ¨ç¥¨ï, ¤¥« îé¨¥ ¥£® ¥¯à ªâ¨çë¬6O. Axelsson and G. Lindskog. On the rate of convergence of the preconditioned conjugate gradientmethod, Numer. Math. 48, (1986) 499{523.7T. Huckle. Factorized Sparse Approximate Inverses for Preconditioning. The Journal of Supercomputingv.25, no.2 (2003) 109{117. 4



¢® ¬®£¨å ¢ ¦ëå á¨âã æ¨ïå, á¬.  ¯à., ®¡áã¦¤¥¨¥ ¢ à ¡®â¥ [26]. �¯®á«¥¤¥© à ¡®â¥ á®¤¥à¦¨âáï § ª®ç¥ ï â¥®à¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤ ®¡®¡é¥ëå ¬¨¨¬ «ìëå ¥¢ï§®ª ¢ â¥à¬¨ å ¢¥«¨ç¨ë kIn �MkF ¨¤®¯®«¨â¥«ì®£® ¯ à ¬¥âà , å à ªâ¥à¨§ãîé¥£® ®â¤¥«¥¨¥ á¯¥ªâà  M®â ã«ï. �¤ ª®, ¢ ª®â¥ªáâ¥ à §à¥¦¥ëå ¬ âà¨æ ¡®«ìè®£® à §¬¥à ,¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï à¥ «¨áâ¨ç®© ¯®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨ ® ¬¨¨¬¨§ æ¨¨kIn �MkF ¯à¨ ãá«®¢¨¨,  ¯à¨¬¥à, ®£à ¨ç¥®áâ¨ kM�1k.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à ªâ¨ç¥áª ï ¯®âà¥¡®áâì ¢ ª®áâàãªâ¨¢ëå¬¥â®¤ å ¯®áâà®¥¨ï íää¥ªâ¨¢ëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© § ª®®¬¥à®¯à¨¢®¤¨â ª ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ à §à ¡®âª¨  «ìâ¥à â¨¢ëå ¯®¤å®¤®¢ ª®æ¥ª¥ ª ç¥áâ¢  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢.�  íâ®¬ ¦¥ ¯ãâ¨ æ¥«¥á®®¡à §¥ ¯®¨áª ¨ à §à ¡®âª  ¬¥â®¤®¢¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, ®à¨¥â¨à®¢ ëå   ¥áâ¥áâ¢¥ë¥ ¤®áâ â®ç®è¨à®ª¨¥ ª« ááë à §à¥¦¥ëå ¬ âà¨æ ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ç áâ®áâ¥©(®â®áïé¨åáï,  ¯à¨¬¥à, ª á¯¥æ¨ä¨ª¥ § ç¥¨© ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢¨ áâàãªâãàë à §à¥¦¥®áâ¨), ª®â®àë¥ á¢ï§ ë á® á¢®©áâ¢ ¬¨¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© ¨ ä¨§¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, áâ®ïé¨å §  íâ¨¬¨¬ âà¨æ ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, áâ ¢¨âáï ¢ ¦¥©è ï ¯à ªâ¨ç¥áª ï § ¤ ç ® à §à ¡®âª¥ ¥ â®«ìª® íää¥ªâ¨¢ëå, ® ¨ ¤®áâ â®ç® ã¨¢¥àá «ìëå «£®à¨â¬®¢ à¥è¥¨ï ¡®«ìè¨å à §à¥¦¥ëå á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨©,¯à¨¡«¨¦ îé¨åáï ª á¯®á®¡®áâ¨ à ¡®â âì ¢ à¥¦¨¬¥ "ç¥à®£® ïé¨ª ".�¥«ì à ¡®âë. � ª ç¥áâ¢¥ æ¥«¥© à ¡®âë ¬®¦® ãª § âì à¥è¥¨¥á«¥¤ãîé¨å ¯à®¡«¥¬:1. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯®¤å®¤ïé¥£®  «ìâ¥à â¨¢®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨,á¯®á®¡®£® ãç¨âë¢ âì ¥ áâ®«ìª® ®â®è¥¨¥ ªà ©¨å á®¡áâ¢¥ëå§ ç¥¨©, áª®«ìª® ¨â¥£à «ìë¥ á¢®©áâ¢  á¯¥ªâà , ¨ ¥ á¢ï§ ®£®,â ª¨¬ ®¡à §®¬, á ®â¤¥«ì® ¢§ïâë¬¨ á®¡áâ¢¥ë¬¨ § ç¥¨ï¬¨¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥®© ¬ âà¨æë.2. �®áâà®¥¨¥ ¥ã«ãçè ¥¬ëå ®æ¥®ª ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¬¥â®¤ á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢ ¢ â¥à¬¨ å íâ®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.3. �ëï¢«¥¨¥ ¨§¢¥áâëå ¨ ¯®áâà®¥¨¥ ®¢ëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©,ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ®¯â¨¬ «ìë¬¨ (¨«¨ ¡«¨§ª¨ ª â ª®¢ë¬) á â®çª¨5



§à¥¨ï ®¢®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.4. �¥®à¥â¨ç¥áª ï ¯à®¢¥àª  ¢®¢ì ¯®áâà®¥ëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©á â®çª¨ §à¥¨ï ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ (®á®¢ ®©   ã¬¥ìè¥¨¨®â®è¥¨ï £à ¨æ á¯¥ªâà  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥®© ¬ âà¨æë).5. �«£®à¨â¬¨§ æ¨ï ®¢ëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© (¢ â®¬ ç¨á«¥,¯à¨£®¤ëå ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨   ¢ëá®ª®¯ à ««¥«ìëå ª®¬¯ìîâ¥à å)¨ ¯à ªâ¨ç¥áª ï ¯à®¢¥àª  ¨å ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© íää¥ªâ¨¢®áâ¨  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ìëå â¥áâ®¢ëå § ¤ ç å.�ªâã «ì®áâì â¥¬ë. �¥è¥¨¥ «¨¥©ëå á¨áâ¥¬ á à §à¥¦¥ë¬¨(¢ â®¬ ç¨á«¥ á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨) ¬ âà¨æ ¬¨¡®«ìè®© à §¬¥à®áâ¨ ç áâ® ¢®§¨ª ¥â ª ª ¯®¢â®àïîé ïáï (¨ ¯à¨ íâ®¬¤®¬¨¨àãîé ï ¯® âàã¤®¥¬ª®áâ¨) ¯®¤§ ¤ ç  ¢  «£®à¨â¬ å, à¥ «¨§ãîé¨åá ¬ë¥ à §®®¡à §ë¥ ¯à¨ª« ¤ë¥ à áç¥âë. �à¨¬¥à®¬ ¬®£ãâ á«ã¦¨âì§ ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨, § ¤ ç¨ ¯®áâà®¥¨ï á¥â®ª, § ¤ ç¨®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¨ ¬®£¨¥ ¤àã£¨¥.�®¢®«ì® áâ ¤ àâ®© ï¢«ï¥âáï á¨âã æ¨ï, ª®£¤  âà¥¡ã¥âáï à¥è¨âìá¥à¨î «¨¥©ëå § ¤ ç, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢ëç¨á«¥¨î ìîâ®®¢áª¨å ¯à ¢«¥¨© ¤«ï ¨â¥à æ¨®®£® à¥è¥¨ï ¥«¨¥©®© § ¤ ç¨. �à¨ íâ®¬á¢®©áâ¢  ¢®§¨ª îé¨å ¬ âà¨æ �ª®¡¨ ¥ ¢á¥£¤  ¢¯®«¥ ¯à¥¤áª §ã¥¬ë, ¨âà¥¡®¢ ¨ï ª  ¤¥¦®áâ¨  «£®à¨â¬®¢ à¥è¥¨ï «¨¥©ëå á¨áâ¥¬ ¢ íâ®¬á«ãç ¥ ¢®§à áâ îâ.� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¡ëáâà®¥ à §¢¨â¨¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© â¥å¨ª¨¯à¥¤êï¢«ï¥â ®á®¡ë¥ âà¥¡®¢ ¨ï ª  «£®à¨â¬ ¬ à¥è¥¨ï; â ª, ¯®¤®¯â¨¬¨§ æ¨¥©  «£®à¨â¬ , ¯®¬¨¬® ¯à¨¢ëç®£® á®ªà é¥¨ï ç¨á« ®¯¥à æ¨© ¨ ®¡ê¥¬  ¯ ¬ïâ¨, ¬®¦¥â ¯®¤à §ã¬¥¢ âìáï ¨ ¢ëï¢«¥¨¥ ¨«¨¯®áâà®¥¨¥ áâàãªâãàë ¢ëç¨á«¥¨©, ®¡«¥£ç îé¥© íää¥ªâ¨¢ãî à ¡®âãª®¬¯ìîâ¥à®¢ á ¨¥à àå¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© ¯ ¬ïâ¨ ¨/¨«¨ ¯ à ««¥«ì®©®à£ ¨§ æ¨¥© ¢ëç¨á«¥¨©.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ãá«®¢¨ïå ¢§ ¨¬®®¡ãá«®¢«¥®£® à®áâ ¢ëç¨á«¨â¥«ìëå ¬®é®áâ¥© ¨ ãá«®¦¥¨ï ¯®áâ ®¢®ª ¯à¨ª« ¤ëå§ ¤ ç, ®¡é ï ¯à®¡«¥¬  ¯®áâà®¥¨ï " ¨«ãçè¥£®" ¬¥â®¤  à¥è¥¨ï¡®«ìè¨å à §à¥¦¥ëå á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ¢á¥ ¥é¥ ®áâ ¥âáï6



¤ «¥ª®© ®â ®ª®ç â¥«ì®£® à¥è¥¨ï (¤ ¦¥ ¥á«¨ ®£à ¨ç¨âìáï § ¤ ç ¬¨á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© ¬ âà¨æ¥©).�«¥¤ã¥â ¯à¨§ âì, çâ® ¥á¬®âàï   ãá¨«¨ï ¬®£®ç¨á«¥ëå¨áá«¥¤®¢ â¥«¥©   ¯à®âï¦¥¨¨ ¤¥áïâª®¢ «¥â, â¥®à¥â¨ç¥áª¨¥®á®¢ë â ª®£® ¢ ¦®£®  ¯à ¢«¥¨ï, ª ª ¯®áâà®¥¨¥ íää¥ªâ¨¢ëå¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© ¤«ï ¥áâ¥áâ¢¥ëå ª« áá®¢ ¬ âà¨æ, ®áâ îâáï¥¤®áâ â®çë¬¨ ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª®£® à¥è¥¨ï àï¤  ¢ ¦ëå § ¤ ç. �â® ¨®¡ãá«®¢¨«®  ªâã «ì®áâì â¥¬ë ¤¨áá¥àâ æ¨¨.� ãç ï ®¢¨§ . � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ à §à ¡®â  ®¢ë© ªà¨â¥à¨©íää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¯à®¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© ¤«ï ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå£à ¤¨¥â®¢. �à¨â¥à¨© ï¢«ï¥âáï ª®áâàãªâ¨¢ë¬, çâ® ¯®§¢®«¨«®¯®«ãç¨âì ª ª ®¢ë¥ ¢ à¨ âë ¨§¢¥áâëå  «£®à¨â¬®¢, â ª ¨ à §à ¡®â âì®¢ë¥  «£®à¨â¬ë, ¥é¥ ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥ëå ãá«®¢¨ïå. �®á®¢ë¬ ®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬ ¬®¦® ®â¥áâ¨ á«¥¤ãîé¨¥:1. �à¥¤«®¦¥ ¨ ¨áá«¥¤®¢  ®¢ë© ªà¨â¥à¨© íää¥ªâ¨¢®áâ¨¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, áä®à¬ã«¨à®¢ ë© ¢ â¥à¬¨ å ¬¨¨¬¨§ æ¨¨¬ âà¨ç®£® äãªæ¨® «  (¢ëà ¦ îé¥£®áï ç¥à¥§ á«¥¤ ¬ âà¨æë ¨¥¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì),  §ë¢ ¥¬®£® ¤ «¥¥ K-ç¨á«®¬ ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.�â®â â¥à¬¨ ¡ë« ¢¢¥¤¥ �.�ªá¥«ìá®®¬ ¨ ¨á¯®«ì§®¢  ¢ ¥£®¨§¢¥áâ®© ¬®®£à ä¨¨,8 £¤¥ ®¡è¨à® æ¨â¨à®¢ ë ¥ª®â®àë¥à¥§ã«ìâ âë  áâ®ïé¥© ¤¨áá¥àâ æ¨¨.2. � â¥à¬¨ å �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ ¯®«ãç¥  ®¢ ï ®æ¥ª ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢, ¥ã«ãçè ¥¬ ï¢ â®¬ ¦¥ á¬ëá«¥, çâ® ¨ ¨§¢¥áâ ï ®æ¥ª  ç¥à¥§ á¯¥ªâà «ì®¥ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨. �à®¬¥ â®£®, ®¢ ï ®æ¥ª  áå®¤¨¬®áâ¨ãáâ  ¢«¨¢ ¥â á¢¥àå«¨¥©ãî áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨, ¢ ®â«¨ç¨¥®â ¨§¢¥áâ®© ®æ¥ª¨, ª®â®à ï ãª §ë¢ ¥â â®«ìª®   «¨¥©ãîáå®¤¨¬®áâì ¨â¥à æ¨© ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢.3. � áá¬®âà¥ë  ¨¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¥ ¨§ ¨§¢¥áâëå ¯à¨¡«¨¦¥ëåâà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨©, ¢ëï¢«¥  ¨å ¯à¨ ¤«¥¦®áâì ª ®¢®¬ãª« ááã âà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨© 2-£® ¯®àï¤ª , ®áãé¥áâ¢«¥   «¨§8O. Axelsson. Iterative solution methods. Cambridge University Press, Cambridge, 1994.7



ª ª á â®çª¨ §à¥¨ï ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ª ª á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, â ª ¨ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.4. � â®çª¨ §à¥¨ï ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨¯à®  «¨§¨à®¢ ë  ¨¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¥ ¨§ ¨§¢¥áâëå ï¢ëå¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©, ä ªâ¨ç¥áª¨ ï¢«ïîé¨åáï ¯à¨¡«¨¦¥ë¬¨®¡à âë¬¨ âà¥ã£®«ìë¬¨ à §«®¦¥¨ï¬¨. � ©¤¥  ¡«®ç®-¥ï¢ ïä®à¬  ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï â ª¨å ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥©, ¯®§¢®«ïîé ï¨§¡ ¢¨âìáï ®â çà¥§¬¥àëå ¢ëç¨á«¨â¥«ìëå § âà â ¨áå®¤®£®à §«®¦¥¨ï ¡¥§ ¯®â¥à¨ ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®áâ¨. �¯à¥¤¥«¥ á¯®á®¡¢ª«îç¥¨ï ®¡ëçëå ¯à¨¡«¨¦¥ëå âà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨© ¢¡«®çãî áâàãªâãàã ¬¥â®¤ , ®¡®á®¢   ®¡é ï íää¥ªâ¨¢®áâìâ ª®£® ¯®¤å®¤ .5. � â®çª¨ §à¥¨ï ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨¯à®  «¨§¨à®¢ ë ¯®«¨®¬¨ «ìë¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢, ¯®«ãç¥ë â¥®à¥â¨ç¥áª¨¥®¡êïá¥¨ï â®£® ¨§¢¥áâ®£® ä ªâ , çâ® â®ç ï ®¯â¨¬¨§ æ¨ïâ ª¨å ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© ¯® ªà¨â¥à¨î ¬¨¨¬ã¬  á¯¥ªâà «ì®£®ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ª ª ¯à ¢¨«®, ¯à¨¢®¤¨â ª ¥¤®áâ â®ç®íää¥ªâ¨¢ë¬ ¢ëç¨á«¨â¥«ìë¬  «£®à¨â¬ ¬.6. � â®çª¨ §à¥¨ï ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨¯à®  «¨§¨à®¢ ë ¨§¢¥áâë¥ ¢ëá®ª®¯ à ««¥«ìë¥¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, á¢ï§ ë¥ á ¬ «®à £®¢®© ª®àà¥ªæ¨¥©.�®áâà®¥ë ®¢ë¥ ä®à¬ã«ë â ª¨å ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©,  â ª¦¥ ¢ë¯®«¥ ¨å ¤®¯®«¨â¥«ìë©   «¨§ á â®çª¨ §à¥¨ïá¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨. �®ª §   á®¢¬¥áâ¨¬®áâì¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¬ «®à £®¢®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨á ¤àã£¨¬¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï¬¨, çâ® ¯®§¢®«ï¥â áãé¥áâ¢¥®¯®¢ëè âì íää¥ªâ¨¢®áâì ¨§¢¥áâëå ¬¥â®¤®¢.�¥®à¥â¨ç¥áª ï ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª ï æ¥®áâì. �¥®à¥â¨ç¥áª ïæ¥®áâì ¤¨áá¥àâ æ¨¨ § ª«îç ¥âáï ¢ à §à ¡®âª¥ ®¢®© â¥®à¨¨áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢,   â ª¦¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®8



á¢ï§ ®£® á ¥© ®¡é¥£® ¯®¤å®¤  ª ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©.�à®¬¥ â®£®, ¯®«ãç¥ àï¤ ¢ ¦ëå ç áâëå â¥®à¥â¨ç¥áª¨å à¥§ã«ìâ â®¢,®â¢¥ç îé¨å ª®ªà¥âë¬ áâàãªâãà ¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ îé¨å ¬ âà¨æ.�à ªâ¨ç¥áª ï æ¥®áâì ¯®«ãç¥ëå à¥§ã«ìâ â®¢ § ª«îç ¥âáï ¢¯®áâà®¥¨¨ ª®ªà¥âëå  «£®à¨â¬®¢ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ á à §à¥¦¥ë¬¨¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ ®¡é¥£® ¢¨¤ , ®¡« ¤ îé¨å¯®¢ëè¥®©  ¤¥¦®áâìî, ¢ëá®ª®© ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ì®áâìî  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ª®¬¯ìîâ¥à å,   â ª¦¥ å®à®è¥© ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®áâìî.� ç áâ®áâ¨, à §à ¡®â ë íää¥ªâ¨¢ë¥ ¯ à ««¥«ìë¥ ¬¥â®¤ëà¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© á á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨, á¯®á®¡ë¥ à ¡®â âì á à §à¥¦¥ë¬¨ ¨¯«®å® ®¡ãá«®¢«¥ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ë¢® ¬®£¨å ¯à®¬ëè«¥ëå ¯à¨«®¦¥¨ïå.�¥â®¤ë ¨áá«¥¤®¢ ¨ï. � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¨¬¥ïîâáï ¬¥â®¤ë«¨¥©®©  «£¥¡àë, â¥®à¨¨ ¬ âà¨æ,   â ª¦¥ â¥®à¨¨ äãªæ¨©¢¥é¥áâ¢¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå. �á¯®«ì§®¢   ª ª ¨§¢¥áâ ï â¥®à¨ï¨â¥à æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢ ¢ á¨¬¬¥âà¨§ã¥¬®¬ á«ãç ¥, ®á®¢  ï   ®æ¥ª åá¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ ¬ âà¨æë, â ª ¨ à §à ¡®â ë©¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¥¥   «®£, ®á®¢ ë©   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ �-ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.�®«®¦¥¨ï, ¢ë®á¨¬ë¥   § é¨âã:1. �®¢ ï â¥®à¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢,®á®¢  ï   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ K-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ¨á¢ï§ ë© á ¥© ¯®¤å®¤ ª ¯®áâà®¥¨î ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©,®á®¢ ë©   ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ K-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.2. �¥®à¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à¨¡«¨¦¥ëå âà¥ã£®«ìëåà §«®¦¥¨© 2-£® ¯®àï¤ª , á ®¡®á®¢ ¨¥¬ ª ª ç¥à¥§ �-ç¨á«®®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, â ª ¨ ¢ â¥à¬¨ å á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.3. �¥®à¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¡à âëå ¯à¨¡«¨¦¥ëå9



âà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨©, á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¡«®ç®áâ¨,   â ª¦¥¢ãâà¨¡«®ç®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, á ®¡®á®¢ ¨¥¬ ¢ â¥à¬¨ å �-ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.4. �¥®à¥â¨ç¥áª®¥ ®¡êïá¥¨¥ ¥á®®â¢¥âáâ¢¨ï â®ç®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ ¨ ¯®«ãç ¥¬®£® ª ç¥áâ¢ ¯®«¨®¬¨ «ì®£® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, ¯®«ãç¥®¥   ®á®¢¥  «¨§  �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨; ®âëáª ¨¥ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ç¥¡ëè¥¢áª®£® ¬®£®ç«¥ , ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥£® ¡«¨§ª®¥ ª®¯â¨¬ «ì®¬ã ª ç¥áâ¢® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï.5. �¥®à¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ �-®¯â¨¬ «ì®© ¬ «®à £®¢®©¬®¤¨ä¨ª æ¨¨, á ®¡®á®¢ ¨¥¬ ª ª ç¥à¥§ �-ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨,â ª ¨ ¢ â¥à¬¨ å á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.�¡®á®¢ ®áâì ¨ ¤®áâ®¢¥à®áâì à¥§ã«ìâ â®¢.�à¥¤áâ ¢«¥ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ à¥§ã«ìâ âë ¨¬¥îâ áâà®£®¥¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤®áâ®¢¥à®áâìíää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¯®áâà®¥ëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥âáï¯àï¬ë¬ áà ¢¥¨¥¬ à¥§ã«ìâ â®¢ à áç¥â®¢ á à¥§ã«ìâ â ¬¨, ¯®«ãç¥ë¬¨¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¤àã£¨å áâ ¤ àâëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©:  ¯à¨¬¥à,â®ç¥ç®£® ¬¥â®¤  �ª®¡¨, ¯à¨¡«¨¦¥®£® ¡«®ç®£® ¬¥â®¤  �ª®¡¨.�à®¬¥ â®£®, ¤«ï àï¤  § ¤ ç ¨§ ª®««¥ªæ¨¨ ã¨¢¥àá¨â¥â  �«®à¨¤ë,¨á¯®«ì§®¢ ¢è¨åáï ¤àã£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ à §à ¡®â ëå ¨¬¨ «£®à¨â¬®¢, ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë áãé¥áâ¢¥® «ãçè¨¥ à¥§ã«ìâ âë.�¯à®¡ æ¨ï à ¡®âë. �¥§ã«ìâ âë à ¡®âë ¤®ª« ¤ë¢ «¨áì ¨®¡áã¦¤ «¨áì   ¬¥¦¤ã à®¤®© ª®ä¥à¥æ¨¨ \PaCT99" (� ªâ-�¥â¥à¡ãà£, �®áá¨ï, 1999 £.), ¢á¥¬¨à®¬ 16-®¬ �®£à¥áá¥ \IMACS 2000"¯®  ãçë¬ ¢ëç¨á«¥¨ï¬, ¯à¨ª« ¤®© ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ¨î(�®§  , �¢¥©æ à¨ï, 2000), �®«« ¤áª®-à®áá¨©áª®¬ á¨¬¯®§¨ã¬¥ NWO(���, �®áª¢ , ¨îì 2000), �¨¬¯®§¨ã¬¥ NWO (�¬áâ¥à¤ ¬-�¨©¬¥£¥,�®«« ¤¨ï, ®ï¡àì 2000), �â®à®¬ �¥¦¤ã à®¤®¬  ãç®-¯à ªâ¨ç¥áª®¬�¥¬¨ à¥ ¨ �á¥à®áá¨©áª®© ¬®«®¤¥¦®© èª®«¥ \�ëá®ª®¯à®¨§¢®¤¨â¥«ìë¥¯ à ««¥«ìë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï   ª« áâ¥àëå á¨áâ¥¬ å" (�¨¦¨© �®¢£®à®¤,10



�®áá¨ï, 2002), ¬¥¦¤ã à®¤®© ª®ä¥à¥æ¨¨ \Parallel CFD 2003" (�®áª¢ ,2003), �¥¦¤ã à®¤®© ª®ä¥à¥æ¨ï \VIII � ¡ ¡ å¨áª¨¥  ãçë¥çâ¥¨ï" (����-������, �¥¦¨áª, �®áá¨ï, 2005), ¬¥¦¤ã à®¤®©ª®ä¥à¥æ¨¨ ¯® ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© £¥®¬¥âà¨¨, £¥¥à æ¨¨ á¥â®ª ¨  ãçë¬¢ëç¨á«¥¨ï¬ \NUMGRID2008" (�� ���,�®áª¢ , 2008), ¬¥¦¤ã à®¤®©ª®ä¥à¥æ¨¨ ¯® ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© £¥®¬¥âà¨¨, £¥¥à æ¨¨ á¥â®ª ¨¢ëá®ª®¯à®¨§¢®¤¨â¥«ìë¬ ¢ëç¨á«¥¨ï¬ \NUMGRID2010" (�� ���,�®áª¢ , 2010), ¬¥¦¤ã à®¤®© ª®ä¥à¥æ¨¨ ¯® ¬ âà¨çë¬ ¬¥â®¤ ¬ ¢¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ ¯à¨«®¦¥¨ïå \MMMA-2011" (��� ���, �®áª¢ , 2011), ãç®-¨áá«¥¤®¢ â¥«ìáª¨å á¥¬¨ à å �ëç¨á«¨â¥«ì®£® æ¥âà  ���¨ �áâ¨âãâ  ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¬ â¥¬ â¨ª¨ ���, à ¡®ç¨å á¥¬¨ à åExxonMobil Upstream Research Co. (�ìîáâ®, ���).�ã¡«¨ª æ¨¨. �® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ® 28 à ¡®â, ¨§¨å 5 ¢ ®â¥ç¥áâ¢¥ëå à¥æ¥§¨à®¢ ëå ¨§¤ ¨ïå, à¥ª®¬¥¤®¢ ëå���, 8 ¢ ¬¥¦¤ã à®¤ëå à¥æ¥§¨àã¥¬ëå ¨§¤ ¨ïå ¨§ à¥ª®¬¥¤®¢ ®£®��� á¯¨áª  \Web of Science: Science Citation Index Expanded" (¡ § ¯® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬  ãª ¬), 2 ¢ ¤àã£¨å ¬¥¦¤ã à®¤ëå à¥æ¥§¨àã¥¬ëå¨§¤ ¨ïå, 1 ¢ à®áá¨©áª®¬ à¥æ¥§¨àã¥¬®¬ ¨§¤ ¨¨, 4 ¢ âàã¤ å¢á¥à®áá¨©áª¨å ª®ä¥à¥æ¨©, 5 ¢ âàã¤ å ¬¥¦¤ã à®¤ëå ª®ä¥à¥æ¨©,3 ¯ã¡«¨ª æ¨¨ ¢ ¤àã£¨å  ãçëå ¨§¤ ¨ïå. (á¯¨á®ª à ¡®â ¯à¨¢®¤¨âáï ¢ª®æ¥  ¢â®à¥ä¥à â ).� á®¢¬¥áâëå à ¡®â å [15, 19, 22, 24, 25, 27, 28] �.�.�®ìè¨ã¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¡é ï áå¥¬  ¯ à ««¥«ì®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¬¥â®¤  ¨ ®¯¨á ¨¥ç¨á«¥ëå íªá¯¥à¨¬¥â®¢,    ¢â®àã ¤¨áá¥àâ æ¨¨ - à §à ¡®âª  ¨¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï.�« £®¤ à®áâ¨. �¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à®áâì �. �. �à¥¬¨ã,¯à¨¢«¥ªè¥¬ã  ¢â®à  ª à ¡®â¥ ¯® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨, �. �. �®«®â¨«¨®©§  ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥ ¨ æ¥ë¥ ®¡áã¦¤¥¨ï, ¯à®ä¥áá®àã �. �ªá¥«ìá®ã§  ¨â¥à¥á ª à ¡®â¥ ¨ ¢á¥áâ®à®îî ¥¥ ¯®¤¤¥à¦ªã   ¯à®âï¦¥¨¨¬®£¨å «¥â, �. �. �®ìè¨ã §  ¤«¨â¥«ì®¥ á®âàã¤¨ç¥áâ¢® ¢ ®¡« áâ¨ç¨á«¥®£® â¥áâ¨à®¢ ¨ï ¨ ¯ à ««¥«ì®© à¥ «¨§ æ¨¨ à §à ¡®â ëå ¢â®à®¬ ¬¥â®¤®¢, �. �. � à ¦¥ §  ¯®«¥§ë¥ ®¡áã¦¤¥¨ï, § ¬¥ç ¨ï ¨¯®¤¤¥à¦ªã à ¡®âë, �. �. �à ¢¨«ì¨ª®¢ã §  á®âàã¤¨ç¥áâ¢® ¢ ®¡« áâ¨11



¯à ªâ¨ç¥áª®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¨ ¢¥¤à¥¨ï à §à ¡®â®ª ¯® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ª ¤¥¬¨ªã ��� �. �. �¢âãè¥ª® ¨ ç«¥-ª®àà¥á¯®¤¥âã ����. �. �ëàâëè¨ª®¢ã §  ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥ ¨ ¥¥ ¯®¤¤¥à¦ªã. �á®¡¥ãîæ¥®áâì ¨¬¥«¨ ®¡áã¦¤¥¨ï ¬ â¥à¨ «  £« ¢ë 4 á �. �. �¨«îª®¢®© ¨�. �. � á¨«¥¢áª¨¬, ª á îé¨¥áï ®æ¥®ª ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© íää¥ªâ¨¢®áâ¨¯à¥¤«®¦¥ëå  ¢â®à®¬ ¬¥â®¤®¢.�âàãªâãà  ¨ ®¡ê¥¬ à ¡®âë. �¨áá¥àâ æ¨® ï à ¡®â  á®áâ®¨â¨§ ¢¢¥¤¥¨ï, 6 £« ¢, § ª«îç¥¨ï ¨ á¯¨áª  «¨â¥à âãàë.�¡ê¥¬ à ¡®âë 216áâà ¨æ. �¯¨á®ª «¨â¥à âãàë ¢ª«îç ¥â 192  ¨¬¥®¢ ¨ï.������� ���������� �������¢¥¤¥¨¥ á®¤¥à¦¨â ªà âª¨© ¨áâ®à¨ç¥áª¨© ®¡§®à ¨ ¯®áâ ®¢ªã§ ¤ ç¨, ®¡®á®¢ ¨¥  ªâã «ì®áâ¨ ¨áá«¥¤ã¥¬®© ¯à®¡«¥¬ë, ä®à¬ã«¨à®¢ªãæ¥«¨ ¨ § ¤ ç ¤¨áá¥àâ æ¨®®© à ¡®âë, ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ¯®«ãç¥ëå ¢¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢, ¨å ¯à ªâ¨ç¥áª®© æ¥®áâ¨, ¯®«®¦¥¨©,¢ë®á¨¬ëå   § é¨âã ¨ ®¯¨á ¨¥ áâàãªâãàë ¤¨áá¥àâ æ¨¨.�¥à¢ ï £« ¢  á®¤¥à¦¨â ¨§«®¦¥¨¥ â¥®à¨¨ ®¢®£® ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨K = K(M) = �1n trace(M)�n. det(M) (1)¤ «¥¥  §ë¢ ¥¬®£® �-ç¨á«®¬ ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨. �ª § ë© ¬ âà¨çë©äãªæ¨® « ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤«ï ¢¥é¥áâ¢¥®© á¨¬¬¥âà¨§ã¥¬®© ¬ âà¨æëM (â.¥., áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ëà®¦¤¥ ï ¬ âà¨æ  T â ª ï, çâ® M = TST�1,£¤¥ S - á¨¬¬¥âà¨ç ï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ ï ¬ âà¨æ ). �à®¢®¤¨âáï¤¥â «ì®¥ á®¯®áâ ¢«¥¨¥ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ á® áâ ¤ àâë¬á¯¥ªâà «ìë¬ ç¨á«®¬ ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨C = C(M) = �max(M)=�min(M): (2)� ¯®¬¨ îâáï ¨«¨ ¢ë¢®¤ïâáï ¢®¢ì ¢ ¦ë¥ á¢®©áâ¢  íâ¨å ç¨á¥«®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® á¢ï§ ë¥ á ®æ¥ª ¬¨ áå®¤¨¬®áâ¨¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢, ¯à¨¬¥ï¥¬®£® ¤«ï à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë«¨¥©ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨© (á.«. .ã.) Mx = b á á¨¬¬¥âà¨ç®©12



¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© (á.¯.®.) à §à¥¦¥®© n� n-¬ âà¨æ¥© M .� áá¬ âà¨¢ ¥âáï áâ ¤ àâë© ¬¥â®¤ á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢ (¬.á.£.):r0 = b�Mx0; p0 = r0; i = 0; 1; : : : :�i = rTi ripTi Mpi ; xi+1 = xi + pi�i; ri+1 = ri �Mpi�i; (3)�i = rTi+1ri+1rTi ri ; pi+1 = ri+1 + pi�i:�¤¥áì xi ¨ ri = b � Mxi ¥áâì ¯à¨¡«¨¦¥¨¥ ª à¥è¥¨¥ ¨ ¥¢ï§ª    i-© ¨â¥à æ¨¨, á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®à®è® ¨§¢¥áâ ï ®æ¥ª  ã¡ë¢ ¨ï M�1-®à¬ë ¥¢ï§ª¨, £¤¥ krk = prTM�1r, ¨¬¥¥â ¢¨¤krikM�1kr0kM�1 � 2,0@ pC(M) + 1pC(M)� 1!i + pC(M)� 1pC(M) + 1!i1A ; (4)£¤¥ C(M) ®¯à¥¤¥«¥® ¢ëè¥ ¢ (2). �®ïâ®, çâ® ã¬¥ìè¥¨î C(M)®â¢¥ç ¥â ¡®«¥¥ ¡ëáâà®¥ ã¡ë¢ ¨¥ ¢¥àå¥© £à ¨æëM�1-®à¬ë ¥¢ï§ª¨.�«¥¤ã¥â, ®¤ ª®, ®â¬¥â¨âì ¥¤®áâ â®çãî á®£« á®¢ ®áâì ®æ¥ª¨(4) á à¥ «ì®© áª®à®áâìî áå®¤¨¬®áâ¨ ¬.á.£., ª®â®à ï áãé¥áâ¢¥® § ¢¨á¨â¥ â®«ìª® ®â ®â®è¥¨ï £à ¨æ á¯¥ªâà , ® ¨ ®â å à ªâ¥à  à á¯à¥¤¥«¥¨ïá®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ¬ âà¨æë M ¢ãâà¨ íâ¨å £à ¨æ.�®¢ ï â¥®à¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬.á.£., ¨á¯®«ì§ãîé ï ¯à¥¤«®¦¥®¥ ¢à ¡®â å [3, 4] �-ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ (1), ®á®¢ë¢ ¥âáï   ¢¥àå¥©£à ¨æ¥ ¥¢ª«¨¤®¢®© ®à¬ë ¥¢ï§ª¨ krik = prT r ¢¨¤ krikkr0k � �K(M)1=i � 1�i=2 : (5)�ª®ç â¥«ìë© ¢¨¤ íâ®© ®æ¥ª¨ ¡ë« ãáâ ®¢«¥ ¢ à ¡®â å [8, 11], £¤¥¡ë«  â ª¦¥ ¤®ª §   ¥¥ ¥ã«ãçè ¥¬®áâì ¢ â®¬ ¦¥ á¬ëá«¥, ¢ ª®â®à®¬ íâ®á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï áâ ¤ àâ®© ®æ¥ª¨ (4).�â®à ï £« ¢  ¯à®¤®«¦ ¥â ¨§«®¦¥¨¥ â¥®à¨¨ ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå£à ¤¨¥â®¢ (¬.á.£.), ¤«ï à¥è¥¨ï á.«. .ã. Ax = b.   â ª¦¥ ¯à ªâ¨ª¨ ¥£®¯à¨¬¥¥¨ï. �á®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥®¬ã ¢ à¨ âã¬.á.£., ¯®§¢®«ïîé¥¬ã § ç¨â¥«ì® ¯®¢ëá¨âì ¥£® ¢ëç¨á«¨â¥«ìãî13



íää¥ªâ¨¢®áâì. �á«¨ á.¯.®. ¬ âà¨æ  H � A�1 ¢ë¡à   ¢ ª ç¥áâ¢¥¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¤«ï ¬ âà¨æë A, â® íâ®â ¬¥â®¤ ®¯¨áë¢ ¥âáïá«¥¤ãîé¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨:r0 = b �Ax0; p0 = Hr0; i = 0; 1; : : : :�i = rTi HripTi Api ; xi+1 = xi + pi�i; ri+1 = ri � Api�i; (6)�i = rTi+1Hri+1rTi Hri ; pi+1 = Hri+1 + pi�i:� ¦ë¬ ®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬, á®¤¥à¦ é¨¬áï ¢ íâ®© £« ¢¥, ï¢«ï¥âáï(ã¯à®é¥ ï) ®æ¥ª  ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢,¤®áâ â®ç®£® ¤«ï ã¬¥ìè¥¨ï H-®à¬ë  ç «ì®© ¥¢ï§ª¨ ¢ "�1 à §ç¥à¥§ K-ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨iK(") = � log2K(HA) + log2 ("�1) � : (7)ª®â®àãî ¬®¦® á®®â¥áâ¨ á® áâ ¤ àâ®© ®æ¥ª®© ç¨á«  ¨â¥à æ¨©iC(") = � 12pC(HA) log (2"�1)� : (8)�á®¢ë¬¨ ¥¤®áâ âª ¬¨ ªà¨â¥à¨ï ª ç¥áâ¢  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï,®á®¢ ®£®   ®æ¥ª¥ (8) ¨ á¢ï§ ®£® á ¬¨¨¬¨§ æ¨¥© á¯¥ªâà «ì®£®ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ C(HA), ï¢«ï¥âáï ª ª ¯à®¡«¥¬ â¨ç®áâì ¥£®¥¯®áà¥¤áâ¢¥®£® ¯à ªâ¨ç¥áª®£® ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ¢ áª®«ìª®-¨¡ã¤ì®¡é¥¬ á«ãç ¥ ( ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© ¤«ï¯à®¨§¢®«ì®© á.¯.®. ¬ âà¨æë), â ª ¨ ¥£® ¥¤®áâ â®ç ï á®£« á®¢ ®áâìá à¥ «ì®© áª®à®áâìî áå®¤¨¬®áâ¨ ¬.á.£., ®á®¡¥® ¢ ãá«®¢¨ïå¤¥©áâ¢¨ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¯®£à¥è®áâ¨9. �®íâ®¬ã ¢ § ª«îç¥¨¥ £« ¢ëä®à¬ã«¨àã¥âáï ®á®¢®© â¥§¨á ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ¢ë®á¨¬ë©   § é¨âã,  ¨¬¥®, ¢ë¢®¤ ® æ¥«¥á®®¡à §®áâ¨ ¯®áâà®¥¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï H¨áå®¤ï ¨§ ãá«®¢¨ï ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ K(HA) (¨«¨¥£® ¢¥àå¥© ®æ¥ª¨) ¯à¨ ®£à ¨ç¥¨ïå,  ª« ¤ë¢ ¥¬ëå áâàãªâãà®©¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï H .9Y. Notay. On the convergence rate of the conjugate gradients in presence of rounding errors. Numer.Math. v.65 (1993) 301-317. 14



�à¥âìï £« ¢  á®¤¥à¦¨â ®¯¨á ¨¥ ¨§¢¥áâ®£® á¢®¥©íää¥ªâ¨¢®áâìî ª« áá  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©, ®â¢¥ç îé¨å¯à¨¡«¨¦¥ë¬ á¨¬¬¥âà¨çë¬ âà¥ã£®«ìë¬ à §«®¦¥¨ï¬ ¯à®¨§¢®«ìëåá.¯.®. ¬ âà¨æ A � UTU . �á®¢®¥ ¢¨¬ ¨¥ ã¤¥«ï¥âáï  «£®à¨â¬ ¬à §«®¦¥¨© á ®âá¥ç¥¨¥¬ ¬ «ëå í«¥¬¥â®¢ ¯® § ç¥¨ï¬. �®ª §ë¢ ¥âáïá«¥¤ãîé¨© ¢ ¦ë© à¥§ã«ìâ â, ãáâ  ¢«¨¢ îé¨© ¢¥àåîî £à ¨æã§ ¯®«¥¨ï ¯à¨¡«¨¦¥®£® ¬®¦¨â¥«ï U ¤«ï è¨à®ª®£® ª« áá  «£®à¨â¬®¢ ä ªâ®à¨§ æ¨¨.�¥®à¥¬  1 [12]. �ãáâì A = AT > 0 ¨ Diag(A) = In, ¨ ¯ãáâì ¯à¨¥ª®â®à®¬ 0 < � � 1 ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï áâàãªâãà®© ãáâ®©ç¨¢®áâ¨trace(UTU � A) � n�; det(UTU) � detA:�®£¤  ¨§ ãá«®¢¨ï ®âá¥ç¥¨ïj(U)i;jj � �; j > i;á«¥¤ã¥â ®æ¥ª  § ¯®«¥¨ïnz(U) � n�1 + � + 1 �K(A)�1=n� 2 � ;ï¢«ïîé ïáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ¥ã«ãçè ¥¬®© ¯à¨ ¬ «ëå �; � ¨ ¡®«ìè¨ån;K(A).� «¨§ ¯®á«¥¤¨å ¤®áâ¨¦¥¨© ¢ ®¡« áâ¨ ¯®áâà®¥¨ï ¯à¨¡«¨¦¥ëåâà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨©, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®  «£®à¨â¬  �¨á¬¥¥æª®£®,10 ¨¥£® ¡®«¥¥ ¯à ªâ¨ç®© ¯à¨¡«¨¦¥®© ¢¥àá¨¨,11 ¯à¨¢¥« ª á«¥¤ãîé¥©¬ âà¨ç®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ [12], ª®â®à ï ¯®§¢®«¨«  ¥ â®«ìª® ¤ âìâ¥®à¥â¨ç¥áª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨î, ®¨ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¯®ïâ¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥®£® âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ï¢â®à®£® ¯®àï¤ª : A = UTU + UTE1 + ET1 U � E2 (9)10M. Tismenetsky. A new preconditioning technique for solving large sparse linear systems. Linear AlgebraAppls. v.154-156 (1991) 331-353.11M. Suarjana and K. H. Law. A robust incomplete factorization based on value and space constraints.Int. J. Numer. Methods Engrg. v.38 (1995) 1703-1719.15



�¤¥áì U { ¥¢ëà®¦¤¥ ï ¢¥àåïï âà¥ã£®«ì ï ¬ âà¨æ  (¨á¯®«ì§ã¥¬ ïª ª ¯à¨¡«¨¦¥¨¥ ¯à ¢®£® ¬®¦¨â¥«ï U0 â®ç®£® âà¥ã£®«ì®£®à §«®¦¥¨ï A = UT0 U0 ¤«ï ¬ âà¨æë A), E1 { áâà®£® ¢¥àåïï âà¥ã£®«ì ï¬ âà¨æ  ¯®£à¥è®áâ¨ á ®â®á¨â¥«ì® ¬ «ë¬¨ ¯® ¬®¤ã«î í«¥¬¥â ¬¨, ¨E2 { á¨¬¬¥âà¨ç ï ¥®âà¨æ â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ ï ¬ âà¨æ  ¯®£à¥è®áâ¨á í«¥¬¥â ¬¨, áãé¥áâ¢¥® ¬¥ìè¨¬¨ ¯® áà ¢¥¨î á E1.�à¨æ¨¯¨ «ìë¬ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢®¬ â ª®£® à §«®¦¥¨ï (9) (¯à¨¢ë¡®à¥ E1 = O(� ), E2 = O(� 2)) ï¢«ï¥âáï â®â ä ªâ, çâ® ¯à¨ â®© ¦¥ ¨¦¥©£à ¨æ¥   ¬®¤ã«¨ ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ U (  â®£¤  ¨ á®¯®áâ ¢¨¬®©¢¥àå¥© £à ¨æ¥ ¥¥ § ¯®«¥¨ï nz(U), á¬. ¢ëè¥ �¥®à¥¬ã 1), â®ç®áâì¯à¨¡«¨¦¥¨ï ®ª §ë¢ ¥âáï   ¯®àï¤®ª «ãçè¥ ¢ á¬ëá«¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®âç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ ¬ âà¨æë A:C(U�TAU�1) = 1 +O(�pC(A) + � 2C(A)); logK(U�TAU�1) � c2(A)� 2;â®£¤  ª ª ¤«ï áå¥¬ë â¨¯  �¦¥¨£á -� «¨ª ,12 á¬. â ª¦¥13 (£¤¥E1 = 0; E2 = O(� )) ¨¬¥¥¬ £®à §¤® ¡®«¥¥ á« ¡ãî ®æ¥ªãC(U�TAU�1) = 1 +O(�C(A)); logK(U�TAU�1) � c1(A)�:�¥ªãàà¥âë¥ á®®â®è¥¨ï ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¯à¨¡«¨¦¥®£®âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§(9),  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¢ áâàãªâãà¥ à §à¥¦¥®áâ¨¬ âà¨æ U ¨ E1 ¥ ¡ë«® á®¢¯ ¤ îé¨å ¯®§¨æ¨© ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ¨çâ®¡ë § ç¥¨ï íâ¨å ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ã¤®¢«¥â¢®àï«¨ á®®â®è¥¨ï¬j(U)ijj � � ¨ j(E1)ijj < � á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¤¥áì 0 < � � 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ¬ «ë© ¯ à ¬¥âà, ®¯à¥¤¥«ïîé¨© ª ç¥áâ¢® à §«®¦¥¨ï (¡ã¤¥¬â ª¦¥  §ë¢ âì � ¯ à ¬¥âà®¬ ®âá¥ç¥¨ï ¬ «ëå í«¥¬¥â®¢ ¢¯à¨¡«¨¦¥®¬ âà¥ã£®«ì®¬ à §«®¦¥¨¨).�æ¥ª¨ á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¯à¨¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯à¨¡«¨¦¥®¬ãâà¥ã£®«ì®¬ã à §«®¦¥¨î 2-£® ¯®àï¤ª , ãáâ  ¢«¨¢ ¥â12A. Jennings and G. M. Malik. Partial elimination. J. Inst. Math. Appl., 20, 307-316, 1977.13M. A. Ajiz and A. Jennings. A robust incomplete Choleski-conjugate gradient algorithm. Int. J. Numer.Methods Engrg., 20, 949-966, 1984. 16



�¥®à¥¬  2 [12]. �ãáâì ¢ â®¦¤¥áâ¢¥ (9) ¬ âà¨æëã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: U - ¢¥àåïï âà¥ã£®«ì ï á¯®«®¦¨â¥«ì®© ¤¨ £® «ìî, E1 - áâà®£® ¢¥àåïï âà¥ã£®«ì ï,A = AT > 0; E2 = ET2 � 0; ET1 E1 � E2;kE1A�1ET1 k � �; kA�1=2E2A�1=2k � �;�®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ®æ¥ª¨�min(U�1AU�T ) � �p� +p1 + � + ���2 ; �max(U�1AU�T ) � 1 + :C(U�1AU�T ) � (1 + )�p� +p1 + � + ��2 :�¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à¨ ®æ¥ª¥ �-ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ¤ ¥â�¥®à¥¬  3 [12]. �ãáâì ¢ â®¦¤¥áâ¢¥A = UTU + UTE1 + ET1 U � E2;¬ âà¨æë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: U - ¢¥àåïïâà¥ã£®«ì ï á ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¤¨ £® «ìî, E1 - áâà®£® ¢¥àåïïâà¥ã£®«ì ï, A = AT > 0; E2 = ET2 � 0;�®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ®æ¥ª¨K(U�1AU�T ) � det(A+ ET1 E1 + E2)= detA;K(U�1AU�T ) � min�>0 0@1�trace(ET1 E1 + E2) + �Z0 �A(t)dtt 1A ;£¤¥ �A(t) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ªãá®ç®-¯®áâ®ïãî ¥ã¡ë¢ îéãîäãªæ¨î, à ¢ãî ª®«¨ç¥áâ¢ã á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ¬ âà¨æë A, ¥¯à¥¢®áå®¤ïé¨å t.� ¬¥â¨¬, ®¤ ª®, çâ® ª ª ¢ëç¨á«¥¨¥ (¯à¨¡«¨¦¥ ïä ªâ®à¨§ æ¨ï), â ª ¨ ¯à¨¬¥¥¨¥ (à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ á ¬ âà¨æ ¬¨17



UT ¨ U) ¯à¨¡«¨¦¥®£® á¨¬¬¥âà¨ç®£® âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ï¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¤«ï ¢á¥© ¬ âà¨æë A, ¥ ã¤ ¥âáïíää¥ªâ¨¢® à¥ «¨§®¢ âì   ¯ à ««¥«ìëå  àå¨â¥ªâãà å á ¡®«ìè¨¬ç¨á«®¬ ¯à®æ¥áá®à®¢ ¨ à á¯à¥¤¥«¥®© ¯ ¬ïâìî.�®íâ®¬ã ¢ § ª«îç¥¨¥ £« ¢ë ¤¥« ¥âáï ¢ë¢®¤ ® ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨à áá¬®âà¥¨ï á¯¥æ¨ «ìëå  «£®à¨â¬®¢ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï,®¡« ¤ îé¨å «ãçè¥© ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®áâìî.�¥â¢¥àâ ï £« ¢  á®¤¥à¦¨â ®¯¨á ¨¥ ¯ à ««¥«¨§ã¥¬ëå ¬¥â®¤®¢¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ®¡é¥£® ¢¨¤ , ®á®¢ ëå   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¥¯®«ëå ®¡à âëåâà¥ã£®«ìëå (.®.â.) à §«®¦¥¨©.�á¯®«ì§®¢ ¨¥ â¥å¨ª¨ �-®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ ¤«ï å à ªâ¥à¨§ æ¨¨áå®¤¨¬®áâ¨ ¬.á.£. ï¢¨«®áì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¯®áâà®¥¨ï�-®¯â¨¬ «ì®£®  ¤¤¨â¨¢®£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï ®¡à â®© ¬ âà¨æë,ª®â®à®¥ ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ª ª íää¥ªâ¨¢ë© ¨ å®à®è®¯ à ««¥«¨§ã¥¬ë© ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì ¤«ï ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå£à ¤¨¥â®¢.� ª ç¥áâ¢¥ ®â¯à ¢®© â®çª¨ ¯®áâà®¥¨ï ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¥¯®«®¥®¡à â®¥ âà¥ã£®«ì®¥ à §«®¦¥¨¥ á.¯.®. ¬ âà¨æëA, ¢¢¥¤¥®¥ ¢ à ¡®â å[3, 4]. �£® ¬®¦® § ¯¨á âì ª ªGAGT = I + E;£¤¥ G - ¨¦ïï âà¥ã£®«ì ï à §à¥¦¥ ï ¬ âà¨æ  á ¥ã«¥¢®©¤¨ £® «ìî,   E - ¬ âà¨æ  ¯®£à¥è®áâ¨. �®§¨æ¨¨ ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢¬ âà¨æë G ¯à¥¤¯¨áë¢ îâáï § à ¥¥. �à®áâ¥©è¨© ¢ë¡®à ®á®¢   ¢ª«îç¥¨¨ ¢ áâàãªâãàã à §à¥¦¥®áâ¨ ¬ âà¨æë G ¢á¥å ¯®§¨æ¨©¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ¨¦¥£® âà¥ã£®«ì¨ª  ¬ âà¨æë Aq; q = 1; 2; 3; : : : .� ç¥¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ãá«®¢¨ï ¬¨¨¬ã¬  K(GAGT ). �«ï íâ®£®¤®áâ â®ç® ¢ë¯®«¨âì n âà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨© ¯®¤¬ âà¨æ A,¯®áâà®¥ëå   ¨¤¥ªáëå ¬®¦¥áâ¢ å ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ª ¦¤®©áâà®ª¨ G. � ª®¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì IIC(q) ( £«. In-complete Inverse Cholesky).�®«¥¥ á®¢¥àè¥ë©  «£®à¨â¬ ¯à¥¤ãá¬ âà¨¢ ¥â ¯®áâà®¥¨¥18



ãá¥ç¥®© áâàãªâãàë à §à¥¦¥®áâ¨ f(i; j)g á®£« á® ªà¨â¥à¨îj(G)i;jj � � (G)i;i, £¤¥ 0 < � << 1, á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¯¥à¥¢ëç¨á«¥¨¥¬¬ âà¨æë G ¤«ï íâ®© áâàãªâãàë. �à¨ íâ®¬ ç¨á«® ¨â¥à æ¨©¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥®£® ¬.á.£. áãé¥áâ¢¥® ¥ ¨§¬¥ï¥âáï,   § ¯®«¥®áâì¬ âà¨æë G ¬®¦¥â § ¬¥â® ã¬¥ìè¨âìáï. � ª®¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì IIC(q,� ).�¤ ª®, ¥á¬®âàï   "¨¤¥ «ìãî" ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®áâì  «£®à¨â¬®¢.®.â.-à §«®¦¥¨ï, ¯®«ãç ¥¬ë© ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥ë© ¬.á.£. ¬®¦¥â¨®£¤  ®ª § âìáï «¨èì ¥ ¬®£® ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¬, ç¥¬ ¢ á«ãç ¥¯à®áâ¥©è¥£® ¤¨ £® «ì®£® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï H = (Diag(A))�1.�à®¡«¥¬  ¢ â®¬, çâ® ¤«ï ãª § ëå "®ç¥¢¨¤ëå" à¥ «¨§ æ¨©¥¯®«®£® ®¡à â®£® âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ª®«¨ç¥áâ¢  ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ¬ âà¨æë G ã«ãçè¥¨¥ á¢®©áâ¢¬ âà¨æë GAGT ¯à®¨áå®¤¨â £®à §¤® ¬¥¤«¥¥¥, ç¥¬ ¯à¨ á®¯®áâ ¢¨¬®©áâ¥¯¥¨ § ¯®«¥¨ï ¢ ®¡ëç®¬ ¯à¨¡«¨¦¥®¬ âà¥ã£®«ì®¬ à §«®¦¥¨¨(¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¢ à §«®¦¥¨¨ 2-£® ¯®àï¤ª ), á¬. [9]. �à®¬¥ â®£®,á«¨èª®¬ ¡ëáâà® à áâãâ § âà âë   ¢ëç¨á«¥¨¥ ¨ ¯à¨¬¥¥¨¥¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï G, á¬. ¤ «¥¥ �¨£.4.�®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë© ¯®¤å®¤ ®¯¨á  ¢ à ¡®â å [4, 11], £¤¥ ¡ë«¯à¥¤«®¦¥ ¡«®çë© ¢ à¨ â ¬¥â®¤  ¥¯®«®£® ®¡à â®£® âà¥ã£®«ì®£®à §«®¦¥¨ï, ¯®§¢®«¨¢è¨© ¢ § ç¨â¥«ì®© ¬¥à¥ ¯à¥®¤®«¥âì ã¯®¬ïãâë¥¥¤®áâ âª¨ ¯à®áâ¥©è¥£® .®.â.-à §«®¦¥¨ï.�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢ ¢ëç¨á«¥¨ïå ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï p ¯à®æ¥áá®à®¢.�®£¤  ¬ âà¨æ  A ¯¥à¥ã¯®àï¤®ç¨¢ ¥âáï â ª, çâ®¡ë ª ª ¬®¦® ¡®«ìè¥¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ®ª § «¨áì ¢ ¥¥ ¡«®ç®-¤¨ £® «ì®© ç áâ¨,á®áâ®ïé¥© ¨§ p ª¢ ¤à âëå ¡«®ª®¢ ¯à¨¬¥à® ®¤¨ ª®¢®£® à §¬¥à .� áâàãªâãàã à §à¥¦¥®áâ¨ ¬ âà¨æë G ¢ª«îç¨¬ â¥¯¥àì ¢á¥¨¦¨¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¡«®ª®¢,   â ª¦¥ ¢á¥ ¥ã«¥¢ë¥ áâ®«¡æë¡«®çëå áâà®ª, ¢ª«îç îé¨¥ ¢ á¥¡ï ¥ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë áâ¥¯¥¥©¨áå®¤®© ¬ âà¨æë Aq; q = 1; 2; 3; : : : . �®£¤ , ¢ á¨«ã á®¢¯ ¤¥¨ï ¡«®ç®-¢¥¤¨ £® «ìëå áâàãªâãà § ¯®«¥®áâ¨, ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®áâ â®çë¬¢ëç¨á«¨âì ¥ n ä ªâ®à¨§ æ¨© ¯®¤¬ âà¨æ,   â®«ìª® p ¨§ ¨å (®áâ «ìë¥¢ëç¨á«¥¨ï ¨§¡ëâ®çë). 19



� «¥¥, á®¢¥àè¥® ¥®¡ï§ â¥«ì® ¢ëç¨á«ïâì ãª § ë¥ p (áª®à¥¥¢á¥£®, ¯«®âëå) ®¡à âëå âà¥ã£®«ìëå ¬®¦¨â¥«¥© íâ¨å ¯®¤¬ âà¨æ.�®áâà®¥ë¥ ¡«®ª¨ ¬ âà¨æëG ¬®¦® åà ¨âì ¥ï¢®, ¢ëà ¦ ï ¨å ç¥à¥§áâ ¤ àâë¥ âà¥ã£®«ìë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¢ë¡à ëå p ¯®¤¬ âà¨æ.�,  ª®¥æ, ã¯®¬ïãâë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¡«®ª®¢ ¢®¢á¥ ¥ ®¡ï§ ë¡ëâì â®çë¬¨, ¢¬¥áâ® ¨å ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨å ¯à¨¡«¨¦¥ë¥âà¥ã£®«ìë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ 2-£® ¯®àï¤ª  á ¯®à®£®¬ ®âá¥ç¥¨ï � , ª ª íâ®¡ë«® ¯à¥¤«®¦¥® ¨ à¥ «¨§®¢ ® ¢ à ¡®â å [15, 19, 22, 24, 25, 27, 28]. � ª®¥¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì BIIC(p,q)-IC2(� ) (Block IncompleteInverse Cholesky - Incomplete Cholesky of the 2nd order).� ¨â®£¥, ¯®áâà®¥®¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥ ¥ â®«ìª® ¢¥áì¬  å®à®è®à á¯ à ««¥«¨¢ ¥âáï, ® ¨ ¯® ª ç¥áâ¢ã á®¯®áâ ¢¨¬® á "¥¯ à ««¥«ìë¬"¯à¨¡«¨¦¥ë¬ âà¥ã£®«ìë¬ à §«®¦¥¨¥¬ ¢á¥© ¬ âà¨æë ¢ æ¥«®¬.�â®â ä ªâ ¡ë« ¯à®¢¥à¥ íªá¯¥à¨¬¥â «ì® ¢ [15, 19] ¨®¡®á®¢  â¥®à¥â¨ç¥áª¨ ¢ à ¡®â¥ [22]. � «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ íâ®â¬¥â®¤ ¯®«ãç¨« ¢ à ¡®â å [27, 28], £¤¥   ®á®¢¥ á¯¥æ¨ «ìëå á¢®©áâ¢âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ï 2-£® ¯®àï¤ª  ¡ë« ¯®áâà®¥, ®¡®á®¢  ¨¨á¯ëâ  ¬¥â®¤ ã«ãçè¥¨ï ¡ « á¨à®¢ª¨ ¢ëç¨á«¥¨© ¯® ¡«®ª ¬ â ª®£®¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï.�à¨¢¥¤¥¬ ¡®«¥¥ ¤¥â «ì®¥ ®¯¨á ¨¥ ¡«®ç®© ¢¥àá¨¨ ¥¯®«®£®®¡à â®£® âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ï (BIIC) [4, 9, 11, 22]. �ãáâì ¬ âà¨æ A ¯¥à¥ã¯®àï¤®ç¥  ¨ à §¡¨â    ¡«®ª¨ â¥¬ ¦¥ ®¡à §®¬, çâ® ¨ ¢ ¤«ï¨§¢¥áâ®£® ¡«®ç®-¤¨ £® «ì®£® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï (Block Jacobi,BJ), â.¥., t-© ¤¨ £® «ìë© ¡«®ª á¨¬¬¥âà¨ç® ¯¥à¥ã¯®àï¤®ç¥®©¬ âà¨æë ¨¬¥¥â à §¬¥à nt, £¤¥ n1 + � � �+ np = n. �¤¥áì t = 1; 2; : : : ; p ¨p { ¡«®ç ï à §¬¥à®áâì ¬ âà¨æë A. �«ï t-£® ¤¨ £® «ì®£® ¡«®ª ®¯à¥¤¥«¨¬ \¡ §¨á®¥" ¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢ ª ª fkt�1 + 1; : : : ; ktg, £¤¥kt�1 = n1 + � � �+ nt�1 (k0 = 0, kp = n), ¨ ¢¢¥¤¥¬ \¯¥à¥ªàë¢ îé¨¥áï"¬®¦¥áâ¢  ¨¤¥ªá®¢ fjt(1); : : : ; jt(mt � nt)g; jt(p) � kt�1. �«ï ª ¦¤®£®t â ª®¥ ¨¤¥ªá®¥ ¬®¦¥áâ¢®, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢ª«îç ¥â â¥ ¨¤¥ªáë,¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¥ kt, ª®â®àë¥ ®ª §ë¢ îâáï á¢ï§ ë¬¨ á t-¬¡ §¨áë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ ¨¤¥ªá®¢,  ¯à¨¬¥à, ®â®á¨â¥«ì® áâàãªâãàëà §à¥¦¥®áâ¨ ¬ âà¨æë Aq (¨«¨ q-© áâ¥¯¥¨ ¬ âà¨æë, ¯®«ãç¥®© ¨§20



A § ¬¥®© ®â®á¨â¥«ì® ¬ «ëå í«¥¬¥â®¢   ã«¨). �¤¥áì mt � nt ¨m1 = n1, â.¥. ¯¥à¢®¥ â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¯ãáâë¬.� íâ¨å ®¡®§ ç¥¨ïå BIIC-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì ¬®¦¥â ¡ëâì§ ¯¨á  ¢ á«¥¤ãîé¥¬  ¤¤¨â¨¢®¬ ¢¨¤¥:H = pXt=1 VtU�1t " 0 00 Int #U�Tt V Tt ; (10)£¤¥ Vt ¢ë¡¨à îâáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®ã£®«ìëå ¬ âà¨æ, áâ®«¡æë ª®â®àëåï¢«ïîâáï ¥¤¨¨çë¬¨ n-¢¥ªâ®à ¬¨ á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ ¢ëè¥ ¨¤¥ªá ¬¨,Vt = [ejt(1)j � � � jejt(mt�nt)jekt�1+1j � � � jekt]; t = 1; 2; : : : ; p; (11)  ª ¦¤ ï ¢¥àå¥âà¥ã£®«ì ï ¬ âà¨æ  Ut ï¢«ï¥âáï ¯à ¢ë¬ ¬®¦¨â¥«¥¬�®«¥æª®£® t-© \à áè¨à¥®©" ¤¨ £® «ì®© (mt �mt)-¯®¤¬ âà¨æëV Tt AVt, â.¥. V Tt AVt = UTt Ut; t = 1; 2; : : : ; p: (12)� à ¡®â å [4, 9, 10] ¯®ª § ®, çâ® BIIC-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì H®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ K-®¯â¨¬ «ì®áâ¨ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥. �¡®§ ç¨¬ç¥à¥§ G ¬®¦¥áâ¢® à §à¥¦¥ëå ¨¦¥âà¥ã£®«ìëå ¬ âà¨æ, ª®â®àë¥¨¬¥îâ ¥ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë â®«ìª® ¢ ¯®§¨æ¨ïå (i; j), £¤¥j 2 fjt(1); : : : ; jt(mt � nt); kt�1 + 1; : : : ; ig; kt�1 + 1 � i � kt; (13)¯à¨ t = 1; : : : ; p. �®£¤  ¤«ï ¯®áâà®¥®£® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ïá¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ H = GTG, £¤¥G = argminG2GK(GAGT )( ¯®¬¨¬, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢® K(GAGT ) = K(HA)).� «¥¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥ë© ¢ à¨ â BIIC-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, ¯®«ãç ¥¬ë© § ¬¥®© ¤«ï ª ¦¤®£® t = 1; 2; : : : ; pâ®ç®£® UTU-à §«®¦¥¨ï (12)   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à¨¡«¨¦¥®¥IC2-à §«®¦¥¨¥,   «®£¨ç®¥ (9):V Tt AVt = ~UTt ~Ut + ~UTt Rt +RTt ~Ut: (14)21



£¤¥ Rt { «®ª «ìë¥ ¬ âà¨æë ®è¨¡®ª á í«¥¬¥â ¬¨ jrijj < � . �¡®§ ç¨¬~H = pXt=1 Vt ~U�1t " 0 00 Int # ~U�Tt V Tt ;¨ ¡ã¤¥¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® áâà â¥£¨ï ®âá¥ç¥¨ï ¬ «ëåí«¥¬¥â®¢ ¢ë¡à   â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¯¥à¢ë¥ mt � nt ¤¨ £® «ìëåí«¥¬¥â®¢ ~Ut á®¢¯ ¤ îâ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ Ut. �¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ íâ®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¨ ¨§«®¦¥ëå ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ IC2-¨ BIIC-à §«®¦¥¨©, ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé ï�¥®à¥¬  4 [22]. �ãáâì A ï¢«ï¥âáï á.¯.®. ¬ âà¨æ¥©; â®£¤  ¨§á¢®©áâ¢ à §«®¦¥¨© IC2(�) ¨ BIIC(p) ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé ï ®æ¥ª ®â®è¥¨ï K-ç¨á¥« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨ ¬ âà¨æ ~HA ¨ HA:K( ~HA)K(HA) = pYt=1 det �Imt +Rt(V Tt AVt)�1RTt � � exp(c0� 2); (15)£¤¥ 0 < c0 = c0(A).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ (7) á«¥¤ã¥â ®æ¥ª  ç¨á«  ¨â¥à æ¨©~iK(") = � log2K(HA) + log2 ("�1) + c0(A)log 2 � 2 � : (16)â. ¥., ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¤®áâ â®ç® ¬ «®£® § ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà  ®âá¥ç¥¨ï� ¢ IC2-à §«®¦¥¨ïå ¡«®ª®¢ ¯®áâà®¥ë© BIIC-IC2-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì~H ¨¬¥¥â ¯®çâ¨ â ªãî ¦¥ ®æ¥ªã ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¬.á.£., çâ® ¨ K-®¯â¨¬ «ì®¥ BIIC-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥ (10). � â® ¦¥ ¢à¥¬ï, BIIC-IC2-à §«®¦¥¨¥ âà¥¡ã¥â § ç¨â¥«ì® ¬¥ìè¨å § âà â ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï,åà ¥¨ï ¨ ¯à¨¬¥¥¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¯® áà ¢¥¨î á \â®çë¬"BIIC-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥¬ (10), (á¬. [15]).�¨á«¥®¥ â¥áâ¨à®¢ ¨¥ ®¯¨á ëå ¢ëè¥ ¬¥â®¤®¢¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï IIC(q), IIC(q;� ), BIIC(p;q)-IC2(� ) ¯à®¢®¤¨«®áìá ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥®© á¨¬¬¥âà¨ç®© ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥®© ¬ âà¨æë apache2, ¢§ïâ®© ¨§ ª®««¥ªæ¨¨ à §à¥¦¥ëå¬ âà¨æ ã¨¢¥àá¨â¥â  �«®à¨¤ë14. �â  ¬ âà¨æ , ¢®§¨ª îé ï ¢14T. A. Davis, Y .F .Hu Y. University of Florida sparse matrix collection. To appear in: ACM Trans. onMath. Software, 2011. V. 38; http://www.cise.u.edu/research/sparse/matrices22



¥ª®â®à®© âà¥å¬¥à®© ª®¥ç®-à §®áâ®© § ¤ ç¥, ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç®¡®«ìè®© à §¬¥à ¨ ¤®¢®«ì® ¯«®å® ®¡ãá«®¢«¥ : n = 715176,nz(A) = 4817870, �max(AS) = 2, �max(AS)=�min(AS) = 1:2 � 106, £¤¥AS = (Diag(A))�1=2A(Diag(A))�1=2 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬ âà¨æãª®íää¨æ¨¥â®¢, á¨¬¬¥âà¨ç® ¬ áèâ ¡¨à®¢ ãî ª ¥¤¨¨ç®©¤¨ £® «¨.�â¥à æ¨¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥®£® ¬.á.£.  ç¨ «¨áì á ã«¥¢®£® ç «ì®£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï x0 = 0 ¨ ªà¨â¥à¨¥¬ ¨å ®áâ ®¢ª¨ á«ã¦¨«®ãá«®¢¨¥ kb�AxkkH � 10�12kbkH , £¤¥ ¯à ¢ ï ç áâì b = Ax� ¢ëç¨á«ï« áì¯®áà¥¤áâ¢®¬ ã¬®¦¥¨ï ¬ âà¨æë A   ¢¥ªâ®à â¥áâ®¢®£® à¥è¥¨ïx�(i) = 1; i = 1; : : : ; n.� à ¬¥âàë ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© § ¤ ¢ «¨áì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:(a) ¤«ï IIC(q) ¨ IIC(q;� )) ¨á¯®«ì§®¢ « áì ¯¥à¥áâ ®¢ª  ¨áå®¤®©¬ âà¨æë ª®íää¨æ¨¥â®¢, ã¬¥ìè îé ï áà¥¤îî è¨à¨ã «¥âë¬ âà¨æë; ¯ à ¬¥âà ®âá¥ç¥¨ï ¢ë¡¨à «áï à ¢ë¬ � = 0:01;(¡) ¤«ï BIIC(p;q)-IC2(� )) ¨á¯®«ì§®¢ « áì ¯¥à¥áâ ®¢ª  ¨áå®¤®©¬ âà¨æë ª®íää¨æ¨¥â®¢, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé ï ¤®áâ â®ç® § ¯®«¥ãî¡«®ç®-¤¨ £® «ìãî ç áâì á ¯®çâ¨ á®¢¯ ¤ îé¨¬¨ à §¬¥à ¬¨ ¡«®ª®¢;¤«ï íâ®£® ¨á¯®«ì§®¢ « áì ¯®¤å®¤ïé ï ¢¥àá¨ï  «£®à¨â¬  PABLO15;§ ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà®¢ ¢ ¬¥â®¤¥ ¯à¨¡«¨¦¥®£® âà¥ã£®«ì®£® à §«®¦¥¨ïI�2 [12] ¢ë¡¨à «¨áì à ¢ë¬¨ � = 0:01; �2 = 0:0001; � = 0; � = 0:1;� áç¥âë ¯à®¢®¤¨«¨áì    áâ®«ì®¬ �� AMD Athlon 64x2 DualCore Processor 4200+ (2.21 GHz, ¯ ¬ïâì 2 Gbytes) ¯®¤ �� MS WindowsXP v.2002 Service Pack 2 á ª®¬¯¨«ïâ®à®¬ Intel Fortran Compiler 6.0 forWindows ¨ ®¯æ¨ï¬¨ ª®¬¯¨«ïæ¨¨ i /Ox /G6 /Qxi /Qip *.for. �à¥¬ïáç¥â  ¯à¨¢®¤¨âáï ¢ á¥ªã¤ å.�¨£. 1 ¨ 2 ¨««îáâà¨àãîâ à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ ¤«ï ç¨á«  ¡«®ª®¢p = 1; 2; 4; : : : ; 256; 512 ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©BJ(p)-IC2(0.01) ¨ BIIC(p;4)-IC2(0.01). � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ®¡®¨å ¬¥â®¤®¢á«ãç î p = 1 ®â¢¥ç ¥â ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ¬¥â®¤ IC2(0.01)-CG, ®¯¨á ë© ¢¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢¥.15D. Fritzsche, A. Frommer, and D. B. Szyld, Extensions of certain graph-based algorithms for precondi-tioning. SIAM Journal on Scienti�c Computing, v.29, no.5, (2007) 2144-2161.23
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�¨£. 1, ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ç¨á«® ¨â¥à æ¨© ¡«®ç®£® ¬¥â®¤ �ª®¡¨ ¤®¢®«ì® á¨«ì® ¢®§à áâ ¥â ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ ç¨á«  ¡«®ª®¢ ( íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ ¯ à ««¥«ì®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¡ã¤¥â áãé¥áâ¢¥®á¨¦ âìáï ¯®ª § â¥«ì íää¥ªâ¨¢®áâ¨), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤«ï ¬¥â®¤  BIIC-IC2 ç¨á«® ¨â¥à æ¨© ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¥ ¨§¬¥ï¥âáï. �¨£. 2 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®ãª § ®¥ á®®â®è¥¨¥ ¯®çâ¨ ¢ â®© ¦¥ ¬¥à¥ á®åà ï¥âáï ¨ ¤«ï ¢à¥¬¥¨áç¥â  (â.¥., ç¨á«  ®¯¥à æ¨©).� ¬¥ç ¨¥. � ¡«î¤ ¥¬ë© íää¥ªâ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ç¨á« ¨â¥à æ¨© ¬.á.£. ¯à¨ ç¨á«¥ ¡«®ª®¢ ¤® p = 512 ®¡êïáï¥âáï â¥¬, çâ®¢®§¬ãé¥¨¥, ¢®á¨¬®¥ à §¤¥«¥¨¥¬   ¡«®ª¨, ¥ â®«ìª® áà ¢¨â¥«ì®¥¢¥«¨ª® (â ª ª ª ï¢«ï¥âáï, ¢ á¬ëá«¥ �-®¯â¨¬ «ì®áâ¨, ¬¨¨¬ «ì®¢®§¬®¦ë¬), ® ¨ ®áâ ¥âáï ¥§ ¬¥âë¬   ä®¥ ¯®£à¥è®áâ¨,¢®á¨¬®© ¯à¨¡«¨¦¥®© ä ªâ®à¨§ æ¨¥© ¡«®ª®¢. �à¨ íâ®¬ á à®áâ®¬ pà §¬¥àë ¡«®ª®¢ ã¬¥ìè îâáï, ¨å ä ªâ®à¨§ æ¨ï áâ ®¢¨âáï â®ç¥¥,¨ ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®¬ p ã¦¥  ç¨ ¥âáï à®áâ ç¨á«  ¨â¥à æ¨©§  áç¥â ¢ëï¢«¥¨ï ¢®§¬ãé¥¨©, ¢®á¨¬ëå à §¤¥«¥¨¥¬   ¡«®ª¨. �á«¨ä ªâ®à¨§ æ¨î ¡«®ª®¢ ®áãé¥áâ¢«ïâì â®ç®, â®, ¥á®¬¥®, à®áâç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¬.á.£., ¡ã¤¥â  ¡«î¤ âìáï ã¦¥  ç¨ ï á ¬ «ëå§ ç¥¨© p.�¨£. 3 ¨ 4 ¨««îáâà¨àãîâ à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ ¤«ï à §ëå§ ç¥¨© áâ¥¯¥¨ ¯¥à¥ªàëâ¨ï q ®â 0 ¤® 6 ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© IIC(q), IIC(q;0.01) ¨ BIIC(512;q)-IC2(0.01)á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ q = 0 ¬¥â®¤ë IIC(0) ¨ IIC(0;0.01)á¢®¤ïâáï ª â®ç¥ç®¬ã ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨î �ª®¡¨,   ¬¥â®¤ BIIC(512;0)-IC2(0.01) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ BJ(512)-IC2(0.01). �à¨ ¢®§à áâ ¨¨ q ¯à®¨áå®¤¨âáãé¥áâ¢¥®¥ á®ªà é¥¨¥ ç¨á«  ¨â¥à æ¨©, ® â ª¦¥ ¨ ã¤®à®¦ ¨¥§ âà â   ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥.�®£« á® ¯®ª § ®©   �¨£.3. § ¢¨á¨¬®áâ¨ ç¨á«  ¨â¥à æ¨©®â áâ¥¯¥¨ ¯¥à¥ªàëâ¨ï, ¯à¨ à ¢ëå § ç¥¨ïå q ¡«®ç®¥¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥ âà¥¡ã¥â áãé¥áâ¢¥® ¬¥ìè¥ ¨â¥à æ¨©, ç¥¬â®ç¥çë¥. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ãá®¢¥àè¥áâ¢®¢ ë©  «£®à¨â¬ IIC(q;0.01)âà¥¡ã¥â ¯®çâ¨ áâ®«ìª® ¦¥ ¨«¨ ¤ ¦¥ ¬¥ìè¥ ¨â¥à æ¨© ¯® áà ¢¥¨îá ¯à®áâ¥©è¨¬ ¬¥â®¤®¬ IIC(q) (ª®â®àë©, ª ª ¯à ¢¨«®, ¨á¯®«ì§ã¥â26



¨§¡ëâ®ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ¤«ï ä®à¬¨à®¢ ¨ï¬ âà¨æë G).� ¢¨á¨¬®áâì ¢à¥¬¥¨ áç¥â  ®â áâ¥¯¥¨ ¯¥à¥ªàëâ¨ï ª ç¥áâ¢¥®¯à¨¬¥à® ®¤¨ ª®¢  ¤«ï ¢á¥å ¬¥â®¤®¢, á¬. �¨£.4. �¤¥áì ¢® ¢á¥åá«ãç ïå  ¡«î¤ ¥âáï ¢ëà ¦¥ë© ®¯â¨¬ã¬ ¯® q (¤«ï ¬¥â®¤®¢ IICíâ® q = 2 ¨ ¤«ï BIIC íâ® q = 4). �¤ ª® ª®«¨ç¥áâ¢¥® ¬®¦® ¢¨¤¥âì§ ¬¥â®¥ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢® ¬¥â®¤  IIC(q;0.01)  ¤ IIC(q) (¢ ¯®«â®à  à § ¡ëáâà¥¥ ¤«ï q = 3 §  áç¥â áãé¥áâ¢¥®£® ã¬¥ìè¥¨ï § ¯®«¥®áâ¨¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï). � á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¬¥â®¤ BIIC(512;3)-IC2(0.01)ã¬¥ìè ¥â ¢à¥¬ï áç¥â  ¥é¥ ¯®çâ¨ ¢ ¤¢  à §  (¯® áà ¢¥¨î á IIC(3;0.01)).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© à §à¥¦¥®© á.¯.®.¬ âà¨æë ¯®áâà®¥® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥, á®ç¥â îé¥¥  ¤¥¦®áâì¨ ª ç¥áâ¢® «ãçè¨å ¨§ ¯à¨¡«¨¦¥ëå âà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨© á¯ à ««¥«¨§ã¥¬®áâìî ¯à®áâëå (® ¬¥¥¥ íää¥ªâ¨¢ëå) ¡«®çëå ¬¥â®¤®¢.�â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¨ ï¢«ï¥âáï ¢ë¢®¤®¬, á¤¥« ë¬ ¢ § ª«îç¥¨¨ £« ¢ë.�ïâ ï £« ¢  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¢¥áì¬   £«ï¤ãî ¨««îáâà æ¨îæ¥«¥á®®¡à §®áâ¨ ¯à¨¬¥¥¨ï K-®¯â¨¬ «ìëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨©¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢. � ¥© ¯à®¢¥¤¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨©  «¨§ ¬¥â®¤®¢ ¯®«¨®¬¨ «ì®£® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï H = pd�1(A)á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ A ®¡é¥£® ¢¨¤ .�«ï ¯«®å® ®¡ãá«®¢«¥ëå ¬ âà¨æ á à §à¥¦¥ë¬ á¯¥ªâà®¬¢ ®¡« áâ¨  ¨¬¥ìè¨å á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ®¡ àã¦¨¢ ¥âáïªà ©ïï ¥íää¥ªâ¨¢®áâì ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¢ë¡®à  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ îé¥£®¬®£®ç«¥ , ¨áå®¤ï ¨§ áâ ¤ àâ®£® ãá«®¢¨ï ¬¨¨¬¨§ æ¨¨á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨. ¬ âà¨æë. � ¯à®â¨¢, ¢ë¡®à¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ îé¥£® ¬®£®ç«¥  ¢ ¢¨¤¥pd�1(t) =  1 � Td��+ � � 2t�� � �,Td��+ ��� ��!,t;£¤¥ Td(x) = ((x+px2 � 1)d + (x�px2 � 1)d)=2 - ¬®£®ç«¥ �¥¡ëè¥¢ ¯¥à¢®£® à®¤  d-© áâ¥¯¥¨,0 < �min(A) < � < �max(A) � �; �� = �ln d6d �2 ;27



 ¯à ¢«¥ë©   ã«ãçè¥¨¥ �-®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, ¯à¨¢®¤¨â ª£®à §¤® ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨î, ¯®§¢®«ïîé¥¬ãà¥áâàãªâãà¨à®¢ âì ¬¥â®¤ á æ¥«ìî ã«ãçè¥¨ï ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®áâ¨, ¯à¨íâ®¬ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ á®åà ïï ®¡é¥¥ ç¨á«® ®¯¥à æ¨©.�¥áâ ï £« ¢  á®¤¥à¦¨â ®¯¨á ¨¥ ¬¥â®¤®¢ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï¯à®¨§¢®«ìëå á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ®¡é¥£® ¢¨¤ , ®á®¢ ëå   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¬ «®à £®¢®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨,£¤¥ H = I + CSCT :�¤¥áì C - ä¨ªá¨à®¢  ï n � m-¬ âà¨æ  ¯®«®£® áâ®«¡æ®¢®£® à £ ,¯à¨ç¥¬ m� n,   S - á¨¬¬¥âà¨ç ï m � m-¬ âà¨æ , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¨§ãá«®¢¨ï ¬¨¨¬ã¬  K(HA). �ª §  ï ª®áâàãªæ¨ï ¡ë«  ¯à¥¤«®¦¥  ¢[4] ¨ ¨§ãç¥  ¢ [8], £¤¥ ¡ë«® ãáâ ®¢«¥®, çâ® �-®¯â¨¬¨§ æ¨ï â ª®£®¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª ¢ë¡®àãS = �(CTC)�1 + �(CTAC)�1; (17)¯à¨ ¥ª®â®à®¬ § ç¥¨¨ � = �(A;C). �«ï ¯à ªâ¨ç¥áª®£® ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï¬®¦® ¯®«®¦¨âì � = 1.� «¨§ ¯®«ãç ¥¬ëå ¢¥àå¨å £à ¨æ ª ª ¤«ï K(HA), â ª ¨ ¤«ïC(HA), ¯à¨¢®¤¨â ª ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ § ª«îç¥¨î: «¨¥© ï ®¡®«®çª áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë C ¤®«¦  ¤®áâ â®ç® å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âìá®¡áâ¢¥®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¬ âà¨æë A, ®â¢¥ç îé¥¥ ¥¥  ¨¬¥ìè¨¬á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬.�à®áâ ï ¯®¤áâ ®¢ª  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à¨¢®¤¨â ª ®¡®¡é¥¨î¯®«ãç¥®© ä®à¬ã«ë ¢ ¢¨¤¥H = B�1 + V ��(V TBV )�1 + (V TAV )�1�V T ;£¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬ âà¨æë B ¨á¯®«ì§ã¥âáï «¥£ª® ®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ , £àã¡®¯à¨¡«¨¦ îé ï A ( ¯à., ¥¥ ¡«®ç®-¤¨ £® «ì ï ç áâì). �®áâà®¥®¥¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¥ ¨¬¥¥â ¯àï¬®¥ ®â®è¥¨¥ ª® ¬®£¨¬ ¨§¢¥áâë¬¤¢ãå- ¨ ¬®£®ãà®¢¥¢ë¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï¬, ¯®§¢®«ïï ¤®¯®«¨â¥«ì®¯®¢ëá¨âì ¨å íää¥ªâ¨¢®áâì. 28



� ª«îç¥¨¥ á®¤¥à¦¨â á«¥¤ãîé¨¥ ®á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë¤¨áá¥àâ æ¨¨.1. � §à ¡®â   ®¢ ï â¥®à¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå£à ¤¨¥â®¢, ®á®¢  ï   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ K-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.2. � §à ¡®â   â¥®à¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à¨¡«¨¦¥ëåâà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨© 2-£® ¯®àï¤ª , á ®¡®á®¢ ¨¥¬ ª ª ç¥à¥§�-ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, â ª ¨ ¢ â¥à¬¨ å á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.3. � §à ¡®â   â¥®à¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¡à âëå ¯à¨¡«¨¦¥ëåâà¥ã£®«ìëå à §«®¦¥¨©, ¢ â®¬ ç¨á«¥ á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¡«®ç®áâ¨¨ ¢ãâà¨¡«®ç®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, á ®¡®á®¢ ¨¥¬ ¢ â¥à¬¨ å �-ç¨á« ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.4. � â®çª¨ §à¥¨ï â¥®à¨¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ �-ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨à áá¬®âà¥ë ¯®«¨®¬¨ «ìë¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï, ¯®áâà®¥  ¨®¡®á®¢   ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ç¥¡ëè¥¢áª®£® ¬®£®ç«¥ , ¯à¨¢®¤ïé¥£® ª¯®çâ¨ ®¯â¨¬ «ì®¬ã ª ç¥áâ¢ã ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï ¤«ï ¢ ¦®£® ª« áá á.¯.®. ¬ âà¨æ.5. � §à ¡®â   â¥®à¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ �-®¯â¨¬ «ì®© ¬ «®à £®¢®©¬®¤¨ä¨ª æ¨¨, á ®¡®á®¢ ¨¥¬ ª ª ç¥à¥§ �-ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨, â ª ¨¢ â¥à¬¨ å á¯¥ªâà «ì®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥®áâ¨.�á®¢ë¥ ¯ã¡«¨ª æ¨¨  ¢â®à  ¯® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨:[1] �à¥¬¨ �.�., � ¯®à¨ �.�. �¯¥ªâà «ì ï ®¯â¨¬¨§ æ¨ï ï¢ëå¨â¥à æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢. I // � ª.: �¨á«¥ë¥ ¬¥â®¤ë ¨ ¢®¯à®áë®à£ ¨§ æ¨¨ ¢ëç¨á«¥¨©, ¢ë¯. 7, � ¯.  ãç. á¥¬¨. ���� ������, 1984, â.139, �.51{60.(¯¥à¥¢®¤: A. Yu. Eremin and I. E. Kaporin, Spectral optimization ofexplicit iterative methods. I. Journal of Mathematical Sciences, 1987,V.36, no.2, P.207{214)[2] �à¥¬¨ �.�., � ¯®à¨ �.�., � àìïèª¨ �.�. �¥è¥¨¥ «¨¥©ëåá¨áâ¥¬ ¡®«ìè®© à §¬¥à®áâ¨   ¢¥ªâ®àëå ¨ ª®¢¥©¥àëå áã¯¥à-���: ®¢ë© ¯®¤å®¤ ª ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ï¢ëå ¨â¥à æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢ //29



� ª.: �®¯à®áë ª¨¡¥à¥â¨ª¨. �®¢¥©¥à¨§ æ¨ï ¢ëç¨á«¥¨©. (¯®¤ à¥¤.�.�.�¥«®æ¥àª®¢áª®£® ¨ �.�.�¥¨ª®¢ ), � ãçë© á®¢¥â �� ����¯® ª®¬¯«¥ªá®© ¯à®¡«¥¬¥ "�¨¡¥à¥â¨ª ", �®áª¢ , 1986, �.114{124.[3] � ¯®à¨ �.�. �«ìâ¥à â¨¢ë© ¯®¤å®¤ ª ®æ¥ª¥ ç¨á«  ¨â¥à æ¨©¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢ // � ª.: �¨á«¥ë¥ ¬¥â®¤ë ¨¯à®£à ¬¬®¥ ®¡¥á¯¥ç¥¨¥ (¯®¤ à¥¤. �. �. �ã§¥æ®¢ ) - �.: ����� ����, 1990, �.55{72.[4] � ¯®à¨ �.�. �à¥¤®¡ãá«®¢«¥ë© ¬¥â®¤ á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢¤«ï à¥è¥¨ï ¤¨áªà¥âëå   «®£®¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå § ¤ ç //�¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï, 1990, �.26, ü7, �.1225{1236.[5] � ¯®à¨ �.�. � ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨¨ ¨ à á¯ à ««¥«¨¢ ¨¨ ¬¥â®¤ á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢ // � ª: �àâ¥£  �¦. �¢¥¤¥¨¥ ¢¯ à ««¥«ìë¥ ¨ ¢¥ªâ®àë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥¨ï «¨¥©ëå á¨áâ¥¬. �.:�¨à, 1990. �.343{355.[6] � ¯®à¨ �.�. �â¥à æ¨®®¥ à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© á¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¥¯®«®© ®¡à â®© âà¥ã£®«ì®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ // �ª: �àï¬ë¥ ¨ ®¡à âë¥ § ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨. �.: �§¤-¢®���, 1991. �. 71{77.(¯¥à¥¢®¤: I. E. Kaporin. Iterative solution of systems of linear equa-tions using incomplete inverse triangular factorization. ComputationalMathematics and Modeling vol.4, no.1 (1993) P.28{32)[7] � ¯®à¨ �.�. �¢ãåãà®¢¥¢ë¥ ï¢ë¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨ï ¬¥â®¤ á®¯àï¦¥ëå £à ¤¨¥â®¢ // �¨ää¥à¥æ. ãà-¨ï. 1992. �. 28. ü2.�. 329{339.[8] Kaporin, I.E. Explicitly preconditioned conjugate gradient method forthe solution of nonsymmetric linear systems // Int. J. Computer Math.,1992, V.40, P.169{187.[9] � ¯®à¨ �.�. �æ¥ª¨ £à ¨æ á¯¥ªâà  ¤¢ãáâ®à®¨å ï¢ëå¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ¨© // �¥áâ. ���. �ë¯.15. �ëç¨á«. ¬ â¥¬. ¨ª¨¡¥à¥â¨ª , 1993. �.2, �.28{42.[10] � ¯®à¨ �.�. �¯â¨¬¨§ æ¨ï  «£®à¨â¬®¢ ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥ëå£à ¤¨¥â®¢. // � ª: � â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨ï¢ëç¨á«¨â¥«ìëå  «£®à¨â¬®¢. �.: �§¤-¢® ���, 1994. �. 50{62.(¯¥à¥¢®¤: I. E. Kaporin, Optimization of conjugate gradient algorithms,Computational Mathematics and Modeling 1994, V.5, no.2, P.139{147)30
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