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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Линейные системы обыкновенных дифферен-

циальных и алгебраических уравнений (ОДАУ) возникают в различных об-

ластях науки и техники: механике, микроэлектронике, экономике и многих

других. В некоторых задачах они выступают как самостоятельные математи-

ческие модели рассматриваемых систем, в других, как части таких моделей,

а в третьих получаются линеаризацией нелинейных моделей. В данной ра-

боте рассматриваются только линейные системы ОДАУ и линейные системы

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ).

В случаях когда для решения больших систем ОДАУ методы непо-

средственного численного интегрирования не позволяют получить решение

за разумное время по причине своей высокой вычислительной стоимости, ис-

пользуют методы редукции, позволяющие заменять исходную систему систе-

мой того же вида, с меньшей размерностью вектора внутреннего состояния

и прежними размерностями векторов входов и выходов. Редуцированная си-

стема должна аппроксимировать исходную, в смысле близости выходов при

одинаковых входах. Несмотря на значительное развитие алгоритмов редук-

ции систем ОДАУ, разработка новых методов редукции продолжает оста-

ваться актуальной из-за роста размерности и количества рассматриваемых

задач.

К настоящему моменту для систем ОДУ скопился значительный ба-

гаж алгоритмов редукции, например, сбалансированное усечение, редукция

на основе многочленов Лагерра, не имеющих аналогов для ОДАУ. С помо-

щью предложенных в диссертационной работе спектрально-псевдообратных

матриц, можно сводить задачи для ОДАУ к задачам для ОДУ, таким образом

обобщая результаты полученные для ОДУ.

В ряде практических задач интерес представляет время входа реше-

ния в 𝜀-окрестность асимптотики, которое хотелось бы находить особенно

быстро и более эффективно по сравнению с редукцией и последующим ре-

шением редуцированной системы. Для этой задачи с помощью спектрально-

псевдообратных матриц удалось обобщить полученные ранее другими авто-

рами оценки.

Целью данной работы является создание аппарата спектрально-

псевдообратных матриц, позволяющего разрешать системы ОДАУ относи-

тельно производной, и разработка, на его основе, алгоритмов временной ре-

дукции линейных систем ОДАУ, методов непосредственной оценки парамет-

ров их решений с приложениями в промышленном дизайне микроэлектрони-

ки.
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Основные положения, выносимые на защиту:

1. Предложены спектрально-псевдообратные матрицы, исследованы их

свойства, установлена связь с проекторами на понижающие подпро-

странства.

2. Для линейных систем обыкновенных дифференциальных и алгебраиче-

ских уравнений с эрмитовыми матрицами предложены и обоснованы до-

стижимые верхние оценки норм решений задач Коши. Предложен эф-

фективный алгоритм временной редукции задач Коши для эрмитовых

систем ОДАУ.

3. Рассмотрены вопросы численной реализации предложенных алгоритмов.

Приведены результаты численных экспериментов со схемами из про-

мышленных дизайнов микроэлектроники. Предложен и обоснован ме-

тод оценки времени установления сигнала в связных схемах состоящих

из резисторов и конденсаторов (RC-схемах).

Научная новизна. Для эрмитовых регулярных матричных пуч-

ков предложен новый аппарат спектрально-псевдообратных матриц.

Спектрально-псевдообратные матрицы вводятся на основе интегрально-

го представления аналогичного интегральному представлению проектора

на понижающее подпространство. Показано, что как и псевдообратные

матрицы Дразина и Мура-Пенроуза спецтрально-псевдообратная матрица

может определяться как решение некоторой системы матричных уравнений.

Спектрально-псевдообратные матрицы позволяют разрешать линейные

системы ОДАУ относительно производной по времени.

Для систем ОДУ известны достаточно точные оценки норм решений

основанные на уравнениях Ляпунова. Cпектрально-псевдообратные матри-

цы позволили впервые получить аналогичные оценки для эрмитовых систем

ОДАУ, а именно, оценки норм решений задач Коши и их проекций на под-

пространства, отвечающие конечным и бесконечным собственным значениям

матричного пучка рассматриваемой системы. Заключительная часть работы

посвящена созданию алгоритмов временной редукции для линейных систем

ОДАУ, получающихся при моделировании емкостно-резистивных схем. Был

предложен новый алгоритм редукции, основанный на аппроксимации мат-

ричной экспоненты рядом по функциям Лагерра. Предлагаемый алгоритм

редукции, по сравнению с аналогами, применим к более широкому классу

задач, а предлагаемый метод вычисления времени установления уникален. В

отличие от многих других работ, в которых накладываются определенные, до-

статочно сильные ограничения на топологию рассматриваемых систем, пред-

ложенная оценка применима в случае любой связной RC-цепи.
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Ближайшими аналогами предложенного алгоритма редукции являют-

ся методы, основанные на использовании многочленов Лагерра для построе-

ния Крыловского подпространства. В этих методах предполагается принад-

лежность передаточной функции пространству Харди ℋ2, что эквивалентно

рассмотрению пучков с невырожденными матрицами 𝐸 или, другими слова-

ми, пучков с индексом нильпотентности 0, в то время как предложенный в

диссертационной работе подход позволяет работать с пучками индекса 1.

Научная значимость. Предложенный аппарат спектрально-

псевдообратных матриц является новым, удобным инструментом, позво-

ляющим разрешать линейные системы ОДАУ относительно производной по

времени. Он может быть также использован для исследования систем ОДАУ.

Предложенный метод редукции в отличие от аналогов применим для

более широкого класса задач.

Полученные в диссертационной работе неравенства позволяют, в част-

ности, оценивать погрешности приближенных решений эрмитовых систем

ОДАУ и получать оценки времени установления, не налагающие ограничений

на топологию схемы.

Практическая значимость. При проектировании сверхбольших ин-

тегральных схем (СБИС) возникает необходимость анализа шумов и задер-

жек сигналов, вызванных неидеальностью межсоединений. Это является ос-

новным фактором роста сложности моделирования СБИС при увеличении

степени интеграции, особенно при переходе на техпроцессы в десятки нано-

метров, что отмечено во многих статьях и монографиях.

Техника электромагнитного анализа СБИС позволяет моделировать

неидеальность межсоединений схемами, состоящими из резисторов, конден-

саторов, индуктивностей и взаимных индуктивностей, которые приводят к

линейным системам ОДАУ.

Зачастую, получающиеся при моделировании линейные системы

ОДАУ слишком велики для непосредственного решения соответствующих за-

дач Коши. Кроме того, в ряде задач микроэлектроники интерес представляют

не столько решения, сколько их некоторые характеристики, которые хотелось

бы находить более эффективно, минуя вычисление самих приближенных ре-

шений. Значительный интерес представляют оценки задержки отклика сиг-

нала для RC-схем.

В микроэлектронике широко используют методы редукции, поскольку

непосредственное решение задач большой размерности затратно по вычисли-

тельным ресурсам. Несмотря на значительное развитие алгоритмов редукции

систем ОДАУ, возникающих при моделировании СБИС, разработка новых
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методов редукции продолжает оставаться актуальной по причине роста раз-

мерности рассматриваемых задач и их количества.

Предложенный алгоритм редукции и оценка времени входа решения в

𝜀-окрестность асимптотики могут быть использованы в различных САПР.

Апробация работы. Основные положения, сформулированные в

диссертационной работе, обсуждались на семинарах в Институте вычисли-

тельной математики РАН, Институте проблем проектирования в микроэлек-

тронике, Московском отделении Cadence Design Systems, Университете за-

падной Бретани (г. Брест, Франция), инновационной ярмарке "International

innovation fair"(г. Гуанчжоу, Китай, 2011 год) и следующих конференциях:

международной конференции "International conference on Matrix Methods in

Mathematics"(г. Москва, 2011 год), международной школе-конференции мо-

лодых ученых ”Математические идеи П. Л. Чебышева и их приложения к со-

временным проблемам естествознания” (г. Обнинск, 2011 год), научных кон-

ференциях МФТИ 52-55 (г. Долгопрудный, 2009-2012 годы).

Данные исследования в 2010 году получили первое место в конкур-

се Intel «Невозможное стало возможным» и финансирование по программе

У.М.Н.И.К., заняли третье место в "Традиционном конкурсе научных работ

ФПФЭ" в 2011 году и были отмечены почетным дипломом на научной кон-

ференций МФТИ-55 в 2012 году.

Личный вклад. Все теоремы в работах [1], [2] сформулированы и

доказаны совместно Ю.М. Нечепуренко, а численные эксперименты прове-

дены автором. Кроме того, автором предложен и обоснован метод быстрого

вычисления сверток входного сигнала с функциями Лагерра.

Публикации. Основные результаты диссертации изложены в восьми

печатных работах, 2 из которых опубликованы в журналах, рекомендованных

ВАК [1], [2], 6 – в тезисах докладов [3–8].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, че-

тырех глав, заключения и списка литературы. Полный объем диссертации

составляет 91 страницу с 10 рисунками и двумя таблицами. Список литера-

туры содержит 48 наименований.

Благодарности. Диссертант выражает особую благодарность своему

научному руководителюЮриюМихайловичу Нечепуренко за постоянную по-

мощь и ценные советы в работе над диссертацией, Сергею Григорьевичу Ру-

сакову за помощь и поддержу при работе над диссертацией и ныне ушедшей

из жизни Алене Станиславовне Потягаловой, вместе с которой была начата

работа над алгоритмом редукции.
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Содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы диссертации, сформули-

рована цель и указана практическая значимость и научная новизна работы.

Первая глава посвящена определению и основным свойствам

спектрально-псевдообратных матриц, впервые предложенных в данной ра-

боте.

Рассматривается регулярный матричный пучок

𝜆𝐸 − 𝐴,

где 𝐴 и 𝐸 соответственно отрицательно и неотрицательно определенные эр-

митовые матрицы порядка 𝑛. Конечные собственные значения такого пучка,

т.е. корни уравнения det(𝜆𝐸−𝐴) = 0, являются вещественными отрицатель-

ными.

Вводится матрица

𝐸+ =
1

2𝑖𝜋

∫︁
Γ
(𝜆𝐸 − 𝐴)−1𝑑𝜆,

которая называется спектрально-псевдообратной. Здесь Γ - достаточно глад-

кий простой положительно ориентированный замкнутый контур, охватыва-

ющий все конечные собственные значения.

Показано, что

lim
𝛼→0

𝐸+
𝛼 = 𝐸+,

где

𝐸+
𝛼 = (𝐸 − 𝛼𝐴)−1𝐸(𝐸 − 𝛼𝐴)−1,

и 𝐸+
𝛼 ≤ 𝐸+

𝛽 , если 𝛼 ≥ 𝛽 > 1/𝜆min(𝐴,𝐸).

Отмечены отличия псевдообратных матриц Дразина 𝐴𝐷 и Мура-

Пенроуза 𝐴† от предложенной спектрально-псевдообратной матрицы 𝐸+.

Псевдообратные матрицы Мура-Пенроуза и Дразина определяются, как мат-

рицы удовлетворяющие некоторым системам матричных уравнений. Показа-

но, что спектрально-псевдообратная матрица может быть определена похо-

жим образом. Этот результат сформулирован в виде следующей теоремы:

Теорема 1.1. Матрица 𝑋, удовлетворяющая следующим равенствам

𝑎) 𝑋𝐸 = 𝒫 , 𝑏) 𝐸𝑋 = 𝒫*, 𝑐) 𝐸𝑋𝐸 = 𝐸, 𝑑) 𝑋𝐸𝑋 = 𝑋, (1)

существует, единственна и совпадает со спектрально-псевдообратной

матрицой.
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Здесь 𝒫 правый проектор Рисса на понижающее подпространство, от-

вечающее множеству конечных собственных значений пучка 𝜆𝐸 − 𝐴:

𝒫 =
1

2𝑖𝜋

∫︁
Γ
(𝜆𝐸 − 𝐴)−1𝐸𝑑𝜆,

а в силу эрмитовости матриц 𝐴 и 𝐸, сопряженная матрица 𝒫* будет левым

проектором Рисса на понижающее подпространство, отвечающее конечным

собственным значениям этого пучка.

Приведены бескоординатные доказательства некоторых свойств

спектрально-псевдообратных матриц.

Во второй главе рассматривается задача Коши

𝑥(0) = 𝑥0, 𝐸
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥+ 𝑓, (2)

где 𝑓(𝑡) – достаточно гладкая 𝑛-компонентная векторная функция, 𝐴 и 𝐸 со-

ответственно отрицательно и неотрицательно определенные эрмитовые мат-

рицы порядка 𝑛 и пучок 𝜆𝐸 − 𝐴 регулярный. Решение рассматриваемой за-

дачи Коши существует и единственно, в том, и только том случае, если

(𝐼 − 𝒫*)(𝐴𝑥0 + 𝑓(0)) = 0. (3)

Основным результатом данной главы является следующая теорема,

оценивающая сверху нормы компонент решения задачи Коши (2), отвечаю-

щие соответственно конечным и бесконечному собственным значениям.

Теорема 2.1. Пусть 𝑥 – решение задачи Коши (2), (3). Тогда при всех 𝑡 ≥ 0

справедливы неравенства

‖𝒫𝑥(𝑡)‖2 ≤ 𝑐𝑒−𝜅𝑡‖𝑥0‖2 + 𝑑

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝜅(𝑡−𝜏)‖𝑓(𝜏)‖2𝑑𝜏

и

‖(𝐼 − 𝒫)𝑥(𝑡)‖2 ≤ ‖𝐴−1‖2‖𝑓(𝑡)‖2,

где

𝑐 =
√︁
‖𝐸‖2‖𝐸+‖2, 𝑑 = ‖𝐸+‖2, 𝜅 = −𝜆max(𝐴,𝐸) ≤ 1/(‖𝐸‖2‖𝐴−1‖2),

а 𝜆max(𝐴,𝐸) означает максимальное конечное собственное значение пучка

𝜆𝐸 − 𝐴.

Наряду с этими оценками, получена оценка нормы вектора

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝐴−1𝑓(𝑡), (4)
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полезная для анализа исходной системы. Несложно убедиться, что 𝑦(𝑡) явля-

ется решением задачи Коши

𝑦(0) = 0, 𝐸
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴𝑦 + 𝐸ℎ, (5)

где

ℎ = 𝐴−1𝑑𝑓

𝑑𝑡
.

Домножая (5) слева на 𝐸+ и используя (1a), получим:

𝒫 𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐸+𝐴𝑦 + 𝒫ℎ.

Можно показать, что 𝑦(𝑡) лежит в понижающем подпространстве, отвечаю-

щем конечным собственным значениям пучка 𝜆𝐸 − 𝐴, а потому 𝒫𝑦 = 𝑦 и

следовательно
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐸+𝐴𝑦 + 𝒫ℎ.

Этот подход позволяет разрешить (5) относительно производной по вре-

мени и, таким образом, свести исходную систему дифференциально-

алгебраических уравнений (2) к системе обыкновенных дифференциальных

уравнений.

Теорема 2.2. Пусть 𝑥 – решение задачи Коши (2), (3) и 𝑦 – вектор (4).

Тогда при всех 𝑡 ≥ 0 справедливо неравенство

‖𝑦(𝑡)‖2 ≤ 𝑐𝑒−𝜅𝑡

{︂
‖𝑦(0)‖2 +

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝜅𝜏‖𝐴−1𝑓 ′(𝜏)‖2𝑑𝜏

}︂
,

где 𝑐 и 𝜅 означают константы, определенные в предыдущей теореме.

Кроме того, обсуждаются детали численной реализации этих оценок

и проводится сравнение с аналогичной оценкой для систем ОДУ, основанной

на уравнении Ляпунова.

Третья глава посвящена оценкам времени входа решения системы

ОДАУ в 𝜀-окрестность асимптотики и приложениям этих оценок к анализу

RC-схем.

Электромагнитный анализ позволяет свести исследование влияния

неидеальности соединений на прохождение сигнала в сверх-больших инте-

гральных схемах к анализу различных электрических схем, в том числе, к

RC-схемам. RC-схема представляет собой набор портовых (входных) узлов,

набор внутренних узлов и шину, относительно которой определяется напря-

жение в узлах. Узлы связаны между собой и шиной ребрами, каждое из ко-

торых является либо резистором, либо конденсатором.
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В таких задачах считается известным вектор напряжений в портах

𝑢𝑝(𝑡), а вектор напряжений во внутренних узлах 𝑢𝑖𝑛(𝑡) – подлежащим опре-

делению. Пусть 𝑢𝑖𝑛(0) = 𝑢0𝑖𝑛 = 0, 𝑢𝑝(0) = 0 и в момент времени 𝑡 = 0 начи-

нает подаваться непрерывный входной сигнал 𝑢𝑝(𝑡) с кусочно-непрерывной и

ограниченной производной, и при некотором 𝜏 > 0 входной сигнал устанав-

ливается: 𝑢𝑝(𝑡) ≡ 𝑢𝑝(𝜏) при 𝑡 ≥ 𝜏 . Тогда существует конечный предел

lim
𝑡→∞

𝑢𝑖𝑛(𝑡) = 𝑢𝑖𝑛(∞).

Для заданных 𝑢𝑝(𝑡) и 𝜀 > 0 определим 𝑇𝜀(𝑢𝑝), как наименьшее 𝑇 ≥ 0,

для которого справедливо неравенство

‖𝑢𝑖𝑛(𝑡)− 𝑢𝑖𝑛(∞)‖2 ≤ 𝜀, 𝑡 ≥ 𝜏 + 𝑇.

Эту величину мы будем называть временем установления напряжений

во внутренних узлах с точностью 𝜀.

В данной главе получена верхняя оценка 𝑇𝜀(𝑢𝑝).

Моделирование RC-схем на основе законов Ома и Киргхофа сводится

к решению задач Коши для линейных систем обыкновенных дифференци-

альных и алгебраических уравнений следующего вида:

𝐶
𝑑𝑢𝑖𝑛
𝑑𝑡

+ 𝐶𝑝
𝑑𝑢𝑝
𝑑𝑡

+𝐺𝑢𝑖𝑛 +𝐺𝑝𝑢𝑝 = 0,

где 𝑢𝑝(𝑡) ∈ R𝑝, 𝑢𝑖𝑛(𝑡) ∈ R𝑛 являются, соответственно, векторами напряжений

в портах и напряжений во внутренних узлах; 𝐶, 𝐶𝑝 и 𝐺, 𝐺𝑝 – соответственно

матрицы емкостей и величин обратных сопротивлениям. Причем, 𝐶𝑝 и 𝐺𝑝

– матрицы размеров 𝑛 × 𝑝, а 𝐶 и 𝐺 – квадратные симметричные матрицы

порядка 𝑛, имеющие неотрицательные диагональные элементы и обладающие

нестрогим диагональным преобладанием

Основным результатом данной главы является следующая теорема,

дающая верхнюю оценку 𝑇𝜀(𝑢𝑝).

Теорема 3.1. Если в рассматриваемой RC-схеме в каждый внутренний

узел можно попасть из каждого портового узла двигаясь только по ребрам

резисторам и входной сигнал обладает свойствами описанными ранее, то

𝑢𝑖𝑛(∞) = 𝑅𝑢𝑝(𝜏),

а

𝑇𝜀(𝑢𝑝) ≤ max

{︂
0,

1

𝜅
ln

𝑐

𝜀

}︂
,

где

𝜅 = 1/𝜆max(𝐶𝐺−1),
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𝑐 =
√︁
‖𝐶‖2‖𝐶+‖2

𝜏∫︁
0

𝑒𝜅(𝑠−𝜏)‖(𝑆 −𝑅)𝑢̇𝑝(𝑠)‖2𝑑𝑠,

𝜆max(.) означает максимальное собственное значение, а 𝜏 – время установ-

ления входного сигнала.

Расчеты со схемами из промышленного дизайна микроэлектроники в

большинстве случаев дают 𝑇 𝑒𝑠𝑡
𝜀 < 2𝑇𝜀(𝑢𝑝).

В четвертой главе рассматривается следующая задача Коши:

𝑥(0) = 0, 𝐸
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥+𝐵𝑢, (6)

где 𝑥(𝑡) – 𝑛-компонентная неизвестная векторная функция, 𝑢(𝑡) – 𝑝-

компонентная заданная векторная функция (𝑝 ≪ 𝑛), 𝐵 – прямоугольная

матрица размера 𝑛 × 𝑝, а 𝐴 и 𝐸 квадратные отрицательно и неотрица-

тельно определенные эрмитовы матрицы порядка 𝑛, соответственно. Такие

дифференциально-алгебраические системы возникают в различных прило-

жениях, например, при анализе влияния неидеальности соединений в инте-

гральных схемах на прохождение сигнала.

Предполагается, что векторная функция 𝑢(𝑡) непрерывная и кусочно-

непрерывно дифференцируемая при 𝑡 ≥ 0 с ограниченными левыми и пра-

выми производными, причем 𝑢(0) = 0 и существует некоторое 𝜏 > 0 такое,

что 𝑑𝑢/𝑑𝑡 ≡ 0, 𝑡 > 𝜏 .

В данной главе предлагается эффективный алгоритм вычисления при-

ближенного решения задачи (6) на заданном временном интервале [0, 𝑇 ]. Ал-

горитм основан на переходе с помощью следующей замены

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝐴−1𝐵𝑢(𝑡),

от задачи Коши (6) к задаче вида (5) c

ℎ = 𝐴−1𝐵
𝑑𝑢

𝑑𝑡
.

Приближенное решение 𝑦𝛼 задачи Коши (5) ищется в виде конечного

ряда по сверткам производной 𝑑𝑢/𝑑𝑡 с базисными функциями 𝐿𝑘,𝛼:

𝑦𝛼(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑅𝛼
𝑘𝑣𝑘,𝛼(𝑡),

где

𝑣𝑘,𝛼(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝐿𝑘,𝛼(𝑡− 𝑠)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
(𝑠)𝑑𝑠, (7)
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𝛼 > 0 – параметр алгоритма, а 𝑅𝛼
𝑘 – некоторые прямоугольные матрицы

размера 𝑛×𝑝, зависящие только от матриц𝐸 и𝐴 и параметра 𝛼. Эти матрицы

могут быть выражены следующим образом: 𝑅 = 𝐴−1𝐵, 𝑅𝛼
𝑘 = 𝑀𝛼

𝑘 𝑅,

𝑀𝛼
𝑘 = 𝛼[(𝐴− 𝛼𝐸)−1𝐴]𝑘(𝛼𝐸 − 𝐴)−1𝐸. (8)

В качестве базисных функций выбираются

𝐿𝑘,𝛼(𝑡) = 𝐿𝑘(𝛼𝑡), (9)

где

𝐿𝑘(𝑡) =
𝑒𝑡

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
(𝑡𝑘𝑒−𝑡)

суть многочлены Лагерра, т.е. многочлены ортонормированные на [0,+∞) с

весом exp(−𝑡):
∞∫︁
0

𝑒−𝑡𝐿𝑙(𝑡)𝐿𝑘(𝑡)𝑑𝑡 =

{︃
0, 𝑘 ̸= 𝑙,

1, 𝑘 = 𝑙.

Основным результатом данной главы является следующая теорема.

Теорема 4.1. Решение задачи Коши (5) существует, единственно и для

него справедливо представление

𝑦(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑀𝛼
𝑘

∫︁ 𝑡

0
𝐿𝑘,𝛼(𝑡− 𝑠)ℎ(𝑠)𝑑𝑠, (10)

с любым параметром 𝛼 > 0, где 𝑀𝛼
𝑘 – матрицы (8), а 𝐿𝑘,𝛼 – многочлены

(9).

Следствие. Решение задачи Коши (6) существует, единственно и для

него справедливо представление

𝑥(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑅𝛼
𝑘𝑣𝑘,𝛼(𝑡)−𝑅𝑢(𝑡). (11)

Приближенное решение

𝑦𝛼(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑀𝛼
𝑘

∫︁ 𝑡

0
𝐿𝑘,𝛼(𝑡− 𝑠)ℎ(𝑠)𝑑𝑠 (12)

задачи Коши (5), получается из (10) отбрасыванием всех слагаемых начиная

с 𝑚 + 1-го. Отметим, что 𝑦𝛼(0) = 0 и, следовательно, это приближенное

решение удовлетворяет требуемому начальному условию.

12



Тогда, приближенное решение исходной задачи Коши (6) можно пред-

ставить как

𝑥̂(𝑡) = 𝑦𝛼(𝑡)−𝑅𝑢(𝑡), (13)

где

𝑦𝛼(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑅𝛼
𝑘𝑣𝑘,𝛼(𝑡).

Следующая теорема устанавливает оценку погрешности приближен-

ного решения:

Теорема 4.2. Пусть 𝑦 – точное решение задачи Коши (5), а 𝑦𝛼 – прибли-

женное, даваемое (12). Тогда для погрешности 𝛿𝑦𝛼 = 𝑦𝛼 − 𝑦, справедлива

следующая оценка:

‖𝛿𝑦𝛼(𝑡)‖2 ≤ 𝑑

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝜅(𝑡−𝑠)‖𝑔𝛼(𝑠)‖2𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0,

где

𝑔𝛼 = 𝐸
𝑑𝑦𝛼
𝑑𝑡

− 𝐴𝑦𝛼 − 𝐸ℎ

является невязкой приближенного решения,

𝑑 = ‖𝐸+‖2, 𝜅 = −𝜆max(𝐴,𝐸) ≤ 1/(‖𝐸‖2‖𝐴−1‖2),

а 𝜆max(𝐴,𝐸) означает максимальное конечное собственное значение пучка

𝜆𝐸 − 𝐴.

Следствие. Для погрешности 𝛿𝑥 = 𝑥̂−𝑥 в обозначениях предыдущей

теоремы справедлива следующая оценка:

‖𝛿𝑥(𝑡)‖2 ≤ 𝑑

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝜅(𝑡−𝑠)‖𝑔(𝑠)‖2𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0.

Здесь

𝑔 = 𝐸
𝑑𝑥̂

𝑑𝑡
− 𝐴𝑥̂−𝐵𝑢 = 𝐸

𝑑𝑦𝛼
𝑑𝑡

− 𝐴𝑦𝛼 − 𝐸𝑅
𝑑𝑢

𝑑𝑡
,

и является невязкой приближенного решения (13).

Для ускорения вычисления векторов (7) предложен метод типа "раз-

деляй и властвуй основанный на следующем представлении многочленов Ла-

герра

𝐿𝑘(𝜂 + 𝜉) =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐿̃𝑘−𝑗(𝜂)𝐿̃𝑗(𝜉),

где

𝐿̃𝑙(𝑡) =
𝑒𝑡𝑡1/2

𝑙!

𝑑𝑙

𝑑𝑡𝑙
(𝑡𝑙−1/2𝑒−𝑡),
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обобщенный многочлен Лагерра.

Представленные результаты численных экспериментов показывают,

что для каждого из рассмотренных тестов существует 𝛼, обеспечивающее

достаточно малую погрешность даже при аппроксимации матричной экспо-

ненты четырьмя многочленами Лагерра.

В заключении приведены основные результаты работы:

1. В работе предложены и исследованы спектрально-псевдообратные мат-

рицы, отмечены их отличия от псевдообратных матриц Дразина и Мура-

Пенроуза. Псевдообратные матрицы Мура-Пенроуза и Дразина тради-

ционно определяются, как матрицы удовлетворяющие некоторым систе-

мам матричных уравнений. Показано, что спектрально-псевдообратные

матрицы могут быть определены похожим образом.

2. C помощью спектрально-псевдообратных матриц для эрмитовых систем

ОДАУ получены оценки норм решений задач Коши и их проекций на

подпространства, отвечающие конечным и бесконечным собственным

значениям пучка, соответствующего рассматриваемой системе. Предло-

жен новый алгоритм временной редукции, основанный на аппроксима-

ции многочленами Лагерра точного решения, полученного разрешением

исходной системы относительно производной, с помощью спектрально-

псевдообратных матриц. Для вычисления использующихся в этом алго-

ритме сверток с многочленами Лагерра предложен быстрый метод типа

"разделяй и властвуй".

3. Для RC-схем получена оценка времени входа решения в 𝜀-окрестность

асимптотики, так называемое время установления. Это сделано с помо-

щью перехода к системе ОДАУ эквивалентной исходной, решение кото-

рой находятся в подпространстве, отвечающем конечным собственным

значениям и применением к этой системе ранее полученной оценки нор-

мы решения. Со всеми из предложенных алгоритмов проведены числен-

ные эксперименты на тестах из промышленного дизайна микроэлектро-

ники, показавшие высокую эффективность предложенных алгоритмов.
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