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Общая характеристика работы

Актуальность работы. При моделировании процессов переноса и филь

трации в пористой среде часто приходится сталкиваться с сильно неодно

родными свойствами среды и проводить расчеты на произвольных сетках

с многогранными ячейками. Важным требованием к используемым схемам

является сохранение неотрицательности получаемого численного решения,

поскольку отрицательные значения таких величин, как концентрация или на

сыщенность, могут порождать сложности при расчете свойств жидкостей и

химических взаимодействий. По этой причине востребованными являются мо

нотонные консервативные схемы дискретизации, работающие на произволь

ных неструктурированных расчетных сетках и позволяющие решать задачи

в неоднородных средах. При изучении динамики вязкой несжимаемой жид

кости со свободной поверхностью важным критерием является достоверный

расчет положения и характеристик свободной поверхности. Эффективное ре

шение подобных задач требует использования динамических адаптивных рас

четных сеток высокого разрешения и экономичных методов численного мо

делирования совместной динамики жидкости и свободной поверхности.

Цель диссертационной работы. Целями диссертационной работы яв

ляются разработка монотонной консервативной схемы дискретизации урав

нения конвекции-диффузии с компактным шаблоном дискретизации потока,

создание на ее основе численной модели процессов двухфазной фильтрации

в пористой среде, разработка экономичной технологии моделирования трех

мерных течений вязкой несжимаемой жидкости со свободной границей.

Научная новизна. В работе предложена и исследована монотонная

нелинейная схема дискретизации конвективного потока для уравнения кон

векции-диффузии на неструктурированных сетках с многогранными ячейка

ми. Проведен сравнительный анализ использования традиционной линейной

3



и новой нелинейной схем дискретизации потока с двухточечным шаблоном на

примере задачи двухфазной фильтрации. Разработана и исследована эконо

мичная технология моделирования течений вязкой несжимаемой жидкости

со свободной границей.

Практическая значимость. Практическая значимость диссертацион

ной работы заключается в создании комплекса программ для приближенного

решения уравнения конвекции-диффузии на сетках с многогранными ячей

ками и численного моделирования процесса двухфазной фильтрации в пори

стой среде, описывающего разработку нефтегазовых месторождений. Созда

на технологическая цепочка, включающая в себя задание расчетной области,

численное моделирование течения вязкой несжимаемой жидкости со свобод

ной поверхностью и последующую визуализацию.

На защиту выносятся следующие основные результаты:

1. Предложена и исследована новая монотонная нелинейная схема дискре

тизации уравнения конвекции-диффузии на основе метода конечных

объемов на сетках с многогранными ячейками.

2. На основе предложенной схемы дискретизации разработана численная

модель двухфазной фильтрации в пористой среде и проведен сравни

тельной анализ предложенной схемы дискретизации с традиционной

линейной схемой.

3. Разработана экономичная технология, включающая численные методы,

алгоритмы, структуры данных и комплекс программ, для моделирова

ния трехмерных течений вязкой несжимаемой жидкости со свободной

границей.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладыва

лись автором и обсуждались на научных семинарах Института вычислитель

ной математики РАН, Института прикладной математики РАН, Вычисли
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тельного центра РАН, Московского физико-технического института, Меха

нико-математического факультета МГУ им. М. В. Ломоносова, Upstream Re-

search Center of ExxonMobil corp. г.Хьюстон (США) и на следующих научных

конференциях: конференция “Тихоновские чтения” (МГУ, Москва, ноябрь

2007); конференции “Ломоносов” (МГУ, Москва, апрель 2008, апрель 2010);

конференции “Ломоносовские чтения” (МГУ, Москва, апрель 2009, апрель

2010); конференция молодых ученых “Технологии высокопроизводительных

вычислений и компьютерного моделирования” (СПбГУ ИТМО, С.-Петербург,

апрель 2009); международная конференция “SIAM Geosciences 2009” (Лейп

циг, Германия, июнь 2009); международная конференция “Computational Me-

thods in Applied Mathematics: CMAM-4” (Познань, Польша, июнь 2010); меж

дународные конференции “NUMGRID-2008” и “NUMGRID-2010” (ВЦ РАН,

Москва, июнь 2008, октябрь 2010); международный научный семинар “Advan-

ces on Numerical Methods for Multiphase and Free Surface Flows” (ИВМ РАН,

Москва, июнь 2009); международный научный семинар “Computational Ma-

thematics and Applications” (Технологический университет Тампере, Тампере,

Финляндия, сентябрь 2009).

Публикации. Основные материалы диссертации опубликованы в 7 пе

чатных работах: 4 статьи – в рецензируемых журналах, входящих в перечень

ВАК, [1–4] и 3 статьи – в сборниках научных трудов [5–7].

Личный вклад автора. В совместных работах [1, 6, 7] вклад автора

заключался в разработке вычислительного ядра технологии моделирования

течения вязкой несжимаемой жидкости со свободной границей и проведении

численных экспериментов.

В совместной работе [2] вклад автора заключался в разработке нели

нейной схемы дискретизации уравнения конвекции-диффузии в трехмерном

пространстве, программной реализации метода и проведении численных экс

периментов.
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Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит

из введения, обзора используемой терминологии, трех глав, заключения и

списка литературы из 95 наименований. Диссертационная работа содержит 28

рисунков и 12 таблиц. Общий объем диссертационной работы – 105 страниц.

Содержание работы

Во введении определяется область практического применения предлага

емых в работе методов, обосновывается актуальность диссертационной ра

боты, приводится обзор работ, посвященных решению уравнений конвекции

диффузии, моделированию двухфазной фильтрации и течений со свободной

границей, формулируются основные результаты, описывается структура дис

сертации.

В обзоре используемой терминологии дано краткое разъяснение исполь

зуемых в работе понятий и терминов.

В первой главе диссертации описывается метод конечных объемов для

стационарной задачи конвекции-диффузии на произвольных сетках с много

гранными ячейками, полным анизотропным кусочно-непрерывным тензором

диффузии и кусочно-непрерывным полем скорости [2]. Метод основан на кон

сервативной монотонной схеме дискретизации диффузионного и конвектив

ного потоков.

В разделе 1.1 дана постановка задачи. Пусть Ω – трехмерная многогран

ная область с границей, состоящей из двух частей: Γ = Γ𝑁 ∪ Γ𝐷, таких что

Γ𝑁∩Γ𝐷 = ∅, и множество Γ𝐷 замкнуто и непусто: Γ𝐷 = Γ̄𝐷, Γ𝐷 ̸= ∅. Предполо

жим, что Ω представима в виде объединения конечного числа многогранных

подобластей Ω𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, таких что Ω̄ = ∪𝑖Ω̄𝑖 и Ω𝑖∩Ω𝑗 = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗. На за
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мыкании каждой подобласти Ω̄𝑖 определяется симметричный, положительно

определенный, полный, возможно анизотропный, непрерывный тензор диф

фузии K(x) с компонентами из 𝐿2(Ω𝑖) и непрерывное поле скорости v(x) с

компонентами из 𝐿2(Ω𝑖), причем
∫
Ω

v · ∇𝑤 𝑑𝑥 ≤ 0, ∀𝑤 ∈ 𝐶1
0(Ω), 𝑤 ≥ 0.

Рассматривается стационарная задача конвекции-диффузии для неиз

вестной концентрации 𝑐:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
div (v𝑐−K∇𝑐) = 𝑔 в Ω,

𝑐 = 𝑔𝐷 на Γ𝐷,

−(K∇𝑐) · n = 𝑔𝑁 на Γ𝑁 ,

(1)

где 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω) – внешние источники, n – вектор внешней нормали, а 𝑔𝐷 и 𝑔𝑁

– заданные граничные условия. Обозначим через Γout – часть границы Γ, на

которой v · n ≥ 0, а через Γin = Γ ∖ Γout. Предполагается, что Γ𝑁 ⊂ Γout.

При вышеописанных условиях и соответствующих ограничениях на 𝑔𝐷,

𝑔𝑁 , задача (1) имеет единственное обобщенное решение 𝑐 ∈ 𝑊 1
2 (Ω). Предпо

лагается, что выполняются достаточные условия неотрицательности решения

𝑐(𝑥): 𝑔(𝑥) ≥ 0, 𝑔𝐷 ≥ 0, 𝑔𝑁 ≤ 0.

В разделе 1.2 формулируется метод конечных объемов для задачи кон

векции-диффузии с двухточечной аппроксимацией полного потока q = −K∇𝑐+

𝑐v на сеточной грани 𝑓 :

qℎ
𝑓 · n𝑓 = 𝑀+

𝑓 𝐶𝑇+
−𝑀−

𝑓 𝐶𝑇−,

где 𝐶𝑇± – среднее значение концентрации в ячейке 𝑇±, 𝑓 – общая грань для

𝑇+ и 𝑇−, вектор нормали n𝑓 – внешний для 𝑇+, а q𝑓 – средняя плотность

потока на грани 𝑓 . Коэффициенты 𝑀±
𝑓 (𝐶) = 𝐷±

𝑓 (𝐶) + 𝐴±
𝑓 (𝐶) зависят от

значений концентрации 𝐶 в соседних ячейках и представляются как сумма

коэффициентов для диффузионной и конвективной составляющих потока,

соответственно.
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Разработанная дискретизация конвективного потока основана на моно

тонной противопотоковой схеме, использующей кусочно-линейное разрывное

восполнение решения с ограничителем наклона на многогранных ячейках.

Для аппроксимации диффузионного потока используется двухточечная

схема, предложенная А.А.Даниловым и Ю.В.Василевским (RJNAMM, 2009,

24(3)).

В разделе 1.3 предлагается алгоритм формирования системы нелиней

ных уравнений для вектора неизвестной концентрации 𝐶:

M(𝐶) 𝐶 = G(𝐶). (2)

Для решения системы (2) применяется метод итераций Пикара: решается си

стема линейных уравнений M(𝐶𝑘−1)𝐶𝑘 = 𝐺(𝐶𝑘−1), пока относительная невяз

ка ‖M(𝐶𝑘)𝐶𝑘 −𝐺(𝐶𝑘)‖ / ‖M(𝐶0)𝐶0 −𝐺(𝐶0)‖ не станет меньше 𝜀𝑛𝑜𝑛.

Формулируются и доказываются две следующие теоремы:

Теорема 1.1. Пусть Γ𝑁 = ∅, 𝑔 ≥ 0, div v ≥ 0 в Ω, 𝑔𝐷 ≥ 0 на Γ𝐷 ≡ 𝜕Ω

и решение 𝐶 для (2) существует. Тогда 𝐶 ≥ 0.

Теорема 1.2. Пусть 𝑔 ≥ 0, 𝑔𝐷 ≥ 0, 𝑔𝑁 ≤ 0 и Γ𝐷 ̸= ∅ в (1). Если 𝐶0 ≥ 0

и линейные системы в методе Пикара решаются точно, тогда 𝐶𝑘 ≥ 0 для

𝑘 ≥ 1.

В разделе 1.4 описываются расчетные сетки, используемые в эксперимен

тах, вводятся дискретные нормы для оценки ошибки дискретизации, приво

дятся результаты численных экспериментов.

Новый метод показывает второй порядок сходимости в дискретной 𝐿2-нор-

ме для концентрации и, как минимум, первый порядок для потоков на глад

ком решении в задаче с доминирующей диффузией, а также вторые порядки

сходимости для концентрации и потоков в задаче с доминирующей конвекци

ей на гексаэдральных, призматических и тетраэдральных сетках. В задаче с

разрывными тензором диффузии и полем скорости нелинейная схема сохра
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няет второй порядок сходимости на гладком решении для концентрации и

первый – для потоков. По числу осцилляций и диссипативности для тестово

го сингулярно возмущенного уравнения конвекции-диффузии новая схема не

уступает лучшим линейным и нелинейным конечно-элементным схемам [2].

Получаемое дискретное решение является неотрицательным при выполнении

условий теоремы 1.2, однако может не удовлетворять дискретному принципу

максимума.

Во второй главе рассматривается численная модель, основанная на пред

ставлении двухфазных течений через насыщенности двух фаз [3]. Данная

модель используется для моделирования второго этапа разработки нефтега

зового месторождения, во время которого закачиваемая в нагнетательные

скважины вода вытесняет из пористой среды нефть, добываемую на произ

водящей скважине.

В разделе 2.1 описываются уравнения двухфазной фильтрации в пори

стой среде:

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜑𝜌𝛼𝑆𝛼

𝐵𝛼

)︂
= −div

(︂
𝜌𝛼u𝛼

𝐵𝛼

)︂
+ 𝑞𝛼, 𝛼 = 𝑤, 𝑜, (3)

u𝛼 = −𝑘𝑟𝛼
𝜇𝛼

K
(︀
∇𝑝𝛼 − 𝜌𝛼𝑔∇𝑧

)︀
, 𝛼 = 𝑤, 𝑜, (4)

𝑆𝑤 + 𝑆𝑜 = 1, (5)

𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 = 𝑝𝑐(𝑆𝑤). (6)

В этих уравнениях 𝛼 – фаза жидкости (𝑤 – вода или 𝑜 – нефть), 𝑝𝛼 – неиз

вестное давление фазы 𝛼, 𝑆𝛼 – неизвестная насыщенность, u𝛼 – неизвестная

скорость Дарси, K – тензор абсолютной проницаемости, 𝜌𝛼 – фазовая плот

ность, 𝜇𝛼 = 𝜇𝛼(𝑝) – вязкость, 𝐵𝛼 = 𝐵𝛼(𝑝) – фактор сжатия, 𝑘𝑟𝛼 = 𝑘𝑟𝛼(𝑆) – от

носительная проницаемость фазы 𝛼, 𝑝𝑐(𝑆) – капиллярное давление,𝜑 = 𝜑(𝑝)

– пористость, 𝑔 – гравитационный член, 𝑧 – глубина, а 𝑞𝛼 – источник или

сток для скважины. На границе расчетной области задается условие непро
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текания, а на скважинах – фиксированное забойное давление.

В разделе 2.2 описывается метод интегрирования по времени системы

уравнений двухфазной фильтрации (3)-(6) неявный по давлению и явный по

насыщенности (IMPES – Implicit Pressure, Explicit Saturation). Метод состоит

из последовательного решения уравнения для давления (неявная схема) и

явного решения уравнения для насыщенности.

В разделе 2.3 рассматривается полностью неявная схема для интегриро

вания по времени системы уравнений (3)-(6). Выписывается неявная схема и

нелинейная невязка для уравнения (3) в ячейке 𝑇𝑖 :

𝑅𝑙
𝛼,𝑖 =

∫
𝑇𝑖

[︃(︂
𝜑𝑆𝛼

𝐵𝛼

)︂𝑙

𝑖

−
(︂
𝜑𝑆𝛼

𝐵𝛼

)︂𝑛

𝑖

+ ∆𝑡𝑛+1

(︂
divu𝛼 −

𝑞𝛼
𝜌𝛼

)︂𝑙

𝑖

]︃
d𝑥, 𝛼 = 𝑤, 𝑜,

для 𝑙-го приближения к значению на временном шаге 𝑛 + 1.

Получаемая нелинейная система 𝑅𝛼,𝑖 = 0 для 𝛼 = 𝑤, 𝑜 решается методом

Ньютона:

𝐽(𝑥𝑙)𝛿𝑥𝑙 = −𝑅(𝑥𝑙),

𝑥𝑙+1 =𝑥𝑙 + 𝛿𝑥𝑙,

где 𝑥 =

⎛⎝ 𝑝𝑜

𝑆𝑤

⎞⎠ – вектор независимых переменных по всем ячейкам сетки,

𝑅(𝑥) =

⎛⎝ 𝑅𝑤(𝑥)

𝑅𝑜(𝑥)

⎞⎠ – вектор нелинейных невязок по всем ячейкам сетки, а

𝐽(𝑥) =

⎛⎝ 𝜕𝑅𝑤

𝜕𝑝𝑜
(𝑥) 𝜕𝑅𝑤

𝜕𝑆𝑤
(𝑥)

𝜕𝑅𝑜

𝜕𝑝𝑜
(𝑥) 𝜕𝑅𝑜

𝜕𝑆𝑤
(𝑥)

⎞⎠ – явно формируемая матрица якобиана.

В разделе 2.4 описывается построение линейной и нелинейной схем дис

кретизации фильтрационного потока. Рассматривается использование нели

нейной противопотоковой аппроксимации для значений насыщенности на гра

нях сетки на основании линейного восполнения с ограничителем наклона,

введенного в первой главе.
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В разделе 2.5 приводятся численные эксперименты, демонстрирующие

преимущества новой нелинейной схемы дискретизации потока с двухточеч

ным шаблоном по сравнению с линейной схемой: (i) Нелинейная схема имеет

традиционный линейный шаблон в случае ортогональных расчетных сеток с

изотропным или анизотропным, но сонаправленным сетке тензором абсолют

ной проницаемости; (ii) Нелинейная схема позволяет получать более точное

воспроизведение формы фронта обводнения, времени водяного прорыва и

деби́тов нефти и воды на добывающей скважине в случае неортогональных

сеток и полного анизотропного тензора проницаемости; (iii) Использование

новой дискретизации вместе с полностью неявной схемой сравнимо по вычис

лительной сложности с использованием традиционной линейной дискретиза

ции.

В третьей главе диссертации рассматривается подход к представлению

двухфазного течения через явную границу раздела фаз.

В разделе 3.1 описывается математическая модель течения вязкой несжи

маемой жидкости в изменяющейся во времени расчетной области Ω(𝑡). Гра

ница области 𝜕Ω(𝑡) = Γ𝐷 ∪ Γ(𝑡), где Γ𝐷 – меняющаяся часть неподвижной

границы, а Γ(𝑡) – свободная граница.

Течение жидкости описывается системой уравнений Навье-Стокса:

𝜌

(︂
𝜕u

𝜕𝑡
+ (u · ∇)u

)︂
− 𝜈∆u + ∇𝑝 = f ,

∇ · u = 0,

в Ω(𝑡), (7)

где u – векторное поле скорости, 𝑝 – кинематическое давление, f – внешняя

сила (например, сила тяжести), 𝜌 – плотность и 𝜈 – кинематическая вязкость.

Определяются начальные и граничные условия. На Γ𝐷 задается условие

Дирихле для скорости u. На свободной поверхности накладываются кинема

тическое условие на нормальную компоненту скорости на свободной границе

𝑣Γ = u|Γ · nΓ и условие компенсации нормальной компоненты тензора напря
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жения 𝜎 = 𝜈[∇u + (∇u)𝑇 ]/2 − 𝑝 I силами поверхностного натяжения 𝜏𝜅 и

внешним давлением 𝑝ext: 𝜎nΓ|Γ = 𝜏𝜅nΓ − 𝑝extnΓ. Здесь 𝜅 – сумма главных

кривизн, а 𝜏 – коэффициент поверхностного натяжения.

Вводится скалярная функция уровня 𝜑 и уравнение движения свободной

поверхности в продолженном с поверхности гладком поле скорости ̃︀u:

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ ̃︀u · ∇𝜑 = 0 в R3 × (0, 𝑇 ]. (8)

В разделе 3.2 описывается метод дробных шагов для интегрирования по

времени уравнений (7), (8). Временной шаг алгоритма разбивается на подша

ги:

∙ Вычисление нового положения свободной поверхности, состоящее из 4

подшагов. (i) Полулагранжев перенос функции уровня 𝜑(𝑡+∆𝑡) по теку

щему полю скорости. (ii) Перенос частиц по текущему полю скорости.

(iii) Коррекция объема жидкости. (iv) Восстановление функции уровня

𝜑(𝑡 + ∆𝑡) как расстояния со знаком до поверхности.

∙ Адаптивное перестроение расчетной сетки.

∙ Вычисление нового поля скорости u(𝑡+∆𝑡), состоящее из 4 подшагов. (i)

Полулагранжев перенос u(𝑡+∆𝑡) по полю скорости u(𝑡) с предыдущего

шага. (ii) Обновление u(𝑡 + ∆𝑡) с учетом вязкости и внешних сил. (iii)

Проекция u(𝑡 + ∆𝑡) на подпространство бездивергентных скоростей.

(iv) Продолжение u(𝑡 + ∆𝑡) с поверхности на внешнюю часть объема

жидкости.

∙ Выбор нового шага по времени из CFL-условия.

В разделе 3.3 рассматриваются динамические гексаэдральные сетки типа

восьмеричное дерево. С учетом особенностей структуры сеток вводятся дис

кретизации основных дифференциальных операторов: градиента давления,
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дивергенции скорости, оператора Лапласа скорости. Определяются операто

ры коррекции объема и восстановления расстояния со знаком до поверхности.

В разделе 3.4 приводятся два численных эксперимента, показывающие

сравнение результатов численного моделирования с реальными физическими

экспериментами.

В первом эксперименте рассматривается задача об обрушении дамбы,

показывается соответствие результатов численного моделирования экспери

ментальным данным.

Во втором эксперименте изучается задача о падении капли внутри кон

тейнера, частично заполненного жидкостью. Исследуется процесс образова

ния “капли” во время обратного всплеска. Анализируются вычислительная

сложность используемых алгоритмов и показывается линейная зависимость

времени работы шага алгоритма от числа расчетных ячеек, заполненных жид

костью.

В заключении кратко сформулированы результаты диссертационной ра

боты и сделаны выводы о ее теоретической и практической ценности.
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Основные результаты и выводы

Диссертационная работа посвящена разработке и исследованию числен

ных методов, применяемых для трехмерного моделирования двухфазных те

чений.

В работе предложена и исследована новая монотонная нелинейная схема

дискретизации уравнения конвекции-диффузии на основе метода конечных

объемов на сетках с многогранными ячейками. Предлагаемая схема гаран

тирует сохранение неотрицательности дискретного решения, является низко

диссипативной и показывает второй порядок сходимости в дискретной 𝐿2-нор-

ме для концентрации и первый порядок для потоков на гладком решении.

На основе предложенной схемы дискретизации разработана численная

модель двухфазной фильтрации в пористой среде и проведен сравнительный

анализ предложенной схемы дискретизации потока с традиционной линейной

схемой. Результаты экспериментов с использованием двух схем дискретиза

ции по времени – неявной по давлению, явной по насыщенности IMPES-схе

мы и полностью неявной схемы – демонстрируют устойчивость решения к

неортогональности расчетной сетки и анизотропии тензора проницаемости, а

также невысокую вычислительную сложность новой схемы.

Разработана экономичная технология, включающая численные методы,

алгоритмы, структуры данных и комплекс программ, для моделирования

трехмерных течений вязкой несжимаемой жидкости со свободной границей.

Технология основана на одновременном решении уравнений Навье-Стокса и

уравнения функции уровня, описывающего динамику свободной поверхности.

Ключевые составляющие технологии – динамические гексаэдральные расчет

ные сетки, метод дробных шагов для дискретизации по времени и эффектив

ные конечно-объемные и конечно-разностные схемы для дискретизации по

пространству.
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