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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû
Ñóùåñòâóåò øèðîêèé êðóã ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ïîâåäåíèåì

ñðåäû Áèíãàìà, à èìåííî: íèæå îïðåäåë¼ííîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ íà-
ïðÿæåíèé ñðåäà âåä¼ò ñåáÿ êàê æ¼ñòêîå òåëî, âûøå ýòîãî ïðåäåëà � êàê
íåñæèìàåìàÿ âÿçêàÿ æèäêîñòü. Ïðèìåðàìè ñëóæàò ãåîìàòåðèàëû (âûñî-
êîïàðàôèíèñòàÿ íåôòü, ãëèíû, ãðÿçè, ñåëè, êðèñòàëëèçóþùàÿñÿ ëàâà),
êðîâü â êàïèëëÿðàõ, ìíîæåñòâî êîñìåòè÷åñêèõ è ïèùåâûõ ïðîäóêòîâ,
ñòðîèòåëüíûå (ñâåæèé áåòîí, ìàñëÿíûå êðàñêè) è õèìè÷åñêèå ìàòåðèàëû.
Ïðè òå÷åíèè ñðåäû Áèíãàìà ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ äâà òèïà çîí: æ¼ñòêèå
çîíû, â êîòîðûõ ñðåäà íåïîäâèæíà èëè äâèæåòñÿ êàê òâ¼ðäîå òåëî, è çîíû
òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ¾ïðåäåëüíàÿ¿ ïîâåðõ-
íîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè ñ ðàçíûì äâèæåíèåì ìàòåðèàëà. Òàêèì îáðà-
çîì, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ î òå÷åíèè âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñòðîèòü ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ ñ íåèçâåñòíîé ãðàíè-
öåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñîçäàåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè
ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ÷èñëåííîì ìî-
äåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñâÿçàíà ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è íåâîçìîæíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé
â æ¼ñòêèõ çîíàõ.

Ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûå ãðóïïû ìåòîäîâ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ îòìå÷åí-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé: ìåòîäû ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè è ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå. Ìåòîäû ýôôåêòèâíîé âÿçêî-
ñòè (ðåãóëÿðèçîâàííûå ìîäåëè) ñîñòîÿò â àïïðîêñèìàöèè íåäèôôåðåíöè-
ðóåìûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãëàäêîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì,
ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåëèíåéíàÿ âÿçêàÿ æèäêîñòü. Ýòî óïðîù¼ííûé
èíæåíåðíûé ïîäõîä, êîòîðûé èíîãäà ïðèâîäèò ê íåôèçè÷íûì ðåçóëüòà-
òàì, îñîáåííî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷.

Àëüòåðíàòèâîé ðåãóëÿðèçîâàííûì ìîäåëÿì ìîæåò ñëóæèòü âàðèàöè-
îííàÿ ôîðìóëèðîâêà, âïåðâûå ïðåäëîæåííàÿ äëÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðå-
äû À.À. Èëüþøèíûì (1938). Îäíî èç ïåðâûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèé ìîäåëè Áèíãàìà áûëî ïðåäïðèíÿòî Ï.Ï. Ìîñîëîâûì è Â.Ï. Ìÿñíèêî-
âûì (1965-1967). Äþâî è Ëèîíñîì (1972) ñ ïîìîùüþ âûïóêëîãî àíàëèçà
çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå âàðè-
àöèîííîãî íåðàâåíñòâà, ýêâèâàëåíòíîãî èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò íàëè-
÷èå íåèçâåñòíîé ãðàíèöû, îòäåëÿþùåé îáëàñòè òå÷åíèÿ îò æ¼ñòêèõ îá-
ëàñòåé. Áîëåå 30 ëåò íàçàä â ðàáîòàõ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ 1 áûëè
ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ,

1Ð. Ãëîâèíñêè, Æ.Ë. Ëèîíñ, Ð. Òðåìîëüåð (1976), Ì. Ôîðòåí (1984), Ï. Ëå Òàëëåê (1989)
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îäíàêî îíè êàçàëèñü ñëèøêîì ñëîæíûìè.Â 2001 ãîäó àëãîðèòì ALG2 áûë
çàïèñàí â âèäå óäîáíîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû, è ñòàë àêòèâíî ïðè-
ìåíÿòüñÿ. Äèñêðåòèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ
êîòîðûõ îí áûë ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà íå ïðèìåíÿëñÿ,
ïîýòîìó ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, äëÿ êîòîðûõ îáîñíîâàíà àï-
ïðîêñèìàöèÿ è ñõîäèìîñòü, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, ðåøåíèþ êîòî-
ðîé è ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ. Íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè íàä¼æíûõ (îáîñ-
íîâàííûõ) è ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷íîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñðåäû Áèíãàìà, îáóñëàâëèâàåò àêòóàëüíîñòü äàí-
íîé ðàáîòû.

Öåëü ðàáîòû
Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèè íîâûõ ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ âÿçêîïëàñòè÷íîñòè íà îñíîâå âàðèàöèîí-
íûõ íåðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Òåîðèÿ âíåøíèõ àïïðîêñèìàöèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, òåîðèÿ ðàç-

íîñòíûõ ñõåì, ìåòîäû îïòèìèçàöèè, ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé
àëãåáðû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû
Ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò

â ñëåäóþùåì:

• Ïðåäëîæåíû äâå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ñìåøàííîé ïîñòàíîâêè â ïå-
ðåìåííûõ ¾ñêîðîñòü-òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé-òåíçîð íàïðÿæå-
íèé¿, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíûõ â âû÷èñëèòåëüíîé
ãèäðîäèíàìèêå ñõåì íà ðàçíåñ¼ííûõ (MAC-ñõåìà) è ïîëóðàçíåñ¼í-
íûõ ñåòêàõ, äëÿ çàäà÷è î òå÷åíèè â êàíàëå, ïëîñêîé è òðåõìåðíîé
çàäà÷ âÿçêîïëàñòè÷íîñòè. Íà îñíîâå òåîðèè âíåøíèõ àïïðîêñèìàöèé
îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ
íåïðåðûâíîé.

• Ðàçðàáîòàíû, îáîñíîâàíû è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû íîâûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷è òå÷åíèÿ ñðåäû Áèíãàìà (íà îñíîâå àëãîðèòìà Óçàâû è
ALG2).

• Äëÿ ñõåìû íà ïîëóðàçíåñ¼ííûõ ñåòêàõ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ïðîâåäå-
íî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ÿäðà äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà ãðàäè-
åíòà. Ïðåäëîæåíû, îáîñíîâàíû è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû äâà ïîäõîäà
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ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è Ñòîêñà: ïîèñê íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì ÿäðó, è ñòàáèëèçàöèÿ ðàçíîñò-
íîé ñõåìû ïóò¼ì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèå
íåñæèìàåìîñòè.

• Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì è èçâåñòíîé ñõåìû ïî âðå-
ìåíè ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé
âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû äëÿ çàäà÷ òå÷åíèÿ â êàâåðíå è êàíàëàõ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû
Ïðåäëîæåííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê äëÿ

ðàñ÷¼òà òå÷åíèé ñðåäû Áèíãàìà, òàê è äðóãèõ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé,
â òîì ÷èñëå ìîäåëåé ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòó-

òà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ, (¾Âû÷èñëèòåëüíûå è èíôîðìàöè-
îííûå òåõíîëîãèè â ìàòåìàòèêå¿ ðóê. ïðîô. Â.È. Ëåáåäåâ, ïðîô. Þ.Ì.
Íå÷åïóðåíêî, ÷ë.-êîðð. Å.Å. Òûðòûøíèêîâ, 2008, 2009), Èíñòèòóòà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÐÀÍ (2008), Èíñòèòóòà àâòîìàòèçàöèè ïðî-
åêòèðîâàíèÿ ÐÀÍ (ðóê. àêàä. Î.Ì. Áåëîöåðêîâñêèé, 2008), Èíñòèòóò ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ èì. Ì.Â. Êåëäûøà (ñåìèíàð èì. Ê.È. Áàáåíêî,
2009), Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî (ðóê. àêàä
Ä.Ì. Êëèìîâ è àêàä. Â.Ô. Æóðàâë¼â, 2009), íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ
ñåìèíàðàõ êàôåäð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà: òåîðèè óïðóãîñòè (ðóê. ïðîô. È.À. Êèéêî, 2008), ìåõàíèêè
êîìïîçèòîâ (ðóê. ïðîô. Á.Å. Ïîáåäðÿ, 2008), âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êè (ðóê. ïðîô. Ã.Ì. Êîáåëüêîâ, 2008), îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ðóê.
ïðîô. Â.Ì. Òèõîìèðîâ, 2009), òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè (ðóê. ÷ë.-êîðð. Å.È.
Ëîìàêèí è àêàä. È.Ã. Ãîðÿ÷åâà, 2009); íà ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé
ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (ðóê.
ïðîô. Â.Ô. Áóòóçîâ, 2009), ñåìèíàðàõ óíèâåðñèòåòîâ Humboldt University,
IWTM Kaiserslautern (2007), University of Cape Town, TU Cape Town, TU
Darmstadt, Hausdor� Institute of Mathematics (HIM, Bonn) (2008).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, 2005, 2009), ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ìîñêâà,
2006, 2009), III International conference ¾Computational methods in applied
mathematics CMAM-3¿ (Ìèíñê, 2007), II International conference ¾Matrix
methods and operator equations¿ (Ìîñêâà, 2007), Ñåäüìîé Âñåðîññèéñêèé
ñåìèíàð ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ¿ (Êàçàíü,
2007), Workshop ¾Viscoplasticity: from Theory to Application¿ (Òè÷èíî,
Øâåéöàðèÿ, 2007), International Conference on Numerical Analysis and Applied
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Mathematics ICNAAM (2008), ENUMATH (Óïïñàëà, Øâåöèÿ, 2009),
Workshop on Advanced Computer Simulations for Junior Scientists (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 2009), Workshop ¾Viscoplasticity: from Theory to Application¿
(Ëèìàññîë, Êèïð, 2009).

Ïóáëèêàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ñòàòåé â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíà-

ëàõ, èç íèõ [2-8] - â æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 120 íàèìåíîâàíèé, ñîäåðæèò 44 ðèñóíêà è 28 òàá-
ëèö. Îáúåì äèññåðòàöèè � 175 ñòðàíèö.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà
Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïðèíàäëåæèò: â ðàáîòå [1] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé �

Å. Â. ×èæîíêîâó, [2-7] � Ë. Â. Ìóðàâë¼âîé, [8] � àâòîðó. Âî âñåõ ðàáîòàõ,
âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì. Â
ðàáîòå [4] Ë. Â. Ìóðàâë¼âîé ïðèíàäëåæèò ñîâìåñòíîå äîêàçàòåëüñòâî, â
[5,7] � ñîâìåñòíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, â [6] Ì. À. Îëüøàíñêîìó ïðèíàäëå-
æèò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, â [8] È. Â. Îñåëåäöó ïðèíàäëåæèò îáîáùåíèå
ñòðóêòóðû ÿäðà ãðàäèåíòà íà d -ìåðíûé ñëó÷àé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáñóæäàþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå çàäà÷è è ñóùå-

ñòâóþùèå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, äàí êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ îáëàñòè èññëåäîâàíèé. Îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè, êðàòêî
ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé, â íåé ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è (ðàç-
äåë 1.1), à òàêæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ñâå-
äåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî è âûïóêëîãî àíàëèçà (ðàçäåë 1.2), ýëåìåíòû
òåîðèè âíåøíèõ àïïðîêñèìàöèé (ðàçäåë 1.3). Ââåäåíû îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû Áèíãàìà:

σij = −pδij + τij,

{
τij = 2µDij(v) + σs

Dij(v)

|D(v)|
, åñëè |D(v)| 6= 0,

|τ| ≤ σs, åñëè |D(v)| = 0,

ãäå σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, p - äàâëåíèå, τ - äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé, µ, σs � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè è ïðåäåë òåêó÷åñòè, ñîîòâåòñòâåííî; v
� âåêòîð ñêîðîñòè, D(v) = 1

2
[∇v+ (∇v)T ] � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé

è |D(v)|2 =
∑

i,j Dij(v)Dij(v) .
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Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè âÿçêîïëàñòè÷åñêîé
ñðåäû â öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Ω ñ ãðàíèöåé Γ ïîä
äåéñòâèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ f . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ñðåäû íà-
ïðàâëåíà âäîëü îñè 0x3 , òî åñòü v = (0, 0, v(x1, x2)) .

Â ðàçäåëå 2.1 ôîðìóëèðóåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

(P0) J(v) = min
u∈H1

0(Ω)
J (u), J (u) =

1

2
a (u, u) + j (u) −

∫

Ω

fudx,

ãäå a (u, w) = µ
∫

Ω
∇u · ∇wdx, j(u) = τs

∫
Ω

|∇u| dx, τs = σs/
√

2 . Ðåøåíèå
v çàäà÷è (P0) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

a(v, u − v) + (j(u) − j(v)) ≥
∫

Ω

f(u − v) dx, ∀u ∈ H1
0(Ω).

Â ðàçäåëå 2.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âíåøíèå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (P0) .
Ïóñòü âåêòîð h = [h1, h2] ∈ R2 , ðàññìîòðèì ñåòêó Rh = {M | M ∈ R2, M =
{ih1, jh2}, i, j ∈ Z} . Êàæäîìó óçëó M ñåòêè Rh ïîñòàâèì â ñîòâåòñòâèå
áðóñ ñ öåíòðîì Mij : ω0

h (M) =
(

(i−1/2)h1, (i+1/2)h1

)×(
(j−1/2)h2, (j+

1/2)h2

)
è êðåñò ñ öåíòðîì M (ei îçíà÷àåò i -é åäèíè÷íûé áàçèñíûé âåê-

òîð â R2 ): ω1
h (M) = ω0

h

(
M ±(h1e1)/2

) ∪ ω0
h

(
M ±(h2e2)/2

)
. Îïðåäåëèì

äàëåå
Ωh = { M | ω1

h (M) ⊂ Ω}, Vh = { vh | vh = (vij)M∈Ωh
, vij ∈ R}, è

îòîáðàæåíèå qh : Vh → L2(R2) ïî ôîðìóëå qhvh =
∑

M∈Ωh
vij θ

M
h , ãäå

θM
h - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ω0

h (M) . Ôóíêöèè θM
h íå

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó H1
0(Ω) , ñëåäîâàòåëüíî, a (u, w), j(u) íåëüçÿ

îïðåäåëèòü íà Vh . Ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå çàìåíÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè êîíå÷-
íûõ ðàçíîñòåé. Äëÿ ïåðâîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè ïîëîæèì äëÿ l = 1, 2

δl ϕ (x) =
[
ϕ

(
x + (hlel)/2

)
− ϕ

(
x − (hlel)/2

)]
/hl, (1)

äëÿ âòîðîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëèì

τ1 ϕ (x) =
(
δ1 ϕ

(
x1, x2 + h2/2

)
+ δ1 ϕ

(
x1, x2 − h2/2

))
/2,

τ2 ϕ (x) =
(
δ2 ϕ

(
x1 + h1/2, x2

)
+ δ2 ϕ

(
x1 − h1/2, x2

))
/2. (2)

Îïðåäåëèì ôîðìû ak
h : Vh × Vh → R è ôóíêöèè jkh : Vh → R , k = 1, 2 :

a1
h (uh, wh) = µ

∫

Ω

2∑

i=1

δiqhuhδiqhwhdx, j1h (uh) = τs

∫

Ω

( 2∑

i=1

(δiqhuh)
2
)1/2

dx,

a2
h (uh, wh) = µ

∫

Ω

2∑

i=1

τiqhuhτiqhwhdx, j2h (uh) = τs

∫

Ω

( 2∑

i=1

(τiqhuh)
2
)1/2

dx.
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Ôóíêöèîíàë J (u) àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèÿìè Jk
h (uh) : Vh → R

Jk
h (uh) =

1

2
ak

h (uh, uh) + jkh (uh) −

∫

Ω

fqhuh dx, k = 1, 2.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

(P0h)k : min
uh∈Vh

Jk
h (uh), k = 1, 2.

Ðåøåíèå çàäà÷ (P0h)k, k = 1, 2, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïåðâàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ ôóíêöèîíàëà J(u) ïðåäëîæåíà ðàíåå 2, âòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Äîêàçàíà ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîé çà-
äà÷è (P0h)k ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è (P0) . Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Jk
th (uh) = Jk

h (uh) + α/2

∫

Ω

|qhuh|
2 dx, k = 1, 2

(èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè òåõíè÷åñêèå).

(a) (b)
Ðèñ. 1. (a) ¤ � Rh , • � R1

h , ◦ � R2
h , (b) ¤ � Rh , × � R3

h

Â ðàçäåëå 2.3 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Jk
th ñâîäèòñÿ ê íàõîæ-

äåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè ëàãðàíæèàíà Lrh . Ââîäèòñÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ qh = ∇huh (∇1h îïðåäåëÿåòñÿ(1), ∇2h îïðåäåëÿåòñÿ (2)), êîìïîíåíòû
êîòîðîé çàäàþòñÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ Qkh, k = 1, 2 , ñîîòâåòñòâåííî:

Q1h = {qh

∣∣ qh = (q1
h, q2

h), q1
h = { q1

i+1/2,j} ∈ R1
h, q2

h = { q2
i,j+1/2} ∈ R2

h },

Q2h = {qh

∣∣ qh = (q1
h, q2

h), ql
h = { ql

i+1/2,j+1/2} ∈ R3
h, l = 1, 2 }.

è ëàãðàíæèàí Lrh : Vh ×Qh ×Qh → R

Lrh(uh,qh, µ h) = α/2‖uh‖2 + µ/2‖qh‖2 + τsjh(qh) − (fh, uh)+

2Ñì. Ð. Ãëîâèíñêè, Æ.Ë. Ëèîíñ, Ð. Òðåìîëüåð
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+(µ h,∇uh − qh) + r/2‖∇uh − qh‖2, r > 0.

Òåîðåìà Ïóñòü (vh, γ h, λ h) � ñåäëîâàÿ òî÷êà Lrh(uh,qh, µ h) . Òîãäà
îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé Lr ′h äëÿ ëþáîãî r ′ ≥ 0 è vh �
ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(u) .
Äëÿ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì òèïà Óçàâû (ALG2) 3:

Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå γ0
h, λ

1
h ∈ Qh ×Qh;

Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . ñ èçâåñòíûìè γn−1
h , λn

h íàéòè vn
h, γn

h, λn+1
h :

Lrh(v
n
h, γn−1

h , λn
h) ≤ Lrh(uh, γ

n−1
h , λn

h), ∀uh ∈ Vh, vn
h ∈ Vh, (3)

Lrh(v
n
h, γn

h, λn
h) ≤ Lrh(v

n
h,qh, λ

n
h), ∀qh ∈ Qh, γn

h ∈ Qh, (4)
λn+1

h = λn
h + ρ(∇hv

n
h − qn

h). (5)

Òåîðåìà Ïóñòü (vh, γ h, λ h) � ñåäëîâàÿ òî÷êà Lrh íà Vh × Qh × Qh .
Åñëè 0 < ρ < r(1 +

√
5)/2 , òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñõîäèìîñòü:

vn
h → vh â Vh, γ n

h → γ h â Qh . Áîëåå òîãî, åñëè λ ∗
h � ïðåäåë ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λ n
h} , òî (vh, γ h, λ ∗

h) � ñåäëîâàÿ òî÷êà Lrh íà
Vh ×Qh ×Qh .

Ðàçäåë 2.4 ïîñâÿù¼í îñîáåííîñòÿì ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà (3)-(5) íà
ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ. Äëÿ ïåðâîé ñõåìû îí ïðèîáðåòàåò âèä:

Ïåðâûé øàã: −r∆1hv
n
h = fh +∇1h · λ n

h −r∇1h · γ n−1
h , vn

h|Γ = 0, âòîðîé øàã:

γ1
i+1/2,j =





0, åñëè |τ| =
(√

(τ1
i+1/2,j

)2 + (τ2
i,j+1/2

)2 +
√

(τ1
i+1/2,j

)2 + (τ2
i+1,j+1/2

)2

+
√

(τ1
i+1/2,j

)2 + (τ2
i+1,j−1/2

)2 +
√

(τ1
i+1/2,j

)2 + (τ2
i,j−1/2

)2
)
/4 < τs,

τ1
i+1/2,j

4(µ+r)

(
1 − τs

|τ|

)
, èíà÷å, çäåñü τ = λn

h + 2r∇1hv
n
h;

γ2
i,j+1/2 =





0, åñëè |τ| =
(√

(τ1
i+1/2,j

)2 + (τ2
i,j+1/2

)2 +
√

(τ1
i+1/2,j+1

)2 + (τ2
i,j+1/2

)2

+
√

(τ1
i−1/2,j

)2 + (τ2
i,j+1/2

)2 +
√

(τ1
i−1/2,j+1

)2 + (τ2
i,j+1/2

)2
)
/4 < τs,

τ2
i,j+1/2

4(µ+r)

(
1 − τs

|λ|

)
,èíà÷å;

òðåòèé øàã: λ n+1
h = λ n

h + ρ(∇vn
h − γ n

h).

Çäåñü ∆1h � ñòàíäàðòíàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà, ñåòî÷íûé îïåðàòîð äèâåðãåíöèè èìååò âèä ∇h· : Q1

h → Vh :

(∇1h · λ h)i,j = ((λ1
i+1,j − λ1

i,j)/h1 + (λ2
i,j+1 − λ2

i,j)/h2).

3Ñì. M. Fortin, R. Glowinski
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Äëÿ âòîðîé ñõåìû ïåðâûé è òðåòèé øàãè ôîðìàëüíî íå ìåíÿþòñÿ, îäíàêî
îïåðàòîð Ëàïëàñà àïïðîêñèìèðóåòñÿ äåâÿòèòî÷å÷íûì øàáëîíîì
(∆2huh)i,j =

(
ui+1,j+1 − 2ui,j+1 + ui−1,j+1+ (6)

+ 2ui+1,j − 4ui,j + 2ui−1,j + ui+1,j−1 − 2ui,j−1 + ui−1,j−1

)
/(4h2

1) +

+
(
ui+1,j+1 + 2ui,j+1 + ui−1,j+1 −

− 2ui+1,j − 4ui,j − 2ui−1,j + ui+1,j−1 + 2ui,j−1 + ui−1,j−1

)
/(4h2

2),

ñåòî÷íûé îïåðàòîð äèâåðãåíöèè èìååò âèä ∇2h· : Q2
h → Vh :

(∇2h · λ h)i,j =
(λ11

i,j − λ11
i−1,j + λ11

i,j−1 − λ11
i−1,j−1)

2h1

+
(λ12

i,j − λ12
i,j−1 + λ12

i−1,j − λ12
i−1,j−1)

2h2

.

Âòîðîé øàã ïðèíèìàåò âèä (çäåñü τ = λ n
h + 2r∇2hv

n
h )

γ i+1/2,j+1/2 =
τ i+1/2,j+1/2

4(µ + r)





0, åñëè
√

(τ1
i+1/2,j+1/2

)2 + (τ2
i+1/2, j+1/2

)2 < τs,(
1 − τs√

(τ1
i+1/2,j+1/2)2+(τ2

i+1/2, j+1/2)2

)
, èíà÷å.

Â ðàçäåëå 2.5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Â ðàçäåëå 2.6 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè 4 è ðåçóëüòàòàìè
äðóãèõ àâòîðîâ, èñïîëüçîâàâøèõ êîíå÷íîýëåìåíòíóþ äèñêðåòèçàöèþ.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à. Òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ
ìåäëåííûì, ïîýòîìó êîíâåêòèâíûì ñëàãàåìûì, êàê ïðàâèëî, ïðåíåáðå-
ãàþò. Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà: íàéòè v(t) ∈
(H1

0(Ω))d, d = 2, 3, òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ (0, T) ñïðàâåäëèâî

ρ

∫

Ω

∂v
∂t
· (u − v(t))dx + 2µ

∫

Ω

D(v(t)) : D(u − v(t))dx +

+σs

∫

Ω

(|D(u)| − |D(v(t))|)dx ≥
∫

Ω

f(t) · (u − v(t))dx,

∀u ∈ U = {u ∈ (H1
0(Ω))d |∇ · u = 0},

∇ · v(t) = 0 â Ω, v(0) = v0 â Ω, v(t) = 0 íà Γ.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà. Ïóñòü
4t > 0 � ïîñòîÿííûé øàã ïî âðåìåíè. Ïîëîæèì v0 = v0 , α = ρ

4t
, f =

f(m4t)+αvm−1 . Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå äëÿ m ≥ 1 , íàõîäèì vm ∈ U ,
çíàÿ vm−1 (äàëåå èíäåêñ m îïóñêàåì), êàê òî÷êó ìèíèìóìà Jα(u) íà U
(çàäà÷à (P0 )):

v = argmin
u∈U

Jα(u), (7)

4Ï.Ï. Ìîñîëîâ, Â.Ï. Ìÿñíèêîâ
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Jα(u) =
α

2

∫

Ω

|u|2dx + µ

∫

Ω

|D(u)|2dx + σs

∫

Ω

|D(u)|dx −

∫

Ω

f · udx. (8)

Â ðàçäåëå 3.2 ðàññìîòðåíû äâå âíåøíèå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïëîñêîé
çàäà÷è âÿçêîïëàñòè÷íîñòè. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, âîçíèêàþùàÿ â
ïëîñêîé çàäà÷å, � óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè. Äëÿ ïåðâîé âíåøíåé àïïðîê-
ñèìàöèè ââîäèòñÿ ñåìåéñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ V1h � ñòóïåí÷à-
òûõ ôóíêöèé âèäà

u1h(x) =
∑

M∈Ω1
h

u1h(M)θM
h (x), u2h(x) =

∑

M∈Ω2
h

u2h(M)θM
h (x), uih(M) ∈ R,

êîòîðûå äèñêðåòíî ñîëåíîèäàëüíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

δ1qhu1h(M) + δ2qhu2h(M) = 0 ∀M ∈ Rh,

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìà a1
h : V1h ×V1h → R è ôóíêöèÿ j1h : V1h → R :

a1
h (uh, wh) = 2µ

∫

Ω

2∑

i,j=1

(1

2
(δiqhujh + δjqhuih)

)(1

2
(δiqhwjh + δjqhwih)

)
dx,

j1h (uh) = σs

∫

Ω

√√√√
2∑

i,j=1

(1

2
(δiqhujh + δjqhuih)

)2

dx ∀uh, vh ∈ V1h.

Äëÿ âòîðîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè ââîäèòñÿ ñåìåéñòâî êîíå÷íîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ V2h � ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé âèäà

uh(x) =
∑

M∈Ωh

uh(M)θM
h (x), uh(M) ∈ R.

ñ óñëîâèåì äèñêðåòíîé ñîëåíîèäàëüíîñòè

τ1qhu1h(N) + τ2qhu2h(N) = 0 ∀N ∈ R3
h,

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìà a2
h : V2h ×V2h → R è ôóíêöèÿ j2h : V2h → R :

a2
h (uh, wh) = 2µ

∫

R2

2∑

i,j=1

(1

2
(τiqhujh + τjqhuih)

)(1

2
(τiqhwjh + τjqhwih)

)
dx,

j2h (uh) = σs

∫

R2

√√√√
2∑

i,j=1

(1

2
(τiqhujh + τjqhuih)

)2

dx ∀uh, vh ∈ V2h.

Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ áèëèíåéíûå ôîðìû

ak
αh (uh, wh) = ak

h (uh, wh) + α(qhuh, qhwh)
2.
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Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

(P0h)k : min
uh∈Vh

Jk
αh (uh), k = 1, 2.

Jk
αh (uh) =

1

2
ak

αh (uh, uh) + jkh (uh) −

∫

Ω

fhuh dx, k = 1, 2.

Òåîðåìà Ïóñòü vk
h � ðåøåíèå çàäà÷è (P0h)k, k = 1, 2 , v � ðåøåíèå

çàäà÷è (P0) ; åñëè h → 0 , òî

{qhv1
h, δ1qhv1

h, δ2qhv1
h} → {v, ∂v/∂x1, ∂v/∂x2} ñèëüíî â (L2(Ω))6,

{qhv2
h, τ1qhv2

h, τ2qhv2
h} → {v, ∂v/∂x1, ∂v/∂x2} ñèëüíî â (L2(Ω))6.

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìîòðåí àëãîðèòì Óçàâû. Çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà (8) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷à ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ëàãðàíæèàíà L :
(H1

0(Ω))d × Λ → R

Λ = {λ | λ ∈ (L∞(Ω))d×d, λ = λ T , |λ | ≤ 1 ï.â. íà Ω},

L(u; η ) =
α

2

∫

Ω

|u|2dx + µ

∫

Ω

|D(u)|2dx + σs

∫

Ω

η : D(u)dx −

∫

Ω

f · udx.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì Óçàâû. Íà êàæ-
äîé èòåðàöèè ýòîãî àëãîðèòìà ïåðâûé øàã ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ïî ïå-
ðåìåííîé vn , âòîðîé øàã � ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà äëÿ ïîèñêà ìàêñè-
ìóìà ïî ïåðåìåííîé λ n :

Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé λ0 ∈ Λ;

Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . ñ èçâåñòíûì λn(∈ Λ) :

1. Íàéòè vn

{
αvn − 2µ∇ ·D(vn) − σs∇ · λn +∇pn = f ,
∇ · vn = 0 â Ω, vn = 0 íà Γ ;

(9)

2. Âû÷èñëèòü λn+1 = PΛ(λn + rσsD(vn)), ãäå (10)

PΛ(q)(x) =

{
q(x), åñëè |q(x)| ≤ 1,

q(x)/|q(x)|, åñëè |q(x)| > 1,
∀q ∈ (L∞(Ω))d×d.

Òåîðåìà Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0 < r < 4µ/σ2
s .

Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn} , ïîðîæäàåìîé àëãîðèòìîì (9)-
(10), âåðíî limn→+∞ vn = v â (H1

0(Ω))d , ãäå v � ðåøåíèå (7), (8)
Ìåòîä Óçàâû ðåàëèçîâàí íà äâóõ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

âíåøíèì àïïðîêñèìàöèÿì, ïðåäëîæåííûì â ðàçäåëå 3.2. Îïðåäåëèì ïðî-
ñòðàíñòâà êîìïîíåíò ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ è ñåòî÷íûõ
òåíçîðíûõ ôóíêöèé äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:
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U0
h = {uij = u(xij) | xij ∈ R1

h, u0,j = ui,N1−1 = ui,0 = uN2,j = 0},

V0
h = {vij = v(xij) | xij ∈ R2

h, v0,j = vi,N1
= vi,0 = vN2−1,j = 0},

V0
1h = U0

h × V0
h, P1h = {pij = p(xij) | xij ∈ Rh,

∑

i,j

pij = 0},

Q1h = {qh | qh = { q11
h , q12

h , q21
h , q22

h }; (q11
h )i,j = q11

h (xij),

(q22
h )i,j = q22

h (xij), xij ∈ Rh, (q12
h )i,j = q12

h (xij), (q21
h )i,j = q21

h (xij), xij ∈ R3
h }

×åðåç Uh , Vh áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ âåêòîðíûõ ôóíê-
öèé, çàäàííûõ òîëüêî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Îïðåäåëèì ðàçíîñòíûé àíà-
ëîã òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé D1h : V0

1h → Q1h , îïåðàòîðà ãðàäèåíòà
∇1h : Ph → Uh×Vh è äèâåðãåíöèè ∇1h· : V0

1h → Ph , ∇1h· : Q1h → Uh×Vh :

(D11
1h(vh))i,j = (ui,j − ui−1,j)/h1, (D22

1h(vh))i,j = (vi,j − vi,j−1)/h2,

(D12
1h(vh))i,j = (D21

1h(vh))i,j = (ui,j+1 − ui,j)/2h2 + (vi+1,j − vi,j)/2h1,

(∇1hph)i,j =
(
(pi+1,j − pi,j)/h1, (pi,j+1 − pi,j)/h2

)
,

(∇1h · vh)i,j = (ui,j − ui−1,j)/h1 + (vi,j − vi,j−1)/h2,

(∇1h · τh)i,j =
(τ11

i+1,j − τ11
i,j

h1

+
τ12

i,j − τ12
i,j−1

h2

,
τ21

i,j − τ21
i−1,j

h1

+
τ22

i,j+1 − τ22
i,j

h2

)
,

îïåðàòîðó Ëàïëàñà ∆1h : V0
1h → Uh ×V1h ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíûé ïÿ-

òèòî÷å÷íûé øàáëîí ¾êðåñò¿ íà ñåòêàõ R1
h è R2

h . Íîðìà òåíçîðíîé ñåòî÷íîé
ôóíêöèè ââîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíà-
ëà.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíò ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ñêîðîñòè è
äàâëåíèÿ è ñåòî÷íûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé äëÿ âòîðîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:

V0
2h = {vi,j = (u(xij), v(xij)) | xij ∈ Rh, v0,j = vi,N2

= vN1,j = vi,0 = 0},
P2h = { pij = p(xij) | xij ∈ R3

h,
∑

i,j

pij = 0},

Q2h = {qh | qh = {q11
h , q12

h , q21
h , q22

h }; (qh)i,j = qh(xij), xij ∈ R3
h}.

×åðåç V2h áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé,
çàäàííûõ òîëüêî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Îïðåäåëèì ðàçíîñòíûé àíàëîã
òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè D2h : V0

2h → Q2h , îïåðàòîðà ãðàäèåíòà

13



∇2h : P2h → V2h è äèâåðãåíöèè ∇2h· : V0
2h → P2h , ∇2h· : Q2h → V2h

(∇2h · vh)i,j =
ui+1,j+1 − ui,j+1 + ui+1,j − ui,j

2h1

+
vi+1,j+1 − vi+1,j + vi,j+1 − vi,j

2h2

,

(∇2hph)i,j = (
pi,j − pi−1,j + pi,j−1 − pi−1,j−1

2h1

,
pi,j − pi,j−1 + pi−1,j − pi−1,j−1

2h2

),

(D11
2h(vh))i,j = (ui+1,j+1 − ui,j+1 + ui+1,j − ui,j)/2h1,

(D22
2h(vh))i,j = (vi+1,j+1 − vi+1,j + vi,j+1 − vi,j)/2h2,

(D12
2h(vh))i,j =

ui+1,j+1 − ui+1,j + ui,j+1 − ui,j

4h2

+
vi+1,j+1 − vi,j+1 + vi+1,j − vi,j

4h1

,

(∇2h · λh)i,j =
(λ11

i,j − λ11
i−1,j + λ11

i,j−1 − λ11
i−1,j−1

2h1

+
λ12

i,j − λ12
i,j−1 + λ12

i−1,j − λ12
i−1,j−1

2h2

,

λ21
i,j − λ21

i−1,j + λ21
i,j−1 − λ21

i−1,j−1

2h1

+
λ22

i,j − λ22
i,j−1 + λ22

i−1,j − λ22
i−1,j−1

2h2

)
,

îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆2h : V0
2h → V2h îïðåäåëÿåòñÿ øàáëîíîì (6).

Â ðàçäåëå 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ALG2, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå,
â ïðèìåíåíèè ê ïëîñêîé çàäà÷å âÿçêîïëàñòè÷íîñòè. Ââåä¼ì ëàãðàíæèàí:

Lrh(uh, eh, µh) =
α

2
‖uh‖2 + µ‖eh‖2 + σsjh(eh) − (fh, uh) +

+(µh, D(uh) − eh) + r‖D(uh) − eh‖2, r > 0.

Òåîðåìà Ïóñòü (vh, ε h, τ h) � ñåäëîâàÿ òî÷êà Lrh(uh, eh, µ h) . Òîãäà
îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé Lr ′h äëÿ ëþáîãî r ′ ≥ 0 è vh

� ðåøåíèå çàäà÷è (7). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè Lrh(uh,qh, µ h)
çàïèøåì ALG2:

Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ε0
h, τ0

h ∈ Qh ×Qh;

Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . ñ èçâåñòíûì εn
h, τn

h :

1. Íàéòè vn+1
h , pn+1

h

{
αvn+1

h − r4hvn+1
h +∇hp

n+1
h = ∇h · (τn

h − 2rεn
h) + fh,

∇h · vn+1
h = 0, vn+1

h |Γ = 0.

2. Âû÷èñëèòü εn+1
h =

{
0, åñëè |τn

h + 2rD(vn+1
h )| < σs,

(1 − σs

|τn
h+2rD(vn+1

h )|
)
τn

h+2rD(vn+1
h )

2(r+µ)
, èíà÷å;

3. Âû÷èñëèòü τn+1
h = τn

h + 2ρ(D(vn+1
h ) − εn+1

h ).

Åñëè |τn+1
h − τn

h | > ε, òî ïåðåõîäèì ê 1.

Òåîðåìà Ïóñòü (vh, ε h, τ h) � ñåäëîâàÿ òî÷êà Lrh íà Vh ×Qh ×Qh .
Åñëè 0 < ρ < r(1 +

√
5)/2 , òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñõîäèìîñòü:

vn
h → vh â Vh, ε n

h → ε h â Qh .
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Â ðàçäåëå 3.5 ñîäåðæàòñÿ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Àëãîðèòìû âåðè-
ôèöèðîâàëèñü íà çàäà÷àõ î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè è âÿçêîïëàñòè÷å-
ñêîé ñðåäû, èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ðåøåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à
î òå÷åíèè âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû â êàâåðíå ñ äâèæóùåéñÿ êðûøêîé,
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ, èñïîëüçîâàâøèõ ðå-
ãóëÿðèçîâàííûå ìîäåëè è êîíå÷íîýëåìåíòíóþ äèñêðåòèçàöèþ.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òðåõìåðíîé çàäà÷è âÿçêîïëàñòè÷íî-
ñòè. Ïîñêîëüêó ïðè îáîáùåíèè ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì íà ïðî-
ñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé âòîðàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîá-
íîé, òî èìåííî îíà áûëà âûáðàíà äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Â ðàçäåëå 4.1
ïðèâîäèòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðàññìîòðåíû äâå âíåøíèå
àïïðîêñèìàöèè, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøå-
íèÿ ê òî÷íîìó.

Ïåðâûé øàã êàê ìåòîäà Óçàâû, òàê è ALG2 ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è
Ñòîêñà. Äëÿ ñõåìû ñ íåðàçíåñ¼ííûìè ñåòêàìè ìàòðèöà ñèñòåìû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äèñêðåòíîé îáîáù¼ííîé çàäà÷å Ñòîêñà, èìååò íåòðèâèàëüíîå
ÿäðî, ïðè÷åì ðàçìåð ýòîãî ÿäðà íå ìåíüøå, ÷åì 3n − 2 , ãäå n�÷èñëî óç-
ëîâ ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ. Â ðàçäåëå 4.2 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòî-
ãî ôàêòà, à òàêæå ïîëó÷åí ÿâíûé âèä áàçèñíûõ âåêòîðîâ ÿäðà. Èç íàëè÷èÿ
ÿäðà ñëåäóåò, ÷òî äàííàÿ ñõåìà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ LBB è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî áåç äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé. Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíî äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîé ïðî-
áëåìû. Â ðàçäåëå 4.3 èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé, ïðåäëî-
æåí íîâûé òèï ñòàáèëèçàöèè. Îáîñíîâàíèå äàííîãî ìåòîäà îñíîâûâàåòñÿ
íà ïîíÿòèè ¾ñëàáîãî¿ LBB-íåðàâåíñòâà 5. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû îíî
èìååò âèä

sup
uh∈Vh

∫
Ωh

phdiv huhdΩh

‖uh‖2h

≥ C1‖ph‖0 − C2h
1
2‖[ph]‖Γh

. (11)

Íà îñíîâàíèè (11) ñ ïîìîùüþ ïðîåêòîðà Π ñòðîèòñÿ ñòàáèëèçèðóþùàÿ
äîáàâêà ê óðàâíåíèþ äëÿ äàâëåíèÿ.
Òåîðåìà Äëÿ ëþáûõ uh ∈ Vh è ph ∈ Ph ñóùåñòâóþò vh ∈ Vh è qh ∈ Ph

òàêèå, ÷òî (C = const íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñåòêè h )
[
vh

ph

]T [
Ah Bh

B∗h −(I − Π)∗(I − Π)

] [
uh

ph

]
≥ C(‖u‖2h + ‖ph‖0)(‖v‖2h + ‖qh‖0).

Â ðàçäåëå 4.4 èññëåäîâàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòó-
ðû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ÿäðà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé

5Ñì. M.D. Gunzburger, P.Bochev (2006)
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ÿäðî èìååò òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó, íà îñíîâå êîòîðîé ïðåäëîæåí áûñòðûé
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îðòî-
ãîíàëüíîå ÿäðó. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå îðòî-
ãîíàëüíîì ÿäðó ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å Ñòîêñà, èìååò (n − 2)3

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ 1 , è îãðàíè÷åííîå ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè. Â ðàçäåëå 4.5 cîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà
è äëÿ çàäà÷è î òå÷åíèè ñðåäû Áèíãàìà, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåêòèâ-
íîñòè.

Â ïÿòîé ãëàâå íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðåøåíû íåñòà-
öèîíàðíûå çàäà÷è. Âàæíîé êà÷åñòâåííîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ î íåñòàöè-
îíàðíîì äâèæåíèè âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü ïðîìå-
æóòêà âðåìåíè çàòóõàíèÿ äâèæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë èëè èõ
óìåíüøåíèè äî âåëè÷èíû íèæå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì îò ñîîòâåòñòâóþùåãî òå÷åíèÿ âÿçêîé
æèäêîñòè, êîòîðîå çàòóõàåò ýêñïîíåíöèàëüíî çà áåñêîíå÷íî áîëüøîå âðå-
ìÿ. ×èñëåííî èññëåäîâàíû çàäà÷è îá óñòàíîâëåíèè è îá îñòàíîâêå òå÷åíèÿ
â êàíàëàõ è êàâåðíå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðàâèëüíî âîñïðîèçâîäÿò
ïîâåäåíèå âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû è ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè-
÷åñêèìè îöåíêàìè.

Ïðè ðåøåíèè îáíàðóæåíû íåèçâåñòíûå ðàíåå êà÷åñòâåííûå îñîáåííî-
ñòè íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ � ïîÿâëåíèå çàñòîéíûõ çîí, ïîëíîñòüþ èëè
÷àñòè÷íî îõâàòûâàþùèõ êîíòóð ãðàíèöû; ïðè ýòîì çàñòîéíûå çîíû âû-
õîäÿò çà êðèòè÷åñêèå êðèâûå, îãðàíè÷èâàþùèå çàñòîéíûå çîíû â ñòàöèî-
íàðíîì ñëó÷àå.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

16



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
� íà îñíîâå ïîñòàíîâêè â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà è òåîðèè

ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ âÿçêîïëàñòè÷íîñòè (ñðåäû Áèíãàìà). Ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:

• Ïðåäëîæåíû äâå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ñìåøàííîé ïîñòàíîâêè â ïå-
ðåìåííûõ ¾ñêîðîñòü-òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé-òåíçîð íàïðÿæå-
íèé¿, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíûõ â âû÷èñëèòåëüíîé
ãèäðîäèíàìèêå ñõåì íà ðàçíåñ¼ííûõ (MAC-ñõåìà) è ïîëóðàçíåñ¼í-
íûõ ñåòêàõ, äëÿ çàäà÷è î òå÷åíèè â êàíàëå, ïëîñêîé è òð¼õìåðíîé
çàäà÷ âÿçêîïëàñòè÷íîñòè. Íà îñíîâå òåîðèè âíåøíèõ àïïðîêñèìàöèé
îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ
íåïðåðûâíîé.

• Ðàçðàáîòàíû, îáîñíîâàíû è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû íîâûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷è òå÷åíèÿ ñðåäû Áèíãàìà (íà îñíîâå àëãîðèòìà Óçàâû è
ALG2)

• Äëÿ ñõåìû íà ïîëóðàçíåñåííûõ ñåòêàõ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðîâåäå-
íî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ÿäðà äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà ãðàäè-
åíòà. Ïðåäëîæåíû, îáîñíîâàíû è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû äâà ïîäõîäà
ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è Ñòîêñà: ïîèñê íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì ÿäðó, è ñòàáèëèçàöèÿ ðàçíîñò-
íîé ñõåìû ïóò¼ì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèå
íåñæèìàåìîñòè.

• Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìî-
äåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû äëÿ
çàäà÷ òå÷åíèÿ â êàâåðíå è êàíàëàõ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ê.ô.-ì.í. Í.Ë. Çàìàðàøêèíó çà íàó÷-
íîå ðóêîâîäñòâî è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðèò ïðîô.
Â.È. Àãîøêîâà, ïðîô. À.Â. Ëàïèíà, ïðîô. Å.Å. Òûðòûøíèêîâà çà öåííûå
ñîâåòû è ïîääåðæêó. Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîô. À.Å. Àëîÿíà, ïðîô. Î.Á.
Àðóøàíÿíà, ä.ô.-ì.í. À.Á. Áîãàòûð¼âà, ïðîô. Â.À. Âàñåíèíà, ê.ô.-ì.í.
È.Â. Îñåëåäöà, ïðîô. Á.Å. Ïîáåäðþ, ê.ô.-ì.í. È.À. Ñóëòàíîâà, ä.ô.-ì.í.
Í.Ã. ßêîâëåâà çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è ïîääåðæêó. Àâòîð âûðàæà-
åò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ê.ô.-ì.í. Ë.Â. Ìóðàâë¼âîé çà ïîñòàíîâêó
ðÿäà ïðîáëåì, èññëåäîâàííûõ â äèññåðòàöèè, è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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