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Введение

Актуальность темы. В рамках традиционного (модового) анализа
устойчивости гидродинамических течений исследуется появление, развитие и
последствия развития наиболее нарастающих (ведущих) собственных мод [1–3].
Вычисленные характеристики ведущих собственных мод, такие как их инкре
менты нарастания, а также фазовая и групповая скорость, позволяют описать
начальную стадию естественного сценария ламинарно-турбулентного перехода
и решать такие прикладные задачи, как определение положения ламинарно-тур
булентного перехода на поверхности обтекаемого тела и оптимизация формы
обтекаемой поверхности (см., например, [4–6]). Помимо наиболее нарастающих
собственных мод представляют интерес возмущения, испытывающие наиболь
ший рост на конечных временных (или пространственных) интервалах, которые
называют оптимальными возмущениями [2;3]. Поиск оптимальных возмущений
для заданного стационарного решения динамической системы, а также исследо
вание развития и последствий развития таких возмущений, называют анализом
немодовой устойчивости [2;3;7]. Известно [2;8;9], что для ряда ламинарных те
чений оптимальные возмущения значительно отличаются по пространственной
конфигурации от отдельных собственных мод и представляют собой пакет из
большого числа неортогональных собственных мод. Оптимальные возмущения
широко применяются для описания начального этапа обходного сценария лами
нарно-турбулентного перехода [2;10;11].

Методы анализа немодовой устойчивости применялись [12–14] также и
для исследования крупномасштабных организованных структур, проявляющих
ся на фоне мелкомасштабной турбулентности в сдвиговых турбулентных тече
ниях при нейтральной стратификации. Анализ проводился на основе линейных
моделей эволюции крупномасштабных составляющих течения, проявляющих
ся в виде организованных структур, в которых все взаимодействие с мелко
масштабной турбулентностью параметризовано с помощью оператора вихревой
вязкости. Вычисленные в работах [12–14] оптимальные возмущения оказались
близки по размерам и пространственной конфигурации к наблюдаемым орга
низованным структурам.
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При анализе результатов прямого численного и вихреразрешающего мо
делирования крупномасштабные организованные структуры были обнаружены
в сдвиговых турбулентных течениях и при устойчивой стратификации [15–17].
Такие течения близки по свойствам к течению в пограничном слое атмосферы.
Обнаруженные структуры проявляются в мгновенных полях температуры в ви
де тонких нерегулярных наклонных слоев с сильной стратификацией («фрон
тов» [16]), располагающихся между хорошо перемешанными слоями жидкости.
Физические механизмы, ответственные за появление и развитие таких струк
тур не были объяснены. Исследование этих механизмов является актуальной
задачей, так как наличие организованных структур в турбулентном течении
приводит к расхождению между результатами прямого численного моделиро
вания и результатами одномерных моделей турбулентности, используемых в
климатических моделях.

Актуальной задачей является разработка нового подхода к исследованию
организованных структур в турбулентных течениях, который позволит объяс
нить физические механизмы и условия формирования этих структур и оценить
их пространственные размеры и конфигурацию, а кроме того является менее
затратным чем прямое численное моделирование.

Вычисление оптимальных возмущений сводится к вычислению максимума
нормы матричной экспоненты, при этом само значение максимума определяет
величину подскока энергии оптимального возмущения [7]. Для ускорения па
раметрических расчетов представляют интерес верхние оценки этой величины.
Еще одной задачей, возникающей при анализе немодовой устойчивости, явля
ется разработка алгоритмов для анализа чувствительности заданного стацио
нарного решения динамической системы к стохастическому форсингу и поиска
оптимального стохастического форсинга. Указанные задачи матричного анали
за представляют и самостоятельный интерес.

Целью диссертации является разработка технологии численного анализа
немодовой устойчивости осредненных турбулентных течений и применение этой
технологии для объяснения физических механизмов, ответственных за появле
ние и развитие организованных структур в турбулентных течениях, близких по
свойствам к течению в пограничном слое атмосферы.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:
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1. Разработать технологию численного анализа немодовой устойчивости
осредненных турбулентных течений.

2. Рассмотреть возникающие в рамках этой технологии матричные зада
чи: получение верхних оценок максимума нормы матричной экспонен
ты и вычисление оптимального стохастического форсинга.

3. Применить разработанную технологию к исследованию организован
ных структур, наблюдаемых в турбулентных течениях, близких по свой
ствам к течению в атмосферном пограничном слое.

4. Исследовать физические механизмы, отвечающие за появление и разви
тие организованных структур в турбулентных течениях, а также свой
ства оптимальных возмущений.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Получены новые верхние оценки максимума нормы матричной экспо

ненты. Показаны преимущества полученных оценок по сравнении с из
вестными ранее.

2. Впервые поставлена задача о поиске оптимального стохастического
форсинга для линейных динамических систем. Предложены и обосно
ваны алгоритмы вычисления оптимального стохастического форсинга
в 𝑝-нормах Шэттена при 𝑝 = 1, 2 и ∞.

3. Разработана универсальная технология анализа немодовой устойчиво
сти осредненных турбулентных течений, включающая в себя построе
ние линейной модели развития организованных структур и эффектив
ные численные алгоритмы.

4. Выполнен анализ немодовой устойчивости стратифицированного тур
булентного течения Куэтта в широком диапазоне параметров. Пока
зано, что для этого течения существует несколько типов оптималь
ных возмущений. Продемонстрировано хорошее согласование простран
ственной конфигурации и размеров найденных оптимальных возмуще
ний с наблюдаемыми в результатах прямого численного моделирования
организованными структурами.

5. Показано, что тип оптимальных возмущений определяется безразмер
ным параметром, равным отношению вертикального размера канала к
масштабу длины Обухова. Оценен вклад отдельных физических меха
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низмов в развитие оптимальных возмущений. Показано, что диссипа
ция энергии мала на всем этапе развития оптимальных возмущений.

Практическая значимость заключается в объяснении физических ме
ханизмов, отвечающих за появление и развитие организованных структур, на
блюдаемых в сдвиговых турбулентных течениях при устойчивой стратифика
ции. Научная значимость заключается в том, что разработана универсаль
ная технология численного анализа немодовой устойчивости осредненных тур
булентных течений, а также в новых верхних оценках максимума нормы мат
ричной экспоненты и алгоритмах вычисления оптимального стохастического
форсинга для линейных динамических систем.

Научная новизна:
1. Получен ряд новых верхних оценок максимума нормы матричной экспо

ненты и продемонстрированы преимущества этих оценок по сравнению
с известными ранее.

2. Впервые поставлена задача о поиске оптимального стохастическо
го форсинга и разработаны и обоснованы алгоритмы ее решения в
𝑝-нормах Шэттена при 𝑝 = 1, 2 и ∞.

3. Разработана универсальная технология анализа немодовой устойчиво
сти осредненных турбулентных течений, в которой для вычислении оп
тимальных возмущений используются эффективные численные алго
ритмы, а для построения линейной модели используются результаты
прямого численного моделирования.

4. Для стратифицированных турбулентных течений впервые вычислены
оптимальные возмущения. Впервые показано, что найденные оптималь
ные возмущения хорошо согласуются по пространственным масштабам
и конфигурации с наблюдаемыми в таких течениях организованными
структурами.

5. Впервые исследованы физические механизмы, отвечающие за появле
ние и развитие наклонных организованных структур, наблюдаемых в
устойчиво-стратифицированных сдвиговых турбулентных течениях.

6. Впервые исследовано развитие оптимальных возмущений в нелинейной
модели, описывающей появление и развитие организованных структур
в турбулентных течениях. Показано, что характеристики оптимальных
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возмущений, найденные в рамках линейной модели, согласуются с раз
витием этих возмущений в нелинейной модели.

Достоверность результатов первой главы обоснована строгим дока
зательством математических утверждений и проиллюстирована численными
экспериментами. Достоверность результатов второй и третьей глав обосно
вана обширными численными экспериментами и сравнением их результатов с
результатами прямого численного моделирования стратифицированных турбу
лентных течений.

Апробация работы. Соискатель лично докладывал основные резуль
таты работы на научных семинарах (4 доклада): «Математическое модели
рование геофизических процессов: прямые и обратные задачи» (НИВЦ МГУ,
2019), «Новые подходы к измерению и моделированию геофизической турбу
лентности» (ИВМ РАН - НИВЦ МГУ, 2019), «Матричные методы в матема
тике и приложениях» (ИВМ РАН, 2020), «Вычислительная математика и при
ложения» (ИВМ РАН, 2024); на международных конференциях (3 доклада):
«Аналитические и численные методы решения задач гидродинамики, матема
тической физики и биологии» [18] (2019), «Марчуковские научные чтения» [19]
(2021), «EGU General Assembly 2021» [20] (2021); на всероссийских конферен
циях (6 докладов): «Проблемы механики: теория, эксперимент и новые тех
нологии» [21–24] (2019-2022), 62-я и 64-я научная конференции МФТИ [25; 26]
(2019-2021). Результаты работы также обсуждались в 6 докладах, где соиска
тель участвовал как соавтор: Всероссийский съезд по фундаментальным про
блемам теоретической и прикладной механики [27;28] (2019,2023); «EMS Annual
Meeting 2019» [29] (2019); «EGU General Assembly 2020» [30] (2020); «Состав ат
мосферы. Атмосферное электричество. Климатические процессы» [31] (2020);
«Проблемы механики: теория, эксперимент и новые технологии» [32] (2023).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 23 работы [18–40], из
них 8 работ [33–40] — в рецензируемых научных изданиях, в которых должны
быть опубликованы основные научные результаты диссертации на соискание
учёной степени кандидата наук. Из этих 8 работ 7 работ [33; 35–40] опубли
кованы в научных журналах, индексируемых в международных базах данных
Web of Science или Scopus.

Личный вклад. Соискатель участвовал в разработке всех элементов тех
нологии численного анализа немодовой устойчивости турбулентных течений,
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а также в постановке математических задач и доказательстве теорем. В ра
ботах [33–36; 40] соискатель участвовал в разработке и реализации технологии
численного анализа немодовой устойчивости турбулентных течений и выполнил
все численные эксперименты с этой технологией для анализа организованных
структур в стратифицированном турбулентном течении Куэтта. В работе [37]
соискатель разработал и реализовал технологию анализа временных рядов в мо
дели появления и развития организованных структур в стратифицированном
течении Куэтта. В работе [38] соискатель получил 2 новые верхние оценки мак
симума нормы матричной экспоненты и участвовал в получении других новых
оценок. В работе [39] соискатель поставил задачу о поиске оптимального стоха
стического форсинга для линейных динамических систем, а также участвовал
в разработке и обосновании алгоритмов его вычисления.

Объем и структура диссертационной работы. Диссертация состоит
из введения, 3 глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 122
страницы, включая 27 рисунков и 10 таблиц. Список литературы содержит 115
наименований.

Содержание работы. Первая глава посвящена постановке задач, воз
никающих при исследовании немодовой устойчивости стационарных решений
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, численным методам ре
шения таких задач и их обоснованию. Вводится понятие оптимального воз
мущения стационарного решения системы обыкновенных дифференциальных
уравнений и понятие максимальной амплификации нормы решения. Предлага
ются (и сравниваются с известными ранее) новые верхние оценки максимума
нормы матричной экспоненты. Ставится задача о вычислении оптимального
стохастического форсинга для линейных динамических систем и предлагаются
и обосновываются численные алгоритмы ее решения. Во второй главе пред
ставлен обзор литературы, посвященной исследованию крупномасштабных ор
ганизованных структур в турбулентных течениях. Из результатов прямого чис
ленного моделирования выделяются организованные структуры, наблюдаемые
стратифицированном турбулентном течении Куэтта. Описывается технология
численного анализа немодовой устойчивости осредненных турбулентных тече
ний, включающая в себя построение линейной модели развития организован
ных структур и эффективные численные алгоритмы. Третья глава посвяще
на применению разработанной технологии для исследования организованных
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структур, наблюдаемых в стратифицированном турбулентном течении Куэтта.
В широком диапазоне параметров исследуются свойства оптимальных возму
щений, а также их пространственная конфигурация и размеры. Исследуют
ся физические механизмы развития оптимальных возмущений. Выполняется
сравнение результатов анализа немодовой устойчивости с результатами прямо
го численного моделирования. Строится (нелинейная) модель возникновения и
развития организованных структур в стратифицированном турбулентном тече
нии Куэтта и на ее основе исследуются механизмы появления таких структур.
В заключении перечислены основные результаты данной работы.

Благодарности. Автор благодарен своему научному руководителю
Ю.М. Нечепуренко и А.В. Глазунову за постановку задачи, внимание к работе
и полезные обсуждения, а также соавторам работ — Е.В. Мортикову и П.А. Пе
режогину.
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1. Анализ немодовой устойчивости стационарных решений систем
обыкновенных дифференциальных уравнений

1.1 Оптимальные возмущения стационарных решений систем
обыкновенных дифференциальных уравнений

Численное исследование устойчивости стационарных решений нелиней
ных динамических систем сводят к исследованию устойчивости нулевых реше
ний систем обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑑u

𝑑𝑡
= Au, (1.1)

где 𝑡 > 0 — время, u — вектор-функция (отклонения от исследуемого стацио
нарного решения), а A — некоторая квадратная комплексная матрица не зави
сящая от времени. Для системы (1.1) можно поставить задачу Коши, дополнив
ее начальным условием u0 при 𝑡 = 0. Решение этой задачи Коши представимо
в виде u(𝑡) = exp (𝑡A) u0. Адекватной мерой величины решения в заданный
момент времени 𝑡 будем считать его вторую норму ‖u(𝑡)‖2.

Если все собственные значения матрицы A лежат строго в левой полу
плоскости, то нулевое решение системы (1.1) ассимптотически устойчиво по
Ляпунову, то есть ‖u(𝑡)‖2 → 0 при 𝑡 → ∞ при любом u0. Однако на конечных
временных интервалах (при некоторых u0) норма решения задачи Коши может
испытывать значительный рост. Величины

Γ(𝑡) := max
‖u0‖2=1

‖u(𝑡)‖2 = ‖ exp (𝑡A) ‖2, Γmax = max
𝑡≥0

Γ(𝑡), (1.2)

называют соответственно максимальной амплификацией нормы решения в мо
мент времени 𝑡 и глобальной максимальной амплификацией. Минимальный мо
мент времени, при котором достигается Γmax, будем называть оптимальным
моментом времени и обозначать через 𝑡opt. Начальное возмущение u0, на кото
ром достигается Γmax в оптимальный момент времени, называют оптимальным
возмущением. Нетрудно заметить, что оптимальное возмущение — это нормиро
ванный правый сингулярный вектор, отвечающий максимальному сингулярно
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му числу матрицы exp (𝑡optA). Оптимальные возмущения используются в гидро
динамике и аэродинамике для описания начального этапа обходного сценария
ламинарно-турбулентного перехода [2;10;11] и изучения крупномасштабных ор
ганизованных структур в турбулентных течениях [12;14].

Пусть все собственные значения матрицы A имеют кратность 1, а отвеча
ющие им собственные векторы образуют ортонормированный базис. Нетрудно
заметить, что в этом случае имеет место равенство Γ(𝑡) = exp(𝑟max𝑡), где

𝑟max = max{Real𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜆(A)} (1.3)

максимальная вещественная часть собственных значений матрицы A. В этом
случае Γmax = 1 при 𝑟max ≤ 0 и Γmax = ∞ при 𝑟max > 0.

Соответственно, представляющий наибольший интерес случай 1 < Γmax <

∞ возможен только при наличии неортогональности между собственными век
торами матрицы A, а оптимальное возмущение, на котором достигается Γmax,
представляет собой линейную комбинацию из некоторого числа неортогональ
ных собственных векторов матрицы A. Продемонстрировать случай 1 < Γmax <

∞ можно на примере следующей матрицы размера 2× 2:[︃
−1 −100

0 −2

]︃
(1.4)

с собственными значениями 𝜆1 = −1 и 𝜆2 = −2 и отвечающими им собствен
ными векторами v1 = (0,1)𝑇 и v2 = (1, − 50)𝑇 соответственно. Так как все
собственные значения матрицы (1.4) имеют отрицательные вещественные ча
сти, то Γmax <∞. Рассмотрим задачу Коши для системы (1.1) с матрицей (1.4)
и начальным условием u0 = 50v1 + v2, ‖u0‖2 = 1. Решение этой задачи Коши
имеет вид

u(𝑡) =

[︃
exp(−2𝑡)

50(exp(−𝑡)− exp(−2𝑡))

]︃
.

При 𝑡 = 𝜏 = ln(2) имеем u(𝜏) = (1/4,25/2)𝑇 и ‖u(𝜏)‖2 > ‖u(0)‖2, и следова
тельно Γmax > 1. Геометрическую интерпретацию амплификации на конечном
временном интервале нормы решения задачи Коши для (1.1) можно найти, на
пример, в [7].
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Пусть Λ означает некоторое изолированное подмножество спектра матри
цы A, 𝒰 — инвариантное подпространство матрицы A отвечающее подмноже
ству Λ, а P𝒰 — соответствующий спектральный проектор (то есть, проектор
на 𝒰 , коммутирующий с матрицей A) [41]. Рассмотрим задачу о вычислении
максимальной амплификации на подпространстве 𝒰 :

Γmax,𝒰 = max
𝑡≥0

max
w∈𝒰 , ‖w‖2=1

‖ exp (𝑡A)w‖2 (1.5)

и обозначим через
𝑐𝒰(𝑡) = ‖P𝒰 exp (𝑡A) u0,opt‖2 (1.6)

норму проекции оптимального возмущения u0,opt, то есть начального возмуще
ния на котором достигается Γmax (1.2), на подпространство 𝒰 .

Представляет интерес размер подпространства 𝒰 , при котором Γmax,𝒰 с хо
рошей точностью совпадает с Γmax, а также расположение на комплексной плос
кости подмножества Λ, отвечающего этому подпространству. Величины Γmax,𝒰

и 𝑐𝒰 можно вычислить на основе разложения Шура [42]

A =
[︁
Q1,Q2

]︁ [︃S1 S12

0 S2

]︃[︃
Q*

1

Q*
2

]︃
, (1.7)

где S1 и S2 — верхние треугольные матрицы, причем 𝜆(S1) = Λ, а [Q1,Q2] — уни
тарная матрица, разбитая на два блока в соответствии с разбиением на блоки
формы Шура. Спектральный проектор на 𝒰 представим [41] в виде P𝒰 = XY,
где X = Q1, Y = Q*

1 −MQ*
2, а M — решение уравнения Сильвестра

MS2 − S1M = S12. (1.8)

Отметим, что уравнение (1.8) однозначно разрешимо, так как спектры матриц
S1 и S2 не пересекаются по построению. Матрицы X и Y по построению удовле
творяют [41] следующим равенствам

YX = I, AX = XS1, YA = S1Y,
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поэтому P𝒰 коммутирует с матрицей A. Также отметим, что

‖P𝒰‖2 =
√︁
1 + ‖M‖22.

Соответственно, справедливо что

Γmax,𝒰 = max
𝑡≥0

‖ exp (𝑡S1) ‖2, 𝑐𝒰(𝑡) = ‖ exp (𝑡S1)Yu0,opt‖2.

Вычисление матриц X, Y и S1 можно реализовать с помощью стандартных
процедур вычислительного матричного анализа [42], а именно, процедуры вы
числения разложения Шура произвольной квадратной комплексной матрицы,
процедуры вычисления на основе заданного разложения Шура нового разложе
ния Шура с заданным порядком собственных значений на главной диагонали
формы Шура и процедуры решения уравнения Сильвестра.

1.2 Вычисление максимальной амплификации и оптимальных
возмущений

Пусть 𝑊 (A) = {(A𝑥,𝑥) : 𝑥 ∈ C𝑛, ‖𝑥‖2 = 1} — хаусдорфово множество
матрицы A, а

ℎmin = min{Real𝜆 : 𝜆 ∈ 𝑊 (A)}, ℎmax = max{Real𝜆 : 𝜆 ∈ 𝑊 (A)}, (1.9)

его левая и правая границы. Величины ℎmin и ℎmax являются соответственно
минимальным и максимальным собственными значениями эрмитовой матрицы
(A + A*)/2 [43].

Отметим, что Γmax ≥ 1, причем Γmax = 1 если ℎmax < 0 и Γmax > 1

если ℎmax > 0 (см., например, [43] и ее библиографию). Также отметим, что
Γmax < ∞ если 𝑟max < 0 и Γmax = ∞ если 𝑟max > 0. Далее будем предполагать,
что для матрицы A в (1.1) выполнены неравенства ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. В этом
случае величина Γmax конечна и требует вычисления.

Найти 𝑡 = 𝑡opt, дающее Γmax с заданной относительной точностью 𝛿, мож
но, вычислив Γ(𝑡) на равномерной сетке с узлами 𝑡𝑗 = 𝜏𝑗 и достаточно мел
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ким шагом 𝜏 . Для этого достаточно вычислить матрицу E1 = exp (𝜏A), а для
остальных узлов сетки использовать рекуррентную формулу E𝑗 = E1E𝑗−1. В
настоящее время известно несколько различных алгоритмов вычисления мат
ричной экспоненты. В обзорной работе [44] обсуждаются достоинства и недо
статки известных к тому времени алгоритмов. Более эффективные алгоритмы
предложены позднее в работах [45], [46] и лежат в основе процедуры expm паке
та MATLAB. Процедуру expm можно применить для вычисления матрицы E1.
Нормы полученных матриц E𝑗 можно вычислить с помощью соответствующей
процедуры пакета LAPACK.

Пусть при некотором 𝑗 выполнено ‖E𝑗‖2 = Γ(𝜏𝑗) < 1. Тогда, так как

Γ(𝜏𝑗 + 𝑡) ≤ Γ(𝜏𝑗)Γ(𝑡) < Γmax,

при выполнении этого условия можно остановить вычисления и взять в качестве
𝑡opt тот узел 𝜏𝑗opt равномерной сетки, в котором норма матричной экспоненты
наибольшая. Основываясь на неравенстве Γ(𝑡) ≤ exp (ℎmax𝑡) [41] можно пока
зать [43], что найденное описанным выше способом 𝑡opt будет удовлетворять
неравенству

|Γ(𝑡opt)− Γ(𝑡opt)|/Γ(𝑡opt) ≤ 𝛿, (1.10)

если выбрать 𝜏 = ln(1 + 𝛿)/ℎmax. Таким образом, описанный алгоритм имеет
четкий критерий остановки и позволяет найти Γmax с заданной относительной
точностью 𝛿.

Для матриц A, возникающих в практических приложениях, вычислитель
ные затраты этого алгоритма могут оказаться очень большими, так как при
большой величине 𝑡optℎmax будет очень большой величина 𝑗, при которой Γ(𝜏𝑗)

достигает максимума. Для уменьшения вычислительных затрат в работе [43]
было предложено, во-первых, заменить вычисления с матрицей A на вычисле
ния с ее формой Шура [42] с диагональными элементами, упорядоченными по
невозрастанию вещественных частей. Во-вторых, для ускорения вычисления
матриц E𝑗, которые при использовании формы Шура также будут верхними
треугольными, и их норм применять аппроксимацию вида

E𝑗 ≈

[︃
P𝑗

0

]︃
Q𝑗, (1.11)
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где P𝑗 — квадратная верхняя треугольная матрица меньшего порядка, чем E𝑗,
а Q𝑗 — унитарная прямоугольная матрица. Учитывая, что норма правой ча
сти в (1.11) равна ‖P𝑗‖2, такая аппроксимация позволит вычислять, начиная
с 𝑘 = 𝑗 + 1, матрицы Ẽ𝑘−𝑗

1 P𝑗 вместо E𝑗, где Ẽ1 означает главную подматри
цу матрицы E1 того же порядка, что и P𝑗. В работе [43] показано, что если
такую редукцию, где при разложении Шура обеспечивается упорядочение диа
гональных элементов по невозрастанию вещественных частей, выполнять время
от времени в процессе работы исходного алгоритма, то вычислительные затра
ты существенно уменьшатся (в тысячи раз) при той же точности результата в
смысле (1.10).

Аппроксимацию (1.11) можно выполнить с заданной точностью следую
щим образом. Разбиваем матрицу E𝑗 по строкам на два блока:

E𝑗 =

[︃
E
(1)
𝑗

E
(2)
𝑗

]︃

так, чтобы норма нижнего блока не превосходила заданную малую пороговую
величину, и, отбросив нижний блок, выполняем разложение верхнего блока в
произведение квадратной верхнетреугольной и унитарной прямоугольной мат
риц.

Когда вычислено приближение 𝑡opt = 𝜏𝑗opt к оптимальному моменту вре
мени 𝑡opt, соответствующее оптимальное возмущение можно вычислить как пра
вый нормированный сингулярный вектор, отвечающий максимальному сингу
лярному числу матрицы E𝑗opt.

1.3 Верхние оценки максимума нормы матричной экспоненты

Анализ немодовой устойчивости нулевого решения системы (1.1) сводится
к вычислению функции Γ(𝑡) и величины Γmax. В разделе 1.2 описан эффектив
ный алгоритм [43], позволяющий вычислить величину Γmax с заданной точно
стью и основанный на разложении Шура и малоранговой аппроксимации. Этот
алгоритм применим для плотных матриц общего вида средних размеров. Для
вычисления величины Γmax для больших разреженных матриц можно исполь
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зовать алгоритмы, предложенные, например, в работе [47]. Однако даже эти
специализированные алгоритмы [43;47] могут оказаться слишком вычислитель
но затратными, если требуется только лишь верхняя оценка функции Γ(𝑡), либо
величины Γmax. Представляет интерес получение достаточно точных и быстро
вычислимых верхних оценок функции Γ(𝑡) и величины Γmax.

В настоящее время известно несколько подходов к получению верхних
оценок функции Γ(𝑡). Одним из них является использование решения уравне
ния Ляпунова [41]. Существенное улучшение таких оценок было достигнуто в
работе [48]. Эти оценки по-прежнему являются лучшими из известных и ис
пользуются в различных приложениях (см., например, [49]). Похожие оценки
были позднее получены в работе [50] для операторов в гильбертовом простран
стве. Также отметим, что в работе [51] для квадратных матриц порядка 2 была
получена наилучшая оценка величины Γmax, основанная на решении уравнения
Ляпунова. Однако обобщить этот результат на матрицы произвольного порядка
до сих пор никому не удалось.

Еще один подход к получению верхних оценок Γ(𝑡) предложен в рабо
тах [52; 53] и основан на использовании решения дискретного уравнения Ляпу
нова. Эти работы, так же как и [50], посвящены оператору exp (𝑡𝐴) в гильбер
товом пространстве. Применение этих результатов для оценки величины Γmax

дает сильно завышенные верхние оценки, поэтому далее они рассматриваться
не будут.

Третий подход к получению верхних оценок величины Γmax основан на
применении псевдоспектров и матричной теоремы Крейсса [54]. Верхние оцен
ки величины Γmax, предложенные в [54], несомненно имеют определенное теоре
тическое значение, однако их вычисление сопоставимо по затратам с расчетом
Γmax, а их качество уступает оценкам, полученным с помощью уравнений Ля
пунова. Поэтому далее они также рассматриваться не будут.

1.3.1 Верхние оценки на основе уравнения Ляпунова

Пусть A — квадратная матрица, а Γmax, 𝑟max, ℎmin и ℎmax — это скалярные
характеристики этой матрицы, определенные в (1.2), (1.3) и (1.9) соответствен
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но. Нас будет интересовать случай, когда 1 < Γmax <∞, что справедливо если
выполнены неравенства ℎmax > 0 и 𝑟max < 0.

При 𝑟max < 0 справедлива (см. например, [41], с. 147) следующая завися
щая от времени экспоненциальная оценка

Γ(𝑡) ≤
√︀
𝑐 exp (−𝜅𝑡), 𝑡 ≥ 0 (1.12)

с константами
𝜅 = (‖X‖2‖C−1‖2)−1, 𝑐 = ‖X‖2‖X−1‖2, (1.13)

где C = C* > 0 — произвольная эрмитова положительно-определенная матрица
такого же порядка как и матрица A, а X = X* > 0 — решение уравнения
Ляпунова

A*X+XA = −C, (1.14)

которое однозначно разрешимо для любой матрицы C при 𝑟max < 0 [41]. Введем
обозначение XI для решения уравнения Ляпунова

A*XI +XIA = −I (1.15)

с единичной матрицей I в правой части. Из (1.13) следует, что оценка вида (1.12)
справедлива с константами

𝜅 = ‖XI‖−1
2 , 𝑐 = 𝑐𝐺 := ‖XI‖2‖X−1

I ‖2. (1.16)

В работе [48] была получена оценка вида (1.12) с константами

𝜅 = ‖XI‖−1
2 , 𝑐 = 𝑐𝑁 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, если 𝑏 = −1,

exp(1− 𝑎), если 𝑏 = 0,(︃
1 + 𝑏

1 + 𝑎𝑏

)︃1+1/𝑏

, иначе,

(1.17)
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где 𝑎 = (2‖XI‖2|ℎmin|)−1, 𝑏 = 2‖XI‖2ℎmax. А также более грубая, но более про
стая оценка с константами

𝜅 = ‖XI‖−1
2 , 𝑐 = ̃︀𝑐𝑁 :=

⎧⎨⎩e, если 𝑏 ≤ 0,

e(1 + 𝑏), если 𝑏 ≥ 0,
(1.18)

где e — основание натурального логарифма. Константы
√
𝑐𝐺,

√
𝑐𝑁 и

√̃︀𝑐𝑁 , где 𝑐𝐺,
𝑐𝑁 и ̃︀𝑐𝑁 определены соответственно в (1.16), (1.17) и (1.18), очевидно являются
верхними оценками величины Γmax.

Эти оценки можно существенно улучшить, используя предложенный в ра
боте [48] подход, позволяющий получать семейство оценок вида (1.12) с различ
ными константами 𝜅. Рассмотрим уравнение Ляпунова

A(𝑟)*XI(𝑟) + XI(𝑟)A(𝑟) = −I (1.19)

c матрицей A(𝑟) = A−𝑟I. Уравнение (1.19) однозначно разрешимо при 𝑟 > 𝑟max

и при 𝑟 = 0 совпадает с (1.15). Для дальнейшего изложения полезен следующий
результат.

Лемма 1. Пусть A — квадратная матрица с ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. Тогда
уравнение

−2𝑟‖XI(𝑟)‖2 + 1 = 0 (1.20)

имеет единственный корень при 𝑟 > 𝑟max.

Доказательство. В работе [48] доказано, что в условиях Леммы 1 функция
𝜅(𝑟) = −2𝑟 + ‖XI(𝑟)‖−1

2 является монотонно убывающей, причем

lim
𝑟→𝑟max+0

𝜅(𝑟) = −2𝑟max > 0, lim
𝑟→+∞

𝜅(𝑟) = −2ℎmax < 0,

откуда непосредственно следует требуемое утверждение.

Обозначим через 𝑟* корень уравнения (1.20), о котором говорит Лемма 1,
а через X* — решение уравнения Ляпунова (1.19) при 𝑟 = 𝑟*. Новые верхние
оценки величины Γmax дает следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть A — квадратная матрица с ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. Тогда

Γmax ≤ Γ𝐺 :=

√︁
‖X*‖2‖X−1

* ‖2, (1.21)
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Γmax ≤ Γ𝑁 :=
√
𝑐𝑁* ≤ ̃︀Γ𝑁 :=

√︀̃︀𝑐𝑁*, (1.22)

где

𝑐𝑁* =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, если 𝑏* = −1,

exp(1− 𝑎*), если 𝑏* = 0,(︃
1 + 𝑏*

1 + 𝑎*𝑏*

)︃1+1/𝑏*

, иначе,

, ̃︀𝑐𝑁* =

⎧⎨⎩e, если 𝑏* ≤ 0,

e(1 + 𝑏*), если 𝑏* ≥ 0,
,

где 𝑎* = (2‖X*‖2|ℎmin − 𝑟*|)−1, 𝑏* = 2‖X*‖2(ℎmax − 𝑟*).

Доказательство. При 𝑟 > 𝑟max спектр матрицы A(𝑟) = A− 𝑟I лежит строго в
левой полуплоскости. Поэтому к матрице A(𝑟) при 𝑟 > 𝑟max можно применить
оценки (1.16), (1.17) и (1.18). Умножая полученные неравенства на exp(2𝑟𝑡),
получим оценки вида (1.12) с константами

𝜅 = 𝜅(𝑟) = −2𝑟 + ‖XI(𝑟)‖−1
2 , 𝑐 = 𝑐(𝑟),

где величина 𝑐(𝑟) вычислена по одной из формул (1.16), (1.17) или (1.18), при
мененной к матрице A(𝑟) вместо матрицы A.

В условиях Теоремы 1 справедлива Лемма 1, поэтому при 𝑟 > 𝑟max су
ществует единственное 𝑟*: 𝜅(𝑟*) = 0. Для завершения доказательства остается
заметить, что ℎmin(A(𝑟)) = ℎmin − 𝑟 и ℎmax(A(𝑟)) = ℎmax − 𝑟.

Для реализации этих оценок необходимо вычислить величину 𝑟* и найти
решение X* уравнения Ляпунова (1.19) при 𝑟 = 𝑟*. Дополнительно, для оценки
Γ𝑁 — необходимо вычислить величины ℎmin и ℎmax, а для ̃︀Γ𝑁 — величину ℎmax.
Величины ℎmin и ℎmax являются экстремальными собственными значениями эр
митовой матрицы (A + A*)/2 и поэтому могут быть эффективно вычислены с
помощью стандартных методов [55]. Наиболее затратной частью этих вычисле
ний является вычисление 𝑟*. Для этого можно применить итерационный метод
решения нелинейного уравнения (1.20), где на каждой итерации потребуется
решать уравнение Ляпунова (1.19) при соответствующем 𝑟. Отметим, что вы
числительные затраты на решение уравнений Ляпунова можно существенно
снизить, предварительно сделав разложение Шура [42] матрицы A и заменив
вычисления с матрицей A на вычисления с ее формой Шура.
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Верхние оценки величины Γmax, основанные на решении уравнения Ляпу
нова, можно улучшить не только за счет сдвига матрицы A, но и за счет сдвига
решения уравнения Ляпунова.

Лемма 2. Пусть A — квадратная матрица с ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. Тогда при
любом 𝑠 из интервала 0 ≤ 𝑠 < (2ℎmax)

−1, оценка вида (1.12) справедлива с
константами

𝜅 = 𝜅𝑍(𝑠) =
1− 2𝑠ℎmax

‖XI‖2 + 𝑠
, 𝑐 = 𝑐𝑍(𝑠) =

‖XI‖2 + 𝑠

‖X−1
I ‖−1

2 + 𝑠
. (1.23)

Доказательство. Рассмотрим уравнение Ляпунова (1.14) с матрицей C =

C(𝑠) = I− 𝑠(A + A*) в правой части. Его решением будет X = X(𝑠) = XI + 𝑠I.
При 0 ≤ 𝑠 < (2ℎmax)

−1 матрица C(𝑠) является положительно определенной и,
следовательно, решение уравнения Ляпунова будет положительно определен
ным. Таким образом, при любом значении 𝑠 из этого интервала справедлива
оценка (1.12) с константами

𝜅 = (‖X(𝑠)‖2‖C(𝑠)−1‖2)−1, 𝑐 = ‖X(𝑠)‖2‖X(𝑠)−1‖2.

Осталось учесть, что так как X(𝑠) и C(𝑠) эрмитовы положительно опре
деленные, справедливы следующие равенства:

‖X(𝑠)‖2 = ‖XI‖2 + 𝑠, ‖X(𝑠)−1‖−1
2 = ‖X−1

I ‖−1
2 + 𝑠, ‖C(𝑠)−1‖−1

2 = 1− 2𝑠ℎmax.

Теорема 2. Пусть A — квадратная матрица с ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. Тогда

Γmax ≤ Γ𝑍 :=

√︃
1 + 2ℎmax‖XI‖2

1 + 2ℎmax‖X−1
I ‖−1

2

< ̃︀Γ𝑍 :=
√︀
1 + 2ℎmax‖XI‖2. (1.24)

Доказательство. Применяя Лемму 2 при 𝑠 → (2ℎmax)
−1 получаем оценку Γ𝑍 .

Так как ℎmax > 0, то Γ𝑍 < ̃︀Γ𝑍 .

Для реализации оценок (1.24) необходимо вычислить величину ℎmax и од
нократно решить уравнение Ляпунова (1.15), что существенно менее затратно,
чем вычисление оценок (1.21), (1.22). Кроме того, оценки Γ𝑍 и ̃︀Γ𝑍 имеют явный
вид, что позволяет использовать их для теоретических исследований.
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Отметим, что оценка Γ𝑁 включает в себя только левую и правую грани
цу хаусдорфова множества 𝑊 (A) и норму решения уравнения Ляпунова, в то
время как оценки ̃︀Γ𝑁 и ̃︀Γ𝑍 включают правую границу 𝑊 (A) и норму решения
уравнения Ляпунова. Поэтому оценки Γ𝑁 , ̃︀Γ𝑁 и ̃︀Γ𝑍 можно использовать и в
случае когда A — это большая разреженная матрица.

В заключении раздела, отметим возможность получения новых верхних
оценок путем одновременного сдвига как матрицы A, так и решения уравнения
Ляпунова.

Лемма 3. Пусть A — квадратная матрица c ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. Тогда
для любых 𝑟 из интервала 𝑟max < 𝑟 < ℎmax и любых 𝑠 из интервала 0 ≤ 𝑠 <

(2(ℎmax − 𝑟))−1, а также для любых 𝑟 из интервала ℎmax ≤ 𝑟 < +∞ и любых
𝑠 ≥ 0, справедлива оценка вида (1.12) с константами

𝜅 =
1− 2𝑠ℎmax − 2𝑟‖XI(𝑟)‖2

‖XI(𝑟)‖2 + 𝑠
, 𝑐 =

‖XI(𝑟)‖2 + 𝑠

‖XI(𝑟)−1‖−1
2 + 𝑠

. (1.25)

Доказательство. Рассмотрим уравнение Ляпунова

A(𝑟)*(XI(𝑟) + 𝑠I) + (XI(𝑟) + 𝑠I)A(𝑟) = −C(𝑟,𝑠) (1.26)

с матрицей C(𝑟,𝑠) = I − 𝑠(A(𝑟) + A(𝑟)*) в правой части. В условиях Леммы
3, эта матрица является положительно определенной, а спектр матрицы A(𝑟)

лежит строго в левой полуплоскости. Следовательно, справедлива оценка вида
(1.12) с константами

𝜅 = (‖XI(𝑟) + 𝑠I‖2‖C(𝑟,𝑠)−1‖2)−1, 𝑐 = ‖XI(𝑟) + 𝑠I‖2‖(XI(𝑟) + 𝑠I)−1‖2.

Осталось учесть, что

‖XI(𝑟) + 𝑠I‖2 = ‖XI(𝑟)‖2 + 𝑠, ‖(XI(𝑟) + 𝑠I)−1‖−1
2 = ‖XI(𝑟)

−1‖−1
2 + 𝑠,

‖C(𝑟,𝑠)−1‖−1
2 = 1− 2𝑠(ℎmax − 𝑟).
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Теорема 3. Пусть A — квадратная матрица c ℎmax > 0 и 𝑟max < 0. Тогда

Γmax ≤ Γ𝐺𝑍 = min
𝑟max<𝑟≤𝑟*

√︃
‖XI(𝑟)‖2 + 𝑠(𝑟)

‖XI(𝑟)−1‖−1
2 + 𝑠(𝑟)

, (1.27)

где 𝑠(𝑟) = 𝑠1(𝑟) при 𝑟max < 𝑟 ≤ 0 и 𝑠(𝑟) = 𝑠2(𝑟) при 0 < 𝑟 ≤ 𝑟*, где

𝑠1(𝑟) =
1

2(ℎmax − 𝑟)
, 𝑠2(𝑟) =

1− 2𝑟‖XI(𝑟)‖2
2ℎmax

.

Доказательство. Если 𝑟max < 𝑟 ≤ 0 и 0 ≤ 𝑠 < 𝑠1(𝑟), то в соответствии с
Леммой 3, оценка вида (1.12) справедлива с константами 𝜅 и 𝑐, определяемыми
в (1.25). В этом случае 𝜅 ≥ 0 и, следовательно, оценка (1.12) справедлива и при
𝜅 = 0. При 𝑠 → 𝑠1(𝑟) получаем оценку вида (1.12) с 𝜅 = 0 и 𝑐, определяемой в
(1.25), при 𝑟max < 𝑟 ≤ 0 и 𝑠 = 𝑠1(𝑟).

Пусть теперь 0 < 𝑟 ≤ 𝑟* и 𝑠 = 𝑠2(𝑟) (это условие обеспечивает 𝜅 = 0

в (1.25)). Если 0 < 𝑟 < ℎmax, то 0 ≤ 𝑠 < 𝑠1(𝑟). Если ℎmax ≤ 𝑟 ≤ 𝑟*, то
𝑠 ≥ 0. Значит, в обоих случаях в соответствии с Леммой 3, оценка вида (1.12)
справедлива с 𝜅 = 0 и 𝑐, определяемой в (1.25), при 𝑟max < 𝑟 ≤ 0 и 𝑠 = 𝑠2(𝑟).

1.3.2 Сравнение верхних оценок

В предыдущем подразделе установлено, что величину Γmax мажорируют
константы Γ𝐺, Γ𝑁 и ̃︀Γ𝑁 (см. Теорему 1), константы Γ𝑍 и ̃︀Γ𝑍 (см. Теорему 2), а
также константа Γ𝐺𝑍 (см. Теорему 3). В данном подразделе на примере квадрат
ных матриц порядка 2 показывается как точность этих оценок зависит от рас
положения хаусдорфова множества матрицы A и собственных значений в нем
и, кроме того, рассматривается ряд матриц существенно большего порядка из
известной коллекции NEP (см. http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/NEP/).
Как показали расчеты для всех рассматриваемых тестовых матриц, минимум
в (1.27) достигается при 𝑟 = 0. В этом случае оценка Γ𝐺𝑍 совпадает с оценкой
Γ𝑍 . Поэтому оценка Γ𝐺𝑍 в данном подразделе не рассматривается.



24

Известно [41], что любую вещественную матрицу размера 2 × 2 можно
привести ортогональным преобразованием подобия к виду

A =

[︃
−𝛼 𝛾 + 𝛽

𝛾 − 𝛽 −𝛼

]︃
, (1.28)

где 𝛼, 𝛽 и 𝛾 — вещественные. Рассмотрим два двухпараметрических семейства
таких матриц — матрицы вида (1.28), где

𝛾 = 𝛼 + 𝛿, 𝛽 =

√︁
𝛾2 − (𝛾 − 1− 𝛿)2, 𝛼≫ 1, 𝛿 ≥ 1, (1.29)

и матрицы вида (1.28), где

𝛾 = 1 + 𝛿, 𝛽 =
√︀
𝛾2 + 𝜇2, 𝛼 = 1, 𝛿 ≥ 1. (1.30)

Спектр матрицы вида (1.28) при (1.29) — вещественный, причем хаусдор
фово множество 𝑊 (A) вытянуто вдоль вещественной оси:

ℎmin = −2𝛼− 𝛿, ℎmax = 𝛿, 𝜆1 = −2𝛼 + 1, 𝜆2 = −1.

Спектр матрицы вида (1.28) при (1.30) состоит из комплексно-сопряженной
пары собственных значений, причем хаусдорфово множество 𝑊 (A) вытянуто
вдоль мнимой оси:

ℎmin = −2− 𝛿, ℎmax = 𝛿, 𝜆1 = −1− i𝜇, 𝜆2 = −1 + i𝜇.

Чем больше величина 𝛿, тем глубже внутри хаусдорфова множества расположе
ны собственные значения и тем взаимно неортогональнее собственные векторы.

Наконец, хаусдорфово множество матрицы вида (1.28) при (1.30) и 𝜇 = 0

представляет собой круг радиуса 1 + 𝛿, а ее единственное кратное собственное
значение равно −1 и является центром этого круга.

Отметим, что хаусдорфово множество 𝑊 (A), вытянутое вдоль веществен
ной оси, характерно для конечномерных пространственных аппроксимаций ви
да (1.1) параболических уравнений, а хаусдорфово множество, вытянутое вдоль
мнимой оси, характерно для конечномерных пространственных аппроксимаций
вида (1.1) гиперболических уравнений. Таким образом, рассматриваемые матри
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цы можно интерпретировать, как простейшие модели конечномерных аналогов
соответствующих операторов.

Наименьшая возможная константа в оценке вида (1.12), (1.13) есть

𝑐 = 𝑐min = min{‖X‖2‖X−1‖2 : A*X+XA ≤ 0}.

В работе [51] было доказано, что для матрицы вида (1.28)

𝑐min =

(︃
𝛼2 + 𝛽2 + |𝛽||𝛾| − 𝛼

√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛾2

|𝛽|
√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛾2 + 𝛼|𝛾|

)︃2

. (1.31)

Обобщения этого результата для матриц произвольного порядка неизвестны.
Округленные до 4 значащих десятичных цифр величины Γ𝐺, Γ𝑁 , ̃︀Γ𝑁 , Γ𝑍 ,̃︀Γ𝑍 и
√
𝑐min, мажорирующие Γmax, и сама величина Γmax, вычисленная с по

мощью алгоритма [43], приведены для случаев, когда хаусдорфово множество
матрицы A вытянуто вдоль вещественной оси (Таблица 1.1), когда хаусдорфо
во множество матрицы A вытянуто вдоль мнимой оси (Таблица 1.2) и случая
кратного собственного значения (Таблица 1.3). Мажорирующие величину Γmax

константы
√
𝑐𝐺, где 𝑐𝐺 определена в (1.16), и

√
𝑐𝑁 , где 𝑐𝑁 определена в (1.17), по

построению заведомо больше соответственно Γ𝐺 и Γ𝑁 , поэтому их значения не
приведены. Например, при 𝛼 = 102 и 𝛿 = 1, 𝑟* = 41 значения были следующие:
√
𝑐𝐺 = 14.39, Γ𝐺 = 2.423,

√
𝑐𝑁 = 2.003, Γ𝑁 = 1.045, а при том же значении 𝛼 и

𝛿 = 103, 𝑟* = 8.3 · 10−3 и значения были следующие:
√
𝑐𝐺 = 156.0, Γ𝐺 = 155.3,

√
𝑐𝑁 = 257.6, Γ𝑁 = 256.5.

Результаты, приведенные в Таблице 1.1 — 1.3, позволяют сделать ниже
следующие выводы. Величина Γ𝐺 достаточно точно мажорирует Γmax, когда
хаусдорфово множество матрицы вытянуто вдоль мнимой оси, и неудовлетво
рительно, когда хаусдорфово множество вытянут вдоль вещественной оси. Про
тивоположная картина наблюдается для Γ𝑁 . При этом, в случае хаусдорфова
множества вытянутого вдоль вещественной оси величина Γ𝑁 может оказаться
даже меньше, чем оптимальная константа

√
𝑐min (см., например, Таблицу 1.1,

𝛼 = 102, 𝛿 = 1). Здесь нет противоречия, так как из определения величины
Γ𝑁 не следует, что можно предъявить уравнение Ляпунова (1.14), решением
которого будет матрица с числом обусловленности, равным Γ2

𝑁 .
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Во всех рассмотренных случаях, величина Γ𝑍 оказывается меньше, чем
величина Γ𝐺, и как правило немного больше, чем величина Γ𝑁 в случае хаусдор
фова множества вытянутого вдоль вещественной оси. В остальных случаях Γ𝑍

меньше, чем Γ𝑁 . Иногда Γ𝑍 оказывается меньше Γ𝑁 даже в случае хаусдорфо
ва множества вытянутого вдоль вещественной оси (см., например, Таблицу 1.1,
𝛼 = 102, 𝛿 = 103). Величина ̃︀Γ𝑍 близка к Γ𝑍 только для матриц с хаусдорфовым
множеством вытянутым вдоль вещественной оси.

В случае матриц со спектром, вытянутым вдоль вещественной оси, даже
лучшая из верхних оценок Γmax может завышать эту величину больше, чем на
порядок.

Таблица 1.1 — Оценки для матриц вида (1.28) при (1.29).
𝛼 𝛿 Γ𝐺 Γ𝑁

̃︀Γ𝑁 Γ𝑍
̃︀Γ𝑍

√
𝑐min Γmax

1 2.423 1.045 1.649 1.425 1.428 1.060 1.005
102 10 6.647 2.001 2.423 3.560 3.648 1.384 1.086

102 24.60 15.19 28.65 16.42 20.11 3.276 1.960
103 155.3 256.5 572.6 142.4 348.7 19.24 10.76
1 2.414 1.001 1.649 1.414 1.414 1.006 1.000

104 10 6.481 1.041 1.649 3.319 3.320 1.033 1.000
102 20.10 2.000 2.340 10.13 10.15 1.136 1.010
103 34.10 14.34 23.90 33.96 34.80 1.537 1.100

Таблица 1.2 — Оценки для матриц вида (1.28) при (1.30) и 𝜇 ̸= 0.
𝜇 𝛿 Γ𝐺 Γ𝑁

̃︀Γ𝑁 Γ𝑍
̃︀Γ𝑍

√
𝑐min Γmax

1 1.018 1.012 1.649 1.010 1.421 1.010 1.007
102 10 1.116 1.370 1.823 1.105 3.497 1.105 1.099

102 2.431 11.27 25.83 2.414 18.62 2.407 2.394
103 20.07 317.1 738.9 20.05 449.3 19.87 19.76
1 1.000 1.000 1.649 1.000 1.414 1.000 1.000

104 10 1.001 1.004 1.649 1.001 3.318 1.001 1.000
102 1.010 1.292 1.665 1.010 10.10 1.010 1.009
103 1.105 7.613 17.34 1.105 33.34 1.105 1.105

Сравним теперь Γmax с ее верхними оценками Γ𝑁 , ̃︀Γ𝑁 , Γ𝑍 и ̃︀Γ𝑍 на мат
рицах средних размеров из коллекции NEP с ℎmax > 0 и 𝑟max < 0, а именно,
на матрицах TOLS, возникающих в задачах аэроупругости, матрицах TUB,
возникающих при моделировании реакторов, и матрицах CDDE, полученных
в результате конечно-разностной аппроксимации нестационарного двумерного
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Таблица 1.3 — Оценки для матриц вида (1.28) при (1.30) и 𝜇 = 0.
𝛿 Γ𝐺 Γ𝑁

̃︀Γ𝑁 Γ𝑍
̃︀Γ𝑍

√
𝑐min Γmax

1 3.732 2.621 4.191 2.618 3.236 2.000 1.570
10 21.95 36.28 80.86 20.13 49.36 11.00 8.110
102 202.0 1015 2355 200.0 1428 101.0 74.31
103 2002 3.167 · 104 7.381 · 104 2000 4.477 · 104 1001 736.5

уравнения конвекции-диффузии в единичном квадрате с граничными услови
ями Дирихле при различных значениях параметров. Также мы рассмотрим
матрицу STCouette (не из коллекции), возникающую при анализе немодовой
устойчивости стратифицированного турбулентного течения Куэтта (см. после
дующие главы диссертации). Результаты представлены в Таблице 1.4.

Таблица 1.4 — Оценки для матриц из коллекции NEP.
𝑛 Γmax Γ𝑁 Γ𝑍

̃︀Γ𝑁
̃︀Γ𝑍

STCouette 300 5.508 62.31 63.49 103.4 63.96
TOLS90 90 123.4 4985 580.5 1.162 · 104 7046
TOLS340 340 304.2 6.284 · 104 4538 1.464 · 105 8.882 · 104
TOLS1090 1090 908.1 1.885 · 105 7926 4.395 · 105 2.666 · 105
TUB100 100 7.514 32.80 33.01 54.06 33.10
TUB1000 1000 7.397 239.3 241.6 395.1 241.9
CDDE2 961 1.014 1.049 1.072 1.649 1.073
CDDE4 961 1.252 1.483 1.532 1.649 1.538
CDDE6 961 4.118 6.147 6.173 9.757 6.262

Наибольший интерес представляют тесты на матрицах TOLS, так как для
них прямое вычисление величины Γmax является крайне вычислительно затрат
ным [43], в отличии от вычисления оценок.

В большинстве случаев оценка Γ𝑍 дает результаты незначительно хуже,
а для матриц TOLS — значительно лучше, чем оценка Γ𝑁 . Как и в тестах с
матрицами порядка 2, оценки могут завышать реальное значение Γmax на 1-2
порядка.
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1.3.3 Об использовании предложенных оценок

Численные эксперименты показали, что Γ𝑍 всегда меньше чем Γ𝐺, в то
время как Γ𝑁 меньше чем Γ𝑍 для матриц, чье хаусдорфово множество вытя
нуто вдоль вещественной оси, и больше чем Γ𝑍 для матриц, чье хаусдорфово
множество вытянуто вдоль мнимой оси.

Можно дать следующие рекомендации по использованию предложенных
оценок. Для матрицы A не слишком большого размера, вычисления с исходной
матрицей следует заменить на вычисления с ее формой Шура. Если требуется
хорошая верхняя оценка величины Γmax при низких вычислительных затратах,
то следует использовать оценку Γ𝑍 . Если требуется наиболее точная оценка,
то следует дополнить вычислить оценку Γ𝑁 и взять минимум из величин Γ𝑁

и Γ𝑍 в качестве верхней оценки. Для больших разреженных матриц следует
использовать оценки Γ𝑁 , ̃︀Γ𝑁 и ̃︀Γ𝑍 , включающие в себя только левую и правую
границы хаусдорфова множества и норму решения уравнения Ляпунова.

1.3.4 Применение предложенных оценок в задачах
гидродинамической устойчивости

В декартовых координатах 𝑥 (продольная), 𝑦 (вертикальная) и 𝑧 (попе
речная) рассмотрим течение вязкой несжимаемой жидкости в плоском канале
−1 < 𝑦 < 1 единичной полувысоты. На фоне основного течения будем рассмат
ривать трехмерные зависящие от времени малые возмущения, представимые в
виде

(𝑢′,𝑣′,𝑤′,𝑝′) = Real{(𝑢,𝑣,𝑤,𝑝)ei𝛼𝑥+i𝛾𝑧},

где 𝑢, 𝑣, 𝑤 и 𝑝 — это комплекснозначные амплитуды продольной, вертикальной
и поперечной компонент скорости и давления, соответственно. Амплитуды за
висят только от 𝑦 и 𝑡. Здесь 𝑡 — время, 𝛼 — продольное волновое число, а 𝛾
— поперечное волновое число. Будем предполагать, что амплитуды компонент
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скорости возмущений удовлетворяют условию прилипания на стенках канала

𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0 при 𝑦 = ±1. (1.32)

Рассмотрим две известные задачи. Первая задача — это исследование вре
менной устойчивости плоского течения Пуазейля. В этом случае предполагает
ся, что линейные обезразмеренные уравнения, описывающие эволюцию ампли
туд возмущений имеют вид

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ i𝛼𝑈𝑢+

d𝑈

d𝑦
𝑣 + i𝛼𝑝− 1

𝑅𝑒
∆𝛼𝛾𝑢 = 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ i𝛼𝑈𝑣 +

𝜕𝑝

𝜕𝑦
− 1

𝑅𝑒
∆𝛼𝛾𝑣 = 0,

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ i𝛼𝑈𝑤 + i𝛾𝑝− 1

𝑅𝑒
∆𝛼𝛾𝑤 = 0,

i𝛼𝑢+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ i𝛾𝑤 = 0,

(1.33)

где 𝑅𝑒 — число Рейнольдса, ∆𝛼𝛾 = −𝛼2+𝜕2/𝜕𝑦2−𝛾2, а продольная компонента
основного течения 𝑈 = 𝑈𝑝(𝑦) := 1− 𝑦2 зависит только от 𝑦 и задана аналитиче
ски. Физическую интерпретацию уравнений (1.33), а также определение числа
Рейнольдса можно найти, например, в монографиях [2; 3].

Вторая задача — это исследование временной устойчивости плоскопа
раллельного течения Куэтта. В этом случае предполагается, что эволюция
амплитуд возмущений также описывается уравнениями (1.33), где профиль
𝑈 = 𝑈𝑐(𝑦) := 𝑦/2 зависит только от 𝑦 и известен аналитически. Физическую ин
терпретацию уравнений (1.33), а также определение числа Рейнольдса можно
найти, например, в монографии [2].

При анализе устойчивости амплитуды компонент скорости удовлетворяет
граничным условиям (1.32) для обеих задач, а в качестве физически-значимой
меры величины возмущений можно выбрать плотность кинетической энергии
возмущений:

ℰ =

1∫︁
−1

|𝑢|2 + |𝑣|2 + |𝑤|2 𝑑𝑦. (1.34)

После пространственной аппроксимации по 𝑦 уравнений (1.33) с гранич
ными условиями (1.32) и проектирования на подпространство бездивергентных
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сеточных функций [48], получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений вида (1.1) c матрицей

A = A(𝑅𝑒, 𝛼, 𝛾) (1.35)

непрерывно зависящей от трех вещественных скалярных параметров 𝛼, 𝛾 и 𝑅𝑒.
Обычно при фиксированном числе Рейнольдса представляет интерес решение
следующих оптимизационных задач:

Γmax(𝑅𝑒) = max
𝛼,𝛾

Γ𝛼𝛾
max, Γ𝛼𝛾

max = max
𝑡≥0

‖ exp (𝑡A(𝑅𝑒,𝛼,𝛾))‖2.

Для течения Пуазейля величина Γmax(𝑅𝑒) достигается при 𝛼 = 𝛼opt = 0 и неко
тором ненулевом значении 𝛾 = 𝛾opt(𝑅𝑒) [2]. Известно [2], что спектр матрицы
𝐴 (1.35) лежит строго в левой полуплоскости при 𝑅𝑒 < 5773. Известно [2], что
Γmax(𝑅𝑒) ∼ 𝑅𝑒.

Для течения Пуазейля сравнение величины Γmax с мажорирующими ее
константами Γ𝑁 и Γ𝑍 при различных значениях числа Рейнольдса дано на Ри
сунок 1.1. Величины Γ𝑁 и Γ𝑍 почти не отличаются друг от друга и превышают
значение Γmax на 1 − 2 порядка, причем разница растет с увеличением числа
Рейнольдса (Рис 1.1, слева).

Интересно, что максимальные значения величин Γ𝑁 , Γ𝑍 и Γmax достигают
ся на близких значениях поперечного волнового числа 𝛾 (Рисунок 1.1, справа).
Учитывая, что вычисление Γ𝑁 (и особенно Γ𝑍) гораздо менее затратно, чем вы
числение Γmax — эти величины можно использовать для получения начального
приближения к оптимальному волновому числу 𝛾opt.

Для течения Куэтта величина Γmax(𝑅𝑒) достигается при 𝛼 = 𝛼opt = 0

и некотором ненулевом значении 𝛾 = 𝛾opt(𝑅𝑒) [2], причем Γmax(𝑅𝑒) ∼ 𝑅𝑒 [2].
Известно, что спектр матрицы 𝐴 (1.35) лежит строго в левой полуплоскости
при всех 𝑅𝑒 [56].

Для течения Куэтта сравнение величины Γmax с мажорирующими ее кон
стантами Γ𝑁 и Γ𝑍 при различных значениях числа Рейнольдса дано на Рисунке
1.2. Величины Γ𝑁 и Γ𝑍 почти не отличаются друг от друга и превышают значе
ние Γmax на 2 порядка, причем разница растет с увеличением числа Рейнольдса
(Рис 1.2, слева). Также отметим, что максимальные значения величин Γ𝑁 , Γ𝑍
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и Γmax достигаются на близких значениях поперечного волнового числа 𝛾 (Ри
сунок 1.2, справа).
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Рисунок 1.1 — Сравнение оценок для задачи временной устойчивости течения
Пуазейля в плоском канале. Оценки Γ𝑁 , Γ𝑍 и величина Γmax в зависимости от
числа Рейнольдса (слева) и в зависимости от волнового числа 𝛾 при 𝛼 = 0,
𝑅𝑒 = 1000 (справа).
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Рисунок 1.2 — Сравнение оценок для задачи временной устойчивости течения
Куэтта в плоском канале. Оценки Γ𝑁 , Γ𝑍 и величина Γmax в зависимости от
числа Рейнольдса (слева) и в зависимости от волнового числа 𝛾 при 𝛼 = 0,
𝑅𝑒 = 1000 (справа).
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1.4 Оптимальный стохастический форсинг для линейных
динамических систем

Одним из подходов к анализу чувствительности к внешнему воздействию
динамической системы, находящейся в стационарном состоянии, является ана
лиз ее отклика на стохастический форсинг в этом состоянии. С помощью стоха
стического форсинга моделируют различные внешние воздействия, не учтенные
в рамках исходной системы. Если интерес представляют малые воздействия, то
достаточно рассматривать систему, линеаризованную относительно исследуемо
го стационарного состояния. В частности, этот подход применяют для исследо
вания ламинарных [57–59], и турбулентных [60;61] гидродинамических течений.
Например, анализ, выполненный в [60;61], позволил выделить характерные про
странственные масштабы и конфигурацию крупномасштабных организованных
структур, проявляющихся (см. [62] и ее библиографию) в турбулентных течени
ях на фоне мелкомасштабной турбулентности. В частности, для турбулентных
течений стохастический форсинг может описывать нескореллированную часть
турбулентных напряжений Рейнольдса.

Во всех упомянутых выше работах стохастический форсинг представлял
собой дельта-коррелированный по времени гауссовский случайный процесс с ну
левым математическим ожиданием и единичной матрицей спектральной плот
ности. Однако упрощающее предположение о единичной спектральной плотно
сти может оказаться не адекватным, например, когда стохастический форсинг
моделирует генерацию мелкомасштабной турбулентности, интенсивность кото
рой может быть анизотропной и зависеть от пространственных координат. Дан
ный раздел посвящен выбору оптимального стохастического форсинга, пред
ставляющего собой дельта-коррелированный по времени гауссовский случай
ный процесс с нулевым математическим ожиданием и вообще говоря не еди
ничной спектральной плотностью. Задача оптимизации ставится по аналогии с
задачей линейного управления [63] и решается в 𝑝-нормах Шэттена при 𝑝 = 1,
2 и ∞.
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Под линейной динамической системой понимается неоднородная система
обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑑u

𝑑𝑡
= Au + Vf. (1.36)

Здесь 𝑡 — время, u — вектор-функция (отклонения от исследуемого стационар
ного решения), A — некоторая квадратная комплексная матрица порядка 𝑛 не
зависящая от времени, f — 𝑚-компонентный вектор столбец (𝑚 ≤ 𝑛), вообще го
воря зависящий от времени, который мы будем называть форсингом, а V — мат
рица размера 𝑛×𝑚. Вектор Vf лежит в линейной оболочке столбцов матрицы
V. Это позволяет, в частности, выбирая соответствующим образом матрицу V,
рассматривать случаи, когда внешнему воздействию подвергается лишь часть
переменных системы. Если представляет интерес внешнее воздействие общего
вида, то матрицу V можно выбрать единичной.

Представляющим интерес откликом системы (1.36) на форсинг является
следующая линейная функция решения:

g = W*u, (1.37)

где W — матрица размера 𝑛 × 𝑟 (𝑛 ≥ 𝑟). Если необходимо максимизировать
влияние форсинга на все решение u, то матрицу W можно выбрать единичной.
В противном случае, когда, например, необходимо максимизировать влияние
форсинга на компоненты решения с заданными номерами, в качестве W можно
выбрать прямоугольную матрицу составленную из столбцов единичной матри
цы порядка 𝑛 с этими номерами.

1.4.1 Отклик на стохастический форсинг

Пусть форсинг f(𝑡) в (1.36), где −∞ < 𝑡 < +∞, является дельта-кор
релированным гауссовским случайным процессом с нулевым математическим
ожиданием и спектральной плотностью C, то есть

⟨f(𝑡)⟩ = 0, ⟨f(𝑡)f(𝑡′)*⟩ = C𝛿(𝑡− 𝑡′), C = C* ≥ 0, (1.38)
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где 𝛿(𝜏) — это дельта-функция Дирака, а ⟨·⟩ — осреднение по ансамблю. Тогда
отклик g, определенный в (1.37), будет гауссовским случайным процессом с ну
левым математическим ожиданием и не зависящей от времени ковариационной
матрицей (см. [64])

⟨g(𝑡)g(𝑡)*⟩ = ℳ(C) = W*XW, (1.39)

где X = X(C) является решением уравнения Ляпунова

AX+XA* = −VCV*. (1.40)

Уравнение (1.40) однозначно разрешимо при любой матрице C, если для матри
цы A выполнено неравенство 𝑟max < 0 [41]. Решение уравнения Ляпунова может
быть найдено с помощью стандартных численных алгоритмов [65;66].

Ортонормированный базис собственных векторов ковариационной матри
цы отклика ̃︀X = ℳ(C) называют базисом эмпирических ортогональных функ
ций (ЭОФ). Первая ЭОФ, то есть собственный вектор матрицы ̃︀X, отвечаю
щий ее максимальному собственному значению 𝜆max(̃︀X), является основной про
странственной конфигурацией, наблюдаемой во временном ряде отклика систе
мы (1.36) со стохастическим форсингом. Доля полной дисперсии, приходящейся
на первую ЭОФ, равна 𝑠(C) = 𝜆max(̃︀X)/tr(̃︀X), где tr(̃︀X) означает след матрицы̃︀X.

Отметим один важный частный случай. Пусть f(𝑡) = c𝜙(𝑡), где c — по
стоянный детерминированный вектор, а 𝜙(𝑡) — скалярный гауссовский случай
ный процесс с нулевым математическим ожиданием и единичной спектральной
плотностью. Тогда, по аналогии с формулой (1.39), для следа ковариационной
матрицы отклика справедлива следующая формула:

tr⟨g(𝑡)g(𝑡)*⟩ = ⟨‖g(𝑡)‖22⟩ = c*̃︀Yc,

где ̃︀Y = V*YV, а Y является решением уравнения Ляпунова

A*Y+YA = −WW*, (1.41)

с оператором, сопряженным оператору уравнения (1.40) в смысле скалярного
произведения Гильберта-Шварца (см. [67], стр. 92).
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Если выбрать в качестве вектора c собственный вектор матрицы ̃︀Y, отвеча
ющий ее максимальному собственному значению, то соответствующий форсинг
будет максимизировать средний квадрат второй нормы решения на множестве
форсингов вида f(𝑡) = c𝜙(𝑡), с вектором c, имеющим ту же вторую норму, что
и этот собственный вектор.

1.4.2 Оптимальная спектральная плотность стохастического
форсинга

Для матрицы B порядка 𝑛 величину

|||B|||𝑝 =

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜎𝑗(B)
𝑝

)︃1/𝑝

называют 𝑝-нормой Шэттена [67], где 𝜎1(B) ≥ . . . ≥ 𝜎𝑛(B) означает алгебраиче
ски полный набор сингулярных чисел матрицы B. Отметим, что |||B|||2 = ‖B‖𝐹
— норма Фробениуса, а |||B|||∞ = ‖B‖2 — спектральная матричная норма. Если
матрица B эрмитова неотрицательно определенная, то |||B|||1 = tr(B) — след
матрицы B. Кроме того, без дополнительных пояснений будет использоваться
следующее несложно проверяемое утверждение: пусть B′ — произвольная, а
B′′ неотрицательно определенная эрмитовы матрицы одинакового порядка, и
−B′′ ≤ B′ ≤ B′′. Тогда |||B′|||𝑝 ≤ |||B′′|||𝑝 для 𝑝 = 1, 2 и ∞.

Рассмотрим задачу построения форсинга, дающего максимальный отно
сительный отклик в 𝑝-норме Шэттена при 𝑝 = 1, 2 и ∞. Эта задача сводится к
нахождению спектральной плотности C, являющейся решением оптимизацион
ной задачи

C ̸= 0 :
|||ℳ(C)|||𝑝
|||C|||𝑝

→ max , C = C* ≥ 0, (1.42)

где ℳ означает отображение определенное в (1.39).

Теорема 4. Пусть A — квадратная матрица порядка 𝑛 с 𝑟max < 0 и зада
ны матрицы V (размера 𝑛 × 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑚) и W (размера 𝑛 × 𝑟, 𝑛 ≥ 𝑟). Тогда
решением задачи (1.42) в случае 𝑝 = 1 является матрица C = cc*, где c —
собственный вектор эрмитовой матрицы ̃︀Y = V*YV отвечающий ее макси
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мальному собственному значению, где Y — решение уравнения (1.41); в случае
𝑝 = 2 — правый сингулярный вектор отображения ℳ (1.39), отвечающий его
максимальному сингулярному числу; а в случае 𝑝 = ∞ — единичная матрица
порядка 𝑚.

Доказательство. Отметим [41], что если 𝑟max < 0, то отображение (1.39) об
ладает свойством ℳ(C′) ≤ ℳ(C′′) для любых эрмитовых матриц C′ ≤ C′′

порядка 𝑚.
Начнем со случая 𝑝 = ∞. Пусть C — произвольная ненулевая эрмитова

неотрицательно определенная матрица. Тогда, во-первых,

|||C|||∞ = 𝜆max(C)|||𝐼|||∞,

где 𝜆max(C) означает максимальное собственное значение матрицы C. Во-вто
рых,

C ≤ 𝜆max(C)I ⇒ ℳ(C) ≤ 𝜆max(C)ℳ(I),

и следовательно,
|||ℳ(C)|||∞ ≤ 𝜆max(C)|||ℳ(I)|||∞.

Таким образом,
|||ℳ(C)|||∞
|||C|||∞

≤ |||ℳ(I)|||∞
|||I|||∞

.

Рассмотрим теперь случай 𝑝 = 1. Представим матрицу C в виде суммы
эрмитовых неотрицательно определенных матриц ранга 1 (например, на основе
спектрального разложения):

C =
𝑛∑︁

𝑗=1

C𝑗.

Обозначим через C′ матрицу, решающую оптимизационную задачу (1.42) при
𝑝 = 1 на множестве ненулевых эрмитовых неотрицательно определенных мат
риц ранга 1. Введем обозначение 𝛼 = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛, где 𝛼𝑗 = |||C𝑗|||1/|||C′|||1.

Нетрудно видеть, что, во-первых, |||C|||1 = 𝛼|||C′|||1, во-вторых,

|||ℳ(C)|||1 = |||
𝑛∑︁

𝑗=1

ℳ(C𝑗)|||1 =
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=
𝑛∑︁

𝑗=1

|||ℳ(C𝑗)|||1 ≤
𝑛∑︁

𝑗=1

|||ℳ(𝛼𝑗C
′)|||1 = 𝛼|||ℳ(C′)|||1.

Таким образом,
|||ℳ(C)|||1
|||C|||1

≤ |||ℳ(C′)|||1
|||C′|||1

.

Осталось учесть, что, как это было показано в разделе 1.4.1, оптималь
ной спектральной плотностью ранга 1 при 𝑝 = 1 является матрица cc*, где
c — собственный вектор матрицы ̃︀Y = V*YV отвечающий ее максимальному
собственному значению, где Y — решение уравнения (1.41).

Рассмотрим теперь случай 𝑝 = 2. Используя уравнение Ляпунова (1.40),
представим отображение (1.39) в матрично-векторном виде ̃︀x = Mc. Здесь ̃︀x и
c — это 𝑟2 и 𝑚2 компонентные столбцы, составленные из столбцов матриц ̃︀X и
C соответственно, M — матрица отображения (1.39) размера 𝑟2×𝑚2, имеющая
вид

M =
(︀
W𝑇 ⊗W*)︀ (︀I⊗ A+ Ā⊗ I

)︀−1 (︀
V̄ ⊗ V

)︀
, (1.43)

где ⊗ — символ Кронекерова произведения, а черта означает комплексное со
пряжение. Нетрудно видеть, что

|||̃︀X|||2 = ‖̃︀x‖2, |||C|||2 = ‖c‖2

и, таким образом, задача (1.42) при 𝑝 = 2 сводится к следующей матричной
оптимизационной задаче

𝑐 ̸= 0 :
‖Mc‖2
‖c‖2

→ max, (1.44)

на множестве 𝑚2-компонентных столбцов c, составленных из столбцов ненуле
вых эрмитовых неотрицательно определенных матриц порядка 𝑚. Если задачу
(1.44) рассматривать на всем множестве ненулевых 𝑚2-компонентных столб
цов, то ее решением очевидно будет правый сингулярный вектор матрицы M,
отвечающий ее максимальному сингулярному числу. Соответствующая матри
ца C будет правым сингулярным вектором отображения (1.39), отвечающим
его максимальному сингулярному числу. Таким образом, для завершения дока
зательства достаточно показать, что правый сингулярный вектор отображения
(1.39), отвечающий его максимальному сингулярному числу, можно выбрать
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эрмитовой неотрицательно определенной матрицей. Это утверждение являет
ся следствием более общего утверждения, представляющего самостоятельный
интерес. Оно формулируется и доказывается ниже.

Теорема 5. Пусть A — квадратная матрица порядка 𝑛 с 𝑟max < 0 и заданы
матрицы V (размера 𝑛×𝑚, 𝑛 ≥ 𝑚) и W (размера 𝑛× 𝑟, 𝑛 ≥ 𝑟). Тогда правый
сингулярный вектор отображения (1.39), отвечающий любому из его сингу
лярных чисел, можно выбрать эрмитовой матрицей, а правый сингулярный
вектор, отвечающий максимальному сингулярному числу, можно выбрать
эрмитовой неотрицательно определенной матрицей.

Доказательство. Покажем, что правый сингулярный вектор отображения
(1.39), отвечающий любому его фиксированному сингулярному числу, можно
выбрать эрмитовым. Введем в рассмотрение отображение

ℳ*(̃︀X) = V*ZV, (1.45)

сопряженное отображению (1.39), где Z означает решение уравнения Ляпунова

A*Z + ZA = −W̃︀XW*. (1.46)

Формулу (1.45) можно вывести на основе матрицы, сопряженной матрице (1.43).
Правый сингулярный вектор C отображения (1.39), отвечающий его фиксиро
ванному сингулярному числу 𝜎, является собственным вектором отображения
ℳ*(ℳ(·)), отвечающим его собственному значению 𝜆 = 𝜎2:

ℳ*(ℳ(C)) = 𝜆C. (1.47)

Если C является косоэрмитовой матрицей, то искомым собственным вектором
будет матрица C, умноженная на мнимую единицу, являющаяся эрмитовой. В
противном случае, учитывая, следующее равенство

ℳ*(ℳ(C*)) = 𝜆C*,

которое непосредственно получается из (1.47) операцией сопряжения, искомым
собственным вектором будет эрмитова матрица C + C*.
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Пусть теперь C — произвольная эрмитова матрица порядка𝑚 и C = QΛQ*

— ее спектральное разложение, где Q — унитарная матрица собственных век
торов, а Λ — диагональная матрица собственных значений. Заменим в матри
це Λ ее диагональные элементы на их абсолютные величины, обозначим по
лученную матрицу через Λ′ и рассмотрим матрицу C′ = QΛ′Q*. Во-первых,
|||C|||2 = |||C′|||2, во-вторых, −C′ ≤ C ≤ C′, и следовательно,

−ℳ(C′) ≤ ℳ(C) ≤ ℳ(C′) ⇒ |||ℳ(C)|||2 ≤ |||ℳ(C′)|||2.

Если C — это правый сингулярный вектор, отвечающий максимальному син
гулярному числу оператора (1.39), то последнее неравенство становится равен
ством и из него следует, что и построенная ненyлевая эрмитова неотрицательно
определенная матрица C′ является правым сингулярным вектором отображе
ния (1.39), отвечающим его максимальному сингулярному числу.

Отметим, что в работе [68] было доказано, что сингулярный вектор, отве
чающий минимальному сингулярному числу вещественного оператора Ляпуно
ва, со спектром лежащим в левой полуплоскости, может быть выбран симмет
ричной матрицей. В Теореме 5 рассматривается значительно более общий ком
плексный оператор (в случае, когда V и W — единичные матрицы, он является
обратным к оператору Ляпунова) и помимо эрмитовости доказывается неотри
цательная определенность. Таким образом эта теорема существенно обобщает
и дополняет результаты работы [68].

Утверждения, аналогичные Теореме 4 при 𝑝 = 1 и ∞, для случая, когда V

и W — единичные матрицы, были доказаны в работах [69;70]. Впоследствии бы
ло показано [71;72], что эти утверждения следуют из более общих утверждений
о нормах линейных положительных операторов, к которым в этом случае от
носится и введенное в (1.39) отображение ℳ. Предложенное в данном разделе
доказательство Теоремы 4 оригинально и основано лишь на широко известных
результатах матричного анализа.

Постановка (1.42) задачи о поиске оптимального стохастического форсин
га предложена впервые.
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1.4.3 Вычисление оптимальной спектральной плотности

Согласно Теореме 4 для случаев 𝑝 = 1 и ∞ оптимальными спектральны
ми плотностями являются соответственно матрица ранга 1 вида C = cc*, где
c — собственный вектор матрицы ̃︀Y, отвечающий ее максимальному собствен
ному значению, и единичная матрица порядка 𝑚 соответственно, а в случае
𝑝 = 2 оптимальная спектральная плотность — это правый сингулярный век
тор отображения (1.39), отвечающий его максимальному сингулярному числу.
В соответствии с Теоремой 5 расчет требуемой спектральной плотности в по
следнем случае можно организовать следующим образом. Сначала вычисляем
собственный вектор матрицы M*M, отвечающий ее максимальному собственно
му значению, где M — матрица (1.43) отображения (1.39). Для этого можно
использовать любой метод решения частичной проблемы собственных значе
ний, не требующий явного формирования матрицы, а использующий только
процедуру умножения матрицы на вектор, например, метод Ланцоша, одновре
менных итераций или метод сопряженных градиентов [55]. При этом умножение
матриц M и M* на вектор можно сводить к решению соответствующих уравне
ний Ляпунова (1.40) и (1.46), соответственно. После того как искомый собствен
ный вектор будет найден, из него формируем матрицу и далее эту матрицу
преобразуем к эрмитовой неотрицательно определенной матрице алгоритмом
описанным в доказательстве Теоремы 5.
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2. Численная модель развития крупномасштабных возмущений в
стратифицированном турбулентном течении

2.1 Об исследовании организованных структур в турбулентных
течениях

В нейтрально-стратифицированных сдвиговых турбулентных течениях на
фоне мелкомасштабной турбулентности наблюдаются 2 типа организованных
структур: вытянутые в продольном направлении противовращающиеся вихри
и продольные стрики. Вытянутые в продольном направлении вихри часто на
зывают роликами или валиками. Ролики развиваются в стрики за счет эффек
та опрокидывания (см. [73; 74], а также обзор [75]). Эффект опрокидывания
сопровождается преобразованием кинетической энергии основного течения в
кинетическую энергию флуктуаций продольной скорости, что значительно уве
личивает энергию стриков по сравнению с первоначальной энергией роликов.
Размеры стриков в поперечном и вертикальном направлениях варьируются в
широком диапазоне: от значений, сравнимых с толщинами вязкого и буферного
слоев [76–78], до величин того же порядка, что и толщины логарифмического
и внешнего слоев (см. обзор [62]). Для турбулентного течения Куэтта органи
зованные структуры с поперечным и вертикальными масштабами, близкими к
высоте канала, были впервые обнаружены численно в работах [79; 80], а затем
и подтверждены лабораторными измерениями [81]. Вторичная неустойчивость
и нелинейные эффекты могут обеспечить самоподдержание этих структур (то
есть, цикл «ролики-стрики-ролики») в турбулентном течении [82;83]. Было по
казано [84], что этот цикл не определяется нелинейным взаимодействием орга
низованных структур с мелкомасштабной турбулентностью.

Еще одним типом организованных структур, наблюдаемых в нейтрально
стратифицированных сдвиговых турбулентных течениях, являются шпилькооб
разные вихри [85]. Однако для плоскопараллельного турбулентного течения Ку
этта современные результаты прямого численного моделирования не показыва
ют наличия крупномасштабных шпилькообразных вихрей, в то время как круп
номасштабные ролики и стрики наблюдаются и вносят значительный вклад в
поток импульса вблизи центра канала (см., например, [86], где были проведены
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расчеты при больших числах Рейнольдса, и [87], где были проведены расчеты
в большой расчетной области).

Организованные структуры похожие на крупномасштабные ролики и
стрики наблюдаются на фоне мелкомасштабной турбулентности также и в по
граничном слое атмосферы и вносят существенный вклад в обмен импульсом,
теплом и влагой между свободной атмосферой и подстилающей поверхностью
[88]. В шестидесятые и семидесятые годы прошлого века предпринимались по
пытки объяснить пространственную конфигурацию, физические механизмы и
условия формирования этих структур при помощи анализа гидродинамической
устойчивости системы, линеаризованной относительно осредненного турбулент
ного течения и учитывающей наличие мелкомасштабной турбулентности через
эффективные коэффициенты вязкости и диффузии. Такой анализ проводился,
в частности, для исследования организованных крупных вихрей, ориентирован
ных под небольшим углом к направлению приземного ветра. В работах [89; 90]
образование этих вихрей объяснялось неустойчивостью, связанной с наличием
точки перегиба в профиле скорости. Однако результаты анализа собственных
мод линеаризованной системы не совпадают с натурными измерениями в погра
ничном слое атмосферы и прямым численным моделированием турбулентных
течений при больших числах Рейнольдса. Расхождения отчасти связаны с тем,
что в теоретических исследованиях часто использовались приближения, не со
гласующиеся с теорией подобия Монина-Обухова [91] и дающие средние про
фили скорости и плавучести, принципиально отличающиеся от наблюдаемых.
Например, в упомянутых работах [89;90] ролики рассматривались на фоне лами
нарной спирали Экмана. При этом профиль скорости, относительно которого
выполнялась линеаризация, не совпадал с профилем скорости турбулентного
течения (см. результаты прямого численного моделирования в работе [92]). По
добные различия между реальными турбулентными течениями и течениями,
исследуемыми теоретически, отмечались уже в ранних работах [89], посвящен
ных данной теме. Однако до появления результатов численного моделирования
с высоким пространственным разрешением и большими горизонтальными раз
мерами расчетной области (например, [16;17;92–95]), не было возможности точ
но определить все параметры атмосферного пограничного слоя, влияющие на
возникновение тех или иных крупномасштабных структур. Еще одной возмож
ной причиной несоответствия структур, наблюдаемых в турбулентных течениях
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и структур, получаемых как наиболее нарастающие собственные моды линеа
ризованного оператора, является относительно медленное нарастание их энер
гии. Нелинейные взаимодействия между мелкомасштабной турбулентностью и
неустойчивыми модами могут приводить к разрушению последних раньше, чем
их энергия достигнет заметных значений. Более того, профили осредненных
турбулентных течений зачастую оказываются линейно устойчивыми к малым
возмущениям, что отмечалось еще в ранних работах [96;97].

Вместо анализа линейной неустойчивости осредненных турбулентных те
чений представляет интерес анализ их немодовой неустойчивости, т.е. поиск
возмущений, испытывающих наибольший рост энергии на конечных временных
интервалах [8;9;98;99]. Такие возмущения обычно называют оптимальными воз
мущениями [2;7]. Наличие возмущений, значительно нарастающих на конечных
временных интервалах, но затухающих впоследствии, связано с существенной
неортогональностью собственных мод уравнений эволюции возмущений, линеа
ризованных относительно основного течения. Математическому описанию этого
явления, а также алгоритмам вычисления оптимальных возмущений, посвяще
на значительная часть Главы 1 данной диссертации.

Анализ оптимальных возмущений, представленный в вышеупомянутых
работах, проводился для ламинарных течений с постоянной вязкостью, для ко
торых известны аналитические выражения для профилей основного течения.
Оптимальные возмущения осредненных турбулентных течений были впервые
вычислены в работах [12; 13] (турбулентное течение Пуазейля) и [14] (турбу
лентный пограничный слой с нулевым внешним градиентом давления). При
построении линейной модели эволюции крупномасштабных возмущений в этих
работах использовались эмпирические аппроксимации (например, [100]) эффек
тивного коэффициента вязкости. Среднее течение, на фоне которого рассмат
ривались возмущения, также отражало турбулентный характер профиля ско
рости. Во всех этих работах были обнаружены оптимальные возмущения двух
видов: пристеночные стрики с характерными поперечными размерами около
80-100 (в безразмерных пристеночных единицах длины) и крупномасштабные
стрики с размерами, превышающими высоту всего турбулентного пограничного
слоя. Эти результаты качественно и количественно согласуются с эксперимен
тальными наблюдениями и численным моделированием.
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Для всех рассмотренных нейтрально-стратифицированных сдвиговых тур
булентных течений с нулевой поперечной компонентой средней скорости наи
больший рост энергии возмущений достигается на возмущениях с нулевым про
дольным волновым числом. Такие возмущения представляют собой вытянутые
в продольном направлении вихри, которые за счет эффекта опрокидывания
развиваются в продольные стрики. С другой стороны, согласно результатам
прямого численного и вихреразрещающего моделирования [16;17], в устойчиво
стратифицированных турбулентных течениях наблюдается еще один тип круп
номасштабных организованных структур. Эти структуры проявляются в мгно
венных полях температуры как нерегулярные наклонные тонкие слои жидкости
с большими градиентами температуры («температурные фронты» [16]), отсто
ящие друг от друга на расстояния, сравнимые с высотой всего турбулентного
слоя, и разделенные хорошо перемешанными областями. Наличие таких струк
тур косвенно подтверждается натурными измерениями в устойчивом атмосфер
ном пограничном слое [16;17;101], а также на их наличие указывает ненулевой
третий момент распределения градиентов флуктуаций температуры [16;17].

В работе [16] из результатов вихреразрешающего моделирования (см. Ри
сунок 18 в [16]) с помощью условного осреднения и методов визуализации была
выделена некоторая вихревая структура, связанная с наблюдаемыми темпера
турными фронтами. Пространственная конфигурация, размеры и физические
механизмы, отвечающие за их появление, не были объяснены.

Отметим, что образование таких наклонных структур было обнаружено
как для устойчиво-стратифициранного турбулентного слоя Экмана [16], так и
для устойчиво-стратифицированного турбулентного течения Куэтта [17] (см.
Рисунок 2.1, где показаны изолинии поля температуры, а фронты соответству
ют областям большой концентрации изолиний). Кроме того, аналогичные струк
туры наблюдались в устойчиво стратифицированном турбулентном течении над
поверхностью городского типа [15]. Эти наблюдения подчеркивают, что наличие
устойчивой стратификации наиболее важно для появления наклонных струк
тур, а другие эффекты, такие как вращение спирали Экмана или особенности
турбулентности вблизи поверхности, оказывают меньшее влияние.

Наблюдаемые на Рисунке 2.1 наклонные структуры имеют ненулевое про
дольное волновое число. Оптимальные возмущения с ненулевым продольным
волновым числом также ранее наблюдались: в частности, для ламинарного те
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Рисунок 2.1 — Линии уровня мгновенного поля температуры в продольном сече
нии канала для устойчиво-стратифицированного турбулентного течения Куэтта
по результатам прямого численного моделирования [17] при числе Рейнольдса
𝑅𝑒 = 4× 104 и числе Ричардсона 𝑅𝑖 = 0.03. Здесь ℎ — полувысота канала, 𝑥 и
𝑦 — продольная и вертикальная координаты соответственно.

чения Куэтта при небольших числах Рейнольдса [9]. Рост энергии таких суще
ственно трехмерных возмущений объяснялся в [9] совместным действием эф
фекта опрокидывания и механизма Орра. Оптимальные возмущения с нену
левым продольным волновым числом были также обнаружены для устойчиво
стратифицированных струй [102;103] .

Для анализа немодовой устойчивости (поиска оптимальных возмущений)
осредненных турбулентных течений необходимо построить линейную модель
развития возмущений, представляющих собой организованные структуры. Ча
сто используемый подход для построения такой линейной модели — это исполь
зование модифицированных уравнений движения вязкой несжимаемой жидко
сти, в которых введен оператор эффективной вязкости, включающей как мо
лекулярную, так и турбулентную составляющие [104]. В плоскопараллельных
течениях, таких как течение Куэтта или течение Пуазейля, этот коэффици
ент может выбрать либо по результатам прямого численного моделирования
как отношение полного вертикального потока импульса к градиенту средней
скорости [60], либо с помощью эмпирических приближений, согласующихся с
известными данными измерений и моделирования.
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2.2 Стратифицированное турбулентное течение Куэтта и
результаты прямого численного моделирования

Рассмотрим в декартовых координатах 𝑥 (продольная), 𝑦 (вертикальная),
𝑧 (поперечная) движение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном трех
мерном канале полувысоты ℎ: −ℎ < 𝑦 < ℎ в поле силы тяжести. Верхняя стенка
канала движется со скоростью (𝑈0/2,0,0), нижняя — со скоростью (−𝑈0/2,0,0),
на стенках поддерживаются постоянные температуры 𝑇2 > 𝑇1 соответственно,
а для скорости на стенках канала предполагается условие прилипания.

В приближении Буссинеска движение жидкости определяется системой
уравнений Навье-Стокса, теплопроводности и неразрывности:

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u · ∇)u+∇𝑝− 1

𝑅𝑒
∆u− (0, 𝑅𝑖𝑇, 0)𝑇 = 0,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (u · ∇)𝑇 − 1

𝑃𝑟𝑅𝑒
∆𝑇 = 0,

∇ · u = 0,

(2.1)

где ∇ = (𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦, 𝜕/𝜕𝑧)𝑇 — оператор набла, ∆ = ∇ · ∇ — оператор Лапла
са. Здесь 𝑥, 𝑦, 𝑧 — обезразмеренные декартовы координаты; u = (𝑈, 𝑉,𝑊 )𝑇 ,
𝑝 и 𝑇 — обезразмеренные компоненты вектора скорости (в направлениях 𝑥,
𝑦 и 𝑧), удельное давление и температура соответственно; 𝑅𝑒 = 𝑈0ℎ/𝜈, 𝑅𝑖 =

𝑔(𝑇2−𝑇1)ℎ/(𝑇1𝑈
2
0 ) и 𝑃𝑟 = 𝜈/𝜒 — число Рейнольдса, число Ричардсона и число

Прандтля соответственно, где 𝜈 — кинематическая вязкость, 𝜒 — так называе
мый коэффициент температуропроводности, 𝑔 — ускорение свободного падения.
Температура жидкости 𝑇 на верхней (𝑦 = 1) и нижней (𝑦 = −1) стенках равна
соответственно 2 и 1. Стенки движутся со скоростями 1/2 и −1/2 в продольном
направлении.

Прямое численное моделирование системы уравнений (2.1) было выполне
но в работах [17; 86] в вычислительной области с размерами 𝐿𝑥 = 12, 𝐿𝑦 = 2,
𝐿𝑧 = 8. Для компонент скорости и температуры предполагались периодические
граничные условия в направлениях 𝑥 и 𝑧. Горизонтальные размеры области бы
ли выбраны таким образом, чтобы статистические характеристики турбулент
ного течения не зависели от размеров области при их дальнейшем увеличении.
Расчеты проводились при фиксированном числе Прандтля 𝑃𝑟 = 0.7 и чис
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лах Рейнольдса и Ричардсона, лежащих в диапазонах 1 ≤ 𝑅𝑒 × 10−4 ≤ 6 и
0 ≤ 𝑅𝑖 ≤ 0.06. Для вычисления профилей осредненного турбулентного тече
ния производилось осреднение (далее обозначаемое как (·)) по горизонтальным
координатам и времени на достаточно большом участке модельной траекто
рии после достижения турбулентным течением квазистационарного состояния.
Средние значения продольной компоненты скорости 𝑈 и температуры 𝑇 мы
далее будем обозначать через �̄� = �̄�(𝑦) и 𝑇 = 𝑇 (𝑦) соответственно. Средние
значения остальных компонент скорости на достаточно больших временных ин
тервалах оказались, как и следовало ожидать, пренебрежимо малыми и далее
они будут полагаться равными нулю.

Профили средней скорости �̄�(𝑦) и температуры 𝑇 (𝑦) показаны на Ри
сунке 2.2 при различных числах Рейнольдса и Ричардсона, начиная от случая
нейтральной стратификации (𝑅𝑖 = 0), где температуру можно считать пас
сивным скаляром, до случая сильно-устойчивой стратификации (𝑅𝑖 = 0.055).
С увеличением числа Ричардсона профили вблизи центра канала стремятся к
линейным, а их средний градиент увеличивается.

Определим средние значения полных безразмерных потоков импульса и
тепла как

𝜏 = 𝑈𝑉 − 1

𝑅𝑒

𝑑�̄�

𝑑𝑦
, 𝐹𝑇 = 𝑇𝑉 − 1

𝑃𝑟𝑅𝑒

𝑑𝑇

𝑑𝑦
.

Нетрудно убедиться [105], что величины 𝜏 и 𝐹𝑇 являются константами в виду
отсутствия внутренних источников импульса и тепла в течении Куэтта.

Динамические свойства турбулентного течения характеризуются скоро
стью трения 𝑢* =

√︀
|𝜏0|/𝜌, где 𝜏0 — размерный поток импульса, а 𝜌 — плотность

жидкости, и соответствующим числом Рейнольдса 𝑅𝑒𝜏 = 𝑢*𝑅𝑒/𝑈0, а турбулет
ный масштаб температуры — это 𝑇* = |𝐹𝑇0

|/𝑢*, где 𝐹𝑇0
— размерный поток

тепла. Для переменных обезразмеренных на турбулентные масштабы далее бу
деn использоваться индекс ”+”:

𝑦+ = 𝑅𝑒𝜏(𝑦 + 1), �̄�+ = 𝑅𝑒𝜏(�̄� + 0.5), 𝑇+ =
𝑇1
𝑇*

(𝑇 − 1),

где для удобства восприятия сделан сдвиг чтобы добиться равенства нулю на
нижней стенке канала. Профили �̄�+(𝑦+), 𝑇+(𝑦+) вблизи нижней стенки кана
ла также показаны на Рисунке 2.2 (д-е) при различных числах Рейнольдса
и Ричардсона. Профили совпадают в вязком подслое (приблизительно, при
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𝑦+ ≤ 10), что подчеркивает что, прямое численное моделирование было вы
полнено с достаточным сеточным разрешением. Логарифмический слой явно
выражен при нейтральной и слабоустойчивой стратификации, в то время как
при большей стратификации влияние сил плавучести начинается с буферного
слоя.

Устойчиво-стратифицированная турбулентность характеризуется масшта
бом длины Обухова 𝐿 = 𝑢2*𝑇1/(𝑔𝑇*). Отметим, что масштаб Обухова 𝐿 опреде
лен без дополнительного множителя 1/𝜅, где 𝜅 — константа фон Кармана, что
бы сохранить обозначения из работы [17], где представлены результаты прямого
численного моделирования. Этот масштаб длины используется в теории подо
бия Монина-Обухова [91] для описания статистических свойств турбулентности
в атмосферном пограничном слое. Безразмерный параметр 𝜁 = ℎ/𝐿, который
далее будет называться параметром устойчивости, характеризует рассматрива
емое стратифицированное турбулентное течение (за исключением вязкого под
слоя) в пределе очень больших чисел Рейнольдса.

2.2.1 Ролики при нейтральной стратификации

Некоторое мгновенное поле скорости (𝑊,𝑉 ) в сечении канала 𝑥 = 0, вы
численное в случае нейтральной стратификации 𝑅𝑖 = 0 при 𝑅𝑒 = 4 · 104, изоб
ражено на Рисунке 2.3 сверху. Какие-либо организованные структуры в нем
не видны. Аналогичная картина наблюдается и в других сечениях по 𝑥. По
сле исключения мелкомасштабной компоненты флуктуации путем осреднения
вдоль оси 𝑥, рассматриваемое мгновенное поле скорости преобразуется в че
редующиеся по направлению вращения вихри, представленные на Рисунке 2.3
снизу. В трехмерном пространстве эти структуры представляют собой вытяну
тые в продольном направлении противовращающиеся вихри («ролики»). При
нейтральной стратификации ролики явно выражены и могут быть выделены из
мгновенных полей флуктуаций. С увеличением статической устойчивости, ха
рактеризующейся числом Ричардсона, их кинетическая энергия уменьшается
и появляются промежутки времени, на которых ролики почти полностью зату
хают, что может быть объяснено необходимостью совершения работы против
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Рисунок 2.2 — Профили �̄�(𝑦), 𝑇 (𝑦), 𝜈(𝑦), �̄�(𝑦), �̄�+(𝑦+), 𝑇+(𝑦+) (a-e) среднего
турбулентного течения при 𝑅𝑒 = 2×104 (пунктир), 4×104 (сплошная линия) и
𝑅𝑖 = 0 (черным), 0.01 (красным), 0.03 (синим). Зеленой линии соответствуют
профили при 𝑅𝑒 = 4 × 104, 𝑅𝑖 = 0.055. Профили �̄�+(𝑦+), 𝑇+(𝑦+) показаны
только в нижней половине канала.
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сил плавучести при совершении вертикальных перемещений в стратифициро
ванной жидкости. В результатах прямого численного моделирования ролики
явно проявляются вплоть до значения числа Ричардсона 𝑅𝑖 ≈ 0.015.
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-4 -2 0 2 4
-1

0

1

Рисунок 2.3 — Некоторое мгновенное поле скорости (𝑊,𝑉 ) в сечении 𝑥 = 0

(сверху); оно же, осредненное вдоль оси 𝑥 (снизу).

2.2.2 Наклонные структуры при устойчивой стратификации

При устойчивой стратификации в работе [17] была зафиксирована наклон
ная слоистая структура поля температуры, представляющая собой крупномас
штабные нерегулярные наклонные слои жидкости со слабой стратификацией,
разделенных очень тонкими слоями с большими градиентами температуры. Это
явление проиллюстрировано на Рисунке 2.1, а также на Рисунке 2.5 сверху, где
изображены изолинии одного из мгновенных полей температуры 𝑇 в расчете с
𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03 в сечении канала 𝑧 = 0.
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Штрихом будем обозначать флуктуации, то есть отклонения соответству
ющих величин от их средних значений:

𝑈 ′ = 𝑈 − �̄� , 𝑉 ′ = 𝑉, 𝑊 ′ = 𝑊, 𝑇 ′ = 𝑇 − 𝑇 .

Плотность полной энергии флуктуации 𝐹 = (𝑈 ′,𝑉 ′,𝑊 ′,𝑇 ′)𝑇 определим как

ℰ(𝐹 ) = 1

𝐿𝑥𝐿𝑦𝐿𝑧

𝐿𝑧/2∫︁
−𝐿𝑧/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

(︂
|𝑈 ′|2 + |𝑉 ′|2 + |𝑊 ′|2 + 𝑅𝑖

𝑑𝑇/𝑑𝑦
|𝑇 ′|2

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,

т.е. как сумму кинетической и потенциальной составляющих. Отметим, что
плотность потенциальной энергии определена по аналогии с доступной потен
циальной энергией устойчиво стратифицированной атмосферы [106].

В этом случае для того, чтобы выделить крупномасштабные составляю
щие течения, проявляющиеся в виде организованных структур, разложим мгно
венное поле флуктуаций в комплексный ряд Фурье по горизонтальным перемен
ным

𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧) =
+∞∑︁

𝑘𝑥=−∞

+∞∑︁
𝑘𝑧=−∞

𝐹𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦) exp

(︂
2𝜋i𝑘𝑥𝑥

𝐿𝑥

)︂
exp

(︂
2𝜋i𝑘𝑧𝑧

𝐿𝑧

)︂
,

где 𝑘𝑥 и 𝑘𝑧 — номера гармоник в направлениях 𝑥 и 𝑧 соответственно. Плотность
полной энергии отдельной Фурье-гармоники равна

ℰ𝑘𝑥𝑘𝑧 =
1

𝐿𝑦

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

(︂
|𝑈𝑘𝑥𝑘𝑧 |2 + |𝑉𝑘𝑥𝑘𝑧 |2 + |𝑊𝑘𝑥𝑘𝑧 |2 +

𝑅𝑖

𝑑𝑇/𝑑𝑦
|𝑇𝑘𝑥𝑘𝑧 |2

)︂
𝑑𝑦. (2.2)

Отметим, что поскольку поле флуктуаций 𝐹 является чисто вещественным, то
гармоники с номерами 𝑘𝑥, 𝑘𝑧 и −𝑘𝑥, −𝑘𝑧 являются комплексно–сопряженными.
Комплексное сопряжение не меняет плотность полной энергии (2.2), поэтому
достаточно ограничиться, например, рассмотрением гармоник с неотрицатель
ными 𝑘𝑧.

На Рисунке 2.4 изображена энергетическая спектрограмма, то есть рас
пределение плотности полной энергии ℰ(𝐹 ) мгновенного поля флуктуаций по
отдельным Фурье-гармоникам, в диапазонах номеров гармоник −20 ≤ 𝑘𝑥 ≤ 20,
0 ≤ 𝑘𝑧 ≤ 20. Видно, что наибольших значений ℰ𝑘𝑥𝑘𝑧 достигает на крупномас



52

штабных гармониках с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (1,1), (2,1) и (2,2). На Рисунке 2.5 ни
же изображены вещественные части температуры вышеперечисленных гармо
ник в сечении канала 𝑧 = 0. Они являются крупномасштабными структурами,
представляющими собой наклонные чередущиеся слои в продольном сечении
канала. Именно эти крупномасштабные гармоники, по-видимому, проявляются
в качестве организованных структур в поле температуры на Рисунке 2.5.

Отметим, что большое значение средней плотности полной энергии некото
рых гармоник с другими номерами на Рисунке 2.4 — случайно. При осреднении
по ансамблю из нескольких спектрограмм, построенных по различным мгновен
ным полям, энергия, отвечающая гармоникам с этими номерами, существенно
уменьшается.
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Рисунок 2.4 — Энергетическая спектрограмма флуктуации мгновенного поля
скорости и температуры.
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Рисунок 2.5 — Сверху вниз: в сечении канала 𝑧 = 0 линии уровня мгновенного
поля температуры; изолинии вещественных частей крупномасштабных гармо
ник с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (1,1), (2,1) и (2,2), вычисленных для флуктуации
этого поля.
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2.3 Линейная модель развития крупномасштабных возмущений

Будем считать, что флуктуации компонент скорости и температуры мож
но разделить на возмущения �̃� ′, 𝑉 ′, �̃� ′, 𝑇 ′ крупного пространственного мас
штаба, проявляющиеся в виде организованных структур, и мелкомасштабные
турбулентные флуктуации 𝑈 ′, 𝑉 ′, 𝑊 ′, 𝑇 ′. Представим турбулентные поля ско
рости и температуры в виде

𝑈 = �̄� + �̃� ′ + 𝑈 ′, 𝑉 = 𝑉 ′ + 𝑉 ′, 𝑊 = �̃� ′ +𝑊 ′, 𝑇 = 𝑇 + 𝑇 ′ + 𝑇 ′ (2.3)

и подставим (2.3) в исходные уравнения (2.1), отфильтровывая мелкомасштаб
ные турбулентные флуктуации с помощью операции осреднения по Рейнольдсу.
Тогда получим следующую систему уравнений

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u · ∇)u+∇𝑝− 1

𝑅𝑒
∆u− (0, 𝑅𝑖𝑇, 0)𝑇 + (u′ · ∇)u′ = 0,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (u · ∇)𝑇 − 1

𝑃𝑟𝑅𝑒
∆𝑇 + (u′ · ∇)𝑇 ′ = 0,

∇ · u = 0,

(2.4)

где u = (�̄� + �̃� ′, 𝑉 ′, �̃� ′)𝑇 , u′ = (𝑈 ′, 𝑉 ′,𝑊 ′)𝑇 , 𝑝 = 𝑃 + 𝑃 ′ и 𝑇 = 𝑇 + 𝑇 ′.
Рассмотрим задачу эволюции крупномасштабных составляющих течения,

параметризуя взаимодействие с мелкомасштабной турбулентностью (u′ · ∇)u′

и (u′ · ∇)𝑇 ′ в (2.4) при помощи операторов 𝜈 и �̄� турбулентной вязкости и диф
фузии соответственно, зависящих только от вертикальной переменной 𝑦. Будем
предполагать, что операторы турбулентной вязкости и диффузии изотропны
вдоль направлений 𝑥, 𝑦, 𝑧. Выберем коэффициенты турбулентной вязкости и
диффузии следующим образом:

𝜈(𝑦) = −𝜏/
(︂
𝑑�̄�

𝑑𝑦

)︂
, �̄�(𝑦) = −𝐹𝑇/

(︂
𝑑𝑇

𝑑𝑦

)︂
. (2.5)

Отметим, что на стенках канала коэффициенты турбулентной вязкости и диф
фузии равны молекулярным значениям 1/𝑅𝑒 и 1/𝑃𝑟𝑅𝑒 соответственно. На Ри
сунке 2.2 (в-г) показаны профили 𝜈(𝑦) и �̄�(𝑦) при различных числах Рейнольдса
и Ричардсона. С увеличением числа Ричардсона, устойчивая стратификация
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подавляет турбулентное перемешивание, ограничивая характерные простран
ственные масштабы турбулентных вихрей, что приводит к уменьшению коэф
фициентов турбулентной вязкости и диффузии.

Используя коэффициенты турбулентной вязкости и диффузии (2.5), по
лучим уравнения, описывающие эволюцию крупномасштабных составляющих
течения

𝜕ũ

𝜕𝑡
+ (ũ · ∇) ũ+∇𝑝−∆𝜈ũ−

(︁
0, 𝑅𝑖𝑇 , 0

)︁𝑇
= 0,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (ũ · ∇)𝑇 −∆𝜇𝑇 = 0,

∇ · ũ = 0,

(2.6)

где

∆𝜈 = 𝜈
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕

𝜕𝑦
𝜈
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜈

𝜕2

𝜕𝑧2
, ∆𝜇 = �̄�

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕

𝜕𝑦
�̄�
𝜕

𝜕𝑦
+ �̄�

𝜕2

𝜕𝑧2
,

оператор ∆𝜈 действует на вектор скорости покомпонентно, ·̃ означает опера
цию осреднения по Рейнольдсу, а из давления 𝑝 исключена изотропная часть
непряжений Рейнольдса.

Как и для исходной математической модели (2.1), на верхней и нижней
стенках канала для скорости предполагается условие прилипания, а для темпе
ратуры постоянные значения 2 и 1, соответственно. Верхняя и нижняя стенки
движутся со скоростями соответственно 1/2 и −1/2 в направлении 𝑥.

Система уравнений (2.6) по построению имеет стационарное решение

ũ = ū := (�̄�(𝑦), 0, 0)𝑇 , 𝑝 = 𝑃 (𝑦), 𝑇 = 𝑇 (𝑦)

с профилями продольной компоненты скорости, давления и температуры, удо
влетворяющими соотношениям

−𝜈𝑑�̄�
𝑑𝑦

= 𝜏, − �̄�
𝑑𝑇

𝑑𝑦
= 𝐹𝑇 ,

𝑑𝑃

𝑑𝑦
= 𝑅𝑖𝑇 . (2.7)

Профили средней скорости �̄�(𝑦) и температуры 𝑇 (𝑦) турбулентного течения, а
также соответствующие коэффициенты турбулентной вязкости 𝜈(𝑦) и теплопро
водности �̄�(𝑦) возьмём из результатов работ [17;86], где было выполнено прямое
численное моделирование стратифицированного турбулентного течения Куэтта
в широком диапазоне чисел Рейнольдса и Ричардсона.
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Представим произвольное решение этой системы в окрестности основного
течения следующим образом:

(ũ, 𝑝, 𝑇 ) = (ū, 𝑃 , 𝑇 ) + 𝜀(u′, 𝑝′, 𝑇 ′) + 𝑜(𝜀), (2.8)

где u′ = (𝑢′,𝑣′,𝑤′), а 𝜀 — малый параметр. Требуя, чтобы для любого сколь
угодно малого по абсолютной величине 𝜀, (2.8) было решением системы урав
нений (2.6), получим следующие линеаризованные уравнения эволюции малых
возмущений:

𝜕u′

𝜕𝑡
+ �̄�

𝜕u′

𝜕𝑥
+

(︂
𝑑�̄�

𝑑𝑦
𝑣′,−𝑅𝑖𝑇 ′,0

)︂𝑇

+∇𝑝′ −∆𝜈u
′ = 0,

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑡
+ �̄�

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑥
+
𝑑𝑇

𝑑𝑦
𝑣′ −∆𝜇𝑇

′ = 0,

∇ · u′ = 0.

(2.9)

Уравнения (2.9) рассматриваются с нулевыми граничными условиями для 𝑢′,
𝑣′, 𝑤′, 𝑇 ′ на стенках канала.

Нас будут интересовать периодические по 𝑥 и 𝑧 решения системы (2.9),
дающие максимальный подскок плотности полной энергии возмущений:

1

8𝑙𝑥𝑙𝑧

𝑙𝑥∫︁
−𝑙𝑥

1∫︁
−1

𝑙𝑧∫︁
−𝑙𝑧

(︂
𝑢′2 + 𝑣′2 + 𝑤′2 +

𝑅𝑖

𝑑𝑇/𝑑𝑦
𝑇 ′2
)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,

где 2𝑙𝑥 и 2𝑙𝑧 — периоды возмущений в направлениях 𝑥 и 𝑧 соответственно. Так
как основное течение не зависит от 𝑥 и 𝑧, любое периодическое по 𝑥 и 𝑧 решение
системы (2.9) можно разложить в ряд по решениям вида

(𝑢𝛼𝛾, 𝑣𝛼𝛾, 𝑤𝛼𝛾, 𝑝𝛼𝛾, 𝑇𝛼𝛾)𝑒
i𝛼𝑥+i𝛾𝑧, (2.10)

где 𝛼 и 𝛾 — вещественные продольное и поперечное волновые числа соответ
ственно, а 𝑢𝛼𝛾, 𝑣𝛼𝛾, 𝑤𝛼𝛾, 𝑝𝛼𝛾, 𝑇𝛼𝛾 — комплексные амплитуды, зависящие только
от 𝑦 и 𝑡. Кроме того, можно показать [107], что максимальный подскок средней
плотности полной энергии достигается на решениях вида (2.10). Таким обра
зом, можно ограничиться рассмотрением только таких решений. Для получения
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физически значимых величин следует взять вещественную часть комлексного
возмущения вида (2.10).

Подставив возмущения вида (2.10) в (2.9), получим следующую систему
уравнений относительно амплитуд возмущений:

𝜕𝑢𝛼𝛾
𝜕𝑡

+ i𝛼�̄�𝑢𝛼𝛾 +
𝑑�̄�

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 + i𝛼𝑝𝛼𝛾 +∆𝛼𝛾

𝜈 𝑢𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑣𝛼𝛾
𝜕𝑡

+ i𝛼�̄�𝑣𝛼𝛾 +
𝜕𝑝𝛼𝛾
𝜕𝑦

+∆𝛼𝛾
𝜈 𝑣𝛼𝛾 −𝑅𝑖𝑇𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑤𝛼𝛾

𝜕𝑡
+ i𝛼�̄�𝑤𝛼𝛾 + i𝛾𝑝𝛼𝛾 +∆𝛼𝛾

𝜈 𝑤𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑇𝛼𝛾
𝜕𝑡

+ i𝛼�̄�𝑇𝛼𝛾 +
𝑑𝑇

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 +∆𝛼𝛾

𝜇 𝑇𝛼𝛾 = 0,

i𝛼𝑢𝛼𝛾 +
𝜕𝑣𝛼𝛾
𝜕𝑦

+ i𝛾𝑤𝛼𝛾 = 0.

(2.11)

где

∆𝛼𝛾
𝜈 = 𝛼2𝜈 − 𝜕

𝜕𝑦
𝜈
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝛾2𝜈, ∆𝛼𝛾

𝜇 = 𝛼2�̄�− 𝜕

𝜕𝑦
�̄�
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝛾2�̄�.

Для возмущения вида (2.10) в момент времени 𝑡, плотность полной энер
гии это сумма ее кинетической и потенциальной составляющих

ℰ𝑡 =
1

2

1∫︁
−1

(︂
|𝑢𝛼𝛾|2 + |𝑣𝛼𝛾|2 + |𝑤𝛼𝛾|2 +

𝑅𝑖

𝑑𝑇/𝑑𝑦
|𝑇𝛼𝛾|2

)︂
𝑑𝑦. (2.12)

Отметим, что похожий функционал использовался в работах [102; 103] при ис
следовании оптимальных возмущений струйных течений при сильно-устойчи
вой стратификации.

Максимально возможное увеличение

Γ𝛼𝛾(𝑡) = max
ℰ𝑡
ℰ0

плотности полной энергии возмущения, где максимум берется по всем началь
ным условиям удовлетворяющим дискретному аналогу уравнения неразрывно
сти, будем называть максимальной амплификацией средней плотности полной
энергии при фиксированных значениях 𝛼, 𝛾 и 𝑡.
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Введем обозначения

Γ𝛼𝛾
max = max

𝑡≥0
Γ𝛼𝛾(𝑡), Γmax = max

𝛼, 𝛾
Γ𝛼𝛾
max, (𝛼opt,𝛾opt,𝑡opt) = argmax

𝛼, 𝛾, 𝑡
Γ𝛼𝛾(𝑡).

для максимальной амплификации средней плотности полной энергии при фик
сированных волновых числах, глобальной максимальной амплификации и оп
тимальных значений волновых чисел и оптимального момента времени соответ
ственно. Начальные возмущения, на которых достигаются Γ𝛼𝛾

max и Γmax, будем
называть оптимальным (при фиксированных значениях 𝛼 и 𝛾) и глобальным
оптимальным возмущениями соответственно.

2.3.1 Особенности спектра линейного оператора

Решение вида

(𝑢𝛼𝛾,𝑣𝛼𝛾,𝑤𝛼𝛾,𝑇𝛼𝛾,𝑝𝛼𝛾) = (�̃�𝛼𝛾,𝑣𝛼𝛾,�̃�𝛼𝛾,𝑇𝛼𝛾,𝑝𝛼𝛾)𝑒
𝜆𝑡 (2.13)

системы (2.11), где 𝜆 — комплексное число, а 𝑓𝛼𝛾 — комплексные амплитуды,
зависящие только от 𝑦, называют ее собственной модой, отвечающей собствен
ному значению 𝜆. Подставляя (2.13) в (2.11), получим следующую проблему
собственных значений:

𝜆�̃�𝛼𝛾 + i𝛼�̄��̃�𝛼𝛾 +
𝑑�̄�

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 + i𝛼𝑝𝛼𝛾 +∆𝛼𝛾

𝜈 �̃�𝛼𝛾 = 0,

𝜆𝑣𝛼𝛾 + i𝛼�̄�𝑣𝛼𝛾 +
𝑑𝑝𝛼𝛾
𝑑𝑦

+∆𝛼𝛾
𝜈 𝑣𝛼𝛾 −𝑅𝑖𝑇𝛼𝛾 = 0,

𝜆�̃�𝛼𝛾 + i𝛼�̄��̃�𝛼𝛾 + i𝛾𝑝𝛼𝛾 +∆𝛼𝛾
𝜈 �̃�𝛼𝛾 = 0,

𝜆𝑇𝛼𝛾 + i𝛼�̄�𝑇𝛼𝛾 +
𝑑𝑇

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 +∆𝛼𝛾

𝜇 𝑇𝛼𝛾 = 0,

i𝛼�̃�𝛼𝛾 +
𝑑𝑣𝛼𝛾
𝑑𝑦

+ i𝛾�̃�𝛼𝛾 = 0.

(2.14)
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Комплексным сопряжением уравнений (2.14) с последующей заменой пере
менных 𝑦 → −𝑦 можно доказать свойство проблемы (2.14), сформулированное
в качестве Теоремы 6.

Теорема 6. Пусть �̄�(𝑦), 𝑇 (𝑦), 𝜈(𝑦), �̄�(𝑦) удовлетворяют соотношениям
(2.7), причем профили скорости и температуры являются нечетными функ
циями относительно центра канала. Тогда спектр проблемы собственных
значений (2.14) симметричен относительно вещественной оси, и если(︁

𝜆, �̃�𝛼𝛾(𝑦), 𝑣𝛼𝛾(𝑦), �̃�𝛼𝛾(𝑦), 𝑇𝛼𝛾(𝑦), 𝑝𝛼𝛾(𝑦)
)︁

является решением проблемы (2.14), то(︁
𝜆*, �̃�𝛼𝛾(−𝑦)*, 𝑣𝛼𝛾(−𝑦)*, �̃�𝛼𝛾(−𝑦)*, 𝑇𝛼𝛾(−𝑦)*,−𝑝𝛼𝛾(−𝑦)*

)︁
также является решением проблемы (2.14), где ” * ” означает комплексное
сопряжение.

Теорема 6 является непосредственным обобщением соответствующего
утверждения [2], справедливого для ламинарного течения Куэтта, то есть тече
ния с 𝑅𝑖 = 0, 𝜈 = 1/𝑅𝑒, и линейным профилем продольной скорости основного
течения �̄�(𝑦) = 𝑦/2.

2.4 Пространственная аппроксимация и алгебраическая редукция

Обозначим через 𝐿𝑘 полином Лежандра степени 𝑘. Пусть −1 = 𝑦0 < · · · <
𝑦𝑛+1 = 1 — это узлы Гаусса–Лобатто, то есть корни полинома (1 − 𝑦2)𝐿′

𝑛+1(𝑦),
где штрих означает производную по 𝑦. Узлы 𝑦𝑖 являются узлами квадратурной
формулы Гаусса–Лобатто

1∫︁
−1

𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 ≈
𝑛+1∑︁
𝑖=0

𝜅𝑖𝑓(𝑦𝑖), 𝜅𝑖 =
2

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)𝐿2
𝑛+1(𝑦𝑖)

(2.15)

для вычисления интегралов с единичным весом на отрезке [−1,1]. Квадратур
ная формула (2.15) точна для любого полинома степени не выше 2𝑛+ 1.



60

Пусть 𝜓𝑖(𝑦) и 𝜙𝑖(𝑦) — это элементарные интерполяционные полиномы
Лагранжа на сетках 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛+1 и 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛 соответственно. Эти
полиномы представимы в явном виде как

𝜓𝑖(𝑦) =
(𝑦2 − 1)𝐿′

𝑛+1(𝑦)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑦 − 𝑦𝑖)𝐿𝑛+1(𝑦𝑖)
, (2.16)

𝜙𝑖(𝑦) =
(𝑦2𝑖 − 1)𝐿′

𝑛+1(𝑦)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑦 − 𝑦𝑖)𝐿𝑛+1(𝑦𝑖)
, (2.17)

причем 𝜓𝑖(𝑦) — это полиномы степени 𝑛+1, а 𝜙𝑖(𝑦) — полиномы степени 𝑛− 1.
Отметим, что 𝜓𝑖(𝑦) при 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 равны 0 при 𝑦 = ±1.

Для аппроксимации по 𝑦 системы уравнений (2.11) будем использовать
метод Галеркина–коллокаций [108]. Функции 𝜓𝑖(𝑦) при 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 будем ис
пользовать в качестве базисных функций для амплитуд компонент скорости и
температуры, а также в качестве пробных функций для первых четырех урав
нений в (2.11). Функции 𝜙𝑖(𝑦) будем использовать в качестве базисных функций
для давления, а также в качестве пробных функций для последнего уравнения
в (2.11). Для расчета фигурирующих в слабой постановке скалярных произве
дений будем использовать квадратурную формулу (2.15).

Таким образом, компоненты возмущения мы будем аппроксимировать как

𝑔𝛼𝛾(𝑦,𝑡) ≈
𝑛∑︁

𝑖=1

g𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝑦), 𝑝𝛼𝛾(𝑦,𝑡) ≈
𝑛∑︁

𝑖=1

p𝑖(𝑡)𝜙𝑖(𝑦),

где 𝑔 означает 𝑢, 𝑣, 𝑤 или 𝑇 . Коэффициенты g𝑖(𝑡), p𝑖(𝑡) являются значениями
аппроксимантов в узле 𝑦𝑖.

Обозначим через K0 диагональную матрицу порядка 𝑛+ 2, составленную
из квадратурных весов (2.15), а через K — ее диагональную подматрицу, отвеча
ющую внутренним узлам. Введем также диагональные матрицы U, U𝑦, N, M и
T𝑦, составленные из значений профиля и производной профиля скорости основ
ного течения, значений коэффициентов турбулентной вязкости и диффузии и
значений производной профиля температуры основного течения, соответствен
но, во внутренних узлах сетки (все эти матрицы — порядка 𝑛). Обозначим через
N0, M0 диагональные матрицы порядка 𝑛+ 2, составленные из значений коэф
фициентов турбулентной вязкости и диффузии в узлах сетки 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛+1.
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Для вычисления значений производной функции, заданной во внутренних
узлах сетки и удовлетворяющей нулевым граничным условиям, будем использо
вать матрицу дифференцирования D размера (𝑛+2)×𝑛, составленную из значе
ний первых производных функций 𝜓𝑖(𝑦) при 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 в узлах 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛+1.
Также нам потребуется матрица проектирования P размера (𝑛+2)×𝑛, восста
навливающая по значениям функции во внутренних узлах ее значения в узлах
𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛+1. Эффективные методы вычисления матриц D и P описаны
в [109].

Выполнив описанную аппроксимацию системы уравнений (2.11) методом
Галеркина-коллокаций, получим систему обыкновенных дифференциальных и
алгебраических уравнений

𝑑q

𝑑𝑡
= Jq−Gp, Fq = 0 (2.18)

относительно векторов q = E1/2(u𝑇 ,v𝑇 ,w𝑇 ,T𝑇 )𝑇 и p, где

E =
1

2
diag

(︀
K,K,K,𝑅𝑖KT−1

𝑦

)︀
,

а u, v, w, p, T — это 𝑛-компонентные векторы, зависящие только от 𝑡, компо
нентами которых являются значения соответствующих амплитуд во внутренних
узлах сетки по 𝑦. Отметим, что при такой нормировке дискретным аналогом
функционала (2.12) плотности полной энергии будет ‖q‖22.

Матрицы в (2.18) устроены следующим образом: J — квадратная матрица
порядка 4𝑛, а G и F — прямоугольные матрицы размеров 4𝑛 × 𝑛 и 𝑛 × 4𝑛

соответственно:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
S𝜈 −U𝑦 0 0

0 S𝜈 0 R

0 0 S𝜈 0

0 −R 0 S𝜇

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , G =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
i𝛼I

G𝑦

i𝛾I

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , F = −G*,

где I — единичная матрица порядка 𝑛,

S𝜈 = −i𝛼U− 𝛼2N+ L𝜈 − 𝛾2N, S𝜇 = T−1/2
𝑦 (−i𝛼U− 𝛼2M+ L𝜇 − 𝛾2M)T1/2

𝑦 ,
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а G𝑦, F𝑦, L𝜈, L𝜇 и R — квадратные вещественные матрицы порядка 𝑛:
G = −K−1/2D𝑇K0PK

−1/2 и F𝑦 = −G𝑇
𝑦 — дискретные аналоги оператора

𝜕/𝜕𝑦 в градиенте давления и уравнении неразрывности соответственно, L𝜈 =

−K−1/2D𝑇K0N0DK
−1/2 и L𝜇 = −K−1/2D𝑇K0M0DK

−1/2 — соответственно дис
кретные аналоги операторов

𝜕

𝜕𝑦
𝜈
𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑦
�̄�
𝜕

𝜕𝑦
,

а R =
√
𝑅𝑖T

1/2
𝑦 .

Из второго уравнения системы (2.18) следует, что q при всех 𝑡 принад
лежит ядру матрицы F. После замены переменных q = V𝜑, где V — прямо
угольная матрица, столбцы которой образуют ортонормированный базис в яд
ре матрицы F, и умножения полученного уравнения слева на V*, а также с
учетом того, что G = −F*, мы получим следующую систему обыкновенных
дифференциальных уравнений:

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= A𝜑, (2.19)

где A = V*JV — квадратная матрица порядка 3𝑛+1 при 𝛼 = 𝛾 = 0 и порядка 3𝑛
в остальных случаях. Подробное обоснование такого типа редукций линейных
дифференциально-алгебраических систем дано в [110].

Для вычисления вектора значений амплитуды (𝑢𝛼𝛾, 𝑣𝛼𝛾, 𝑤𝛼𝛾, 𝑇𝛼𝛾) возмуще
ния вида (2.10) в узлах расчетной сетки необходимо сделать обратную замену
переменных

(u𝑇 ,v𝑇 ,w𝑇 ,T𝑇 )𝑇 = E−1/2V𝜑. (2.20)

Каждой собственной паре (𝜆,𝜑) матрицы A соответствует (с точностью до
погрешности аппроксимации) собственная мода (2.13) исходной системы (2.11).
Ее амплитуда в узлах расчетной сетки может быть вычислена по формуле (2.20)
с 𝜑 = 𝜑.

Для вычисления 𝑡 = 𝑡𝛼𝛾opt применим матричный алгоритм, предложенный
в [43] и кратко описанный в Разделе 1.2 данной диссертационной работы. После
того, как 𝑡𝛼𝛾opt найдено, вычисляем максимальное сингулярное число 𝜎opt и от
вечающие ему правый 𝜑opt и левый 𝜒opt нормированные сингулярные векторы
матрицы exp

(︀
𝑡𝛼𝛾optA

)︀
. Максимальная амплификация Γ𝛼𝛾

max равна 𝜎2opt, а ампли
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туда оптимального возмущения в моменты времени 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡𝛼𝛾opt в узлах
расчетной сетки может быть вычислена по формуле (2.20) с 𝜑 = 𝜑opt и 𝜑 = 𝜒opt

соответственно.
Эволюция плотности полной энергии 𝐸opt и эволюция плотности кинети

ческой энергии 𝐸𝐾
opt оптимального возмущения могут быть вычислены как

𝐸opt(𝑡) = ‖Φ(𝑡)‖22, 𝐸𝐾
opt(𝑡) = ‖diag(I,I,I,0)VΦ(𝑡)‖22,

где Φ(𝑡) = exp (𝑡A)𝜑opt.
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3. Использование оптимальных возмущений для анализа
организованных структур в стратифицированном турбулентном

течении Куэтта

Во всех дальнейших экспериментах с линейной моделью, число узлов 𝑛
сетки по 𝑦 равно 100. Было проверено, что увеличение числа узлов сетки не
влияет на описанные ниже результаты.

3.1 Крупномасштабные организованные структуры

3.1.1 Продольные стрики и наклонные структуры

Рассмотрим стратифицированное турбулентное течение при фиксирован
ном числе Рейнольдса 𝑅𝑒 = 4 · 104 и двух различных числах Ричардсона
𝑅𝑖 = 0.01 и 0.03, соответствующих случаю, близкому к нейтральной стратифи
кации, и случаю устойчивой стратификации соответственно. При Re = 4 · 104,
𝑅𝑖 = 0.01 согласно результатам прямого численного моделирования [86] в турбу
лентном течении на фоне мелкомасштабной турбулентности выделяются круп
номасштабные вытянутые в продольном направлении вихри в поперечном сече
нии канала, в то время как при 𝑅𝑖 = 0.03 — проявляются наклонные слоистые
структуры в поле температуры [17].

На Рисунке 3.1 изображены линии уровня максимальной амплификации
Γ𝛼𝛾
max плотности полной энергии возмущений в плоскости волновых чисел (𝛼,𝛾).

Приведена только четверть плоскости, так как Γ𝛼𝛾
max инвариантна относитель

но замены переменных (𝛼,𝛾) → (−𝛼,𝛾) и (𝛼,𝛾) → (𝛼, − 𝛾). При 𝑅𝑖 = 0.01

глобальная максимальная амплификация достигается при значении продольно
го волнового числа 𝛼opt = 0, то есть оптимальное возмущение не зависит от
продольной координаты 𝑥, в то время как при 𝑅𝑖 = 0.03 глобальная макси
мальная амплификация достигается при ненулевых значениях волновых чисел
𝛼opt ≈ 0.4, 𝛾opt ≈ 1.1 (оптимальное возмущение является существенно трехмер
ным).
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Рисунок 3.1 — Линии уровня максимальной амплификации Γ𝛼𝛾
max при 𝑅𝑒 =

4 × 104, 𝑅𝑖 = 0.01 (слева) и 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03 (справа) в плоскости
волновых чисел (𝛼, 𝛾). Точки глобального максимума выделены черным.

Пространственная конфигурация соответствующих оптимальных возму
щений показана на Рисунке 3.2, где 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑇 — это вещественные части ком
понент скорости и температуры возмущения вида (2.10). На Рисунке 3.2 (а-г)
показаны компоненты скорости и температуры оптимального возмущения при
𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.01 в сечении канала 𝑥 = 0 для одного периода в попереч
ном направлении. Значения продольного и поперечного волновых чисел этого
оптимального возмущения равны 𝛼opt = 0 и 𝛾opt ≈ 0.92 (т.е., поперечная длина
волны 𝜆𝑧 = 2𝜋/𝛾opt ≈ 6.8) соответственно. В этом случае оптимальное возму
щение представляет собой крупномасштабные чередующиеся по направлению
вращения продольные вихри. В начальном (при 𝑡 = 0) оптимальном возмуще
нии преобладает кинетическая энергия вращения поперечной и вертикальной
(𝑤,𝑣) компонент скорости, то есть это возмущение представляет собой ролики.
Особенностью роликов при наличии устойчивой стратификации (в отличии от
нейтрально-стратифицированного случая) является то, что их температура не
постоянна и сосредоточена прежде всего вблизи стенок канала. Развитое (при
𝑡 = 𝑡opt) оптимальное возмущение представляет собой стрики, то есть крупно
масштабные вытянутые в продольном направлении структуры в которых преоб
ладают продольные движения. Температура стриков в момент максимального
роста энергии распределена так же, как и продольная компонента скорости. В
нейтрально-стратифицированных течениях, развитие роликов в стрики проис
ходит за счет эффекта опрокидывания. Эффект опрокидывания также опреде
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ляет рост энергии возмущений при малых числах Ричардсона. Отметим, что
поперечный размер роликов при наличии устойчивой стратификации может
оказаться больше (𝜆𝑧 ≈ 4− 6) чем аналогичная величина из работ [13; 14; 111],
где рассматривались только нейтрально-стратифицированные течения.

На Рисунке 3.2 (д-з) показаны компоненты скорости и температуры оп
тимального возмущения при 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03 в сечении канала 𝑥 = 0

для одного периода в поперечном направлении. Значения продольного и попе
речного волновых чисел этого оптимального возмущения равны 𝛼opt ≈ 0.39

(т.е., продольная длина волны 𝜆𝑥 = 2𝜋/𝛼opt ≈ 16) и 𝛾opt ≈ 1.16 (т.е., попе
речная длина волны 𝜆𝑧 = 2𝜋/𝛾opt ≈ 5.4) соответственно. Форма оптимального
возмущения в продольном сечении канала (𝑧 = 0) отличается только большим
горизонтальным размером. В начальный момент времени 𝑡 = 0 продольная
скорость и температуры оптимального возмущения сильно наклонены против
сдвига скорости основного течения. За время эволюции возмущения к моменту
𝑡 = 𝑡opt, они приобретают противоположный наклон. Похоже наклонные воз
мущения были ранее обнаружены при исследовании оптимальных возмущений
ламинарного течения Куэтта при нейтральной стратификации [9]. Их развитие
занимало меньше времени чем развитие роликов в стрики. В работе [9] механизм
роста энергии таких наклонных возмущений объяснялся совместным действи
ем эффекта опрокидывания и механизма Орра (возмущение может получить
энергию из основного течения в момент поворота относительно сдвига средней
скорости). Однако, в отличии от рассматриваемых устойчиво-стратифициро
ванных турбулентных течений, наклонные возмущения являются глобальными
оптимальными возмущениями только при малых числах Ричардсона и имеют
гораздо большую продольную длину волны 𝜆𝑥 > 41.9 [9].

На Рисунке 3.3 вещественная часть компонент скорости наклонного опти
мального возмущения (при 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03) показана в горизонтальном
сечении 𝑦 = 0. При 𝑡 = 0 горизонтальная скорости почти перпендикулярна
фронту волны, а при 𝑡 = 𝑡opt направлена вдоль него. Изоповерхности веще
ственной части температуры этого оптимального возмущения при 𝑡 = 𝑡opt изоб
ражены на Рисунке 3.4 (а-б). Таким образом, в соответствии с Рисунке 3.2-3.4,
наклонные оптимальные возмущения так же представляют собой ролики (при
𝑡 = 0) и стрики (при 𝑡 = 𝑡opt), но наклоненные под некоторым углом в горизон
тальной и вертикальной плоскостях.
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Отметим, что Γ𝛼𝛾
max = Γ−𝛼,𝛾

max = Γ𝛼,−𝛾
max . Поэтому если глобальный максималь

ная амплификация достигается при волновых числах (𝛼opt, 𝛾opt), то существуют
возмущения вида (2.10) с волновыми числами (−𝛼opt, 𝛾opt) и (𝛼opt,−𝛾opt), кото
рым соответствует такой же подскок энергии. Из-за взаимной ортогональности
возмущений вида (2.10) при различных парах волновых чисел и линейности
задачи, произваольная линейная комбинация оптимальных возмущений с по
ложительными и отрицательными поперечными волновыми числами также до
стигает того же самого подскока энергии. В качестве примера такой линейной
комбинации на Рисунке 3.4 (в) показана вещественая часть полусуммы двух
оптимальных возмущений. Это возмущение тоже представляет собой наклон
ное существенно трехмерное движение и напоминает структуры, выделенные
в работе [16] с помощью метода условного осреденения из результатов вихре
разрешающего моделирования устойчиво-стратифицированного турбулентного
слоя Экмана. В работе [16] пространственная конфигурация выделенных струк
тур интерпретировалась как шпилькообразные вихри. Рисунок 3.4 (в) показы
вает, что похожая вихревая структура может быть получены и в случае, если
крупномасштабные структуры являются наклонными стриками, так как поло
жительные и отрицательные поперечные волновые числа не отличимы друг от
друга в используемом в [16] методе визуализации.

3.1.2 Зависимость от чисел Рейнольдса и Ричардсона

Рассмотрим стратифицированное турбулентное течение Куэтта при 27

различных парах чисел Рейнольдса и Ричардсона (𝑅𝑒,𝑅𝑖), изменяющихся в
диапазонах: 𝑅𝑒 · 10−4 = 1,2,4,6 и 0 ≤ 𝑅𝑖 ≤ 0.055. Результаты вычисления
глобальной амплификации Γmax, оптимальных волновых чисел (𝛼opt, 𝛾opt) и оп
тимального момента времени 𝑡opt приведены в Таблице 3.1. В этой же Таблице
приведены соответствующие значения параметра устойчивости 𝜁. Напомним,
что оптимальные возмущения с 𝛼opt = 0 представляют собой крупномасштаб
ные продольные вихри развивающиеся в продольные стрики, а оптимальные
возмущения с 𝛼opt > 0 - наклонные структуры.
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Рисунок 3.2 — Вещественная часть компонент оптимального возмущения при
𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.01 (а-г) и 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03 (д-з) в сечении канала
𝑥 = 0. Изолинии продольной скорости 𝑢 (цветом) и компонент скорости (𝑤, 𝑣)

(стрелками) при 𝑡 = 0 (а, д) и при 𝑡 = 𝑡opt (б, е). Изолинии температуры 𝑇

(цветом) при 𝑡 = 0 (в, ж) и при 𝑡 = 𝑡opt (г, з). На Рисунке 3.2 (в) показана
только часть канала вблизи нижней стенки.

Рисунок 3.3 — Линии уровня вертикальной скорости 𝑣 (цветом) и компонент
скорости (𝑢,𝑤) (стрелками) вещественной части оптимального возмущения при
𝑅𝑒 = 4 ·104, 𝑅𝑖 = 0.03 в момент времени 𝑡 = 0 (а) и 𝑡 = 𝑡opt (б) в сечении канала
𝑦 = 0.
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Рисунок 3.4 — Изоповерхности температуры 𝑇 оптимальных возмущений при
𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03 и 𝑡 = 𝑡opt. (a): Вещественная часть оптимального возму
щения с волновыми числами (𝛼opt,𝛾opt). (б): то же, что и (а), но с соблюдением
масштаба. (в): Вещественная часть полусуммы двух оптимальных возмущений
с волновыми числами (𝛼opt,𝛾opt) и (𝛼opt,− 𝛾opt).
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Из Таблицы 3.1 видно, что в случае нейтральной стратификации (𝑅𝑖 = 0)
значения глобальной максимальной амплификации Γmax и оптимального попе
речного волнового числа 𝛾opt уменьшаются с ростом числа Рейнольдса, причем
значения Γmax лежат в диапазоне 2 − 3, что согласуется с результатами рабо
ты [111]. Оптимальное поперечное волновое число 𝛾opt при 𝑅𝑖 = 0 также хорошо
согласуется с характерным поперечным размером крупномасштабных стриков,
полученным по результатам прямого численного моделирования в недавней ра
боте [87].

Наличие устойчивой стратификации (𝑅𝑖 > 0) приводит к значительно
му росту глобального максимальной амплификации. Также амплификация уве
личивается с увеличением числа Рейнольдса. Зависимость глобальной макси
мальной амплификации от числа Ричардсона показана на Рисунке 3.5 (а). На
кривой Γmax(𝑅𝑖) наблюдаются три характерных участка: рост амплификации
для роликов (красные точки), переход от роликов к наклонным структурам и
рост амплификации для наклонных структур (синие точки). Может показаться
парадоксальным, что максимальная амплификации растет с увеличением чис
ла Ричардсона, однако следует учесть следующее: увеличение 𝑅𝑖 приводит к
уменьшению коэффициентов турбулентной вязкости и турбулентной диффузии
(см. Рисунок 2.2).

Отметим, что при прямом численном моделировании турбулентного ней
трально-стратифицированного течения Куэтта наиболее интенсивными крупно
масштабными движениями являются ролики и стрики, а при переходе к устой
чивой стратификации наблюдается резкое ослабление всех крупномасштабных
флуктуаций. Поэтому малые значения глобальной максимальной амплифика
ции при 𝑅𝑖 = 0, скорее всего, связаны с существенным вкладом рассматривае
мых крупномасштабных структур в коэффициент турбулентной вязкости, что
отмечалось в Разделе 2.1.

Зависимость оптимального продольного волнового числа от параметра
устойчивости 𝜁 представлена на Рисунке 3.5 (б). Оптимальное продольное вол
новое число отлично от нуля при большей устойчивости, причем наблюдается
явно выраженное критическое значение 𝜁cr ≈ 2.32 такое что при 𝜁 < 𝜁cr опти
мальное возмущение представляет собой крупномасштабные ролики, развива
ющиеся в продольные стрики, а при 𝜁 > 𝜁cr оптимальное возмущение представ
ляет собой наклонные структуры с ненулевым продольным волновым числом.
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Рисунок 3.5 — (а): Зависимость максимальной амплификации Γmax от 𝑅𝑖 при
фиксированном 𝑅𝑒. (б): Зависимость оптимального продольного волнового чис
ла 𝛼opt от безразмерного параметра 𝜁. Значения, для которых 𝛼opt = 0 и
𝛼opt ̸= 0, отмечены красным и синим соответственно.

Рассматриваемый диапазон 𝜁 соответствует значениям, измеряемым в устой
чивом атмосферном пограничном слое. В частности, 𝜁cr = 2.32 соответствует
𝜁 = 0.81, если в определение масштаба длины Обухова ввести дополнительный
множитель 1/𝜅 при 𝜅 = 0.35, как было сделано в [112].

Отсутствие данных прямого численного моделирования вблизи критиче
ского значения 𝜁cr не позволяет сделать строгих выводов, но можно предполо
жить, что переход от 𝛼opt = 0 к 𝛼opt > 0 происходит непрерывно, посколь
ку, во-первых, зависимость Γ𝛼𝛾

max от волнового числа всегда имеет только один
локальный максимум в крупномасштабной части плоскости (𝛼,𝛾) (что видно
на Рисунке 3.1 и при аналогичных расчетах для других рассматриваемых пар
(𝑅𝑒,𝑅𝑖)). Вторым аргументом является то, что оптимальные возмущения при
𝛼opt > 0 представляют собой наклонные ролики и стрики, т.е. можно пред
положить гладкое изменение формы возмущения от случая 𝛼opt = 0, когда
оптимальные возмущения представляют собой продольные ролики и стрики.

Также отметим, что при всех рассмотренных парах (𝑅𝑒,𝑅𝑖) не было обна
ружены неустойчивых собственных мод, то есть все рассматриваемые профили
осредненного турбулентного течения являются линейно-устойчивыми.
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Таблица 3.1 — Вычисленные значения Γmax, (𝛼opt, 𝛾opt), 𝑡opt для глобальных
оптимальных возмущений, а также параметр статической устойчивости 𝜁 при
различных 𝑅𝑖 и 𝑅𝑒. Строка отмеченная индексом "*" соответствует данным
из работы [111].

𝑅𝑖 · 102 𝑅𝑒 · 10−4 Γmax (𝛼opt,𝛾opt) 𝑡opt 𝜁

0

0.075* 3.31* (0.00, 1.46)* - 0
1 2.44 (0.00, 1.20) 41.9 0
2 2.31 (0.00, 1.15) 46.7 0
4 2.26 (0.00, 1.14) 50.8 0

0.5
1 11.7 (0.00, 1.00) 121 0.24
2 15.0 (0.00, 0.94) 148 0.27
4 21.0 (0.00, 0.91) 171 0.29

1
1 18.2 (0.00, 0.99) 108 0.52
2 22.2 (0.00, 0.94) 122 0.57
4 28.3 (0.00, 0.92) 131 0.63

2
1 22.9 (0.00, 1.06) 74.4 1.19
2 24.8 (0.00, 1.00) 81.2 1.27
4 30.4 (0.00, 1.01) 80.5 1.46

3

1 25.2 (0.00, 1.23) 52.3 2.15
2 24.8 (0.00, 1.12) 57.5 2.17
4 30.4 (0.39, 1.16) 46.6 2.50
6 38.1 (0.47, 1.14) 46.7 2.89

3.25 1 27.8 (0.31, 1.33) 41.6 2.64

3.5 1 29.4 (0.40, 1.37) 38.9 3.05

4
2 28.6 (0.50, 1.18) 40.1 3.46
4 36.1 (0.57, 1.10) 41.8 3.81
6 46.7 (0.60, 1.05) 44.1 4.44

4.5
2 35.3 (0.61, 1.15) 39.7 4.64
4 40.1 (0.63, 1.06) 41.4 4.64
6 50.5 (0.65, 1.02) 43.7 5.32

4.75 2 48.9 (0.69, 1.07) 41.7 5.88

5 4 45.5 (0.68, 1.02) 41.6 5.69

5.5 4 56.1 (0.73, 0.97) 43.8 7.46
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3.1.3 Сравнение с результатами прямого численного
моделирования

Ограничимся теперь рассмотрением только тех возмущений вида (2.10),
которые удовлетворяют периодическим условиям в горизонтальной плоскости
на границах расчетной области модели DNS с размерами 𝐿𝑥 = 12, 𝐿𝑧 = 8.
Таким образом, допустимые волновые числа определены как

𝛼 =
2𝜋𝑘𝑥
𝐿𝑥

, 𝛾 =
2𝜋𝑘𝑧
𝐿𝑧

, (3.1)

где номера гармоник 𝑘𝑥, 𝑘𝑧 — произвольные целые числа.
Поле (𝑤,𝑣) скорости вещественной части оптимального возмущения при

(𝛼,𝛾) = (0, 𝜋/4) в случае, близком к нейтральной стратификации (𝑅𝑒 =

4 ·104, 𝑅𝑖 = 0.01), в момент времени 𝑡 = 𝑡𝛼𝛾opt изображено на Рисунке 3.6 (а). Это
оптимальное возмущение имеет амплификацию, равную 27.9, максимальную
среди всех возмущений вида (2.10) с 𝛼 = 0 и 𝛾, удовлетворяющим (3.1). Видно,
что пространственная структура этого оптимального возмущения в момент его
максимальной амплификации совпадает с пространственной структурой роли
ков при нейтральной стратификации, изображенных на Рисунке 2.3. Отметим,
что оптимальное возмущение с волновыми числами (0,𝜋/2) имеет амплифика
цию 22.8, а остальные возмущения, не зависящие от 𝑥 и удовлетворяющие (3.1),
имеют значительно меньшую амплификацию (см. Рисунок 3.1 слева). Следует
также отметить, что оптимальное возмущение с (𝛼, 𝛾) = (0, 𝜋/4) достигает мак
симальной амплификации при 𝑡𝛼𝛾opt ≈ 150, а с (0, 𝜋/2) при 𝑡𝛼𝛾opt ≈ 83.

На Рисунке 3.6 (б-г) изображены линии уровня температуры веществен
ных частей оптимальных возмущений в случае устойчивой стратификации
(𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03) при значениях волновых чисел (𝛼,𝛾) = (𝜋/6,𝜋/4),
(𝜋/3,𝜋/4) и (𝜋/3,𝜋/2) при 𝑡 = 𝑡𝛼𝛾opt. Эти волновые числа соответствуют крупно
масштабным гармоникам с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (1,1), (2,1) и (2,2), выделенным
из результатов DNS (см. Рисунок 2.5). Видно хорошее совпадение простран
ственных структур крупномасштабных гармоник и соответствующих оптималь
ных возмущений. Обратим внимание на то, что оптимальные возмущения и
структуры, наблюдаемые в DNS, характеризуются близким наклоном линий



74

уровня, а совпадение периода по оси 𝑥 является тривиальным следствием того,
что соответствующие продольные волновые числа одинаковы.

Отметим, что оптимальные возмущения определены с точностью до про
извольной ненулевой комплексной мультипликативной константы. Следователь
но, при визуальном сравнении крупномасштабных структур, изображенных на
Рисунке 2.3 и 2.5, с оптимальными возмущениями, изображенными на Рисунке
3.6, нужно учитывать произвольность фазы этих возмущений, отвечающей за
пространственный сдвиг в горизонтальной плоскости.

Для количественного сравнения крупномасштабных гармоник и соответ
ствующих им по волновым числам оптимальных возмущений были вычислены
коэффициенты их корреляции 𝑟ℰ в энергетическом скалярном произведении,
отвечающем функционалу энергии (2.12). Для этого, амплитуды оптимальных
возмущений интерполировались на сетку по 𝑦, использованную в при прямом
численном моделировании. В каждом случае была проведена максимизация 𝑟ℰ
по фазе оптимального возмущения. Вычисления дали следующие результаты:
𝑟ℰ = 0.826, 0.812 и 0.842 для соответственно (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (1,1), (2,1) и (2,2).

На Рисунке 3.7 линии уровня максимальной амплификации Γ𝛼𝛾
max (Рису

нок 3.1) и линии уровня оптимального момента времени 𝑡𝛼𝛾opt при 𝑅𝑖 = 0.03

сопоставляются c энергетической спектрограммой (Рисунок 2.4). Волновые чис
ла и номера гармоник связаны соотношениями (3.1). Видно, что выделенным
в Разделе 2.2 крупномасштабным гармоникам соответствуют оптимальные воз
мущения, достигающие больших значений максимальной амплификации при
сравнительно небольшом времени их нарастания.
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Рисунок 3.6 — (а): поле скорости вещественной части оптимального возмуще
ния в сечении 𝑥 = 0 при 𝑅𝑖 = 0.01, 𝛼 = 0 и 𝛾 = 𝜋/4. (б-г): температура
вещественных частей оптимальных возмущений в сечении 𝑧 = 0 при 𝑅𝑖 = 0.03

и значениях (𝛼,𝛾) = (𝜋/6,𝜋/4), (𝜋/3,𝜋/4) и (𝜋/3,𝜋/2).
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Рисунок 3.7 — Сравнение энергетической спектрограммы (Рисунок 2.4) с лини
ями уровня Γ𝛼𝛾

max (слева) и 𝑡𝛼𝛾opt (справа).
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3.2 Спектральный состав оптимальных возмущений

Данный раздел посвящен анализу спектрального состава оптимальных
возмущений, то есть ответу на вопрос: можно ли выделить инвариантное под
пространство небольшой размерности, отвечающее некоторому подмножеству
спектра матрицы системы (2.19), по элементам которого можно с хорошей точ
ностью разложить оптимальное возмущение при 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡opt.

Для численных экспериментов рассмотрим стратифицированное турбу
лентное течение при числе Ричардсона 𝑅𝑖 = 0.03, соответствующего случаю
устойчивой стратификации, и числах Рейнольдса 𝑅𝑒 = 2 · 104, 4 · 104 и 6 · 104.
По результатам параметрических расчетов (см. Таблицу 3.1) известно, что при
𝑅𝑒 = 2 · 104 глобальное оптимальное возмущение имеет продольное волновое
число 𝛼 = 0 и представляет собой крупномасштабные вытянутые в продольном
направлении ролики, развивающиеся в стрики, в то время как при больших
числах Рейнольдса оптимальные возмущения представляют собой наклонные
слоистые структуры. Таким образом, тип оптимального возмущения меняется
с увеличением числа Рейнольдса для данного набора параметров.

На Рисунке 3.8 изображена ведущая часть спектра матрицы A (2.19) при
𝑅𝑖 = 0.03 и различных числах Рейнольдса при соответствующих оптимальных
значениях волновых чисел (𝛼opt,𝛾opt) и числе узлов сетки 𝑛 = 100 и 200. В
изображенных ведущих частях спектров кратных собственных значений обна
ружено не было. Видно, что при 𝑛 = 100 достигается сходимость собственных
значений по шагу сетки. Изображенные спектры симметричны относительно
вещественной оси, так как каждой собственной моде системы (2.19) соответ
ствует (с точностью до погрешности аппроксимации) собственный вектор про
блемы (2.14), для которой в Разделе 2.3.1 доказана Теорема 6 о симметричности
спектра. Отметим, что при минимальном из рассмотренных чисел Рейнольдса
максимальную вещественную часть имеет вещественное собственное значение,
а при больших числах Рейнольдса максимальную вещественную часть имеет
комплексно-сопряженная пара собственных значений. Также отметим, что с
увеличением числа Рейнольдса спектр вытягивается вдоль мнимой оси.

Пусть Λ означает некоторое изолированное подмножество спектра мат
рицы H, 𝒰 — инвариантное подпространство, отвечающее Λ, а P𝒰 — соответ
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Рисунок 3.8 — Ведущая часть спектра матрицы A (2.19) при 𝑅𝑖 = 0.03, 𝑅𝑒 =

2 · 104 (а), 4 · 104 (б), 6 · 104 (в) и оптимальных значениях волновых чисел
(𝛼opt,𝛾opt), вычисленная на сетках с 𝑛 = 100 ("+") и 200 ("o"). Подмножества
спектра Λ11 и Λ12 выделены красным и синим цветами соответственно.

ствующий спектральный проектор, то есть проектор на 𝒰 , коммутирующий
с матрицей A. Нас будет интересовать максимальная амплификация (1.5) на
подпространстве и норма проекции (1.6) оптимального возмущения на это под
пространство. Алгоритмы вычисления этих характеристик для заданного под
множества спектра описаны в Разделе 1.1, а данный раздел посвящен резуль
татам численных экспериментов. Далее будем использовать величины Γ2

max ,𝒰 ,
где Γmax ,𝒰 определено в (1.5), и 𝑐2𝒰(𝑡), где 𝑐𝒰(𝑡) определено в (1.6), так как они
согласуются с функционалом энергии (2.12).
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Для каждого из выбранных наборов параметров введем инвариантные
подпространства, отвечающие изолированным подмножествам спектра 𝜆(A)

матрицы A следующего вида:

Λ1 = {𝜆 ∈ 𝜆(A) : Real𝜆 > 𝑟1}, Λ2 = 𝜆(A) ∖ Λ1,

Λ11 = {𝜆 ∈ 𝜆(H) : Real𝜆 > 𝑟2}, Λ12 = Λ1 ∖ Λ11,

где 𝑟1 < 𝑟2 < 0. Подмножества Λ11 и Λ12 отличаются для разных наборов пара
метров и выделены на Рисунке 3.8 красным и синим цветами соответственно.
Обозначим через dim 𝒰 размерность (т.е., суммарную алгебраическую кратно
собственных значений, входящих в Λ) инвариантного подпространства. Резуль
таты вычисления dim 𝒰 , Γ2

max ,𝒰 и 𝑐2𝒰(𝑡) для введенных подмножеств спектра
приведены в Таблице 3.2.

Таблица 3.2 — Размерность инвариантного подпространства 𝒰 , максимальная
амплификация Γ2

max ,𝒰 на этом подпространстве и величина 𝑐2𝒰 проекции
оптимального возмущения на 𝒰 при 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡opt.

𝒰 dim 𝒰 Γ2
max ,𝒰 𝑐2𝒰(0) 𝑐2𝒰(𝑡opt)

𝑅𝑒 = 2 · 104 𝒰1 21 24.6367 1.0133 24.8382
𝑟1 = −0.11 𝒰2 279 1.0000 0.0133 0.0000
𝑟2 = −0.025 𝒰11 9 24.0670 1.0584 24.8702

𝒰12 12 1.6596 0.0685 0.0004
𝑅𝑒 = 4 · 104 𝒰1 37 30.3495 1.0216 30.4001
𝑟1 = −0.24 𝒰2 263 1.0900 0.0216 0.0000
𝑟2 = −0.13 𝒰11 26 30.0807 3.2660 30.4001

𝒰12 11 1.0000 2.3251 0.0000
𝑅𝑒 = 6 · 104 𝒰1 52 38.0686 1.0122 38.0889
𝑟1 = −0.38 𝒰2 248 1.1516 0.0122 0.0000
𝑟2 = −0.15 𝒰11 33 37.8930 10.5533 38.0889

𝒰12 19 1.0000 9.5607 0.0000

Из Таблицы 3.2 видно, что глобальное оптимальное возмущение лежит
главным образом в подпространстве 𝒰1, поскольку квадрат нормы его проек
ции на дополнительное инвариантное подпространтво 𝒰2 при 𝑡 = 0 меньше
10−2, а при 𝑡opt становиться равным 10−4 либо меньше. При этом необходимая
для этого размерность подпространства 𝒰1 растет (21, 37 и 52) с ростом числа
Рейнольдса. Поясним, что размерность подпространства 𝒰1 означает количе
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ство собственных мод, которого с допустимой точностью достаточно для фор
мирования начального оптимального возмущения. Таким образом, оптимальное
возмущение во всех случаях представляет собой пакет из большого числа соб
ственных мод системы (2.19), причем для формирования наклонных структур
требуется значительно больше собственных мод, чем для формирования роли
ков.

Учитывая, что Γ2
max ,𝒰 примерно равно 𝑐2𝒰(𝑡opt)/𝑐

2
𝒰(0) для 𝒰 = 𝒰1, мож

но также заключить, что проекция глобального оптимального возмущения на
подпростраство 𝒰1 является в этом подпространстве оптимальным возмущени
ем, то есть имеет наибольшую амплификацию. В то же время, любой вектор
из дополнительного подпространства 𝒰2 не может иметь амплификацию, боль
шую максимальной амплификации на этом подпространстве, которая в случае
𝑅𝑒 = 6 · 104 равна 1.1516.

Для более детального спектрального анализа глобального оптимального
возмущения разложим инвариантное подпространство 𝒰1 в прямую сумму двух
инвариантных подпространств 𝒰11 и 𝒰12 и рассмотрим проекции глобально
го оптимального возмущения на каждое из этих подпространств. Результаты
некоторых возможных вариантов таких разбиений показаны в остальной ча
сти Таблицы 3.2. Видно, что подскок глобального оптимального возмущения
достигается за счет двух различных факторов. Во-первых, величина квадра
та нормы его проекции на подпространство 𝒰11 при 𝑡 = 0 больше единицы.
Во-вторых, квадрат нормы этой проекции возрастает при 𝑡 = 𝑡opt, а проек
ция глобального оптимального возмущения на подпространство 𝒰12 становится
малозначимой. При максимальном числе Рейнольдса наиболее значим первый
фактор, при минимальном — второй. В соответствии с Таблицей 3.2 величина
проекции оптимального возмущения при 𝑡 = 𝑡opt на подпространство 𝒰12 прене
брежимо мала, поэтому размерность подпространства 𝒰11 означает количество
собственных мод, требуемое для формирования развитого оптимального возму
щения. Размерность подпространства 𝒰11 также увеличивается с ростом числа
Рейнольдса (9, 26 и 33).
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3.3 Физические механизмы роста оптимальных возмущений

3.3.1 Влияние сил плавучести

Данный раздел посвящен ответу на вопрос: является ли ненулевое про
дольное волновое число оптимального возмущения устойчиво-стратифициро
ванного течения следствием формы профиля средней скорости �̄�(𝑦) и профиля
турбулентной вязкости 𝜈(𝑦) или оно ненулевое из-за влияния сил плавучести.
Для этого вычислим оптимальные возмущения при исключении сил плавуче
сти, используя те же профили �̄�(𝑦) и 𝜈(𝑦). В этом случае фиксируется 𝑅𝑖 = 0

в уравнении для амплитуд возмущений (2.11) и в функционале (2.12), который
в данном случае представляет собой плотность кинетической энергии возмуще
ний. В качестве примера рассматриваются профили при 𝑅𝑖 ≥ 0.03. Для выяс
нения влияния формы профилей �̄�(𝑦) и 𝜈(𝑦) полученные результаты сравнива
ются с еще более упрощенной задачей — нейтрально-стратифицированным ла
минарным течением Куэтта. Поскольку при сильно-устойчивой стратификации
профиль скорости �̄�(𝑦) в центре канала близок к линейному, для описания ла
минарного течения выбирем следующие параметры: постоянную вязкость рав
ную 𝜈(0) и скорость стенок канала равную ±̃︀𝑈/2, где

̃︀𝑈 = 2
𝑑�̄�

𝑑𝑦
(0)ℎ.

Для пары параметров (𝑅𝑖,𝑅𝑒) определим эффективное число Рейнольдса
𝑅𝑒* = ̃︀𝑈ℎ/𝜈(0) и сравним оптимальные возмущения на основе трех моделей: с
учетом сил плавучести (данные из Таблицы 3.1), турбулетное течение без учета
сил плавучести и ламинарное течение при эффективном числе Рейнольдса 𝑅𝑒*
и без учета сил плавучести. На Рисунке 3.9 показана зависимость глобальной
максимальной амплификации Γmax и оптимального волнового числа 𝛼opt от эф
фективного числа Рейнольдса для этих трех типов оптимальных возмущений.
Данные из [9] для ламинарного течения также приведены на Рисунке 3.9 для
дополнительной верификации используемой вычислительной технологии.
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Рисунок 3.9 — Глобальная максимальная амплификация Γmax (а) и оптималь
ное продольное волновое число 𝛼opt (б) в зависимости от эффективного числа
Рейнольдса 𝑅𝑒* для ламинарного течения Куэтта (черным — результаты расче
тов в данной работе, красным — данные из работы [9]) и турбулентного течения
(зеленым — с учетом сил плавучести, синим — без учета сил плавучести).

Значения глобальной максимальной амплификации, рассчитанные для
турбулентного и ламинарного профилей скорости без учета сил плавучести,
близки друг к другу и на 1-2 порядка превышают значения, полученные для
турбулентного течения при учете сил плавучести. Без учета сил плавучести оп
тимальные возмущения турбулентного течения имеют в точности нулевое про
дольное волновое число, в отличии от нетривиальной зависимости оптимально
го продольного волнового числа от эффективного числа Рейнольдса в ламинар
ном случае. Таким образом, можно сделать вывод, что ненулевое оптимальное
продольное волновое число не может быть объяснено только формой профилей
�̄�(𝑦) и 𝜈(𝑦), а обусловлено влиянием сил плавучести.

3.3.2 Эффект опрокидывания и механизм Орра

Для вязких несжимаемых течений известно два механизма роста кине
тической энергии возмущений: эффект опрокидывания [73–75] и механизм Ор
ра [2; 9]. Для того чтобы разделить действие этих механизмов для возмуще
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ний вида (2.10) с ненулевыми волновыми числами 𝛼 и 𝛾, повернем систему
координат в плоскости (𝑥,𝑧) на угол 𝜃 = arcsin(𝛼/𝛾′) по часовой стрелке,
где 𝛾′ =

√︀
𝛼2 + 𝛾2. Новые горизонтальные координаты 𝑥′ = 𝑥 cos 𝜃 − 𝑧 sin 𝜃 и

𝑧′ = 𝑥 sin 𝜃+𝑧 cos 𝜃 направлены соответственно вдоль и перпендикулярно фрон
ту волны (см. Рисунок 3.3). Скорость основного течения в повернутой системе
координат имеет ненулевые продольную �̄� ′ = �̄� cos 𝜃 и поперечную �̄� ′ = �̄� sin 𝜃

составляющие, а компоненты скорости возмущений в этих направлениях равны
𝑢′𝛼𝛾 = 𝑢𝛼𝛾 cos 𝜃−𝑤𝛼𝛾 sin 𝜃 и 𝑤′

𝛼𝛾 = 𝑢𝛼𝛾 sin 𝜃+𝑤𝛼𝛾 cos 𝜃, соответственно. В новых
координатах, возмущение вида (2.10) можно записать в виде

(𝑢′𝛼𝛾, 𝑣𝛼𝛾, 𝑤
′
𝛼𝛾, 𝑝𝛼𝛾, 𝑇𝛼𝛾)𝑒

i𝛾′𝑧′, (3.2)

а эволюция амплитуды возмущения удовлетворяет следующей систему уравне
ний:

𝜕𝑢′𝛼𝛾
𝜕𝑡

+ i𝛾′�̄� ′𝑢′𝛼𝛾 +
𝑑�̄� ′

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 −∆𝛼𝛾

𝜈 𝑢
′
𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑣𝛼𝛾
𝜕𝑡

+ i𝛾′�̄� ′𝑣𝛼𝛾 +
𝜕𝑝𝛼𝛾
𝜕𝑦

−∆𝛼𝛾
𝜈 𝑣𝛼𝛾 −𝑅𝑖𝑇𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑤′
𝛼𝛾

𝜕𝑡
+ i𝛾′�̄� ′𝑤′

𝛼𝛾 +
𝑑�̄� ′

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 + i𝛾′𝑝𝛼𝛾 −∆𝛼𝛾

𝜈 𝑤
′
𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑇𝛼𝛾
𝜕𝑡

+ i𝛾′�̄� ′𝑇𝛼𝛾 +
𝑑𝑇

𝑑𝑦
𝑣𝛼𝛾 −∆𝛼𝛾

𝜇 𝑇𝛼𝛾 = 0,

𝜕𝑣𝛼𝛾
𝜕𝑦

+ i𝛾′𝑤′
𝛼𝛾 = 0.

(3.3)

Отметим, что в последние четыре уравнения в (3.3) не входит переменная 𝑢′𝛼𝛾,
т.е. эти уравнения образуют полную систему уравнений, описывающих эволю
цию остальных четырех переменных. Эволюция переменной 𝑢′𝛼𝛾 описывается
только первым уравнением и однозначно определяется ее начальным значени
ем и переменной 𝑣𝛼𝛾.

Из (3.3) можно вывести уравнения эволюции кинетической ℰ𝐾
𝑡 и потенци

альной ℰ𝑃
𝑡 = ℰ𝑡 − ℰ𝐾

𝑡 компонент плотности полной энергии возмущений вида
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(3.2):

𝑑ℰ𝐾
𝑡

𝑑𝑡
= −

1∫︁
−1

𝑑�̄� ′

𝑑𝑦
Real{𝑣𝛼𝛾𝑢′*𝛼𝛾} 𝑑𝑦⏟  ⏞  

эффект опрокидывания

−
1∫︁

−1

𝑑�̄� ′

𝑑𝑦
Real{𝑣𝛼𝛾𝑤′*

𝛼𝛾} 𝑑𝑦⏟  ⏞  
механизм Орра

+

𝑅𝑖

1∫︁
−1

Real{𝑇𝛼𝛾𝑣*𝛼𝛾} 𝑑𝑦⏟  ⏞  
силы плавучести

−

1∫︁
−1

𝜈[𝛾′2
(︀
|𝑢′𝛼𝛾|2 + |𝑣𝛼𝛾|2 + |𝑤′

𝛼𝛾|2
)︀
+
⃒⃒⃒𝜕𝑢′𝛼𝛾
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝑣𝛼𝛾
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝑤′

𝛼𝛾

𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
]𝑑𝑦,

⏟  ⏞  
диссипация кинетической энергии

(3.4)

𝑑ℰ𝑃
𝑡

𝑑𝑡
= −𝑅𝑖

1∫︁
−1

Real{𝑣𝛼𝛾𝑇 *
𝛼𝛾} 𝑑𝑦−𝑅𝑖

1∫︁
−1

�̄�

𝑑𝑇/𝑑𝑦
(𝛾′2|𝑇𝛼𝛾|2 +

⃒⃒⃒𝜕𝑇𝛼𝛾
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
) 𝑑𝑦

⏟  ⏞  
диссипация потенциальной энергии

(3.5)

На Рисунке 3.10 показан вклад слагаемых уравнений (3.4), (3.5) в развитие
оптимальных возмущений при 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.01 (слабо устойчивая стра
тификация, продольные ролики и стрики) и 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.055 (сильно
устойчивая стратификация, наклонные структуры).

Первые два слагаемых в правой части уравнения (3.4) отвечают за за про
дукцию кинетической энергии возмущения за счет эффекта опрокидывания и
невязкого двумерного механизма Орра соответственно. Когда cos 𝜃 ̸= 0, эффект
опрокидывания может увеличить кинетическую энергию возмущения вдоль оси
𝑥′ за счет вертикального переноса продольной компонентой скорости �̄� ′ основ
ного течения. Если sin 𝜃 ̸= 0, то механизм Орра может увеличить кинетическую
энергию вихревого движения в плоскости (𝑦,𝑧′), что сопровождается вращением
замкнутых циркуляций под действием сдвига основного течения.

Сумма третьего слагаемого в правой части (3.4) и первого слагаемого в
правой части (3.5) равна нулю и отражает то, что силы плавучести не изменяют
полную энергию возмущения и отвечают только за перераспределение между
потенциальной и кинетической энергией.
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На Рисунке 3.10 (а) показан энергетический цикл оптимального возмуще
ния с нулевым продольным волновым числом. Хотя перераспределение энер
гии между потенциальной и кинетической составляющими за счет влияния сил
плавучести относительно невелико, именно за счет этих членов энергетический
цикл аналогичен энергетическому циклу внутренней гравитационной волны:
флуктуации скорости в поперечном сечении деформируют изоповерхности тем
пературы, что приводит к накоплению потенциальной энергии флуктуаций.
Во время высвобождения потенциальной энергии, ролики раскручиваются в
противоположном направлении. Следовательно, вклад эффекта опрокидыва
ния меняет знак с периодом приблизительно равным 2𝑡opt. Момент времени,
в который происходит первое изменение направления вращения, близок к 𝑡opt.
В этот момент возмущение представляет собой стрик, то есть почти вся кине
тическая энергия возмущения сосредоточена в продольной компоненте скоро
сти. Поскольку вертикальный пространственный масштаб такого возмущения
мало изменяется во времени, момент максимальной диссипации кинетической
энергии также близок к 𝑡opt. Механизм аналогичный развитию внутренней гра
витационной волны ограничивает время, в течение которого может развивать
ся оптимальное возмущение. Как следствие, уменьшается и максимальная ам
плификация энергии по сравнению (см. Рисунок 3.9) со случаем, описанным
в предыдущем подразделе, когда силы плавучести искуственно исключались.
Оценим оптимальное время 𝑡opt, используя частоту внутренней гравитационной
волны (частоту Брента-Вяйсяля) в центре канала:

𝑁 =

√︃
𝑅𝑖
𝑑𝑇

𝑑𝑦
(0).

Момент времени 𝑡opt приходится приблизительно на половину периода
энергетического цикла, что соответствует четверти периода волны. Высоту ка
нала (вертикальной волновое число 𝑘𝑦 = 𝜋) можно взять в качестве характер
ного вертикального масштаба волны. Тогда получим следующую оценку:

𝑡*opt =
𝜋

2𝜔
, 𝜔 = 𝑁

√︃
𝛼2 + 𝛾2

𝛼2 + 𝛾2 + 𝜋2
.
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При 𝑅𝑒 = 4·104, 𝑅𝑖 = 0.01 и 𝑅𝑒 = 4·104, 𝑅𝑖 = 0.055, оптимальные момент
времени равны 𝑡opt = 131 и 43.8, соответственно, в то время как предложенная
оценка дает значения: 𝑡*opt = 138.2 и 29.9. Отметим, что оценка более точна
для оптимальных возмущений с нулевым продольным волновым числом, а для
наклонных структур (где 𝑘𝑦 меняется со временем) дает только очень грубое
приближение к 𝑡opt.

С увеличением числа Ричардсона частота Брента-Вяйсяля увеличивается,
и как следствие характерный масштаб времени связанный с ней уменьшается.
Из Рисунка 3.10 (б) видно, что при наиболее устойчивой стратификации из
рассмотренных (𝑅𝑖 = 0.055) вклад сил плавучести в энергетический цикл су
щественно возрастает по сравнению со случаем 𝑅𝑖 = 0.01. Механизм Орра,
который может реализоваться только для возмущений с ненулевым продоль
ным волновым числом, оказывается выгодным с энергетической точки зрения
на коротких временах. Наклонные структуры разрушаются сдвигом основного
потока с образованием больших вертикальных градиентов, и в результате энер
гетический цикл завершается только за один период, в отличие от возмущений с
нулевым продольным волновым числом. Момент времени максимальной дисси
пации кинетической энергии смещается от оптимального момента времени 𝑡opt
к 𝑡 ≈ 1.5𝑡opt, когда формируются большие вертикальные градиенты у темпера
туры возмущения. Также подчеркнем, что рост энергии оптимальных возмуще
ний для рассматриваемого диапазона значений числа Ричардсона происходит
в основном за счет эффекта опрокидывания.

Следует подчеркнуть, что диссипация кинетической энергии при развитии
наклонных структур мала. Это означает, что полученные результаты должны
слабо зависеть от выбора оператора турбулентной вязкости. Как показали до
полнительные расчеты, не представленные в тексте диссертации, энергетиче
ский цикл наклонных структур (см. Рисунок 3.10 (б)) слабо чувствителен к
уменьшению или увеличению коэффициентов турбулентной вязкости и турбу
летной диффузии.

В линейной модели (2.11) развивающееся оптимальное возмущение не вно
сит вклад в профили основного течения, так как является гармоническим в про
дольном и поперечном направлениях. Однако и в линейной модели оно может
приводить к пространственной неоднородности характеристик потока. Далее
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рассмотрим эволюцию оптимального возмущения на фоне основного течения

(�̃�,𝑣,�̃�,𝑇 ) = (�̄�(𝑦),0,0,𝑇 (𝑦)) + 𝜖Real{(𝑢𝑡,𝑣𝑡,𝑤𝑡,𝑇𝑡)𝑒
i𝛼opt𝑥+i𝛾opt𝑧}

в линейной модели (2.11), где 𝜖— это не зависящий от времени параметр, а 𝑢𝑡, 𝑣𝑡,
𝑤𝑡, 𝑇𝑡 — зависящие от времени амплитуды развивающегося оптимального воз
мущения, отнормированные так чтобы при 𝑡 = 0 возмущение имело плотность
полной энергии равную 1. Стратификация основного течения характеризуется
градиентным числом Ричардсона

𝑅𝑖𝑔 = 𝑅𝑖
𝑑𝑇/𝑑𝑦(︀
𝑑�̄�/𝑑𝑦

)︀2 ,
а вклад в градиентное число Ричардсона от развивающегося оптимального воз
мущения можно определить как:

̃︁𝑅𝑖𝑔 = 𝑅𝑖
𝜕𝑇/𝜕𝑦

(𝜕�̃�/𝜕𝑦)2
−𝑅𝑖𝑔.

Величина ̃︁𝑅𝑖𝑔 изменяется со временем по мере развития оптимального возмуще
ния. На Рисунке 3.11 показана форма ̃︁𝑅𝑖𝑔 для наклонного оптимального возму
щения при𝑅𝑒 = 4·104,𝑅𝑖 = 0.055 в оптимальный момент времени 𝑡 = 𝑡opt (а) и в
момент времени 𝑡 = 1.5𝑡opt (б), который близок к моменту максимальной дисси
пации кинетической энергии (см. Рисунок 3.10 (г)). Постоянный коэффициент
𝜖 был взят равным 𝜖2 = 3 ·10−6, что соответствует 1% от энергии турбулентных
флуктуаций по данным прямого численного моделирования. Средний профиль
𝑅𝑖𝑔 почти постоянен вблизи центра канала и равен 0.17 [17]. Вклад оптималь
ного возмущения достаточно велик (до 20% от максимального значения 𝑅𝑖𝑔),
особенно при 𝑡 = 1.5𝑡opt, хотя плотность энергии возмущения в этот момент
меньше, чем при 𝑡opt. Таким образом, развитие наклонного оптимального воз
мущения может приводить к пространственно-неоднородной стратификации те
чения после достижения оптимального момента времени. Аналогичный эффект
наблюдался в работе [103], где рассматривалось ламинарное устойчиво-страти
фицированное струйное течение. В условиях развитой турбулентности (в DNS,
а не в линейной модели) это может привести к появлению крупномасштабных
наклонных температурных фронтов.
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Рисунок 3.10 — В уравнениях (3.4) и (3.5): вклад эффекта опрокидывания (си
ним) и механизма Орра (красным), действие сил плавучести (зеленым), дисси
пация кинетической (розовым) и потенциальной (черным) энергии при разви
тии оптимального возмущения. (а): 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.01; (б): 𝑅𝑒 = 4 · 104,
𝑅𝑖 = 0.055.

Рисунок 3.11 — Аномалии ̃︁𝑅𝑖𝑔 в градиентом числе Ричардсона в сечении канала
𝑧 = 0 от оптимального возмущением при 𝑅𝑒 = 4·104, 𝑅𝑖 = 0.055 в оптимальный
момент времени 𝑡 = 𝑡opt (a) и в момент 𝑡 = 1.5𝑡opt (б).
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3.4 Пристеночные структуры

В предыдущих работах по исследованию оптимальных возмущений турбу
лентного течения Пуазейля ( [12], [13]) и турбулентного пограничного слоя над
плоской пластиной [14] было обнаружено, что помимо глобального максимума
по волновым числам 𝛼 и 𝛾, максимальная амплификация Γ𝛼𝛾

max имеет также
локальный максимум, который достигается при нулевом продольном волновом
числе и достаточно большом поперечном волновом числе. В указанных рабо
тах этот локальный максимум связывается с организованными структурами,
имеющими форму пристеночных продольных роликов развивающихся в при
стеночные стрики, которые сосредоточены в вязком и буферном слоях. При ис
следовании оптимальных возмущений турбулентного течения Куэтта [60] этого
локального максимума обнаружено не было. Как отмечают авторы работы [60]
возможной причиной для этого является недостаточно большое рассмотренное
число Рейнольдса.

Локальный максимум соответствует пристеночным структурам, а пото
му для его анализа целесообразно использовать следующие безразмерные про
странственные координаты: 𝑦+ = 𝑅𝑒𝜏(𝑦+1), 𝑧+ = 𝑅𝑒𝜏𝑧, 𝛾+ = 𝛾/𝑅𝑒𝜏 . Значения
числа Рейнольдса 𝑅𝑒𝜏 для всех рассмотренных пар (𝑅𝑒,𝑅𝑖) представлены в
Таблице 3.1. Отметим, что новая вертикальная координата 𝑦+ сдвинута так,
чтобы удовлетворить условию 𝑦+ = 0 на нижней стенке канала.

На Рисунке 3.12 (а) при 𝑅𝑒 = 4 · 104 и 𝑅𝑖 = 0.02 показана зависимость
максимальной амплификации Γ𝛼𝛾

max от поперечного волнового числа 𝛾 в диапа
зоне от 0.1 до 1000 при нескольких значениях продольного волнового числа.
Эта зависимость содержит ярко выраженный локальный максимум величины
Γ𝛼𝛾
max, причем точка максимума слабо зависит от продольного волнового числа.

Это согласуется с результатами, полученными ранее в работах [12–14] для ней
трально-стратифицированных турбулентных течений. Отметим, что локальный
максимум наблюдается также и при нейтральной стратификации. Соответству
ющие этому локальному максимуму значения поперечного волнового числа,
оптимального времени развития возмущения и максимальной амплификации
будем далее обозначать как 𝛾opt, 𝑡opt и ̃︀Γmax, соответственно. Эти величины,
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Рисунок 3.12 — (a): Зависимость максимальной амплификации Γ𝛼𝛾
max от попереч

ного волнового числа 𝛾 при различных значениях продольного волнового числа
𝛼 при 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.02. (б): Зависимость максимальной амплификации
Γ𝛼𝛾
max от поперечного волнового числа в пристеночных единицах 𝛾+ при 𝛼 = 0

и 𝑅𝑒 · 104 = 2 (сплошная линия), 4 (пунктирная линия), 𝑅𝑖 = 0.01 (красным),
0.02 (синим), 0.03 (зеленым)

рассчитанные для различных значений чисел Рейнольдса и Ричардсона, пред
ставлены в Таблице 3.3.

Хотя поперечное волновое число 𝛾opt сильно меняется с изменением чисел
Рейнольдса и Ричардсона, в пристеночных единицах оно остается практически
постоянным, а именно 𝛾+opt = 𝛾opt/𝑅𝑒𝜏 ≈ 0.063. Это проиллюстрировано на
Рисунке 3.12 (б), где показана зависимость максимальной амплификации при
𝛼 = 0 от поперечного волнового числа в пристеночных единицах 𝛾+. Отметим,
что локальный максимум становится менее выраженным с увеличением числа
Ричардсона. Если локальный максимум не найден для некоторой конкретной
пары чисел Рейнольдса и Ричардсона, определим ̃︀Γmax как значение максималь
ной амплификации при 𝛼 = 0 и 𝛾+ = 0.063, полагая, что поперечный размер
пристеночных структур остается постоянным. Таким образом, поперечный раз
мер оптимальных возмущений, соответствующий локальному максимуму (если
он существует) максимальной амплификации, равен 𝜆+𝑧 = 2𝜋/𝛾+opt ≈ 100 в при
стеночных единицах и не зависит от чисел Рейнольдса и Ричардсона при слабой
стратификации. Эти результаты согласуются с данными, полученными для ней
трально-стратифицированных турбулентных течений.

Вещественные части компонент скорости и температуры оптимального
возмущения, соответствующего локальному максимуму ̃︀Γmax при 𝑅𝑒 = 4 · 104,
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Таблица 3.3 — Значения ̃︀Γmax, 𝛾opt, 𝑡opt для пристеночных возмущений, а
число Рейнольдса по скорости трения 𝑅𝑒𝜏 при различных 𝑅𝑖 и 𝑅𝑒.

𝑅𝑖 · 102 𝑅𝑒 · 10−4 𝑅𝑒𝜏 ̃︀Γmax 𝛾opt 𝑡opt

0
1 276 2.72 17.4 2.49
2 513 2.68 32.3 1.43
4 947 2.81 63.6 0.80

0.5
1 252 2.78 15.9 3.03
2 463 2.76 28.7 1.79
4 843 2.88 56.1 1.03

1
1 236 3.06 14.9 3.68
2 434 2.90 25.0 2.26
4 786 2.93 51.5 1.21

2
1 205 4.41 12.9 5.95
2 383 3.44 22.9 3.10
4 679 3.17 39.8 1.89

3

1 168 8.90 10.6 11.04
2 330 4.67 20.8 4.63
4 586 3.77 33.9 2.84
6 782 3.63 45.7 2.34

3.25 1 151 13.1 9.50 14.3

3.5 1 140 17.6 8.81 16.4

4
2 271 8.93 15.6 9.2
4 500 5.03 31.5 4.1
6 664 4.81 41.8 3.5

4.5
2 228 15.2 14.4 12.5
4 456 6.37 28.7 5.4
6 612 5.82 38.6 4.4

4.75 2 195 21.7 12.3 15.5

5 4 409 8.65 25.8 7.3

5.5 4 342 15.2 21.5 10.9
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𝑅𝑖 = 0.01 в сечении канала 𝑥 = 0, показаны на Рисунке 3.13. Это оптимальное
возмущение имеет нулевое продольное волновое число и поперечное волновое
число 𝛾opt = 53. Возмущение сосредоточено в основном в пристеночных участ
ках (в силу симметрии относительно центра канала показан только участок
вблизи нижней стенки). Это оптимальное возмущение представляет собой при
стеночные вытянутые в продольном направлении структуры с характерным
вертикальным размером 𝑦+ ≈ 40. При 𝑡 = 0 в энергии оптимального возмуще
ния преобладают кинетическая энергия вертикальной и поперечной компонент
скорости, а также потенциальная энергия, т.е. это пристеночные продольные
вихри (пристеночные ролики). К моменту времени 𝑡 = 𝑡opt кинетическая энер
гия продольных движений начинает преобладать, т.е. это пристеночные стрики.
Основным физическим механизмом, отвечающим за развитие пристеночных оп
тимальных возмущений, является эффект опрокидывания.

Зависимость локального максимума ̃︀Γmax от числа Ричардсона для раз
личных чисел Рейнольдса показана на Рисунке 3.14 (a). Наблюдается значи
тельный (сверхлинейный) рост максимальной амплификации с увеличением
числа Ричардсона. Таким образом, наличие стратификации слабо влияет на
пространственную конфигурацию пристеночных оптимальных возмущений, но
сильно влияет на их амплификацию энергии. Отметим, что при нейтральной
стратификации величина ̃︀Γmax не зависит от числа Рейнольдса, что согласует
ся с результатами работ [12–14], и только с увеличением числа Ричардсона эта
зависимость проявляется.

Отметим, однако, что в результатах прямого численного моделирования
[17] дисперсия флуктуаций продольной скорости уменьшается с увеличением
числа Ричардсона (Рисунок 3.14 (б)), в отличие от в отличие от ̃︀Γmax(𝑅𝑖) (Рису
нок 3.14 (а)). Такое несоответствие может быть обусловлено тем, что крупномас
штабные структуры, возникающие в турбулентных течениях при нейтральной и
слабоустойчивой стратификации, вносят существенный вклад в средний поток
импульса, который входит в определение коэффициента турбулентной вязкости.
Поскольку пристеночные оптимальные возмущения развиваются только за счет
эффекта опрокидывания, турбулентная вязкость играет определяющую роль
для количественных значений максимальной амплификации, так как энергети
ческий цикл пристеночных оптимальных возмущений качественно совпадает с
представленным на Рисунке 3.10 (в). Чем больше вклад пристеночных струк
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Рисунок 3.13 — Вещественная часть компонент пристеночных оптимальных воз
мущений при 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.01 в сечении канала 𝑥 = 0 вблизи нижней
стенки. Изолинии продольной скорости 𝑢 (цветом) и компоненты скорости (𝑤,𝑣)

(стрелками) в момент времени 𝑡 = 0 (а) и в момент 𝑡 = 𝑡opt (б). Изолинии тем
пературы 𝑇 (цветом) в момент времени 𝑡 = 0 (в) и в момент 𝑡 = 𝑡opt (г).

0 0.02 0.04 0.06

5

10

15

20

0 1 2 3 4 5

0

20

40

60

80

100

Рисунок 3.14 — (а): Зависимость локального максимума амплификации энергии
Γ̃max от 𝑅𝑖 при различных 𝑅𝑒. (б): Дисперсия флуктуаций продольной скорости
при 𝑅𝑒 = 4 · 104 и различных 𝑅𝑖 на основе результатов прямого численного
моделирования [17]
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тур в статистические характеристики турбулентного течения вблизи стенки,
тем больше турбулентная вязкость и, как следствие, тем меньше амплифика
ция оптимальных возмущений в линейной модели. Следует подчеркнуть, что
подобные рассуждения неприменимы к крупномасштабным наклонным опти
мальным возмущениям при устойчивой стратификации, поскольку диссипация
кинетической энергии мала на этапе их развития (см. Рисунок 3.10 (б)).

3.5 Отклик линейной модели на оптимальный стохастический
форсинг

В данном разделе мы применим технологию из Раздела 1.4 вычисления
оптимального стохастического форсинга для линейных динамических систем
и продемонстрируем результаты ее работы на примере динамической системы
(2.19), описывающей эволюцию крупномасштабных составляющих турбулентно
го течения проявляющихся в виде организованных структур. Напомним, что си
стема (2.19) получена в результате параметризации турбулентных напряжений
с помощью операторов изотропной турбулентной вязкости и диффузии c после
дующей линеаризацией уравнений относительно среднего течения (см. Раздел
2.3) и аппроксимации полученных линейных уравнений по вертикальной пе
ременной с численным проектированием на подпростанство бездивергентных
сеточных функций (см. Раздел 2.4).

Добавим в правую часть системы (2.19) стохастический форсинг вида
(1.38) со спектральной плотностью C = C* ≥ 0. В соответствии с обозначениями
Раздела 1.4 положим матрицы управления и наблюдения равными единичной
матрице, то есть V = W = I. Технология, предложенная в Разделе 1.4, позволя
ет вычислить оптимальную спектральную плотность в различных нормах (см.
Теорему 4).

Отклик на стохастический форсинг линейных систем, описывающих эво
люцию крупномасштабных организованных структур в турбулентных течени
ях, исследовался ранее в работах [60;61] для нейтрально-стратифицированных
течений. В этих работах в качестве C выбиралась единичная матрица, что по
Теореме 4 является оптимальным форсингом в спектральной норме. Нужно от
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метить, что если стохастический форсинг моделирует воздействие нескорелли
рованной части турбулентных напряжений Рейнольдса, то спектральная плот
ность этого форсинга, вообще говоря, неизотропна по вертикальному направле
нию, что иллюстрируется, например, на Рисунке 3.14 (б), где показана диспер
сия флуктуаций продольной скорости по результатам прямого численного мо
делирования стратифицированного турбулентного течения Куэтта. Дисперсия
флуктуаций значительно больше вблизи стенок канала. Целью численных экс
периментов данного раздела является проверка насколько отличается отклик
на оптимальный стохастический форсинг, вычисленный в различных нормах и
соответственно, насколько оправдано предположение об изотропности форсин
га из работ [60;61].

Рассмотрим две матрицы A в (2.19), отвечающие 𝑅𝑒 = 4 · 104, 𝑅𝑖 = 0.03

и двум парам значений волновых чисел: 𝛼 = 0.39, 𝛾 = 1.16, при которых до
стигается максимальная амплификация плотности полной энергии возмущений
(см. Таблицу 3.1), и 𝛼 = 0, 𝛾 = 0.25, при которых отклик на стохастический
форсинг во всех рассмотренных нормах близок к максимальному.

Напомним (см. Раздел 1.4), что при V = W = I ковариационная матри
ца отклика при заданной спектральной плотности форсинга C определяется
отображением ℳ(C) = X, где X — это решение уравнения Ляпунова

AX+XA* = −C.

Обозначим через C𝑝 оптимальную спектральную плотность, рассчитан
ную в 𝑝-норме Шэттена, и введем в рассмотрение относительную величину
𝑞-нормы Шэттена ковариационной матрицы отклика ℳ(C) для заданной мат
рицы C:

𝜌𝑞(C) =
|||ℳ(C)|||𝑞
|||C|||𝑞

.

Для краткости эту величину мы будем называть относительным откликом.
В Таблицах 3.4 и 3.5 для двух рассматриваемых матриц A приведены ве

личины относительных откликов на форсинги со спектральными плотностями,
оптимальными в различных нормах. В последнем столбце приведены значения
доли полной дисперсии отклика, приходящейся на 1-ю ЭОФ. Поскольку C𝑝 —
это оптимальная спектральная плотность в 𝑝-норме, максимумы по столбцам в
этих Таблицах расположены на диагоналях. Оптимальные спектральные плот
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ности C1 и C2 приводят к малому относительному отклику в ∞-норме (на 1—2
порядка меньше чем относительный отклик на C∞), а оптимальная спектраль
ная плотность C∞ дает существенно меньший относительный отклик в 1-норме,
чем C1.

Из Таблиц 3.4 и 3.5 видно, что оптимальные спектральные плотности C1,
C2 и C∞ приводят к существенно различным ковариационным матрицам откли
ка. Например, значения доли полной дисперсии отклика, приходящейся на 1-ю
ЭОФ, заметно больше при спектральных плотностях C1, C2, чем при C∞.

𝑝 𝜌1(C𝑝) 𝜌2(C𝑝) 𝜌∞(C𝑝) 𝑠(C𝑝)
1 1366 1012 970 0.71
2 1042 1109 1135 0.67
∞ 10 99 1485 0.46

Таблица 3.4 — Относительные отклики и доли полной дисперсии,
приходящеся на 1-ю ЭОФ, при 𝛼 = 0.39, 𝛾 = 1.16.

𝑝 𝜌1(C𝑝) 𝜌2(C𝑝) 𝜌∞(C𝑝) 𝑠(C𝑝)
1 8082 7886 7885 0.97
2 7296 7936 7984 0.97
∞ 35 514 8872 0.84

Таблица 3.5 — Относительные отклики и доли полной дисперсии,
приходящеся на 1-ю ЭОФ, при 𝛼 = 0, 𝛾 = 0.25.

3.6 Модель возникновения и развития крупномасштабных
структур в стратифицированном турбулентном течении Куэтта

Взаимодействие крупномасштабных флуктуаций с мелкомасштабной
турбулентностью описывается турбулентными напряжениями (u′ · ∇)u′ и
(u′ · ∇)𝑇 ′ в уравнении (2.4). При построении модели развития крупномасштаб
ных структур в (см. Раздел 2.3) часть турбулентных напряжений, характеризу
ющих диссипативные свойства турбулентного течения, была параметризована
с помощью операторов изотропной турбулентной вязкости и диффузии соот
ветственно с коэффициентами 𝜈(𝑦), 𝜇(𝑦), зависящими только от нормальной
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координаты. Однако эта модель не может передать присущую турбулентным
течениям возможность случайного возбуждения турбулентных флуктуаций по
средством перераспределения энергии от более мелких к более крупным мас
штабам.

Предположим, что остаточную часть турбулентных напряжений можно
описать стохастическими форсингами 𝑓u = (𝑓𝑢, 𝑓𝑣, 𝑓𝑤)

𝑇 , 𝑓𝑇 с нулевым средним
и дисперсиями, равными 𝐷[(u′ · ∇)u′] и 𝐷[(u′ · ∇)𝑇 ′] соответственно. Здесь
𝐷[𝑋] обозначает дисперсию случайного поля 𝑋. Тогда возникновение и разви
тие крупномасштабных составляющих течения, проявляющихся в виде органи
зованных структур, можно описать системой уравнений

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u · ∇)u+∇𝑝−∆𝜈u− (0, 𝑅𝑖𝑇, 0)𝑇 = 𝑓u,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (u · ∇)𝑇 −∆𝜇𝑇 = 𝑓𝑇 ,

∇ · u = 0.

(3.6)

Как и для исходной математической модели (2.1), на верхней и нижней стенках
канала для скорости предполагается условие прилипания, а для температуры
постоянные значения 2 и 1, соответственно. Верхняя и нижняя стенки движутся
со скоростями соответственно 1/2 и −1/2 в направлении 𝑥.

Вероятностное распределение случайных полей 𝑓u и 𝑓𝑇 неизвестно и до
проведения прямого численного моделирования может быть выбрано только на
основе физических соображений. Будем считать, что случайные поля 𝑓u, 𝑓𝑇 —
независимы, дельта-коррелированы по времени и горизонтальным координатам
и имеют нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией, зависящей
только от вертикальной переменной 𝑦.

Так как случайные поля 𝑓u и 𝑓𝑇 описывают генерацию мелкомасштаб
ной турбулентности разумно предположить, что дисперсия случайного поля
𝑓𝑇 пропорциональна мощности генерации турбулентной потенциальной энергии
(ТПЭ) 𝑒𝑇 :

𝑒𝑇 =
1

2

𝜕𝑇 ′2

𝜕𝑡
= −𝑇 ′𝑉 ′𝑑𝑇

𝑑𝑦
,
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а суммарная дисперсия компонент 𝑓u пропорциональна мощности генерации
турбулентной кинетической энергии (ТКЭ) 𝑒:

𝑒 =
1

2

𝜕(𝑈 ′2 + 𝑉 ′2 +𝑊 ′2)

𝜕𝑡
= −𝑈 ′𝑉 ′𝑑�̄�

𝑑𝑦
.

Отметим, что наиболее интенсивная генерация мелкомасштабной турбулентно
сти происходит вблизи стенок канала, что показано на Рисунке 3.15 (а).

Будем считать, что случайное поле 𝑓u изотропно, т.е. дисперсия каждой
из его компонент пропорциональна 𝑒/3, а временной масштаб корреляции слу
чайных полей в численной модели равен ∆𝑡 (шаг модели по времени), и он
одинаков для скорости и температуры. Таким образом, окончательная стоха
стическая параметризация имеет следующий вид:

𝑓𝑢 = 𝑓𝑣 = 𝑓𝑤 = 𝑓𝑇 = 0,

𝑓 2𝑢 = 𝑓 2𝑣 = 𝑓 2𝑤 =
2

∆𝑡
· 𝑒
3
,

𝑓 2𝑇 =
2

∆𝑡
· 𝑒𝑇 ,

(3.7)

где энергетическая мощность стохастического форсинга отнормирована таким
образом, чтобы приток энергии не зависел от ∆𝑡.

Предложенная модель стохастического форсинга имеет недостатки. На
пример, предположение об изотропности компонент случайного поля 𝑓u нару
шается вблизи стенок канала. Однако следует подчеркнуть, что совместные
статистические характеристики части тензора турбулентных напряжений, от
вечающих за взаимодействие мелкомасштабной турбулентности с крупномас
штабными флуктуации, неизвестны (и могут быть найдены только на основе
подробных DNS экспериментов). Так как они неизвестны, то не представляется
возможным определить какая модель стохастического форсинга лучше или ху
же (в терминах сравнения с результатами прямого численного моделирования,
что является единственной разумной метрикой качества). Поэтому вопрос о вы
боре более правильной модели стохастического форсинга остается за рамками
данной работы. В данной работе рассматривается только одна модель стохасти
ческого форсинга (самая простая, изотропная).

Численное решение системы уравнений (3.6) c шумом (3.7) проводилось
в области с горизонтальными размерами 𝐿𝑥 = 12, 𝐿𝑦 = 2, 𝐿𝑧 = 8 и про
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странственным разрешением 48 × 128 × 32 узлов сетки в направлениях 𝑥, 𝑦,
𝑧 соответственно. Для компонент скорости и температуры предполагались пе
риодические граничные условия в направлениях 𝑥, 𝑧. Параметры 𝑒(𝑦) и 𝑒𝑇 (𝑦)

стохастического форсинга, а также коэффициенты турбулетной вязкости 𝜈(𝑦)

и диффузии �̄�(𝑦) были получены по результатам DNS. Генерация случайных
полей 𝑓v, 𝑓𝑇 выполнялась следующим образом: в каждый момент времени, в
каждом узле расчетной сетки модели независимо генерировались нормальные
случайные величины с дисперсиями (3.7), зависящими от расстояния до стенок
канала. При генерации использовалась стандартная функция rand языка C++,
позволяющая сгенерировать 2 независимые равномерные случайные величины,
из которых конструировалась нормальная случайная величина с помощью пре
образования Бокса-Мюллера [113].

Минимальный масштаб длины, воспроизводимый моделью (3.6) — это мас
штаб длины Колмогорова ∆𝐾 =

(︀
𝜈3/𝑒

)︀1/4, определяемый турбулентной вязко
стью. На Рисунке 3.15 (б) в зависимости от нормальной координаты показано
сравнение масштаба длины ∆𝐾 и сеточного масштаба длины ∆𝑦 в используе
мой численной реализации модели (3.6). Под сеточным масштабом длины ∆𝑦

понимается расстояние между соседними узлами сетки. Отметим, что по вер
тикальному направлению в численной модели использовалась неравномерная
сетка со сгущением к стенкам канала. Можно видеть, что во всей области (за
исключением вязкого подслоя) сеточный масштаб длины значительно меньше
масштаба длины Колмогора, то есть выбранное пространственное разрешение
достаточно для того чтобы разрешить наименьшие пространственные масшта
бы уравнений (3.6).

3.6.1 Анализ временных рядов

Результатом численного решения системы уравнений (3.6) с шумом (3.7)
стал длинный временной ряд, состоящий из 𝑁 = 5000 мгновенных полей ско
рости и температуры равномерно отстоящих с шагом 𝛿𝑡 ≈ 0.5 и полученных
после достижения системой квазистационарного состояния. Вычитая из каждо
го мгновенного поля средние (из DNS) профили продольной скорости �̄�(𝑦) и
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Рисунок 3.15 — (а): Параметры 𝑒 и 𝑒𝑇 стохастического форсинга (3.7) в зави
симости от вертикальной координаты 𝑦. (б): масштаб длины Колмогорова ∆𝐾

определяемый турбулентной вязкостью и сеточный масштаб длины ∆𝑦 в зави
симости от вертикальной координаты 𝑦.

температуры 𝑇 (𝑦), получим ряд мгновенных полей флуктуаций. Чтобы выде
лить крупномасштабные составляющие течения, проявляющиеся в виде орга
низованных структур, разложим мгновенные поля флуктуаций в комплексный
ряд Фурье по горизонтальным переменным

𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧) =
+∞∑︁

𝑘𝑥=−∞

+∞∑︁
𝑘𝑧=−∞

𝐹𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦) exp

(︂
2𝜋i𝑘𝑥𝑥

𝐿𝑥

)︂
exp

(︂
2𝜋i𝑘𝑧𝑧

𝐿𝑧

)︂
,

где 𝑘𝑥 и 𝑘𝑧 — номера гармоник в направлениях 𝑥 и 𝑧 соответственно, а i —
мнимая единица.

При фиксированном номере (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) Фурье-гармоники мы имеем времен
ной ряд амплитуды этой гармоники, на дискретном уровне представляющий
собой прямоугольную комплексную матрицу:

S𝑘𝑥𝑘𝑧 =
[︁
f1𝑘𝑥𝑘𝑧 . . . f𝑁𝑘𝑥𝑘𝑧

]︁
,

размера 513× 5000, каждый столбец которой

f𝑘𝑥𝑘𝑧 = (𝑈𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦1), . . . , 𝑈𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦𝑛), 𝑉𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦0), . . . , 𝑉𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦𝑛),

𝑊𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦1), . . . ,𝑊𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦𝑛), 𝑇𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦1), . . . , 𝑇𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑦𝑛))
𝑇
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является вектором значений амплитуд компонент скорости и температуры в
узлах расчетной сетки по вертикали. Отметим, что при численном решении
системы (3.6) использовались неравномерные разнесенные сетки по вертикали,
сгущающиеся к границам канала: узлы сетки −1 = 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛 = 1 для
вертикальной компоненты скорости включают в себя граничные узлы, а узлы
сетки для остальных переменных −1 < 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛 < 1 находятся между
ними.

Определим скалярное произведение, соответствующее дискретному анало
гу функционала (2.2), как

(𝑎,𝑏)ℰ =
(︀
K2𝑎,𝑏

)︀
,

где K = diag(𝐾,�̃�,𝐾,𝑅𝑖𝐾𝑇−1
𝑦 )1/2 — диагональная матрица порядка 4𝑛 + 1, 𝐾

— значения квадратурных коэффициентов для формулы прямоугольников на
неравномерной сетке 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛, �̃� — значения квадратурных коэффици
ентов для формулы трапеций на неравномерной сетке 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛, а 𝑇𝑦 —
значения градиента средней температуры 𝑑𝑇/𝑑𝑦 в узлах сетки 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛.

Номерам (𝑘𝑥,𝑘𝑧) Фурье-гармоники соответствует пара волновых чисел
𝛼 = 2𝜋𝑘𝑥/𝐿𝑥, 𝛾 = 2𝜋𝑘𝑧/𝐿𝑧, при которых можно вычислить начальное u0

opt

и развитое uopt оптимальные возмущения, время развития 𝑡opt оптимального
возмущения и амплификацию средней плотности полной энергии Γmax опти
мального возмущения.

Далее нас будет интересовать квадрат нормы проекции амплитуды Фурье
гармоники

𝑃 0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) = |
(︀
f𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡),u

0
opt

)︀
ℰ |

2, 𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) = | (f𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡),uopt)ℰ |
2

на начальное и на развитое оптимальные возмущения соответственно, а также
временная эволюция энергии Фурье-гармоники:

𝐸𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡) = | (f𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡), f𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡))ℰ |
2.

Для каждого мгновенного поля флуктуаций можно построить энергетиче
скую спектрограмму, т.е. распределение энергии по отдельным Фурье-гармони
кам, а затем провести осреднение энергетической спектрограммы по всем мгно
венным полям. Таким образом получим осредненную энергетическую спектро
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грамму, изображенную на Рисунке 3.16 в диапазонах неотрицательных номеров
гармоник 0 ≤ 𝑘𝑥 ≤ 20, 0 ≤ 𝑘𝑧 ≤ 20.
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Рисунок 3.16 — Осредненная энергетическая спектрограмма флуктуаций мгно
венного поля скорости и температуры, полученных из модели (3.6) с шумом
(3.7).

Основная часть энергии на Рис. 3.16 сосредоточена в крупномасштабной
части спектра. Наибольшей энергией обладают гармоники с нулевым продоль
ным номером (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1), (0,2). Рисунок 3.16 отличается от характерной
спектрограммы мгновенного поля флуктуаций из результатов прямого числен
ного моделирования (см. Рисунок 2.4), где максимум энергии приходился на
Фурье-гармоники с ненулевыми номерами. Отличие обьясняется тем, что пред
ложенная стохастическая параметризация (3.7) неверно описывает процессы
генерации мелкомасштабной турбулентности в рассматриваемом стратифици
рованном турбулентном течении.

Также значительная часть энергии на Рисунке 3.16 приходится на гар
монику с нулевыми номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,0), что означает отличие средних
профилей �̄�(𝑦) и 𝑇 (𝑦), полученных по результатам DNS, от средних профилей
продольной скорости и температуры в модели (3.6) с шумом (3.7). Как показали
дополнительные расчеты, это отличие незначительно и проявляется в основном
в среднем профиле температуры.
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3.6.2 Появление оптимальных возмущений в рамках нелинейной
модели

В линейной модели, описанной в Разделе 2.3, развитое оптимальное возму
щение uopt возникает из начального оптимального возмущения u0

opt за время 𝑡opt
с увеличением энергии в Γmax раз. Если бы развитие оптимального возмущения
происходило строго по линейному закону, то во все моменты времени

𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) = Γmax𝑃
0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡− 𝑡opt). (3.8)

Слагаемое в правой части (3.8) — это прогноз развития крупномасштабных
турбулентных флуктуаций на основе линейной модели.

Проверим, насколько сильно динамика амплитуд крупномасштабных гар
моник в модели (3.6) с шумом (3.7) отличается от (3.8). Для этого обратимся к
Рисунку 3.17, где изображена зависимость 𝑃 opt

𝑘𝑥𝑘𝑧
(𝑡) и Γmax𝑃

0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡− 𝑡opt) от време
ни 𝑡 для Фурье-гармоник с номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1), (1,1). Видно, что прогноз
на основе линейной модели неплохо описывает динамику проекции на развитое
оптимальное возмущение как по моментам времени, в которые наблюдаются
пики в энергии, так и по величине этих пиков.

Сделаем по временному ряду статистическую оценку характерных пара
метров энергетических пиков 𝑡𝑜𝑝𝑡 — времени развития и Γ̂max — величины под
скока. Для оценки 𝑡opt найдем максимум кросскорреляционной функции

𝐶𝑘𝑥𝑘𝑧(𝜏) =
cov

(︀
𝑃 0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡),𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡+ 𝜏)
)︀√︁

𝐷(𝑃 0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡)) ·𝐷
(︀
𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡)
)︀ (3.9)

между проекциями амплитуд Фурье-гармоники на начальное и развитое оп
тимальные возмущения. Кросскорреляционная функция (3.9) для крупномас
штабных гармоник с номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1), (1,1) изображена на Рисунке
3.18, где для сравнения отмечено значение 𝑡opt из линейной модели (2.11). Вид
но, что 𝑡opt, при котором достигается максимум кросскорреляционной функции,
для обоих случаев близок к 𝑡opt.

Для гармоники с нулевым продольным номером 𝑘𝑥 = 0 наблюдается пери
одичность кросскорреляционной функции 𝐶𝑘𝑥𝑘𝑧(𝜏). Это может быть связано с
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Рисунок 3.17 — Временной ряд квадрата нормы проекции на развитое опти
мальное возмущение 𝑃 opt

𝑘𝑥𝑘𝑧
(𝑡) (красным) и прогноза на основе линейной теории

Γmax𝑃
0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡− 𝑡opt) (синим) для крупномасштабных Фурье-гармоник с номерами
(𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (0,1) (а) и (1,1) (б).

нелинейным механизмом регенерации крупномасштабных продольных стриков:
появление начального оптимального возмущения (продольных роликов) приво
дит к развитому оптимальному возмущению (продольным стрикам), которые
затем обрушаются из-за вторичной неустойчивости и за счет нелинейных взаи
модействий подпитывают энергией первоначальные продольные ролики. Этот
механизм исследован для пристеночных крупномасштабных структур в сдвиго
вых турбулентных течениях [82;83]. Для гармоники с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (1,1),
соответствующей наклонным структурам, периодичности не наблюдается, энер
гетические пики возникают случайным образом.

Величину характерного подскока в энергии Γ̂max оценим как оптимальный
параметр линейной регрессии

𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) = Γ̂max𝑃
0
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡− 𝑡opt) + 𝜀, (3.10)

напрямую следующей из (3.8), где 𝜀 — это случайная ошибка. Поскольку задача
регрессии ставится для энергетических параметров решения, а не для амплитуд,
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то мы предполагаем, что случайная ошибка 𝜀 может иметь ненулевое среднее,
вследствие чего дополнительным регрессионным параметром является смеще
ние по оси ординат, которое в формуле опущено. Диаграммы рассеяния для
крупномасштабных гармоник с номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1), (1,1) и оптимальная
оценка Γ̂max через линейную регрессию изображены на Рисунке 3.19. Статисти
ческая оценка Γ̂max очень близка к Γmax из линейной модели.
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Рисунок 3.18 — Кросскорреляционная функция 𝐶𝑘𝑥𝑘𝑧(𝜏) (3.9) для крупномас
штабных гармоник с номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1) (а) и (1,1) (б). Черной линией
отмечены значения 𝑡 = 𝑡opt из линейной модели.

3.6.3 Сравнение развитых оптимальных возмущений с 1-ой ЭОФ

Выделить наиболее значимые пространственные конфигурации из времен
ного ряда можно на основе ЭОФ-анализа (см. [114;115]), т.е. разложения времен
ного ряда по базису из эмпирических ортогональных функций (ЭОФ). Система
ЭОФ представляет собой естественный ортогональный базис, определяемый по
данным, и активно используется, например, при анализе метеорологических
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Рисунок 3.19 — Диаграммы рассеяния пар
(︀
𝑃 0
𝑘𝑥𝑘𝑧

,𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

)︀
(синие "∘" ) для круп

номасштабных гармоник с номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1) (а) и (1,1) (б). Оценка Γ̂max

с помощью (3.10) (красным) и Γmax из линейной модели (зеленым).

и океанологических данных [114]. Определим (см. [115]) базис ЭОФ на осно
ве сингулярного разложения матрицы KS𝑘𝑥𝑘𝑧 : i-ой ЭОФ будем называть левый
сингулярный вектор u𝑖, отвечающий i-ому сингулярному числу 𝜎𝑖. Вклад i-ой
ЭОФ u𝑖 определим как 𝜎𝑖/𝑉 , где 𝑉 =

∑︀
𝑖

𝜎𝑖 — полная дисперсия.

Основная часть дисперсии амплитуд крупномасштабных гармоник сосре
доточена вдоль направлений, определяемых первыми ЭОФ. Первая ЭОФ —
это пространственная конфигурация, на которую приходится основная часть
энергии Фурье-гармоники во всем временном ряде, т.е. пространственная кон
фигурация, проявляющаяся в виде организованных структур.

Далее нас будет интересовать квадрат нормы проекции амплитуды Фурье
гармоники на первую ЭОФ u1:

𝑃 1
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) = | (f𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡),u1)ℰ |
2.

Зависимость 𝐸𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡), 𝑃
opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) и 𝑃 1
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) от времени для Фурье-гармоник
с номерами (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) = (0,1), (1,1) изображена на Рисунке 3.20. Видно, что про
екции на развитое оптимальное возмущение и 1-ую ЭОФ почти не отличаются
друг от друга (красная линия почти совпадает с розовой на всем временном
ряде, коэффициент корреляции больше 0.99). Временной ряд энергии крупно
масштабных гармоник содержит моменты значительного роста энергии, прояв
ляющихся в виде резких пиков. На всех пиках в энергии проекция на развитое
оптимальное возмущение (и 1-ую ЭОФ) крайне велика.
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Рисунок 3.20 — Временной ряд 𝐸𝑘𝑥𝑘𝑧(𝑡) (зеленым), 𝑃 opt
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡) (красным) и 𝑃 1
𝑘𝑥𝑘𝑧

(𝑡)

(розовым) для крупномасштабных Фурье-гармоник с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (0,1)

(а) и (1,1) (б).

Таким образом, можно утверждать, что именно развитые оптимальные
возмущения проявляются в виде крупномасштабных организованных структур.
Для различных гармоник доля полной дисперсии, приходящаяся на 1-ую ЭОФ,
колеблется от 35 до 70 процентов, а доли полной дисперсии приходящиеся на
2, 3 и так далее ЭОФ — значительно меньше. Это означает, что развитые опти
мальные возмущения все же преобладают во временном ряде для всех крупно
масштабных гармоник, но часто сильно зашумлены. Наиболее ярко выделяется
1-ая ЭОФ (и развитое оптимальное возмущение соответственно) при 𝑘𝑥 = 0,
𝑘𝑧 = 1.

Количественные характеристики ЭОФ для 6 крупномасштабных гармо
ник с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧) = (0,1), (0,2), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) представлены в
Таблице 3.6. Для каждой гармоники указано среднее значение ее энергии, до
ли полной дисперсии, приходящиеся на 1-ую, 2-ую, 3-ю ЭОФ и коэффициент
корреляции в энергетическом скалярном произведении

𝑟opt,1ℰ = | (uopt,u1)ℰ |
2

между 1-ой ЭОФ и развитым оптимальным возмущением.
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(𝑘𝑥,𝑘𝑧) ℰ , 10−6 𝜎1/𝑉 𝜎2/𝑉 𝜎3/𝑉 𝑟opt,1ℰ
(0,1) 1.60 0.71 0.13 0.04 0.9902
(0,2) 1.00 0.50 0.23 0.09 0.9754
(1,1) 0.64 0.44 0.21 0.10 0.9908
(1,2) 0.65 0.39 0.22 0.12 0.9830
(2,1) 0.38 0.34 0.19 0.11 0.9827
(2,2) 0.46 0.35 0.20 0.12 0.9777

Таблица 3.6 — Средняя энергия ℰ , коэффициент корреляции 𝑟opt,1ℰ между 1-ой
ЭОФ и развитым оптимальным возмущением и доли полной дисперсии 𝜎𝑖/𝑉 ,
приходящиеся на главные ЭОФ, для нескольких крупномасштабных гармоник
с номерами (𝑘𝑥,𝑘𝑧).
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Заключение

Основные результаты работы состоят в следующем:
– Получены новые верхние оценки максимума нормы матричной экспо

ненты. Показаны преимущества полученных оценок по сравнении с из
вестными ранее.

– Впервые предложена постановка задачи о поиске оптимального стоха
стического форсинга в 𝑝-нормах Шэттена при 𝑝 = 1, 2 и ∞ для линей
ных динамических систем. Разработана и обоснована технология вычис
ления оптимального форсинга.

– Разработана технология численного анализа немодовой устойчивости
осредненных турбулентных течений, включающая в себя построение ли
нейной модели развития крупномасштабных организованных структур
и алгоритмы вычисления оптимальных возмущений.

– Выполнен анализ немодовой устойчивости стратифицированного турбу
лентного течения Куэтта в широком диапазоне параметров. Показано,
что для этого течения существует несколько типов оптимальных воз
мущений. Получено хорошее согласование пространственной конфигу
рации и размеров найденных оптимальных возмущений с организован
ными структурами, наблюдаемыми в результатах прямого численного
моделирования.

– Показано, что тип оптимального возмущения определяется безразмер
ным параметром равным отношению вертикального размера канала к
масштабу длины Обухова. Исследован энергетический цикл оптималь
ных возмущений и выявлен вклад физических механизмов в их разви
тие. Показано, что при устойчивой стратификации диссипация энергии
мала на всем этапе развития оптимальных возмущений.
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