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Введение

Сердечно–сосудистые заболевания по-прежнему являются лидирующим

фактором смертности и инвалидизации во всем мире. Поэтому изучение про

цессов, связанных с течением крови в сердечно–сосудистой системе, остается

актуальной темой многих современных научных исследований, в том числе

математических.

Детальное моделирование течения крови в крупных сосудах осуществ

ляется с помощью уравнений Навье-Стокса. Такой подход подразумевает ре

шение уравнений в частных производных в областях сложной формы с по

движными границами. При этом необходимо задание трехмерной области, по

становка граничных условий, выбор модели реологии крови и определяющих

соотношений для материала стенки, учесть давление окружающих тканей

и физиологические особенности (регуляторные процессы в стенке, внешние

силы и т.п.). В результате использование моделей данного класса является

весьма сложным, трудоемким и требующим достаточного большого количе

ства вычислительных ресурсов. Характерной областью применения данных

моделей является локальный анализ кровотока в аорте и ее ветвях, в маги

стральных церебральных сосудах, в аневризмах [1].

Детальное численное трёхмерное моделирование реалистичных условий

кровотока в сосудистой сети — сложная задача как с технологической точ

ки зрения, так и с практической. Типичная сосудистая сеть при прикладном

моделировании кровотока должна включать от десятков до сотен сосудов.

Математическая модель должна учитывать взаимодействие потока с дви

жущейся вязкоупругой стенкой сосуда (fluid-structure interaction models, 3D

FSI). Кроме того, необходимо задание достаточно точной трёхмерной геомет

рии сосудистого русла, упругих свойств материала стенки сосуда, граничных

6
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условий и, наконец, использования передовых численных методов и исполь

зования мощных вычислительных ресурсов. Противоположностью данного

подхода являются точечные модели (или так называемые 0D модели, или

пространственно усреднённые модели, или модели с сосредоточенными пара

метрами). Данный класс моделей способен описывать динамику фрагментов

сердечно–сосудистой системы, но неспособен описывать эффекты, связанные

с распространением волн. Такие модели могут быть получены путём про

странственной редукции (spatial order reduction, SOR).

Процедуры усреднения или другие методы применяются для устранения

одной или нескольких пространственных координат при определенных пред

положениях о характере потока. Ограничения этих допущений определяют

область применения конкретной модели SOR. Такие модели должны быть

способны воспроизводить существенные характеристики системы с достаточ

ной детализацией. Таким образом, полученные модели должны быть тща

тельно проверены. Применение подхода SOR к задаче 3D FSI позволяет по

лучить одномерную сетевую модель гемодинамики, которая является компро

миссом между подробным 3D FSI моделированием и полным пространствен

ным усреднением в рамках 0D подхода. Одномерное моделирование является

привлекательной альтернативой по сравнению с полной трёхмерной моделью

благодаря гораздо более низким требованиям к вычислительной мощности.

Особенно эффективным является использование моделей данного класса при

изучении регионального, системного и полностью замкнутого (глобального)

кровообращения. Область применения данных моделей также включает в се

бя задачи по анализу транспортировки кровью газов, питательных веществ,

продуктов метаболизма, лекарств и других компонентов через весь организм;

задачи по анализу изменений кровотока при внешних или внутренних меха
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нических воздействиях, таких как физические упражнения или стимуляция

медицинскими приборами; задачи по анализу влияния внутрисосудистой хи

рургии, такой как установка стентов или шунтирование. При описании гемо

динамики в рамках всего организма эти модели могут быть объединены с

моделями сердца и микроциркуляторного кровотока.

Один из популярных в настоящее время и хорошо себя зарекомендовав

ших подходов к моделированию течения крови в артериальной части крове

носной системы человека состоит в использовании одномерных динамических

сетевых моделей гемодинамики [2; 3]. При выводе уравнений движения для

таких моделей течение крови в сосудах считается аналогичным пульсирую

щему течению вязкой несжимаемой жидкости по сети упругих трубок [4].

Модель движения жидкости в каждой трубке строится путем усреднения

по поперечному сечению уравнений Навье-Стокса [5]. При этом использует

ся ряд предположений, часть из которых являются весьма спорными и не

всегда выполняющимися в реальной артериальной сети: круговая форма по

перечного сечения, фиксированный (как правило, параболический или пло

скопараллельный) профиль скорости пульсирующего течения, малость отно

шения диаметра к длине сосуда и др. Подробно эти предположения, а также

их значимость обсуждаются в [6; 7]. В случае крупных и средних артерий

рассматриваемая модель асимптотически переходит в систему нелинейных

гиперболических уравнений [7], что существенно расширяет спектр эффек

тивных методов её численного решения [8].

Обобщение одномерной модели для описания течения в сети упругих

трубок производится путём постановки начальных и граничных условий на

входе в сеть, в точках соединения трубок и в концевых точках терминаль

ных трубок. Такие сети могут включать в себя сотни одномерных сегментов.
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Однако, при персонализированном моделировании, модель обычно включа

ет несколько десятков сосудистых участков. Граничные условия на входе в

сеть, как правило, связаны с моделью функции сердца или сердечного вы

броса. Сердечный выброс может быть задан в виде функции от времени,

получаемой на основе клинических или физиологических данных. Он может

быть рассчитан с помощью модели выброса из желудочков в зависимости

от давления наполнения предсердий [2; 9; 10]. Используется также простран

ственно усреднённая динамическая модель сердца [3], в том числе, с учётом

динамики его клапанов [11]. Граничные условия в концевых точках терми

нальных трубок связываются с давлением в микроциркуляторном русле и в

венах с помощью закона Пуазейля [4] или с помощью моделей самоподобных

древовидных структур, имитирующих области мелких сосудов и микроцир

куляции [12]. Широко распространены пространственно усредненные модели

виндкесселя, учитывающие импеданс микрососудистого русла, его упругость

и гидродинамическое сопротивление, нелинейно зависящее от давления [13].

Сравнительный анализ использования самоподобных древовидных структур

и модели виндекесселя в качестве терминальных граничных условий пред

ставлен в [14].

На основе описанного инструментария разработаны методики персона

лизированного моделирования кровотока на локальных участках артериаль

ной сети (коронарные сосуды, сосуды церебрального отдела, сосуды нижних

конечностей и др.) на основе индивидуальных данных конкретного пациента.

При этом структурная схема рассматриваемого участка может быть задана с

различной точностью на основе данных анатомических атласов, физиологи

ческих данных [15; 16], агрегированных данных клинических и лабораторных

исследований [17; 18], трёхмерных анатомических моделей с высокой степе
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нью детализации [19]. Максимальное правдоподобие структуры сосудистой се

ти достигается с использованием алгоритмов сегментации медицинских изоб

ражений (МРТ/КТ), производящих в начале трёхмерную геометрию сосуди

стого русла, затем выделяющих центральные линии и, в итоге, выполняющих

их спрямление с сохранением информации о длинах и диаметрах сосудистых

участков [20; 21].

Несмотря на многочисленные допущения при выводе уравнений одно

мерной модели, неточности и высокую вариабельность входных данных, сопо

ставление результатов расчётов с данными из других источников позволило

обосновать применимость данного подхода. Сравнение результатов одномер

ного и трехмерного моделирования представлено, например, в [22; 23]. Сопо

ставление расчетов, выполненных с помощью одномерной модели, и результа

тов лабораторных экспериментов с упругими трубками и вязкой жидкостью

может быть найдено в [24—26]. Систематическое сравнение результатов персо

нализированного моделирования гемодинамики в одномерном приближении

с клиническими данными представлено в работах [27—29].

Аналогичный подход используется для описания динамики дыхатель

ного газа в дыхательной системе [3; 30], течения лимфы в лимфатической

системе [31—33], движения транспорта по дорожной сети мегаполиса, переда

чи информации в компьютерных сетях, распространения газовых примесей

в вентиляционных сооружениях [34] и др.

Несмотря на широкое распространение одномерных моделей, некоторые

аспекты их математических формулировок до сих пор обсуждаются. Напри

мер, в [35] показано, что произвол в выборе начальных условий может при

определённых условиях нарушить единственность решения. Большинство со

временных математических формулировок граничных условий в точках со
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единения однотипных сосудов не обеспечивают гладкости решения и его схо

димости к решению в одном сосуде при предельном переходе, состоящем в

стремлении к нулю диаметра одного из сосудов в бифуркации при условии

равенства между собой диаметров и упругих свойств двух других сосудистых

сегментов. В данной работе предлагается формулировка граничных условий

в области стыковок сосудов, свободная от этого недостатка.

Разработка пространственно усреднённых математических моделей, опи

сывающих физиологические и патологические процессы в сердечно–сосуди

стой системе, является актуальным направлением современных исследова

ний. Было доказано, что модели с уменьшенным пространственным поряд

ком хорошо подходят для многих клинических задач, так как они позволяют

обеспечить персонализированное моделирование при планировании фарма

кологического или хирургического лечения, которое может выполнено без

привлечения высокопроизводительных вычислительных комплексов.

Область интегрирования для одномерных моделей представляет собой

одномерный прообраз сосудистой сети человека или её части. Реалистичная

одномерная сеть может быть сформирована на основе анализа анатомиче

ских атласов и физиологических данных, представленных, например, в [15;

16; 36]. В некоторых работах используется редукция подробных анатомиче

ских трёхмерных моделей [19] или используются методы сегментации меди

цинских изображений, полученных с помощью МРТ/КТ диагностики [21; 37;

38]. Алгоритмы обработки данных МРТ/КТ пациента включают 3D сегмен

тацию, идентификацию осевых линий и построение графа сосудов с прямы

ми сегментами (Подробнее см. Главу 3). Последний подход является наиболее

технологичным с точки зрения моделирования кровотока по данным конкрет

ного пациента. Построение одномерных моделей может быть также основано
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на агрегированных лабораторных данных и экспериментах [17; 18; 39].

Работы по анализу кровотока с помощью одномерных моделей гемоди

намики в сосудистых сетях, состоящих из сотен сосудистых сегментов, можно

найти, например, в [3; 40]. Обширные обзоры различных аспектов моделиро

вания кровотока с помощью одномерного подхода можно найти в [5; 8; 41—43].

Теоретические исследования в данном направлении ранее были проведены в

диссертационных работах [44—46] и др.

Кровоток в сосудистой сети отличается от течения вязкой несжимаемой

жидкости в сети упругих трубок в силу ряда физиологических особенностей.

Сосудистая стенка — это живая ткань со сложной структурой. Активные

сокращения гладкой мускулатуры регулируются такими физиологическими

факторами, как физическая активность, регуляторные сигналы, зависящие

от изменения артериального давления (от барорецепторов), химического со

става крови (от хеморецепторов) и др. Такие сигналы генерируются в ре

зультате реакции организма на изменение внутренних и внешних параметров

(температура, концентрация кислорода и углекислого газа в крови, среднее

давление кровотока и др.). Механические свойства стенки могут изменяться

в зависимости от локальных изменений среднего касательного напряжения

влияющего на состояние внутренней поверхности стенки (эндотелиального

гликокаликса) [47]. Такой вид регуляции называется ауторегуляцией. Некото

рые сосуды (вены) имеют клапаны, функционирующие аналогично клапанам

сердца и препятствующие обратному кровотоку (в случае вен направленно

му от сердца к микроциркуляторному руслу). Мышцы, окружающие сосуды,

или специальные искусственные устройства могут оказывать внешнее воздей

ствие на кровеносные сосуды. Действие силы тяжести, действие инерционных

сил приводят к перераспределению кровотока в сосудистой системе в зави
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симости от положения тела в поле действия силы. В качестве примера при

ведём периодическое сжатие и расслабление миокарда, благодаря которому

в систолу концевые коронарные сосуды оказываются полностью пережаты,

а максимальный кровоток наблюдается при расслаблении мышц миокарда

(в диастолу) [48—50]. Другими характерными примерами являются действие

мышц на сосуды нижних конечностей при ходьбе и беге [37; 51] и исследо

вание кровотока после кратковременного пережатия вен голени манжетой

(окклюзионная проба) для оценки венозного рефлюкса в большой подкож

ной вене [52—55].

Регуляторные и ауторегуляторные процессы учтены в одномерных мо

делях гемодинамики, представленных в работах [18; 39; 42]. В [56] влияние

давления на параметры сосудистого русла (барорецепторная регуляция) мо

делировалось путём изменения угла наклона прямой, которая использовалась

для описания упругих свойств сосуда в зависимости от изменений среднего

центрального давления. Регуляторные эффекты, обусловленные изменением

концентрации кислорода в крови головного (церебрального) отдела, описыва

лись в модели [18] путём изменения гидродинамического сопротивления меж

ду артериями и венами. В [39] была предложена модель регуляции, позволя

ющая поддерживать дозвуковой режим течения крови при гравитационных

перегрузках. Авторами работы [57] построена модель регуляции в церебраль

ных сосудах в условиях пониженной гравитации и невесомости. Подробный

обзор некоторых подходов к моделированию феномена регуляции сосудистого

русла может быть найден в [42].

В зависимости от прикладной биомедицинской задачи требуется раз

личный уровень детализации математической модели сердечно–сосудистой

системы. В тех случаях, когда требуется только основная (усредненная) ин
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формация, такая как изменение среднего давления, минутный кровоток и

т.п., общий подход заключается в применении методов пространственного

усреднения. В точечных моделях область интереса (весь организм или его

локальная часть) представляются как набор соединенных между собой ком

партментов. Каждый компартмент может представлять собой орган, часть

ткани или часть тела. Например, 0D модель, представленная в [58], связы

вает средние значения расхода, скорости и давления в компартментах без

разрешения пространственных деталей, в то время как 0D модель [59] всё

таки учитывает некоторые пространственные элементы, такие как клапаны

сердца. Математическая формулировка данных моделей, как правило, пред

ставляет собой систему алгебраических уравнений и обыкновенных диффе

ренциальных уравнений (см. [60] и др.). Для данной системы рассматривается

задача Коши или краевая задача. Часто такие системы являются жёсткими

и для их численной дискретизации требуется применение специальных A−,

L− устойчивых численных методов.

Точечные модели обычно имеют небольшое количество параметров, ко

торые могут быть определены по данным литературы или измерены для

конкретного пациента. Несомненным достоинством таких моделей являют

ся низкие требования к вычислительным ресурсам. С помощью обычного

компьютера они позволяют за несколько минут выполнить моделирование

гемодинамики на протяжении десятков или сотен сердечных циклов. Точеч

ные модели можно сгруппировать по их назначению: модели функции сердца,

модели сосудистых участков и модели терминального сопротивления. Приме

ром модели первого типа является четырехкамерная динамическая модель

сердца [3] приводящая к жёсткой системе ОДУ. Примером модели второго

типа является модель церебральной гемодинамики [61], приводящая к нели
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нейному ОДУ, известному как модель осциллятора Ван дер Поля–Дуффинга.

Точечные модели также применяются к описанию устойчивых и квазистаци

онарных состояний организма. Примером такой модели является двумерная

стационарная модель фильтрации для большой микроциркуляторной обла

сти [62].

Существенные результаты в данном направлении ранее были получены

в диссертационных работах [63—65].

Сердце — это жизненно важный орган, который отвечает за перекачива

ние крови через весь организм. Нормальное функционирование сердца необ

ходимо для доставки кислорода и питательных веществ к тканям, а также для

выведения углекислого газа и метаболических отходов из организма. Сердце

работает за счет электрической стимуляции сигналами от синоатриального

узла, который генерирует потенциал действия. Потенциал действия проходит

через сердце и вызывает сокращение сердечной мышцы путем деполяриза

ции / реполяризации её клеток (миоцитов) и взаимодействия определённых

белков, формирующего мышечные сокращения (актин–миозиновое взаимо

действие) [66]. Сокращение сердечных камер производит давление на кровь.

В результате этого давления камеры сердца выбрасывают кровь в артерии и

получают новую порцию крови из вен.

Детальная математическая модель функции сердца должна учитывать

распространение потенциала действия по миокарду, механику ткани миокар

да, гидродинамику крови в предсердиях и желудочках, коронарный кровоток

и прохождение крови через ткани миокарда (перфузию миокарда). В насто

ящее время производится моделирование одного или нескольких из упомя

нутых выше процессов. Например, в [67] предложена модель, включающая

эклектрофизиологические процессы, процессы возбуждения потенциала, сжа
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тия сердечной мышцы, её механику. Однако модель, подробно описывающая

все указанные выше процессы совместно, отсутствует.

В многомасштабных интегрированных моделях сердечно–сосудистой си

стемы [3; 68—75], и др. требуется описание функции сердца в терминах вза

имосвязи давление — объём, сердечный выброс, фракция выброса в зависи

мости от условий кровотока во впадающих в сердце венах (преднагрузка)

и условий кровотока в исходящих из сердца артериях (постнагрузка), кис

лородного запроса организма и др. В качестве переменных в данных моде

лях выступают давление со стороны стенок камер сердца, давление в каме

рах, кровоток между камерами. Эти переменные связываются между собой

законами сохранения и полуэмпирическими соотношениями (например, за

кон Пуазейля). Другой весьма распространённый подход состоит в исполь

зовании так называемой электромеханической аналогии между параметрами

электрической цепи (напряжение, электрический ток, электрическое сопро

тивление, ёмкость, индуктивность) и параметрами усреднённой механической

системы (давление, кровоток, гидравлическое сопротивление обусловленное

вязкостью крови, упругость стенок компартмента, инерционность). С учё

том такого соответствия, системы ОДУ, описывающие электрическую цепь и

усреднённый гидравлический компартмент, формально выглядят одинаково.

Количество уравнений в системе зависит от степени детализации системы с

помощью компартментов, которые могут включать камеры сердца, участки

сосудистой сети, области микроциркуляции, аневризмы, стенозы и др. По

дробные обзоры основополагающих принципов и разработанных на их осно

ве пространственно усреднённых математических моделей для камер сердца

и участков сосудистых сетей представлены в [42; 76—78]. Следует, однако,

отметить, что моделирование с помощью электро-механических аналогий на
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практике становится весьма затруднительным при высокой степени детали

зации сосудистой сети, требующей выделения большого количества компарт

ментов, поскольку соответствие между электрическими и гидродинамически

ми параметрами подсистем становится весьма сложным и трудно интерпре

тируемым [42].

Одной из основных современных фундаментальных концепций, лежа

щих в основе моделирования функционирования сердца, является модель пе

ременной упругости, предложенная в [79]. Усреднённая упругость камеры

сердца в каждый момент времени определяется по наклону PV диаграммы

E =
∆P
∆V

, где ∆V — изменение объёма камеры при изменении в ней давления

на величину ∆P. Сердечный цикл рассматривается как периодическое измене

ние упругости стенок камер сердца E в результате электрической стимуляции

потенциалом действия [79—81]. В данном подходе предполагается, что потен

циал действия распространяется мгновенно по всей ткани камеры сердца.

Во время систолы миокард становится более жёстким, напряжение достигает

максимальной величины и производится выброс в аорту или лёгочную ар

терию. Во время диастолы значение упругости снижается до минимального

значения, что способствует быстрому наполнению камеры кровью при отно

сительно низких значениях давления наполнения. Более детально динамика

сердечного цикла описана, например, в [82].

Другой подход к усреднённому описанию сердечной функции состоит в

использовании соотношений, связывающих длину волокон миокарда и раз

виваемую ими силу. Такие зависимости строятся на основе трёхэлементной

модели Хилла, описывающей механику мышечных сокращений [83], вычис

ления давления на основе закона Лапласа в предположении сферичности

камеры [84; 85] или более реалистичного в случае желудочка предположе
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ния о цилиндрической форме камеры [86], с учётом перекрёстной кинетики и

кальциевой регуляции [87]. Детальное обсуждение усреднённых моделей вза

имодействия камер сердца, усреднённых моделей различных регуляторных

эффектов, моделей взаимодействия с сосудистой и дыхательной системами

приведено в обзоре [42].

Важными элементами, существенно влияющими на динамику сердечно

го выброса, являются клапаны между предсердиями и желудочками и между

желудочками и соответствующими магистральными артериями (аорта или

лёгочная артерия). Механическая роль клапанов состоит в обеспечении пре

имущественно одностороннего потока крови от входов из вен до выходов в

магистральные артерии. Основное влияние на механику кровотока клапаны

оказывают во время диастолы при наполнении желудочков кровью из пред

сердий. Патологии клапанов, приводящие к их неполному открытию или за

крытию, могут привести к нарушению нормального наполнения желудочков,

аномального повышения в них давления, их последующей гипертрофии и,

возможно, к летальному исходу.

Длительности открытия и закрытия клапанов достаточно малы по срав

нению с длительностями основных фаз сердечного цикла (систолы и диасто

лы). Однако, динамика клапанов в период их открытия и закрытия может

оказать существенное влияние на сердечный выброс. Простейшее математи

ческое описание функции клапанов основано на предположении об их мгно

венном открытии и закрытии. Такой подход использовался, например, в ра

ботах [3; 74]. Состояние клапана (открыт или закрыт) при этом определяется

либо заранее заданными интервалами времени в сердечном цикле [3], либо

может быть установлено в соответствии со знаком перепада давления между

соединяющимися через данный клапан компонентами системы (предсердие
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/ желудочек или желудочек / магистральная артерия) [74]. Электрическим

аналогом такой механической модели клапана является диод, последователь

но соединённый с резистором. Более реалистичное описание динамики кла

панов сердца учитывает не только градиент давления на клапане, но и за

вихренность потока около клапана и сдвиговые напряжения на поверхностях

створок клапана [42]. Пространственно усреднённая механическая модель,

учитывающая все эти эффекты, предложена [59; 88]. В качестве переменных,

позволяющих получить пространственно усреднённое описание, в ней исполь

зуются углы открытия клапанов.

В диссертации предложена пространственно усреднённая 0D модель функ

ционирования сердца, учитывающая как динамику камер сердца, так и дина

мику его клапанов.

Процессы непосредственной доставки питательных веществ клеткам ор

ганизма и выведения продуктов метаболизма протекают в микроциркулятор

ном русле. Структура микроциркуляторной сети весьма сложна и характери

зуется высокой плотностью микрососудов.

Детальное моделирование кровотока в микроциркуляторном русле на

макромасштабе требует информацию о структуре капиллярной сети. Струк

турная организация микроциркуляторного русла довольно сложна. Она вклю

чает в себя большое количество малых судов (артериолы, капилляры и вену

лы), которые окружены тканями. Наблюдения за такими структурами за

труднены. Тем не менее топологические параметры (связность сети), морфо

логические характеристики (длина и диаметр) и характерные гемодинамиче

ские величины (скорость потока и объёмная доля эритроцитов (гематокрит))

были изучены в [89] с помощью интравитальной микроскопии в области при

крепления полых органов брюшной полости к задней стенке живота (бры
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жейке) крысы, являющейся почти плоской. Это исследование включает в се

бя участки микроциркуляторных сетей с несколькими тысячами элементов.

Выявлены достоверные корреляции между морфологическими (длины и диа

метры сосудов, углы между ними) и гемодинамическими (давление, скорость)

показателями. Была предложена классификация элементов микрососудистой

сети, в основе которой лежат три параметра упорядочения: диаметр сегмента,

генерация и давление.

Трёхмерная структура микроциркуляторного русла изучалась в [90] с

помощью методов микрокомпьютерной томографии с высоким разрешением.

Авторами проведена реконструкция микроциркуляторной области ткани мо

лочной железы, поражённой опухолью объёмом 280 мм3. При современном

уровне развития технологий такие исследования являются весьма редкими и

не проводятся при стандартной клинической диагностике.

Вместо этого могут быть использованы методы моделирования струк

туры микроциркуляторного русла. Основной целью такого моделирования

является воспроизведение физиологической функции миркососудистого рус

ла, а не его точной анатомической структуры. В [91—93] был проведён топо

логический анализ микрососудистой сети мозга крысы и была предложена

методика параметрической реконструкции такой сети.

Один из наиболее распространённых подходов моделирования структу

ры основан на идее дихотомически ветвящегося дерева. На основе идеи мини

мизации работы потока крови против сил трения было получено оптимальное

соотношение между радиусами сосудов в двух последующих поколениях [94]

rn = rn
1 + rn

2,

где n — целое число, r — радиус родительского сосуда, r1,r2 — радиусы до

черних сосудов. При n = 3 это уравнение известно как закон Мюррея. В рабо
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тах [95—99] структура микроциркуляторного русла аппроксимировалась как

фрактальная ветвящаяся самоподобная структура. Было показано, что раз

мерность подобия такой стуркутуры должна быть больше размерности про

странства, в котором она размещена. В работе [95] она принимается равной

3.4. Это значение получено на основе критерия равномерности снабжения

кровью выделенного однородного объема ткани. В работе [96] давление и

скорость в микроциркуляторном русле моделировались при различных зна

чениях степенного показателя n = 2.5,2.7,3. Систематические исследования

зависимости rn и её взаимосвязи с размерностью самоподобия были проведе

ны в [99]. В том числе было показано, что значение n = 2.85 даёт наилучшее

совпадение с экспериментальными данными в случае ретинальной микроцир

куляции. Метод конструирования рандомизированной фрактально-древовид

ной структуры, подобной структуре микроциркуляторной сети почки, был

предложен в [97].

Метод моделирования реалистичной структуры микроциркуляторной се

ти, не основанный на предположении о её самоподобии был предложен в [100].

Этот алгоритм позволяет достичь однородного заполнения объёма путём при

менения метода центральных сил для раскладки в пространстве сети, струк

тура которой была заранее сгенерирована, а её элементам приписаны значе

ния на основе известных статистических распределений.

Структурная адаптация микроциркуляторной сети под действием фи

зиологических и патологических процессов рассматривалась в [98; 100—105].

Согласно [102], основными факторами морфологической ангиоадаптации (устой

чивых изменений диаметров и площади просвета микрососудов) являются

сдвиговое напряжение, внутрисосудистое давление, локальные метаболиче

ские стимулы и др. Одна из моделей, связывающих изменения сопротивле
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ния, давления и потока при морфологической ангиоадаптации, была пред

ложена в [104]. Топологическая ангиоадаптация (изменение структуры сети

из-за схлопывания микрососудов, их деградации или роста) в нормальных

и патологических условиях (например, опухолевый онкогенез) рассматрива

лась в [98; 100; 103; 105].

В макромасштабе для моделирования микроциркуляции в отдельном

орагане был предложен подход сплошной среды. В работе [62] микроцирку

ляция в макрообъёме ткани рассчитывалась с помощью модели, состоящей

из трёх двумерных пористых областей. Этим плоскостям ставился в соответ

ствие кровоток в артериолах, капиллярах и венулах. В каждой из областей ре

шалась двумерная задача фильтрации по закону Дарси, при этом считалось,

что области связаны между собой в третьем измерении алгебраическими со

отношениями на основе закона Пуазейля. Эта модель также была объедине

на с одномерной сетевой моделью гемодинамики в крупных сосудах [106]. В

работе [107] модель перфузии ткани миокарда была сконструирована путём

декомпозиции ткани на тридцать один слой. Каждый из слоёв описывался

пространственно усреднённой моделью.

Другой многомасштабный подход был предложен в [108] для моделиро

вания микроциркуляции в церебральном отделе. В данной модели рассмат

ривалось четыре уровня пространственного усреднения. Капиллярное русло

рассматривалось как однородная среда, заполняющая выделенное простран

ство. Сети артериол и венул моделировались в рамках сетевого подхода. Ана

логичные идеи использовались при моделировании микроциркуляции в мио

карде [109] и в ткани, поражённой опухолью [110].

Основным фактором, влияющим на характер кровотока в микроцирку

ляторной сети является то, что размеры эритроцитов сравнимы с диаметра



23

ми микрососудов (артериол, капилляров, венул). Средняя линейная скорость

кровотока на три порядка меньше, чем средняя линейная скорость кровотока

в аорте и наиболее крупных артериях. Кровоток в микроциркуляторном рус

ле характеризуется малыми значениями числа Рейнольдса, находящимися в

диапазоне от 10−3 до 1. Таким образом, вклад инерционных сил в данном ви

де течения является пренебрежимо малым и течение полностью обусловлено

характером вязких сил, связанных с реологическими свойствами крови. При

описании таких потоков часто используются теория Стокса для несжимаемой

жидкости и гидродинамическая теория смазки.

Самые мелкие капилляры эритроциты преодолевают по одному. Эрит

роциты проскальзывают благодаря смазывающему эффекту, оказываемому

тонким слоем плазмы крови. В поперечном сечении капилляров среднего раз

мера может помещаться до 20 эритроцитов. Во всех этих случаях примене

ние традиционных подходов механики сплошных сред теряет свою обоснован

ность.

В лабораторных исследованиях было отмечено, что эритроциты не каса

ются внутренних стенок (эндотелиального слоя) кровеносных сосудов [111].

Несколько физиологических явлений приводят к образованию клеточно ис

тощённого или даже бесклеточного слоя вблизи сосудистой стенки. Эрит

роциты мигрируют к центральной линии сосуда благодаря их деформиру

емости, неоднородности профиля скорости плазмы в радиальном направле

нии, который близок к пуазейлевскому, и взаимодействию с гелеподобным

деформируемым слоем на внутренней стенке сосуда (эндотелиальный глико

каликс) 1. Клеточно-клеточные взаимодействия с соседними эритроцитами

и другими менее деформируемыми клетками, имеющими сравнимый размер
1 Далее просто гликокаликс
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(лейкоциты, тромбоциты), приводят к обратному результату — миграции к

стенке сосуда. Однако, этот эффект выражен незначительно. На сегодняш

ний день механизмы миграции эритроцитов в кровотоке в микрососудах до

конца не изучены. Подробное описание взаимодействий типа клетка-клетка и

клетка-гликокаликс можно найти в [112]. Наличие бесклеточного слоя вбли

зи сосудистой стенки снижает эффективное гидравлическое сопротивление

потоку. Это явление известно как эффект Фареуса–Линдквиста. Подробное

описание всех наиболее важных физиологических факторов, влияющих на

гидродинамику в микроциркуляторном русле, можно найти, например, в ра

ботах [Popel2005; 112; 113].

Рассмотрим основные подходы к математическому описанию микроцир

куляторного кровотока. В ряде математических моделей капиллярный крово

ток рассматривается как поток ньютоновской несжимаемой жидкости (плаз

мы), содержащий упругие твердые частицы (эритроциты), в трубках разных

размеров (капилляры, артериолы, венулы) [8; 114—121].

Компьютерное моделирование кровотока при анализе движения дефор

мируемого эритроцита в потоке плазмы выполняется методом частиц. При

этом эритроцит моделируется как область несжимаемой вязкой жидкости,

ограниченной упругой мембраной. Плазма крови рассматривается как вяз

кая жидкость. Упругие свойства мембраны моделируются системой большого

количества частиц, распределённых по её поверхности и соединённых меж

ду собой пружинами. Движение данной системы рассчитывается на основе

принципа минимальной энергии. Данный подход требует больших вычисли

тельных затрат и не применим для моделирования кровотока в микроцирку

ляторной сети в макроскопическом масштабе.

Низкие числа Рейнольдса позволяют описывать перепад давления на



25

концах сосуда с помощью хорошо известного в физиологии закона Пуазейля

для стационарного ламинарного потока ньютоновской жидкости [Popel2005;

90; 97; 100; 113; 122]

∆P = RQ,R =
128Lµ

πD4

где ∆P — перепад давления между концевыми точками сосуда, Q — поток,

R — гидравлическое сопротивление сосуда, L — длина сосуда, D — диаметр

сосуда, µ — динамическая вязкость жидкости. Длина сосуда в микроцирку

ляторном русле с высокой степенью точности может считаться постоянной.

Поэтому взаимосвязь между перепадом давления на концах сосуда и потоком

через него определяется диаметром сосуда и вязкостью крови в нём. Изме

нения диаметра сосуда могут быть обусловлены ростом, регуляторной моду

ляцией, метаболическими потребностями, различными заболеваниями [123].

Наиболее сложным для исследования фактором является вязкость крови,

которая зависит от ряда таких параметров, как диаметр сосуда, температу

ра крови, её клеточный и химический состав, гематокрит, патологические

изменения упругих свойств мембран эритроцитов, связанные с серповидно

клеточной анемией, диабетом и др. Все эти факторы могут рассматривать

ся в рамках данного подхода с помощью введения некоторой эффективной

(кажущейся) вязкости, которая нелинейно зависит от важных для конкретно

го приложения параметров µ = µapp (Q,D,H, . . .). В некоторых случаях эта

функция может быть выведена из фундаментальных принципов механики,

из результатов моделирования с помощью метода частиц или из лаборатор

ных наблюдений. Таким образом, центральной проблемой математического

моделирования кровотока в микрососудистом русле является изучение ненью

тоновских реологических свойств крови в микрососудах.

Лабораторные (in vitro) исследования течения суспензии эритроцитов в
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стеклянных трубках позволили получить следующую эмпирическую зависи

мость [124; 125]
µapp

µp
= 1+

(
µ̃

µp
−1
)

(1−HD)
C−1(

1− H̃D
)C−1

,

где µp — вязкость плазмы, HD — отношение потока эритроцитов к потоку

всей крови, µ̃ — кажущаяся вязкость крови при H̃D = 0.45, µ̃ (D) ,C (D) —

функции от диаметра сосуда D. Более подробно результаты описаны в [113;

124].

Исследования микроциркуляторного кровотока в живых организмах (in

vivo) привели к существенно более высоким значениям, определяемым следу

ющими эмпирическими соотношениями [113; 122; 126]

µapp

µp
=

[
1+
(

µ̃

µp
−1
)

(1−HD)
C−1(

1− H̃D
)C−1

(
D

D−1.1

)2
](

D
D−1.1

)2

.

Причиной расхождений является присутствие на внутренней поверхности со

судов слоя эндотелиального гликокаликса, который замедляет поток плазмы

в пристеночном бесклеточном слое.

В соответствии с классической теорией Старлинга процессы фильтрации

и реабсорбции между внутрисосудистым и межклеточным пространствами в

норме находятся в динамическом равновесии. Поэтому разумным, но, вообще

говоря, неочевидным, является предположение, состоящее в том, что поток

как через один микрососуд, так и в макроскопической области микроцир

куляторного русла (порядка 1 см3), подчиняется закону сохранения массы,

который записывается для каждой точки соединения сосудов в виде [90; 100;

122; 127]

∑
i

Qi = 0.

При таком подходе задача о кровотоке в микроциркуляторной сети представ

ляет собой систему нелинейных алгебраических уравнений. Нелинейность



27

обусловлена зависимостью вязкости от потока, диаметра и других парамет

ров.

Отказ от предположения о динамическом равновесии фильтрации и ре

абсорбции в капиллярах приводит к предположению о сохранении только

количества эритроцитов [97]

∑
i

QiHD,i = 0.

При переходе от одного микрососуда к участку микроциркуляторной сети

следует отметить, что взаимосвязь между потоками при их разделении в

области соединения сосудов и количеством эритроцитов и, таким образом,

гематокритом в исходящих сосудах, является нелинейной. Эта взаимосвязь

обусловлена наличием бесклеточного пристеночного слоя. В результате со

суды с более низким потоком получают больший приток из бесклеточного

пристеночного слоя питающего сосуда. Соответственно, сосуды с большим

потоком получают большее количество эритроцитов [122].

Далее в данном разделе приведена характеристика диссертационной ра

боты и её краткое описание.

Актуальность

Сердечно–сосудистые и онкологические заболевания в настоящее время

сохраняют своё лидерство среди причин смертности и инвалидизации во всём

мире. Анализ кровотока при атеросклеротическом поражении сосудов, арит

миях, недостаточности клапанов сердца, патологическом прорастании новых

сосудов при росте опухолей (опухолевом ангиогенезе) в клинике крайне за

труднён или невозможен. Прямые измерения гемодинамических характери

стик требуют инвазивного вмешательства. Проведение полного комплекса
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диагностики у одного пациента, как правило, невозможно в силу техниче

ских и организационных трудностей. Прогноз и анализ возможных исходов

сердечно–сосудистых операций в принципе невозможен без использования ма

тематического моделирования.

Проведённый в начале данного раздела обзор современного состояния

вопроса показывает, что в настоящее время достигнут существенный успех

в разработке моделей кровообращения различной степени сложности (трёх

мерные с упругими стенками, с жёсткими стенками, двумерные, одномерные,

усреднённые по пространству, статические и имитационные). Некоторые из

этих моделей (трёх- и двухмерные) весьма сложны в настройке. Для опре

деления их параметров и граничных условий при практическом применении

требуется проведение сложных диагностических процедур и использование

сложных алгоритмов по обработке собранных данных. Использование таких

моделей требует наличия больших вычислительных мощностей, что затруд

няет проведение большого количества вычислительных экспериментов при

практическом использовании и ограничивает геометрические размеры обла

стей, доступных для моделирования. Таким образом, широкомасштабное при

менение данного класса моделей в ближайшие десятилетия не представляется

перспективным. Имитационные модели свободны от многих перечисленных

выше недостатков. Однако, они, как правило, имеют описательный характер

и основаны на статистических данных. Их связь с физическими законами не

всегда присутствует или не всегда очевидна.

Таким образом, актуальной является задача разработки разумно сбалан

сированного комплекса математических моделей кровообращения, которые с

одной стороны основаны на законах сохранения и других физических прин

ципах, а с другой стороны, используют данные, доступные в большинстве
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профильных медицинских учреждений, не требовательны к вычислительным

ресурсам, имеют понятный интерфейс взаимодействия с пользователем, поз

воляют получить данные, понятные для врачей. Решение такой задачи позво

лит разработать новые методы лечения и повысить эффективность существу

ющих методов лечения и профилактики сердечно–сосудистых заболеваний.

Всё это позволит существенно снизить потери для общества от социально зна

чимых заболеваний, повысить качество жизни и продлить трудоспособность

населения.

Цели и задачи

Целью данной работы является разработка комплексного многомасштаб

ного подхода к моделированию кровотока в середечно-сосудистой системе че

ловека с учётом патологий.

Достижение поставленной цели обеспечено решением следующих задач:

• Разработка комплекса многомасштабных моделей кровообращения, ос

нованных на первых принципах и применимых к описанию кровотока в

различных частях организма с учётом особенностей этих частей (круп

ные артерии, мелкие сосуды, вены).

• Разработка численной реализации разработанных моделей.

• Апробация моделей на прикладных задачах в фундаментальной и пер

сонализированной медицине.

• Разработка методики моделирования функции сердечно–сосудистой си

стемы пациента с учётом патологий.
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• Разработка методики вычислительного прогнозирования параметров ге

модинамики после хирургических операций.

Научная новизна

В данной работе впервые предложен взаимосвязанный набор математи

ческих моделей разных пространственных и временных масштабов для реше

ния практически значимых клинических задач. Параметры моделей, а также

начальные и краевые условия задаются на основе данных стандартных ме

дицинских протоколов, используемых в большинстве медицинских учрежде

ний, специализирующихся на лечении и профилактике сердечно–сосудистых

и онкологических заболеваний. При этом все модели основаны на первых

принципах. При их разработке целевым критерием являлся баланс между

доступностью клинических данных, вычислительной сложностью и адекват

ным воспроизведением физиологических процессов.

Теоретическая и практическая значимость

В данной работе представлено теоретическое обоснование и получены

условия представимости одномерной модели гемодинамики в виде системы

нелинейных гиперболических уравнений. Теоретическая значимость новых

граничных условий состоит в том, что их использование обеспечивает асимп

тотический переход решения в области соединения сосудов к решению в од

ном сплошном сосуде. Теоретически обоснована новая модель течения в глу

боких венах. Неотражающие граничные условия представляют практический

интерес при проведении моделирования кровотока в урезанных фрагментах

сосудистых сетей. Оригинальная модель кровотока в сердце с учётом дина
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мики открытия и закрытия клапанов лучше соответствует рассматриваемым

физиологическим процессам и устраняет немонотонность численного реше

ния, наблюдающуюся в моделях с мгновенным открытием и закрытием кла

панов.

Практическое использование модели микроциркуляторного кровотока

при опухолевом ангиогенезе открывает новые возможности для создания мо

делей прогрессии опухоли и разработке эффективных стратегий антиангио

генной терапии. Методика моделирования сердечно–сосудистой системы па

циента с патологиями и методика вычислительного прогнозирования гемоди

намических характеристик после сосудистых операций по устранению атеро

склероза имеют большую практическую значимость с точки зрения их при

кладного применения в центрах середчно-сосудистой хихрургии.

Результаты данной работы использовались в диссертациях на соискание

степени кандидата медицинских наук при комплексных исследованиях микро

циркуляции глаза при субклиническом атеросклерозе и артериальной гипер

тензии [128] и при проведении неинвазивной оценки фракционного резерва

коронарного кровотока при помощи одномерной математической модели у

пациентов с ишемической болезнью сердца [129].

Методология и методы исследования

Теоретические исследования выполнены на основе фундаментальных

физических принципов и классических математических моделей. Обоснован

ность теоретических результатов подтверждается корректностью математи

ческих преобразований. Адекватность численной дискретизации и программ

ной реализации подтверждается удовлетворительным совпадением результа

тов численных расчётов и общепринятых значений. Разработка методологий
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моделирования выполнена путём применения вычислительных эксперимен

тов и оценки отклонения рассчитанных значений и значений, измеренных у

пациентов или представленных в научной литературе.

Основные результаты работы, выносимые на защиту

Основным результатом работы является комплексный многомасштаб

ный подход к моделированию кровотока в середечно-сосудистой системе че

ловека, включающий математические модели, их численную дискретизацию

и реализацию в виде программного комплекса.

На защиту выносятся следующие положения:

1. Условия представимости одномерной модели гемодинамики в одном со

суде в виде системы нелинейных гиперболических уравнений.

2. Граничные условия для области соединения нескольких сосудов, обеспе

чивающие непрерывность решения и его производных по времени при

асимптотическом переходе к одному сплошному сосуду.

3. Одномерная модель кровотока в глубоких венах.

4. Неотражающие граничные условия в концевых точках терминальных

сосудов.

5. Нелинейная осреднённая по пространству динамическая модель крово

тока в сердце, учитывающая динамику открытия и закрытия клапанов.

6. Модель кровотока в микроциркуляторном русле в норме и при опухо

левом ангиогенезе.
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7. Методика моделирования работы сердечно–сосудистой системы паци

ента с патологиями (гемодинамика при атеросклерозе и извитости ар

терий, коронарный кровоток при вариабельности частоты сердечных

сокращений, сердечный выброс при недостаточности клапанов сердца,

микроциркуляция при опухолевом ангиогенезе).

8. Методика вычислительного прогнозирования изменений гемодинамики

после сосудистых операций по поводу устранения стеноза.

Достоверность полученных результатов

При разработке математических моделей и численных методов автор

использовал обоснованные теоретические выводы и строгий математический

аппарат. Результаты теоретических исследований подтверждены численными

расчётами модельных задач и сравнением численных решений с физиологи

ческими, лабораторными и клиническими данными.

Апробация работы

Результаты работы были представлены на ведущих российских и между

народных конференциях в 2006–2021гг. Всего более 80 докладов, из которых

3 приглашённых, в том числе

• Серия конференций рабочей группы по математическим моделям и чис

ленным методам в биоматематике, ИВМ РАН, Москва, 2010–2021;

• Российско–германская конференция “Биокибернетика”, МГУ, Москва,

2018, 2019;
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• Всероссийская конференция “Нелинейные волны: теория и новые при

ложения”, ФГБУН ИГиЛ СО РАН, НГУ, Новосибирск, 2016, 2021;

• Международная конференция по дифференциальным и функциональ

но–дифференциальным уравнениям (DFDE), РУДН, Москва, 2017;

• Международная конференция “Математические идеи П.Л. Чебышёва и

их приложения к современным проблемам естествознания”, Обнинск,

Сургут, 2021;

• Серия международных конференций Sechenov International Biomedical

Summit (SIBS), Sechenov University, Moscow, 2018–2021;

• Всероссийский симпозиум “Биомеханика”, НИИ Механики МГУ, Инсти

ут физиологии им. И.П. Павлова, Москва, Санкт–Петербург 2020–2022;

• Серия международных конференций International Conference on Computational

& Mathematical Biomedical Engineering (CMBE), 2015, 2017, 2019;

• 6th European Conference on Computational Mechanics — 7th European Con

ference on Computational Fluid Dynamics (ECCM–ECFD 2018),

Glasgow, UK, 2018.

Результаты работы обсуждались на научных семинарах

• Научный семинар ИВМ РАН, “Вычислительная математика и приложе

ния” 2021;

• Научный семинар ИАП РАН, 2022;

• Научный семинар ИГиЛ СО РАН, 2022;
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• Научный семинар под руководством Веденеева В.В., НИИ механики

МГУ, 2021.

• Научный семинар под руководством Петрова И.Б., МФТИ, 2020, 2021.

• Построение математических моделей прямых и обратных задач флебо

логии, НИУ ВШЭ, СурГУ, 2020.

• Научный семинар под руководством Вольперта В.А., РУДН, 2020.

• Математическое моделирование кровеносной системы, Факультет кос

мических исследований МГУ, 2020.

Публикации

По теме диссертации опубликовано 62 работы, из них 47 в журналах,

входящих в перечень рецензируемых научных изданий, в которых должны

быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание

ученой степени доктора наук, в том числе включённых в базы данных Сеть

науки (Web of Science) и/или SСOPUS, в том числе, за последние 10 лет (с

2011 по 2021 годы) 36 статей опубликованы в журналах первого и второго

квартиля.

Теоретические положения, включающие математические модели и мето

ды их численной дискретизации, изложены в [7; 8; 78; 130—137]. Работы [138;

139] посвящены моделированию действия сердечного насоса на кровоток в

аорте и системных артериях. В них также предложена модификация модели

сердца, учитывающая дилатационную кардиомиопатию левого желудочка. В

работах [49; 50; 140] предложены модели коронарного кровотока с учётом

сжатия миокарда и вариабельности ритмов сердечных сокращений. В рабо
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те [141] предложено в качестве граничных условий в концевых коронарных

сосудах использовать данные пациента (КТ-перфузия), характеризующие со

стояние микроциркуляторного русла. В работе [142] предложена методика

определения параметров коронарных сосудов, снижающая требования к ка

честву КТ данных. В работах [20; 28; 37; 48; 51; 143—147] разработаны персо

нализированные модели кровообращения, позволяющие проводить расчёты

гемодинамических параметров на основе данных конкретного пациента для

повышения качества диагностики и прогноза исхода сосудистых операций.

В [23; 29; 148—152] содержатся результаты апробации предложенных теоре

тических моделей коронарного и церебрального кровотока в Первом Мос

ковском государственном медицинском университете имени И.М. Сеченова.

В [30; 70; 153; 154] проводится моделирование транспорта веществ кровенос

ной и дыхательной системами с учётом их взаимодействия и регуляторных

механизмов. В [100; 155] представлена модель кровотока в микроциркулятор

ном русле, в том числе в условиях опухолевого ангиогенеза. Работы [52—55;

156; 157] посвящены анализу венозного кровотока в магистральных венах

нижних конечностей при рефлюксе и имплантации кава-фильтров. Многие

результаты диссертации отражены в монографии [6].

Результаты работы также представлены в 15 рецензируемых междуна

родных сборниках научных трудов и трудах международных конференций,

входящих в базы данных WoS и/или SCOPUS [11; 26; 38; 158—169], а также

в рецензируемых сборниках научных трудов и трудах всероссийских конфе

ренций.

Получены свидетельства о регистрации программ для ЭВМ:

• Василевский Ю.В., Гамилов Т.М., Симаков С.С., Копылов Ф.Ю. Про

грамма для расчета фракционного резерва кровотока с помощью одно
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мерной сетевой модели. Свидетельство о государственной регистрации

программы для ЭВМ RU 2019665779 от 23.08.2019.

• Геллер О.В., Симаков С.С., Холодов А.С., Холодов Я.А. Программный

комплекс для численного моделирования системы вентиляции зданий

и распространения в них мелкодисперсных аэрозолей с использовани

ем высокопроизводительных вычислительных алгоритмов. Свидетель

ство о государственной регистрации программы для ЭВМ 2011617670

от 03.10.2011.

Личный вклад

Работы [7; 78; 130; 131] опубликованы лично без соавторов. В статьях с

соавторами диссертантом выполнены: разработка методологии и методики в

работах [30; 49; 50; 135—139; 141—143; 146; 153; 154], разработка прикладной

методологии и сопоставление с данными клинических исследований в рабо

тах [23; 29; 52—55; 148—152; 156], постановка проблемы и теоретическое обос

нование в работах [140; 144; 145; 147], подбор, анализ и оформление материала

для обзора в работах [8; 134], техническая реализация в работах [70; 133; 157],

валидация моделей в работах [20; 37; 48; 51; 100], постановка и проведение

вычислительных экспериментов в работах [20; 37; 48; 51; 70; 133; 135—137;

157], формулировка проблемы и идеи ee решения предложены в работах [20;

28; 37; 48—51; 132; 146; 155].

Автор данной работы выражает глубокую благодарность всем соавто

рам за плодотворное сотрудничество.



38

Краткое содержание работы

Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения, списка сокра

щений и условных обозначений, списка литературы и приложения. Полный

объём диссертации составляет 265 страниц с 54 рисунками и 26 таблицами.

Список литературы содержит 302 наименования.

Во введении представлен обзор методов моделирования кровотока в круп

ных сосудах, функции сердца, микроциркуляторного кровотока. Обсуждает

ся актуальность данной работы, её научная новизна, теоретическая и прак

тическая значимость. Проводится постановка целей и задач исследования,

описываются методология и методы, указываются основные результаты, вы

носимые на защиту. Обсуждается достоверность результатов, описываются

способы апробации работы, даётся обзор публикаций по теме диссертации.

Глава 1 посвящена описанию комплекса моделей для многомасштабно

го моделирования гемодинамики. На основе трёхмерной постановки задачи о

течении в трубке с упругими стенками последовательно выводятся одномер

ная сетевая динамическая модель течения в одном сосуде, а затем полностью

усреднённая модель. При этом сохраняется взаимосвязь между параметра

ми модели, выводятся условия представимости одномерной модели в одном

сосуде в виде системы нелинейных гиперболических уравнений.

Далее, путём постановки граничных условий формулируется одномер

ная модель кровотока в сосудистой сети. Представлены новые граничные

условия, обеспечивающие непрерывный асимптотический переход решения

от случая соединяющихся сосудов к случаю сплошного сосуда. Обсуждают

ся неотражающие граничные условия в концевых точках терминальных со

судов. Обсуждаются способы учёта в модели реологических свойств крови,

внешних сил и физиологических реакций материала стенки сосуда. Усреднён
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ная модель кровотока используется для получения новой модели кровотока

в сердце с учётом динамики открытия и закрытия клапанов. В заключитель

ном разделе главы представлена модель кровотока в микроциркуляторном

русле, включающая алгоритм реконструкции реалистичной структуры мик

роциркуляторной сети и модель течения в микрососудах.

В главе 2 описаны использованные в работе технологии проведения рас

чётов. В ней представлена численная дискретизация одномерной модели кро

вотока и различных постановок граничных условий. Далее приводится чис

ленный метод, использованный для построения вычислительной модели кро

вотока в сердце. После этого представлены численные исследования гранич

ных условий нового типа. Проводится сравнение решения, полученного с по

мощью модели сплошного сосуда и решений, полученных с помощью моделей

сосуда, разделённого точкой соединения, и сосуда с ответвлением, диаметр

которого стремится к нулю. В конце главы представлено описание программ

ного комплекса.

В главе 3 представлены примеры прикладного использования разрабо

танных моделей в физиологии и персонализированной медицине. В начале

главы обсуждаются методы и сформулирован алгоритм пациент–ориентиро

ванной настройки одномерной сетевой динамической модели кровотока. За

тем рассматриваются задачи персонализированного моделирования кровото

ка в церебральном отделе системного круга кровообращения. Кратко рас

смотрены несколько способов моделирования стенозирующего атеросклеро

за в одномерных моделях кровотока. Представлены результаты сравнения

вычислительной оценки гемодинамических характеристик после устранения

стенозов в сонных артериях со значениями, измеренными у пациентов. Про

анализировано влияние вариантов анатомической организации Виллизиева
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круга на церебральный кровоток при стенозирующем атеросклерозе. Про

демонстрирована возможность моделирования церебрального кровотока при

патологических извитостях сонных артерий в рамках одномерной модели ге

модинамики.

Следующая часть рассматриваемой главы посвящена вычислительной

оценке коронарного кровотока при различных вариантах нарушения ритма

сердца. В начале раздела сетевая одномерная модель кровотока дополняется

уравнениями, позволяющими моделировать изменение сердечного выброса и

отношения длительности систолы к длительности диастолы при изменениях

частоты сердечных сокращений. Также модель дополнена описанием сжи

мающего действия миокарда на коронарные сосуды путём изменения терми

нального сопротивления. Расширенная модель применяется для оценки ко

ронарного кровотока при асинхронном функционировании желудочков под

действием кардиостимуляции, при тахикардии и брадикардии, при наличии

синдрома удлинённого интервала QT, а также при преждевременном сокра

щении желудочков.

Далее производится сравнение полностью усреднённых по пространству

моделей сердца с мгновенным и динамическим функционированием клапа

нов. С помощью модели, учитывающей динамику открытия и закрытия кла

панов, путём вычислительных экспериментов оценивается влияние недоста

точности митрального и аортального клапанов на кривую сердечного выбро

са.

В заключительном разделе главы с помощью численного моделирования

проводится анализ равномерности распределения площади поверхности ка

пилляров и кровотока по объёму, обоснована физиологическая корректность

разработанной модели. Представлены результаты вычислительных экспери
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ментов по моделированию кровотока в микроциркуляторном русле в норме

и при опухолевом ангиогенезе.

В заключении кратко сформулированы результаты работы, представлен

их анализ, а также указаны перспективы развития работы и использования

её результатов.



Глава 1

Многомасштабный подход к моделированию

гемодинамики

1.1. Трёхмерная модель течения вязкой несжимаемой жидкости

Движение сплошной среды (жидкости или твёрдого деформируемого те

ла) определяется законами сохранения, связывающими смещения материаль

ных точек среды (деформацию) по отношению к исходной конфигурации и

их скорости. В соответствии со вторым законом Ньютона движение среды

определяется действием массовых и поверхностных сил. Внутренние силы,

возникающие в теле при его деформации и стремящиеся вернуть тело в со

стояние равновесия, называются напряжением. Определяющие соотношения

дополняют законы сохранения и, в зависимости от типа материала, образую

щего среду, задают связь между деформацией и напряжениями.

Законы сохранения массы и импульса для сплошной среды могут быть

записаны в виде [6]

∂ρ

∂ t
+div (ρv) = 0,

∂ (ρv)
∂ t

+div (ρv⊗v)−divσ = ρf,
(1.1)

где (t,x) — эйлеровы координаты, ρ (t,x) — плотность, v(t,x) — скорость мате

риальных точек среды, σ (t,x) — тензор напряжений Коши, f(t,x) — массовые

силы.

Для вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости ρ = const, а опреде

42
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ляющие соотношения имеют вид

σ =−pI+µ

(
∇v+(∇v)T

)
, (1.2)

где p — давление, µ — динамическая вязкость. В результате уравнения На

вье–Стокса (1.1) с учётом (1.2) принимают вид

divv = 0,

∂v
∂ t

+v ·∇v− µ

ρ
div
(

∇v+(∇v)T
)
+

1
ρ

∇p = f.
(1.3)

Далее в пп. 1.2–1.4, 1.9 проводится пространственная редукция данной

модели к одномерной модели течения крови в одном сосуде и сосудистой сети,

а также к динамической и стационарной точечным моделям.

1.2. Одномерная сетевая динамическая модель кровотока в

сосудах

1.2.1. Допущения и предположения

Уравнения гемодинамики в одном сосуде в одномерном приближении

могут быть получены путём пространственного усреднения уравнений На

вье-Стокса в трёхмерном виде. Подробно вывод такого типа уравнений пред

ставлен, например, в [5; 170]. При этом используются следующие допущения

и предположения (некоторые из которых, тем не менее, могут и не учиты

ваться):

1. отношение диаметра сосуда к его длине значительно меньше единицы

(эти величины могут отличаться в несколько раз, на порядок и более);

2. кровь считается ньютоновской вязкой несжимаемой жидкостью (это

предположение может нарушаться, если в модели учитывается, напри
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мер, температура, рассматриваются области с течениями, имеющими

малые числа Рейнольдса и т.п.);

3. вязкость крови постоянна;

4. средняя скорость в любом поперечном сечении любого сосуда направ

лена вдоль его центральной линии, а абсолютная величина скорости

является радиально-симметричной (это предположение, очевидно, на

рушается в крупных сосудах и областях их разветвления, например, в

дуге аорты и в разветвлении сонной артерии);

5. предполагается, что форма профиля скорости сохраняется во всех попе

речных сечениях вдоль центральной линии сосуда (например, профиль

всегда является плоским или параболическим) (это предположение на

рушается практически во всех крупных артериях, в которых форма

профиля скорости в силу пульсаций потока является нестационарной

(так называемый профиль Уомерсли));

6. давление постоянно в каждом поперечном сечении;

7. продольное удлинение сосуда пренебрежимо мало;

8. толщина стенок сосудов мала по сравнению с их диаметром и постоянна;

9. силы, действующие со стороны потока крови на стенку сосуда, направ

лены по нормали к стенке, а смещение стенок сосудов происходит в

радиальном направлении;

10. все сосуды имеют круглую форму в любом поперечном сечении при лю

бых условиях (предположение нарушается в глубоких венах, которые,
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благодаря действию окружающих тканей, могут иметь эллиптическую,

гантелеобразную или несимметричную форму);

11. градиент деформации стенок сосудов изменяется вдоль центральной ли

нии непрерывно;

12. материал стенки сосуда является несжимаемым и линейным (гуков

ским).

Несмотря на то, что практически все изложенные выше предположения

являются дискуссионными, модели, основанные на некоторых или всех из

них, хорошо подходят для моделирования кровотока в крупных и средних

артериях и поверхностных (подкожных) венах. Также они вполне успешно

могут применяться для моделирования кровотока в глубоких венах при вер

тикальном положении тела, поскольку действие силы тяжести, обуславливаю

щей гидростатическое давление крови, находящейся выше рассматриваемого

поперечного сечения, заставляет глубокие вены расправляться и принимать

круглую форму во всех поперечных сечениях. Эллиптическая и другая некру

говая форма поперечного сечения сосуда может быть учтена в одномерной

модели гемодинамики путём модификации уравнения, описывающего упру

гость стенки [51; 133; 171] или путём поправок при усреднении уравнений

Навье-Стокса в трёхмерном виде.

Заметим, что существование и единственность гладкого решения для

одномерной модели гемодинамики на ветвящейся сети в настоящее время не

доказаны. Для одномерной модели кровотока в одном сосуде существование

гладкого решения доказано при нулевой правой части и при определённых

дополнительных предположениях [170]. Также существование гладкого реше

ния в одном сосуде доказано для определённого вида начальных и граничных
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условий, заданных в виде комбинации тригонометрических функций [172]. С

другой стороны, для степенных жидкостей в упругих трубках показано, что

существуют начальные условия, при которых единственность решения на

рушается [35]. Также показано, что при гладких периодических граничных

условиях на входе в упругую трубку в ней неизбежно возникают ударные

волны [170]. Однако, условия, при которых это наблюдается, находятся за

пределами физиологического диапазона. Расстояние от входа в трубку до об

ласти формирования ударной волны превышает максимальный человеческий

рост на 30% и более. Тем не менее, эти условия могут быть воспроизведены

при окклюзионных пробах и существенном снижении упругости сосудов.

1.2.2. Одномерная модель кровотока в сосуде с круглым сечением

Основываясь на допущениях и предположениях, описанных в п. 1.2.1

уравнения течения вязкой несжимаемой жидкости в упругой трубке в одно

мерном приближении могут быть получены несколькими способами: проводя

асимптотическое разложение уравнений Навье-Стокса в предположении ма

лости величины r/L, где r — радиус, L — длина сосуда [173; 174]; из законов

сохранения в интегральной форме; путём интегрирования уравнений Навье

Стокса по выделенному объёму упругой трубки (сосуда) [5; 6].

Рассмотрим третий способ. Для вывода уравнений одномерной модели

гемодинамики выберем тонкий слой сосуда Ω, являющийся окрестностью по

перечного сечения Γs, имеющего координату пересечения с центральной ли

нией x∗. Боковые поперечные сечения, пересекающие центральную линию в

точках с координатами x∗−∆x/2, x∗+∆x/2 обозначим как Γ1 и Γ2, соответ

ственно, а часть боковой поверхности сосуда между Γ1 и Γ2 как ΓW . Все

обозначения приведены на рисунке 1.1. Граница области Ω представляет со
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бой объединение ∂Ω = Γ1∪Γ2∪ΓW . Пусть внешняя нормаль n к границе ∂Ω

имеет осевую и радиальную компоненты nx, nr (ex, er — соответствующие

единичные вектора).

Пусть x — координата вдоль центральной линии сосуда с поперечным

сечением ΓS, которое перпендикулярно центральной линии и имеет круглую

форму, r — радиальная координата в рассматриваемом поперечном сечении, t

— время, R(t,x) — локальный текущий радиус поперечного сечения, η(t,x) =

R(t,x)−R0(x) — смещение стенки сосуда в радиальном направлении, R0(x)

— радиус сосуда с координатой x при ненапряжённом состоянии стенки (при

покоящейся жидкости), S(t,x) = πR2(t,x) — площадь в поперечного сечения

с координатой x.

ΓW

ΓW

Γ1
Γ2

ex
er

n

x
x∗x∗− ∆x

2 x∗+ ∆x
2

Рис. 1.1. Двумерный аналог трёхмерной области интегрирования.

Проекция уравнений (1.3) на продольную ось сосуда имеет вид

divv = 0, (1.4)

∂vx

∂ t
+div(vxv)+

1
ρ

∂P
∂x
− µ

ρ
∆vx = 0, (1.5)
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где v = (vx,vy,vz) — трёхмерный вектор скорости в декартовых координатах,

P(t,x) — давление, ρ = 1.04 г/см3 — плотность крови, µ = 4 ·10−3 Па ·с — вяз

кость крови. Считаем течение радиально симметричным с радиальной ком

понентой скорости vr.

Будем считать, что осевая (продольная) и радиальная компоненты ско

рости vx и vr удовлетворяют условиям

vx(t,r,x) = v(t,x)ξ
(

r(t,x)
R(t,x)

)
, vr(t,R,x) =

∂η

∂ t
(t,x). (1.6)

Здесь v — усреднённая по поперечному сечению ΓS линейная скорость, кото

рая определяется как

v =
1
S

∫
ΓS

vx ds.

Функция формы профиля в каждом поперечном сечении имеет вид [60; 175;

176]

ξ

( r
R

)
=

γ +2
γ

(
1−
( r

R

)γ)
, 0 6 r 6 R(t,x). (1.7)

Значение γ = 2 соответствует параболическому (пуазейлевскому профилю),

а случай γ = 9 соответствует почти полностью плоскому профилю. На боко

вой границе ΓW : r = R и ξ (1) = 0. В других подходах используется степен

ной закон и пограничный слой Стокса [41] или нестационарный профиль Уо

мерсли [177]. Из (1.7) следует, что компонента скорости vx имеет максималь

ное значение на центральной линии (r = 0) и равна нулю на стенке сосуда

(r = R(t,x)). Поскольку vx(t,R,x) = 0, то условие, накладываемое на vr(t,R,x)

в (1.6), соответствует полному прилипанию частиц жидкости на стенке.

Определим поток Q через поперечное сечение ΓS как

Q|
ΓS

=
∫
ΓS

vx ds = Sv. (1.8)
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Интегрируя закон сохранения массы (1.4) по области Ω, получаем

0 =
∫
Ω

divvdx =
∫

∂Ω

v ·nds =
∫
Γ2

vx ds−
∫
Γ1

vx ds+
∫

ΓW

vr ds. (1.9)

Заметим, что на границе ΓW∫
ΓW

vr ds =
∫

ΓW

∂η

∂ t
ds =

∂S
∂ t

∣∣∣∣
x=x∗

∆x+O((∆x))2 . (1.10)

Подставляя (1.10) в (1.9), выполняя деление на ∆x и переходя к пределу ∆x→

0, получаем

0 = lim
∆x→0

(∫
Γ2

vx ds−
∫
Γ1

vx ds

)
∆x

+
∂S
∂ t

= lim
∆x→0

Q
(
x∗+ ∆x

2

)
−Q

(
x∗− ∆x

2

)
∆x

+
∂S
∂ t

,

(1.11)

что позволяет записать закон сохранения массы в виде

∂S
∂ t

+
∂Q
∂x

= 0. (1.12)

Интегрируя (1.5) по области Ω, получаем∫
Ω

∂vx

∂ t
dx+

∫
Ω

div(vxv)dx+
1
ρ

∫
Ω

∂P
∂x

dx− µ

ρ

∫
Ω

∆vx dx = 0. (1.13)

Выполним преобразование каждого из слагаемых в (1.13)∫
Ω

∂vx

∂ t
dx =

∂Q
∂ t

∆x+O
(
(∆x)2

)
, (1.14)

∫
Ω

div(vxv)dx =
∫

∂Ω

vxv ·nds =−
∫
Γ1

v2
x ds+

∫
Γ2

v2
x ds+

∫
ΓW

vxv ·nds

=

(
αSv2)∣∣

Γ2
−
(
αSv2)∣∣

Γ1

∆x
∆x=

∂

∂x

(
αQ2

S

)
∆x+O

(
(∆x)2

)
,(1.15)
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Ω

∂ p
∂x

dx =

(
S

∂ p
∂x

)∣∣∣∣
x=x∗

∆x+O
(
(∆x)2

)
, (1.16)

∫
Ω

∆vx dx =
∫

∂Ω

∇vx ·nds =−
∫
Γ1

∂vx

∂x
ds+

∫
Γ2

∂vx

∂x
ds+

∫
ΓW

∇vx ·nds

=
∫

∂Ω

nx∇vx · ex ds+
∫

ΓW

nr∇vx · er ds

=
∫

ΓW

v
R

ξ
′(1)nr ds+O

(
(∆x)2

)
=2πvξ

′(1)∆x+O
(
(∆x)2

)
. (1.17)

Здесь

α =
1

Sv2

∫
ΓS

v2 ds =
1

πR2v2

R∫
0

(
γ +2

γ

)2

v2
(

1− rγ

Rγ

)2

2πr dr =
γ +2
γ +1

. (1.18)

При выводе (1.15) использовалось условие vx|ΓW
= 0. При выводе (1.17)

использовалась оценка
∫

∂Ω

nx∇vx · ex ds = O
(
(∆x)2) поскольку

∫
∂Ω

nx ds = 0.

Подставляя (1.14)-(1.17) в (1.13) и переходя к пределу ∆x→ 0, получаем

закон сохранения импульса в виде

∂Q
∂ t

+
∂

∂x

(
α

Q2

S

)
+

S
ρ

∂P
∂x

= Krv, (1.19)

где

Kr = 2π
µ

ρ
ξ
′(1). (1.20)

Заметим, что Kr < 0, поскольку ξ ′(1)< 0.

Перейдём в (1.12), (1.19) от переменных (S,Q) к переменным (S,v). Для

этого подставим Q = Sv в (1.12), (1.19), что даёт

∂S
∂ t

+
∂ (Sv)

∂x
= 0, (1.21)

∂v
∂ t

+

(
α− 1

2

)
∂v2

∂x
+(α−1)

v2

S
∂S
∂x

+
1
ρ

∂P
∂x

=−2π (γ +2)
µ

ρ

v
S
. (1.22)
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Законы сохранения массы и импульса (1.21), (1.22) должны быть допол

нены определяющими соотношениями, описывающими упругие свойства ма

териала стенки, которые в данном случае выражают зависимость между P и

S. Для артерий эту зависимость в достаточно общем виде можно представить

как

P = F (S) , (1.23)

где F (S) — гладкая монотонная функция
(

∂F
∂S

> 0
)

. Тогда существует обрат

ная к ней гладкая функция S = F̂ (P), причём
∂ F̂
∂P

> 0 и (1.22) преобразуется

к виду
∂v
∂ t

+

(
α− 1

2

)
∂v2

∂x
+

(
1+(α−1)

ρv2

S
∂ F̂
∂P

)
1
ρ

∂P
∂x

= ψ, (1.24)

где

ψ =−2π (γ +2)
µ

ρ

v
S
. (1.25)

Подставляя конкретный вид этой функции

F (S) = Pext +ρwc2
0

(
eS/S0−1−1

)
, (1.26)

где S0 — значение поперечного сечения в ненапряжённом (нерастянутом) со

суде (при P = 0) [70; 78; 133], ρw — плотность материала стенки, c0 — ско

рость распространения пульсовой волны (СРПВ) (величина, характеризую

щая упругость). При отсутствии внешних воздействий на сосуд (Pext = 0) из

(1.26) получаем

S = F̂(P) =
(

1+ ln
(

1+ρ
−1
w c−2

0 P
))

S0,

и (1.24) преобразуется к

∂v
∂ t

+

(
α− 1

2

)
∂v2

∂x
+(1+ ε)

1
ρ

∂P
∂x

= ψ, (1.27)
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где

ε = (α−1)
ρ

ρw

S0

S

(
v
c0

)2 1
1+ρ

−1
w c−2

0 P
. (1.28)

Заметим, что для профиля, определяемого (1.7), допустимые значения

γ > 2, и, соответственно, из (1.18) имеем оценку α 6
4
3
. Физиологически кор

ректный диапазон значений параметров ([15; 178]) позволяет также получить

оценки

ρ < ρw, S > S0, v < 0.5 м/с, c0 > 4 м/с. (1.29)

В итоге получаем оценку ε < 5 · 10−3. Далее, считая α не зависящей от x

величиной, пренебрегаем величиной ε в (1.27) и получаем

∂v
∂ t

+
∂

∂x

((
α− 1

2

)
v2 +

P
ρ

)
= ψ. (1.30)

Для плоскопараллельного профиля (γ = 9, α = 1.1) величина параметра ε в

(1.27) составляет менее, чем 0.16%
(
ε < 1.6 ·10−3). При α → 1 имеем ε → 0.

Таким образом, в переменных (S,v) при предположениях, указанных в

п. 1.2.1, а также при физиологичных условиях (1.26) и (1.29) система одно

мерных нелинейных уравнений, описывающая течение вязкой несжимаемой

жидкости (крови) в упругой трубке (сосуде), имеет гиперболический вид

∂V
∂ t

+
∂F(V)

∂x
= G(V) , (1.31)

V =

 S

v

 , F(V) =

 Sv

v2/2+ p(S)/ρ

 , G(V) =

 ϕ

ψ

 ,

где ϕ(t,x) — член, описывающий приток или сток жидкости (крови) в труб

ке (сосуде) через её стенку (например, при повреждении стенки, переливании

крови), ψ(t,x) — член, описывающий силы, действующие на поток (например,

сила трения, сила, обусловленная сокращением мышц, сила тяжести, инерци

онные силы при движении тела с ускорением). Граничные условия для (1.31)

обсуждаются в п. 1.4.
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1.2.3. Одномерная модель кровотока в сосуде с эллиптическим сечением

При моделировании замкнутого кровотока во всём организме человека

необходимо учитывать сеть системных и лёгочных вен. Характерные числа

Рейнольдса для потоков в этой части сосудистой сети составляют от 1 до

102 [15]. Это с одной стороны не должно приводить к большим сложностям

в расчётах, однако, с другой стороны, моделирование венозного кровотока

имеет ряд особенностей.

Наиболее часто венозные отделы рассматриваются с помощью точечных

моделей (см. п. 1.3). Одномерные сетевые модели использовались, например,

в работах [10; 37; 171]. Как правило, одномерные сетевые модели кровото

ка в венах основаны на тех же принципах и уравнениях, что и модели для

артериальных отделов (см. п. 1.2.2). Модификации подвергаются только опре

деляющие соотношения для стенки сосуда.

Такой подход представляется адекватным для моделирования течения

крови в подкожных венах, поскольку структура материала их стенок схожа с

материалом стенок артерий. Также этот подход в некоторых случаях справед

лив и для глубоких вен. Например, при рассмотрении кровотока в глубоких

венах при вертикальной позиции тела, поскольку в этом положении вены

расправлены и имеют круглое поперечное сечение.

В общем случае форма поперечного сечения вен необязательно является

круглой. Она может иметь вид эллипса или гантелеобразный вид, что влияет

на процедуру усреднения, изложенную в п. 1.2.2. Также, следует учитывать

наличие в некоторых венах клапанов, способствующих одностороннему на

правлению течения крови.

В отличие от п. 1.2.2 будем считать, что форма поперечного сечения

упругой трубки имеет вид эллипса с большой и малой полуосями a(t,x) и
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b(t,x). Введём декартову систему координат (x,y,z), ось x которой совпадает

с осью трубки (см. рисунок 1.1), а оси y и z находятся в плоскости сечения и

направлены вдоль большой и малой осей эллипса. Осевая компонента скоро

сти теперь имеет вид

v(t,x,y,z) = v(t)ξab(x,y,z), (1.32)

где по аналогии с (1.7) зададим

ξab(y,z) =
γ +2

γ

(
1−
(

y2

a2 +
z2

b2

)γ/2)
,

y2

a2 +
z2

b2 6 1. (1.33)

Уравнение (1.7) задаёт параболическую форму профиля, аналогичную пуа

зейлевскому при γ = 2, и плоскопараллельную форму профиля при γ = 9.

Процедура интегрирования уравнений (1.4), (1.5) по поперечному сече

нию и их усреднения с учётом изменения формы поперечного сечения даёт

уравнения того же вида, что и (1.12), (1.19). Переход к полярным координа

там y = racosϕ , z = rbsinϕ (0 6 r 6 1, 0 6 ϕ < 2π) и интегрирование (1.18)

даёт тот же результат для α .

Интегрирование вязкого члена в (1.19) даёт вместо (1.17)

− µ

ρ

∫
Ω

∆vx dx =
µ

ρ

∫
∂Ω

∇vx ·nds =
µ

ρ
v
∫

ΓW

(
∂ξab

∂y
ny +

∂ξab

∂ z
nz

)
ds. (1.34)

Из (1.33) получаем

∂ξab

∂y

∣∣∣∣ y2

a2+
z2

b2=1
=−(γ +2)

y
a2 ,

∂ξab

∂ z

∣∣∣∣ y2

a2+
z2

b2=1
=−(γ +2)

z
b2 . (1.35)

Вектор внешней нормали к боковой стенке эллиптической формы имеет вид

n = (ny,nz) =

 y

a2

√
y2

a4 +
z2

b4

,
z

b2

√
y2

a4 +
z2

b4

 . (1.36)
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Окончательно получаем

Kr =−π
µ

ρ
(γ +2)

a2 +b2

ab
=−π

µ

ρ
(γ +2)

2− k2
√

1− k2
, (1.37)

где k =
(
1−b2a−2)1/2 — эксцентриситет. При этом a или k являются новыми

независимыми переменными.

Для поперечного сечения круглой формы a = b и (1.37) переходит в

(1.20). Определяющие соотношения для одномерной модели течения в трубке

эллиптического сечения рассматриваются в п. 1.5.2.

1.3. Точечные модели кровотока

Некоторые процессы в сердечно–сосудистой системе не зависят от про

странственных эффектов нелинейного распространения пульсовой волны, ли

бо эти эффекты не существенны для их анализа. В качестве примера приве

дём кровоток в микроциркуляторном русле и функционирование камер серд

ца (сердечный выброс). Эти процессы часто рассматриваются в рамках то

чечных моделей, не содержащих переменных, которые зависят от простран

ственных координат. Точечные модели связывают между собой усреднённые

гемодинамические параметры (давление, поток и объем крови). Динамиче

ские точечные модели учитывают временную изменчивость параметров, в то

время как стационарные модели связывают усредненные по времени значе

ния с помощью нелинейных алгебраических уравнений.

Выводы или обоснования точечных моделей базируются на различных

принципах. В данном разделе выводятся динамическая (см. п. 1.3.1) и стаци

онарная (см. п. 1.3.3) модели из уравнений одномерной модели гемодинамики

в артериях (1.12), (1.19).
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1.3.1. Точечные динамические модели кровотока

Рассмотрим участок упругой трубки с круглым поперечным сечением

длины l равной по порядку величины её диаметру. Объём этого участка V =

Sl.

Проинтегрируем закон сохранения массы, записанный в одномерном ви

де (1.12), по l и усредним по этой же величине

∂S
∂ t

+
∆Q

l
= 0 (1.38)

или
dV
dt

= ∆Q, (1.39)

где ∆Q — разность объёмных потоков на входе и выходе.

Проинтегрируем закон сохранения импульса, записанный в одномерном

виде (1.19), по l и усредним по этой же величине

∂Q
∂ t

+
∆
(
αS−1Q2)

l
+

S
ρ

∆P
l

= Kru. (1.40)

Умножим (1.40) на ρS−1l и будем считать изменение кинетической энергии

∆
(
αS−1Q2) на длине l незначительным, тогда (1.40) записывается в виде

ρl
S

∂Q
∂ t
− ρl

S2 KrQ+∆P = 0. (1.41)

Считая, что V = lS — объём рассматриваемой области, перепишем (1.41) в

виде
ρl2

V
dQ
dt
− ρl3Kr

V 2 Q+∆P = 0. (1.42)

Поскольку Q =
dV
dt

, то окончательно получаем

I
d2V
dt2 +Rh

dV
dt

+∆P = 0, (1.43)
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где коэффициент инерционности I и коэффициент гидродинамического со

противления Rh определяются как

I =
ρl2

V
, Rh = 2πµ (γ +2)

l3

V 2 . (1.44)

Следует отметить, что коэффициенты I и Rh в отличие от многих преды

дущих работ [3; 70; 78], в которых они считаются постоянными, зависят от

объёма V . В некоторых моделях предполагается I = 0 [59].

Заметим также, что решение, получаемое с помощью точечной дина

мической модели сходится к решению получаемому с помощью одномерной

модели с первым порядком по пространству по построению, что аналогич

но [179].

Закон сохранения момента импульса (1.43) можно применить и к выпук

лым областям достаточно произвольной формы (сферической, конической),

размеры которых по всем измерениям имеют одинаковый порядок величины.

В этом случае

∆P = P(V )−Pext−Pch,

где Pch — давление в камере сердца, функция P(V ) описывает упругие свой

ства стенок камеры по аналогии с определяющими соотношениями для сте

нок трубки, Pext(t)< 0 — внешнее давление, производимое стенками камеры

в результате их сокращений [3; 70].

Линейная модель упругости подразумевает

P(V ) = eV, e = const.

Модель переменной упругости камер сердца подразумевает

P(V ) = P0 +E(t)(V −V0) , P0 = const, V0 = const,
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где E(t) — эффективный (усреднённый по пространству) переменный коэф

фициент упругости, величина и временной профиль которого определяется

распространением потенциала действия по миокарду, Pext = 0 [59; 80; 131; 180].

Точечные модели могут описывать нелинейные эффекты с помощью

функций I, Rh и P(V ). Неньютоновские свойства крови могут быть учтены

путём введения зависимости µ = µ(Q) в Rh (1.44). Вязкоупругость камер серд

ца вводится как Rh = Rh(P) [9; 181; 182]. Вариабельность сердечного ритма

может быть описана модификацией функции E(t) [50].

Закон сохранения импульса (1.43) может быть применён для агрегиро

ванного описания регионального участка сосудистой сети. В этом случае I и

Rh являются эффективными коэффициентами инерционности и гидродинами

ческого сопротивления, E(t) — эффективной упругостью. Эти коэффициен

ты могут быть определены путём сопоставления результатов моделирования

с экспериментальными, лабораторными или клиническими данными. Также

они могут быть оценены на основе информации о внутренней структуре участ

ка сосудистой сети (топологической связности образующих его сосудов). Дан

ный подход широко известен как метод электромеханических аналогий. В нём

каждая точечная динамическая упруго-гидродинамическая модель сопостав

ляется с элементом электрической цепи (объём соответствует электрическому

заряду, поток соответствует электрическому току, коэффициент инерционно

сти соответствует электромагнитной индукции, гидравлическое сопротивле

ние соответствует электрическому сопротивлению, коэффициент жесткости

e−1 соответствует ёмкости конденсатора, давление соответствует электриче

скому напряжению) [78]. Соединение точечных упруго–гидродинамических

элементов в сеть производится по аналогии с электрическими цепями в со

ответствии с законами Кирхгофа. Следует однако отметить, что несмотря
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на кажущуюся похожесть, физические принципы в каждом из двух видов

моделей совершенно различны и применимость такой аналогии ограничена.

1.3.2. Область применения и ограничения точечных моделей

Результатом использования точечных моделей являются временные за

висимости средних величин (объёмный кровоток, давление и объём), харак

теризующих рассматриваемый элемент и не дающих представления об их

пространственном распределении. Поэтому такие модели также называются

нульмерными и обозначаются как 0D. Такие модели могут быть использова

ны для описания кровотока в сегменте крупного сосуда [179], для моделирова

ния гемодинамики в части сосудистой сети [59], для описания макрообласти

микроциркуляторного русла [62], для анализа сердечного выброса [3], для

постановки граничных условий на концах терминальных сосудов, описывае

мых моделями более высоких размерностей [70; 183], для замыкания моделей

кровотока, содержащих артериальную и венозную области [69; 70; 183] (что

необходимо, например, для моделирования переноса веществ), а также для

соединения моделей кровотока различных размерностей [132]. Обсуждение

различных аспектов использования точечных моделей может быть найдено

в работах [42; 60; 76; 77]. В работе [9] модель сердечного выброса является

функцией, зависящей от времени, которая согласована с давлением напол

нения предсердий. Использование такой модели позволяет сконструировать

консервативную замкнутую модель сердечно–сосудистой системы. С помо

щью точечных моделей описываются такие физиологические эффекты, как

нервная регуляция сосудистого русла [69; 76] и вязкоупругость стенки сосу

да [77].
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1.3.3. Точечная стационарная модель кровотока

В трубке малой длины l 6 1 мм и диаметра d ∼ l поток вязкой несжимае

мой жидкости является стационарным (число Рейнольдса лежит в диапазоне

от 10−3 до 1). Для такого потока считаем, что

∂Q
∂ t
≈ 0,

∂

∂x

(
α

Q2

S

)
≈ 0,

и из (1.40) получаем
S
ρ

∆P
l

= Kru, (1.45)

или

∆P = RhQ, Rh = 2µ (γ +2)
l

πd4 , (1.46)

где Rh — гидродинамическое сопротивление. Для параболического профиля

(γ = 2 в (1.7)) получаем закон Пуазейля. В рамках модели (1.46) элементы

микроциркуляторного русла (артериолы, капилляры и венулы) описываются

стационарными точечными моделями. Они могут быть объединены в сеть с

использованием закона сохранения массы (1.12), который при Q′t ≈ 0 и малой

длине сосуда l даёт
∂Q
∂x
≈ ∆Q

l
= 0, (1.47)

где ∆Q — разница между входящим и выходящим потоком, или

∑QN
j = 0, (1.48)

где QN
j — поток через сосуд j в точке соединения N, j — индексы сосудов.

При течении крови в микроциркуляторном русле существенными стано

вятся неньютоновские эффекты. Реологические свойства крови в основном

определяются вязкостью плазмы, объемной долей эритроцитов (гематокрит),

реологией эритроцитов, упругостью мембран эритроцитов и взаимодействи

ем эритроцитов, что отображено, например, в работах [8; 43; 113; 184]. Одним
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из возможных способов его учета является определение гидравлического со

противления как [6; 78]

Rh =
πκ1d4

8µ∆x

(
1+κ2Q2

)
, (1.49)

с эмпирическими коэффициентами κ1 и κ2. Более подробно модели реологии

крови обсуждаются в п. 1.6.

Структура микроциркуляторного русла может быть реконструирована

по микрокомпьютерным томографическим изображениям высокого разреше

ния [90]. Физиологически корректную трехмерную структуру можно также

смоделировать при помощи алгоритма центральных сил [100]. Более подроб

но см. п. 1.9.1.

1.4. Одномерная модель кровотока в сосудистой сети

1.4.1. Граничные условия в области соединения сосудов

Одномерная модель кровотока в одном сосуде (1.21), (1.30), полученная

в п. 1.2.2, обобщается на модель кровотока в сосудистой сети путём поста

новки граничных условий. В динамических одномерных моделях кровотока

в сосудистой сети требуется задание граничных условий на входе в аорту, в

лёгочную артерию или другую артерию, питающую рассматриваемый регион

(при моделировании региональной сосудистой сети), в концевых точках круп

ных вен или концевых артерий, в точках соединения сосудов между собой,

в области стыковки терминальных артерий и вен через области микроцирку

ляции.

Условия на входе в артериальную сеть могут быть заданы в виде за

ранее определённой функции времени, описывающей сердечный выброс или
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давление. Другой способ состоит в объединении одномерной модели крово

тока и модели, описывающей динамику сердечного выброса (например, с то

чечной динамической моделью). В последнем случае может быть построена

полностью замкнутая одномерная сетевая динамическая модель кровотока,

использующая в качестве замыкания точечную динамическую модель сердца,

связывающую поток в нижней и верхней полой венах с потоком в лёгочной

артерии и поток в лёгочных венах с потоком в аорте [42; 70; 171; 185—187].

В рамках одномерной модели гемодинамики области микроциркуляции

рассматриваются как области соединения терминальных артерий и вен, в ко

торых ставятся специальные граничные условия. В некоторых случаях на

концах терминальных артерий могут быть поставлены условия свободного

стока или неотражающие условия. В [12; 188] предложены менее тривиаль

ные граничные условия для терминальных артерий, которые описывают эф

фективное интегральное действие мелких сосудистых сетей, исключенных

из рассмотрения в основной сетевой модели крупных сосудов. В частности,

в [12] для этой цели используется понятие структурированных деревьев, чей

суммарный импеданс оценивается с помощью линеаризации определяющих

уравнений. Альтернативными вариантами являются сшивка с точечными ди

намическими моделями [171; 189] и постановка условий на артериовенозный

градиент давления [3; 41; 70; 185]. В работе [13] вводится понятие характе

ристических импедансов, связывающих терминальные артерии и вены с по

мощью точечной модели, включающей упругость и зависящее от давления

гидродинамическое сопротивление соответствующего микроциркуляторного

участка. Детально данные вопросы освещены, например, в обзорах [8; 41; 42].

Области соединения сосудов имеют несколько типов. В том числе это

бифуркации (деление одного сосуда на два дочерних или, как вариант, от
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хождение бокового сосуда от магистрального), трифуркации (деление одного

на три), анастомозы (соединение различных магистралей между собой), сли

яния двух или трёх в один (в венозном русле), модельные соединения один

к одному (например, в случае выделения области сосуда с атеросклерозом,

стентом, кава-фильтром или другой неоднородностью). Преимущественное

направление кровотока в большинстве случаев соединений очевидно. Однако

в некоторых случаях направление течения при перераспределении потоков

в области соединения не очевидно. Направление потока в таких соединени

ях может изменяться во времени (например, сосуды Виллизиева круга, ана

стомозы). Поэтому формулировка системы уравнений, задающих граничные

условия в области соединения сосудов такого вида, не должна использовать

информацию о вероятном направлении потока (все сосуды в соединении рав

ноправны).

Поскольку система уравнений одномерной модели (1.31) во внутренних

точках каждого из сосудов является гиперболической, то в систему уравне

ний, задающих граничные условия во всех концевых точках сосудов 1, долж

ны быть включены условия совместности вдоль характеристик (1.31), поки

дающих области интегрирования

ωki ·
(

∂Vk

∂ t
+λki

∂Vk

∂x

)
= Gk,k = k1,k2, . . . ,kMl , i = 1,2, (1.50)

где l — индекс точки соединения сосудов, {k1, . . . ,kMl} — индексы сосудов

в точке соединения, Ml — количество сосудов в точке соединения, λki,ωki —

собственное значение и соответствующий левый собственный вектор матрицы

∂F/∂V.

Как показано во многих работах [41; 70; 171; 190], при дозвуковых ре
1 далее область соединения сосудов упоминается как узел, а соединяющиеся сосуды как стыкую

щиеся.
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жимах течения в концевой точке каждого из сосудов, стыкующихся в узле,

существует одна характеристика, входящая в область интегрирования, и од

на характеристика, исходящая из этой области. Данное условие выполняется

при большинстве физиологически допустимых условий. Конкретное значение

i в (1.50) устанавливается в соответствии с наклоном характеристики и типом

концевой точки сосуда (начало или конец). В начале сосуда λki < 0, в конце

сосуда λki > 0. Конкретный вид λki и ωki найден, например, в [3; 6; 9; 34; 177].

∂F
∂V

=

 uk Sk
1
ρ

∂Pk

∂Sk
uk

 ,

λki = uk +(−1)i

√
Sk

ρ

∂Pk

∂Sk
, ωki =

{√
1

ρSk

∂Pk

∂Sk
, (−1)i

}
, i = 1,2. (1.51)

Поскольку модель во внутренних точках содержит две переменные, то

для каждой концевой точки помимо условия совместности вдоль исходящей

из области интегрирования характеристики требуется задать ещё одно гра

ничное условие. Существует несколько распространённых способов задания

таких граничных условий. Одним из них является закон сохранения массы в

виде

∑
k=k1,k2,...,kMl

εkSk (t, x̃k)vk (t, x̃k) = 0. (1.52)

Формулировка оставшихся граничных условий зависит от предположе

ний о характере течения крови в рассматриваемом узле. Существует по край

ней мере три варианта. Один из вариантов состоит в использовании широко

известного в физиологии закона Пуазейля (см., например, [3; 70])

pk (Sk (t, x̃k))− pl
node = εkRl

kSk (t, x̃k)uk (t, x̃k) ,k = k1,k2, . . . ,kMl . (1.53)

При этом предполагается, что узел оказывает некоторое эффективное гид

равлическое сопротивление потоку в силу сложности своей геометрии и/или
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больших чисел Рейнольдса (например, бифуркации крупных сосудов, дуга

аорты).

Для случаев, в которых можно пренебречь изменением ускорения потока

в узле (крупные и средние артерии), делается предположение о непрерывно

сти полного давления [2; 12; 18; 19; 171; 177; 191]

v2
k (t, x̃k)

2
+

Pk (Sk (t, x̃k))

ρ
= Il,k = k1,k2, . . . ,kMl . (1.54)

Если дополнительно к предыдущему считать, что изменение кинетической

энергии потока пренебрежимо мало (например области венозного русла, в

которых скорость течения мала), то может быть задано условие равенства

давлений [41]

Pk (Sk (t, x̃k)) = Pl
node,k = k1,k2, . . . ,kMl , (1.55)

где l — индекс узла, k1,k2, . . . ,kMl — индексы сосудов, стыкующихся в узле,

Ml — число сосудов, стыкующихся в узле l, Pl
node (t) — давление в узле l, Rl

k

— коэффициент гидравлического сопротивления конца сосуда k в узле l.

Для сосудов, входящих в область соединения, εk = 1, x̃k = Lk, для сосудов,

исходящих из этой области, εk =−1, x̃k = 0.

Тестирование сетевых моделей производится на упрощённых конфигура

циях трубок с параметрами, характерными для сосудов. При этом известные

на сегодняшний день граничные условия на выходах из сети могут существен

но искажать исследуемое внутри сети решение в силу наличия отражённых

волн, происхождение которых не относится к рассматриваемым физиологиче

ским процессам и отражает особенности математической постановки задачи.

Эта проблема устраняется путём введения неотражающих граничных усло

вий в концевых точках терминальных трубок (сосудов).

ωq1 ·
(

∂Vq

∂ t
+λq1

∂Vq

∂x

)
= ωq2 ·

(
∂Vq

∂ t
+λq2

∂Vq

∂x

)
(1.56)
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где q — индекс концевого сосуда, λq1, ωqi — собственные числа и левые соб

ственные векторы матрицы (∂F/∂V)q при x = Lq (см. (1.51)). Для конца тер

минального сосуда значение i= 1 соответствует характеристике, покидающей

область интегрирования (λq1 > 0), а значение i = 2 соответствует характери

стике, идущей внутрь области (λq2 < 0). Поэтому неотражающие условия на

конце терминального сосуда представляют собой (1.56) совместно с (1.50) при

i = 1.

Вопросы численной реализации граничных условий и условий совмест

ности более подробно обсуждаются в п. 2.1.2.

1.4.2. Граничные условия в области соединения сосудов и непрерывность

решения

Условия, (1.52) объединённые с (1.54), (1.55) или (1.53), широко исполь

зуются в одномерных сетевых моделях гемодинамики. Условие (1.52) являет

ся следствием (1.12) при S′t ≈ 0. Условие (1.54) следует из (1.30) при u′t ≈ 0

и пренебрежении вязким трением в области соединения силу малости разме

ра этой области. Условие (1.55) может быть получено из (1.19) при Q′t ≈ 0 и

(αSu2)′x ≈ 0.

Ни один из вариантов граничных условий (1.50), (1.52), объединённых

с (1.54), (1.55) или (1.53), не обеспечивает непрерывность производных реше

ния по времени в области соединения сосудов в следующих двух предельных

случаях: соединение двух одинаковых сосудов и соединение двух одинаковых

сосудов с третьим боковым сосудом, имеющим бесконечно малый диаметр. В

этих случаях решение в области соединения должно совпадать с решением

для одного более длинного сосуда без выделения области соединения внутри

него (сплошной сосуд).
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Следует также отметить, что для граничных условий типа (1.50), (1.52),

(1.54) и использования схем второго порядка аппроксимации для дискретиза

ции как уравнений внутри одномерных областей (1.31), так и для условий сов

местности (1.50), эффективный порядок сходимости не превышает 1.7 [160],

что говорит о существенном вкладе погрешности математической модели в

области соединения.

Для решения этой проблемы используем подход, аналогичный [132], в ко

тором для постановки граничных условий между одномерной и трёхмерной

областью использовалась точечная динамическая модель упругого резерву

ара. Пусть область соединения N образована M сосудами (см. рисунок 1.2).

Рис. 1.2. Схема области соединения сосудов.

Граничные условия в области соединения включают закон сохранения

массы и импульса, которые, используя (1.43), запишем в виде

dVN

dt
=

M

∑
j=1

ε jS ju j, j = 1, . . .M, (1.57)

IN
d2VN

dt2 +RN
dVN

dt
+Pint−Pext = 0, (1.58)

где Pext — среднее давление на границе области соединения сосудов, являюще

еся усреднением давлений в концевых точках сосудов x̃ j (более подробно см.
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(1.60)), Pint — давление в области соединения, которое определятся упруго

стью стенок области. Здесь и далее в этом разделе для компактности записи

считаем S j = S j
(
t, x̃ j
)
, u j = u j

(
t, x̃ j
)
.

Для окончательной постановки задачи в области соединения сосудов

необходимо задание начальных условий для (1.58) и определения такой ме

тодики вычисления Pext , Pint с учётом свойств всех соединяющихся сосудов,

которая бы обеспечивала корректную асимптотику при предельном перехо

де к сплошному сосуду, включая непрерывность упругих свойств материала

стенки.

Материал стенки артерий имеет трёхслойную структуру. Два из них (ме

диа и адвентиция) могут быть представлены как композитный материал, со

стоящий из однородного изотропного матрикса, усиленного двумя семейства

ми спиральных волокон [133; 192]. В здоровых сосудах эти слои полностью

определяют упругий отклик при нагрузке внутренним давлением. Материал

области соединения имеет ту же структуру и упругие свойства. Однако, сле

дует учесть, что область соединения сформирована из тканей, упругие свой

ства которых должны быть близки к упругим свойствам тканей всех форми

рующих её сосудов (как входящих, так и исходящих). При этом свойства этих

сосудов могут отличаться между собой. Примем во внимание ещё тот факт,

что при отхождении мелкого сосуда от крупного магистрального, материал

области соединения фактически имеет те же свойства, что и магистральный

сосуд. Основываясь на приведённых рассуждениях запишем определяющее

соотношение для области соединения сосудов в виде

Pint (VN) =

M
∑
j=1

Pj

(
VN

LN

)
(S0)

l
j

M
M
∑
j=1

(S0)
l
j

, (1.59)
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где Pj — давление с определяющим соотношением (1.23), (1.26) для сосуда j.

В соответствии с (1.59), упругие свойства сосудов более крупного калибра (с

большим S0) дают больший вклад в упругие свойства области соединения. Эм

пирический показатель степени l позволяет параметрически управлять влия

нием свойств более крупных сосудов на упругие свойства области соединения.

Численные эксперименты показывают, что при l < 5 вклад крупных сосудов

заметно возрастает, а при l≥ 5 заметных изменений не наблюдается. Поэтому

в данной работе принято l = 5. При этом значении l в случае ответвления с

малым относительно магистрального сосуда диаметром давление в магистра

ли наиболее близко к давлению в сплошном сосуде (см. п. 2.2.2). Величина

VNL−1
N в (1.59) имеет смысл характерного поперечного сечения области соеди

нения.

Вклад давлений на концах сосудов в эффективное давление на границе

области можно оценить с помощью закона Пуазейля

Pj
(
S j
)
−Pext = ε jR jS ju j ∼ S4

j ,

поскольку гидродинамическое сопротивление R j ∼ S2
j , а с учётом (2.15) u j ∼

S j. Таким образом, вклад давления в концевой точке сосуда в эффективное

давление пропорционален S4
j , и получаем

Pext (S1,S2, ...,SM) =

M
∑
j=1

Pj
(
S j
)

S4
j

M
∑
j=1

S4
j

. (1.60)

При соединении двух одинаковых сосудов (1.59), (1.60) дают

Pint (VN) = P1

(
VN

LN

)
= P2

(
VN

LN

)
,

Pext (S1,S2)≈
1
2
(P1 (S1)+P2 (S2)) ,
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поскольку S1 ≈ S2. То есть область соединения имеет те же упругие свойства,

что и образующие её сосуды, а среднее давление на границе определяется

средним давлением на концах сосудов (в силу одинаковости сосудов P1(S) =

P2(S)).

В случае отхождения мелкого сосуда от крупного магистрального сосуда

S1 ≈ S2 ≈ S� S3, P1(S) = P2(S) = P(S) из (1.59), (1.60) получаем

Pint

(
VN

LN

)
= P

(
VN

LN

)
+

1
2

(
S3

S

)5

·P3

(
VN

LN

)
≈ P

(
VN

LN

)
,

Pext (S1,S2,S3)≈
1
2
(P1 (S1)+P2 (S2))+

1
2

(
S3

S

)5

·P3 (S3)≈
1
2
(P1 (S1)+P2 (S2)) ,

то есть упругость области соединения практически полностью определяется

упругостью магистральных сосудов, а среднее давление на границе определя

ется средним давлением на концах магистральных сосудов, поскольку даже

большое давление в мелком сосуде не оказывает существенного влияния в

силу большего гидродинамического сопротивления этого сосуда.

Будем считать, что характерный линейный размер области соединения

определяется усреднением характерных линейных размеров терминальных

участков сосудов, полученных при дискретизации внутренней области сосу

дов по пространству с шагом h j с учётом пропорциональности диаметрам

сосудов d j

LN =

M
∑
j=1

h jd j

M
∑
j=1

d j

. (1.61)

По предположению одномерной модели d j� L j, и можно выбрать h j ≈ d j.

Как при соединении двух одинаковых сосудов, так и при отхождении

мелкого сосуда от крупного магистрального сосуда (S01 = S02� S03), (1.61)
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даёт

LN ≈ h1 ≈ h2.

Характерный начальный объём VN (0) области соединения определяется

усреднением объёмов терминальных участков сосудов V0 j = S0 jh j, получен

ных при дискретизации сосудов с шагом h j, с учётом пропорциональности(
S0 j
)l,

VN(0) =

M
∑
j=1

V0 j
(
S0 j
)l

M
∑
j=1

(
S0 j
)l

. (1.62)

Выбор конкретного значения l в (1.62) не оказывает существенного вли

яния на дальнейшие расчёты, поскольку перед началом основных расчётов

проводятся предварительные расчёты до достижения всеми переменными,

заданными в расчётных узлах сосудистой сети, периодического режима. Сле

дует, однако, отметить, что при l = 0 для областей соединения сосудов с су

щественно разными S0 j значение VN (0) вычисленное по (1.62) может оказать

ся далёким от значений при периодическом режиме течения и для дости

жения этого режима может потребоваться большее время предварительных

расчётов либо вычислительный процесс может оказаться неустойчивым. На

пример, при отхождении мелкого сосуда от крупного магистрального сосу

да (S01 = S02� S03) получаем VN (0)≈ 2
3

V01,2, хотя, очевидно, в этом случае

хорошим начальным условием близким к периодическому режиму является

VN (0)≈V01,2. Поэтому в (1.62) следует выбирать по крайней мере l > 1. Об

щим для (1.59) и (1.62) является l = 5.

Область соединения сосудов имеет сложную трёхмерную геометрию и

структуру материала стенки. Течения в таких областях существенно трёхмер

ные и должны изучаться с помощью совместных упруго-гидординамических
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(FSI) моделей (см., например, [6]). Предложенный в данном разделе подход

позволяет оценить параметры кровотока при протекании через область соеди

нения сосудов с точностью, приемлемой для проведения расчётов с исполь

зованием одномерной модели (1.31). Адекватность подхода подтверждается

вычислительными экспериментами (см. пп. 2.2.1, 2.2.2).

Условия (1.57), (1.58), как и ранее, дополняются соответствующими усло

виями совместности (1.50) вдоль характеристики, покидающей область инте

грирования.

В результате алгоритм вычисления граничных условий на концах сосу

дов, формирующих область соединения N при переходе между слоями по вре

мени tn и tn+1 состоит в решении задачи Коши для уравнения (1.58) с началь

ными условиями VN(tn) (известно с предыдущего шага) и
dVN (tn)

dt
(определя

ется из (1.57) при t = tn). При использовании явного метода (1.60) содержит

значения S j при t = tn и интегрирование (1.58) не представляет труда. После

этого S j при t = tn+1 находятся как корни уравнений Pj(S j) = Pint (VN (tn+1)),

и, далее, u j из дискретизации условий совместности (1.50) вдоль характери

стики, покидающей область интегрирования. При использовании неявного

метода (1.60) содержит значения S j при t = tn+1. Это приводит к возникно

вению вложенного итерационного процесса, поскольку неизвестными теперь

являются не только VN и
dVn

dt
, но и S j.

В заключении данного раздела отметим следующее. Пусть один из вхо

дящих в область соединения сосудов j1 и один из исходящих из области соеди

нения сосудов j2 имеют одинаковые свойства ((c0) j1 = (c0) j2, (S0) j1 = (S0) j2).

Пусть диаметры остальных сосудов стремятся к нулю. При h j1 = h j2 = h и

в силу сделанных предположений имеем решение, которое асимптотически

совпадает с решением (1.31) для одного сосуда длины 2L с точностью O(h).
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1.5. Определяющие соотношения материала стенок сосудов

1.5.1. Модель упругих свойств стенки артерии

Стенки большинства крупных и средних сосудов, как правило, состоят

из трёх слоёв: интима (внутренний слой), медиа (средний слой) и адвенти

ция (внешний слой) (см. рисунок 1.3). Основными структурными элементами

материалов, образующих стенку сосуда, являются эндотелиальные клетки,

коллагеновые волокна, эластиновые волокна и гладкие мышечные волокна.

Эластиновые волокна являются достаточно мягкими (их модуль Юнга ра

вен примерно 105 Па). Коллагеновые волокна являются более жёсткими (их

модуль Юнга составляет 108 Па).

Рис. 1.3. Строение стенки артерии.

Артерии делятся по типам на мышечные и эластические [193]. Упругие
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свойства артерий изменяются в зависимости от их удалённости от сердца в

сосудистой сети. Артерии эластического типа имеют больший диаметр и на

ходятся ближе к сердцу (например, аорта и сонные артерии). Стенки таких

артерий имеют много упругих мембран. Количество мембран уменьшается с

уменьшением размера сосуда и увеличением его удалённости от сердца. Пе

риферические артерии имеют мышечный тип — их стенки практически не

содержат упругих мембран (например, феморальная, абдоминальная, цере

бральные артерии). Они в основном состоят их клеток гладкомышечного ти

па. Материал стенок промежуточных артерий имеет смешанный состав, что

влияет на их деформационно-прочностные характеристики, см. рисунок 1.4.

Рис. 1.4. Типичные зависимости напряжения от деформации для эластина (A), коллагена

(B) и материала смешанного типа (C).

Вены классифицируются по их внутреннему диаметру. Средний слой

стенки у вен гораздо тоньше, чем у артерий. Подкожные вены имеют бо

лее толстую стенку, морфология (структура) которой сходна с морфологией

артериальных стенок. Подробное описание структуры кровеносных сосудов
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может быть найдено, например, в [193]. Упругие свойства сосудов подраз

деляются на пассивные (при этом гладкомышечные клетки не участвуют в

формировании сокращений или растяжений, обусловленных приложенным

на стенку сосуда давлением) и пассивно-активные.

В лабораторных исследованиях с изолированными образцами рассмат

риваются только пассивные упругие свойства, поскольку в них проводится

изучение извлечённых из тела мёртвых образцов. Активные сокращения глад

комышечных клеток обусловлены внутренней и внешней электрической сти

муляцией и физиологическими факторами, включающими физическую ак

тивность, регуляторные сигналы от барорецепторов и хеморецепторов, как

ответ на изменение внутренних параметров организма и параметров внеш

ней среды (температуры, концентрации кислорода и углекислого газа в кро

ви [153; 154], среднего давления крови [20; 51] и др.).

С точки зрения механики сплошных сред стенки сосудов могут рассмат

риваться как сложный композитный материал, который может быть пред

ставлен в виде изотропного матрикса армированного группами ориентиро

ванных волокон различного типа [194; 195]. Материал стенки сосудов может

рассматриваться как нелинейная анизотропная слабо сжимаемая среда [196;

197].

Нормальное смещение стенки сосуда зависит от градиента давления на

ней (трансмурального давления) и доли эластиновых и коллагеновых волокон

в нём. В случае малой величины трансмурального давления большая часть

упругого отклика обусловлена эластиновыми волокнами (см. рисунок 1.4A).

В случае высоких значений трансмурального давления упругий отклик обу

словлен в основном коллагеновыми волокнами (см. рисунок 1.4B), которые в

силу своей высокой жёсткости фактически препятствуют разрыву материала
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и определяют верхнее физиологически допустимое значение давления. На ри

сунке 1.4C показана типичная зависимость деформации от напряжения для

материала стенки сосуда (артерии или подкожной вены). В качестве примера

лабораторных исследований вклада коллагеновых и эластиновых волокон в

упругий отклик подвздошной артерии приведём работу [198].

В общем виде определяющие соотношения связывают энергию дефор

мации с главными относительными удлинениями, инвариантами тензора де

формации Коши-Грина и другими материальными параметрами. Разработка

реалистичных определяющих соотношений для живых тканей всё ещё явля

ется открытым предметом современных исследований.

В одномерных моделях гемодинамики редуцированные определяющие

соотношения связывают трансмуральное давление P и площадь поперечного

сечения S в виде заданной зависимости P(S). Подробные обзоры различных

вариантов определяющих соотношений для материала стенки сосудов пред

ставлены в работах [133; 199; 200]. Некоторые современные исследования осно

ваны на изучении внутренней микроструктуры сосудистой стенки [201—203].

Различные виды энергии упругой деформации стенки представлены в [192;

204; 205]. В частности, в [192] рассматривается модель толстостенного цилин

дра под действием сил растяжения и скручивания материала.

В большинстве работ по моделированию кровообращения рассматрива

ются только артерии, для самых крупных из которых существуют лабора

торные и клинические данные. Однако, из-за существенной вариативности

в структурном составе стенки сосуда в зависимости от его расположения в

сосудистой сети, такие подходы не являются универсальными. Важным огра

ничением является предположение об изотропности материала, которое хоро

шо выполняется лишь в ограниченном диапазоне давлений. Более подробный
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анализ представлен в [133].

Редуцированное определяющее соотношение P(S) может быть получено

для материала каждого сосуда из его энергии деформации стенки и данных

о структурном составе стенки. зависимости давления P от площади попе

речного сечения S в лабораториях. Такой подход продемонстрирован в рабо

тах [206—208]. Использование такой методологии не представляется возмож

ным в регулярной клинической практике из-за ограничений современного

диагностического оборудования, сложности проведения исследований, боль

шого количества сосудов, зависимости P(S) от других факторов (например,

от регуляторных и ауторегуляторных механизмов).

В большинстве одномерных моделей гемодинамики функция P(S) вво

дится эмпирически или на основе упрощений моделей упругости стенки сосу

да. Обобщая ряд работ различных авторов, эту зависимость можно предста

вить в виде

P(η (S)) = P0 +F (α,a,b,c,η(S)) , (1.63)

где p0 = const, α = const, η(S) = S/S0 — безразмерная площадь поперечного

сечение. В таблице 1.1 представлены наиболее распространённые выражения

для фукнции F(α,a,b,c,η) и скорости пульсовой волны c(η) =

√
η

ρ

∂P
∂η

.

Значения параметров P0, α , S0, a, b, c могут быть заданы как на основе

экспериментальных данных (например, в [207; 208] исследована общая сонная

артерия собаки), так и путём сопоставления результатов тестовых расчётов

с клиническими данными (например, в [206; 211] исследованы общая сонная

артерия и бедренная артерия человека), или на основе других математиче

ских моделей (например, в [135—137] на основе упруго-волоконного представ

ления материала стенки выполнялось моделирование зависимости P(η) для

здорового сосуда и сосуда с атеросклеротическими изменениями стенки). В
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Таблица 1.1. Модели P(η) для артерий: 1 — [2; 185; 209], 2 — [12], 3 — [5; 187; 189; 190], 4

— [3; 70; 162]; Модели P(η) для вен: 1 — [209], 2 — [210], 3 — [171], 4 — [3; 70; 162].

Артерии Вены

P(η) c2 (η) P(η) c2 (η)

1 α (η−1) αη α

(
1− 1

η
3
2

)
3α

2η
3
2

2 α

(
1− 1
√

η

)
α

2
√

η
aη3 +bη2 + cη 3aη3 +2bη2 + cη

3 α (
√

η−1)
α
√

η

2
α

(
η

10− 1

η
3
2

)
α

(
10η

10 +
3

2η
3
2

)
4 α

(
e(η−1)−1

)
αηe(η−1)

α lnη α

таблице 1.2 представлены результаты идентификации параметров α , S0, a, b,

c путём сопоставления с данными исследований [206] для общей сонной ар

терии и общей бедренной артерии человека и сопоставления с данными [207;

208] для бедренной вены собаки.

Таблица 1.2. Параметры α , S0, a, b, c (кПа) для моделей стенок артерий из 1.1: 1 — [185;

209], 2 — [12], 3 — [5; 187; 189; 190], 4 — [3; 70; 162]; Модели для стенок вен: 1 — [209], 2 —

[210], 3 — [171], 4 — [3; 70; 162]

Общая сонная Общая бедренная Бедренная

артерия артерия вена

1 25.8080 33.3330 7.210

2 70.3217 64.5750 -22.091, 53.022, -31.170

3 57.4200 72.7695 1.501

4 19.8916 25.1076 11.717

На рисунках 1.5, 1.6, 1.7 представлены графики зависимостей P(η), c(η)

из таблицы 1.1 с параметрами из таблицы 1.2. На них можно заметить, что
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наиболее распространённые формы записи P(η) при соответствующем выбо

ре констант моделей на основе сопоставления с одними и теми же измерен

ными физиологическими данными (P̃, η̃) и при асимптотическом разложе

нии η ≈ 1 дают близкий результат. Существенные отличия наблюдаются при

η � 1 при очень больших или малых значениях трансмурального давления.

Однако, отличия в скорости пульсовой волны c(η) становятся существенны

ми даже при η = 1 для различных видов P(η), приведённых в таблице 1.1, и

сказываются на результатах моделирования. Детали данного сравнительного

анализа представлены в [133].

Рис. 1.5. Давление в общей сонной артерии (А) и общей бедренной артерии (Б). Кривые

1 — 4 соответствуют строкам таблицы 1.1 для артерий, 5 — данные [212].

Качественный анализ физических экспериментов по исследованию пуль

сирующих потоков в упругих схлопывающихся трубках с пассивной упругой

реакцией на нагрузку [209; 213; 214] подтверждает, что функция P(S) должна

быть монотонной и иметь точку перегиба (т.е. график P(S) имеет S-образный

вид). Такая зависимость применима к моделированию упругих трубок как

с круглым, так и с эллиптическим поперечным сечением [36; 171; 176; 209].

Наиболее полно этим критериям соответствует зависимость 4 из таблицы 1.1.
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Рис. 1.6. Скорость распространения пульсовой волны для общей сонной артерии (А) и

общей бедренной артерии (Б). Кривые 1 — 4 соответствуют строкам таблицы 1.1 для

артерий, 5 — вычислено приближённо со вторым порядком точности на основе данных

[212].

Рис. 1.7. А — давление P(η) и Б — скорость распространения пульсовой волны в бедренной

вене собаки. Кривые 1 — 4 соответствуют строкам таблицы 1.1 для вен, 5 — данные [207;

208] (кривая 5Б построена приближённо со вторым порядком точности на основе данных

[207; 208]).

Модель упругости стенки сосуда может быть расширена с учётом её

вязкоупругих свойств [24; 215; 216], что подразумевает зависимость P(S) =
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F
(

S,
∂S
∂ t

)
, например,

P(S) = p0 +β

(√
S
S0
−1
)
+

Γ

S0
√

S
∂S
∂ t

, (1.64)

где β =
4
3
√

πEh, Γ =
2
3
√

πϕh, E — модуль Юнга, h — толщина стенки сосуда,

ϕ — вязкость материала стенки (см. [24]).

1.5.2. Модель упругих свойств стенки сосуда с эллиптической формой

поперечного сечения

Упругие свойства стенок сосудов с эллиптической формой поперечного

сечения существенно отличаются от свойств сосудов с круглым поперечным

сечением. Рассмотрим упругую трубку с эллиптическим сечением и толщи

ной стенки h. Пренебрегая продольными смещениями вдоль оси трубки, бу

дем рассматривать двумерную задачу в одном из поперечных сечений, то есть

эллиптическое кольцо из упругого материала. Пусть его большая и малая по

луоси в отсутствие напряжений соответственно равны a и b (a > b). Обозна

чим эксцентриситет как k =

(
1−
(

b
a

)2
)1/2

. В предположении о линейности

деформаций, смещения вдоль большой и малой осей λa и λb, обусловленные

давлением P, действующим внутри рассматриваемой области, будут иметь

вид [217]

λa =
Caa4

D
P, λb =

Cba4

D
P, (1.65)

где D — изгибная жёсткость, коэффициенты Ca и Cb имеют вид

Ca = K(k)
(

b2

2a2 +
b

2ka
arcsink

)
− 1−3k2 +2k4

16
+

b
16ka

arcsink, (1.66)
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Cb =
K(k)

2
+

3k2−1
16

+
b2 (8K(k)+1+3k3)

32ka2 ln
1+ k
1− k

, (1.67)

K(k) =
1
6

(
−1+2k2 +

(
1− k2

) F(k)
E(k)

)
, (1.68)

F(k) и E(k) — полные эллиптические интегралы первого и второго рода

F(k) =
1∫

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

, E(k) =
1∫

0

√
1− k2x2
√

1− x2dx
.

Будем предполагать, что форма поперечного сечения под действием дав

ления P не изменяется, то есть остаётся эллиптической, а новая величина

площади поперечного сечения равна S. Определяющее соотношение может

быть найдено в виде зависимости S (P) в виде

S = π(a+δa)(b+δb) = πa
(

b+(a+b)
Caa3

D
P+

CaCba7

D2 P2
)
= F̂(P,a,b). (1.69)

Уравнение (1.69) может быть разрешено относительно P, что позволяет,

как и ранее, записать определяющее соотношение в виде (1.63)

P = F(S,a,b) =
−B+

√
B2−4AC

2A
, (1.70)

где A = π
CaCba8

D2 , B = π (a+b)
Caa4

D
, C = πab− S. При решении уравнения

(1.69) должен быть выбран наибольший корень, поскольку давление P можеть

быть как положительным, так и отрицательным (сжатие), а величины A и

B всегда положительны. Таким образом, при S > πab имеем P > 0, а при

πab− (a+b)2 Ca

4Cb
< S < πab имеем P < 0.

Заметим, что величина

∂ F̂
∂P

= π
Caa4

D

(
a+b+2

Cba4

D
P
)

(1.71)
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представляет собой линейную зависимость от P.

Для упругих трубок с эллиптическим поперечным сечением разность

S−S0 может быть как положительной, так и отрицательной. Таким образом,

погрешность при переходе от (1.24) к (1.30) в данном случае может оказаться

весьма существенной, что ограничивает использование (1.30).

1.6. Реология крови

Реологические свойства крови определяют взаимосвязь между касатель

ным напряжением и сдвигом. Изменение реологических свойств крови, на

пример, при некоторых заоблеваниях, оказывает существенное влияние на

системную гемодинамику. Отклонения от ньютоновской модели становятся

особенно заметными при малых числах Рейнольдса и течениях в сосудах ма

лого диаметра (например, аретриолы, капилляры, венулы), поскольку раз

меры образующих кровь элементов (эритроцитов) становятся сравнимыми с

диаметром просвета сосуда.

Кровь состоит из плазмы и растворённых в ней клеточных элементов

(эритроциты, лейкоциты, тромбоциты и др.). С точки зрения реологии кровь

может рассматриваться с одной стороны как твёрдо-жидкая суспензия, твёр

дыми частицами которой являются клеточные элементы, а с другой — как

эмульсия. В первом случае эритроциты рассматриваются как жёсткие сфе

ры, а во втором — как капли жидкости. В обоих случаях их присутствие в

потоке вызывает возмущение линий тока. Вязкость крови зависит от реоло

гических свойств плазмы, клеточных компонентов (эритроцитов) и объёмной

доли эритроцитов в плазме (гематокрита).

Плазма крови обычно считается ньютоновской жидкостью с постоянной

вязкостью, нормальная величина которой находится в диапазоне от 1.10 до
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1.35 сП при 37◦С. В общем случае кровь следует рассматривать как ненью

тоновскую жидкость. Её кажущаяся вязкость повышается при уменьшении

сдвиговых напряжений и уменьшается при их увеличении.

Неньютоновские свойства крови в основном обусловлены реологией эрит

роцитов и их поведением в потоке. Другие клеточные элементы не оказыва

ют существенного эффекта на макроскопическом уровне. Эксперименталь

но установлена экспоненциальная зависимость между гематокритом и вяз

костью крови. При высоких значениях сдвиговых напряжений деформация

эритроцитов и их ориентация в потоке являются главными факторами, влия

ющими на вязкость крови. В мелких сосудах эритроциты могут образовывать

монетные столбики, двигающиеся как отдельные частицы большего разме

ра. Такое поведение увеличивает возмущение линий тока и, соответственно,

увеличивает вязкость крови. Подробное описание факторов, влияющих на

реологию крови, может быть найдено в работах [8; 15; 43; 218; 219].

Кажущаяся динамическая вязкость крови (µapp) определяется как

µapp = µrelµ, (1.72)

где µ — динамическая вязкость плазмы крови, µrel — относительная вязкость,

зависящая от гематокрита.

В работах [220; 221] кровь рассматривается в рамках модели ньютонов

ской жидкости с линейной реологией (1.2). Это предположение с высокой

точностью выполняется при моделировании кровотока в крупных сосудах

при высоких и средних значениях сдвиговых напряжений и при отсутствии

патологий. Неньютоновские эффекты становятся существенными при напря

жениях сдвига менее 100 с−1 [221]. Эти нелинейные эффекты наблюдаются

в венах, малых артериях и капиллярах.

Следующее выражение определяет общий вид силы вязкого трения в
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одномерных моделях (1.31)

ψ f r =−
2τ

ρR
, (1.73)

где τ — сдвиговое напряжение на стенке, R — радиус сосуда. Сила вязкого

трения может быть выражена через осевую компоненту скорости v(x,r, t) в

виде [222; 223]

ψ f r =−2πγ
µv
ρS

, γ =
R
v

∣∣∣∣∂v
∂ r

∣∣∣∣
r=R

.

Для параболического профиля ψ f r = −8π
µv
ρS

. Хорошее совпадение с экспер

миентальными данными наблюдалось также при ψ f r =−22π
µv
ρS

[189].

Выберем ψ f r в виде [3; 70]

ψ f r =−
4πµv

ρS
fη(η), η = S/S0, (1.74)

fη(η) =

2,η > 1(
η +η−1) ,η < 1.

Для сосудов с круглым поперечным сечением (1.74) имеет тот же вид, что и

(1.24) при γ = 2. Аналогичный подход использовался в [224; 225].

1.7. Внешние силы и физиологические реакции (ауторегуляция)

Внешние воздействия со стороны окружающей среды и физиологиче

ские реакции организма оказывают существенное влияние на функционирова

ние сердечно–сосудистой системы. Учёт этих явлений не позволяет рассмат

ривать кровоток как чисто механическую систему, представляющую собой

пульсирующий поток вязкой несжимаемой жидкости в сети упругих трубок.

Более сложным является моделирование адаптации стенки сосуда к из

меняющимся средним условиям кровотока (ауторегуляция). Ауторегуляция
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Рис. 1.8. Диаметр изолированной артерии крысы в зависимости от давления в ней [226].

— способность сосуда ограничивать изменения параметров кровотока при

локальных вариациях среднего кровотока за счёт изменения предваритель

но напряжённого состояния материала стенки (тонуса) и, соответственно, её

упругости. Это явление наблюдается даже в изолированных извлечённых со

судах.

В лабораторных исследованиях [226] была изучена зависимость ауторе

гулятроного ответа от величины среднего давления в сосуде. В этих иссле

дованиях при ступенчатом повышении давления в начале наблюдалось уве

личение площади просвета сосуда (пассивная фаза), а затем его постепенное

уменьшение (активная фаза).

В соответствии с миогенной гипотезой ауторегуляторных изменений глад

комышечные волокна в стенке сосуда сокращаются или расслабляются при

изменении среднего давления в нём. Увеличение среднего давления в сосуде
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приводит к сокращению гладкомышечных волокон и увеличению жёсткости

сосуда (снижению упругости). Гладкомышечные клетки находятся в среднем

слое стенки сосудов, который явно выражен у артерий и практически отсут

ствует в венах. Поэтому данный механизм ауторегуляции в венах не наблю

дается.

В данной работе предложена модель миогенной ауторегуляции, основан

ная на механо–биохимическом механизме, и его математической модели, опи

санной в [227]. Этот механизм состоит в следующем: изменения среднего пото

ка вызывают изменения среднего касательного напряжения на стенке сосуда.

Это приводит к изменению эффективной проницаемости стенки сосуда для

оксида азота (NO), поступающего из крови в ткани стенки. Изменение кон

центрации NO в ткани стенки приводит к изменениям концентрации ионов

кальция (Ca2+) и фосфорилированного миозина, что в свою очередь приво

дит к повышению или снижению напряжённого состояния стенки (тонуса)

и, соответственно, к увеличению или уменьшению упругости стенки сосуда.

Данный процесс является обратимым. При восстановлении первоначальной

величины среднего потока, значение касательного напряжения на стенке так

же возвращается к первоначальному значению и, как следствие, величина

упругости стенки принимает первоначальное значение.

Поскольку изменение сосудистого тонуса связано с изменением упруго

сти стенки сосуда, то процесс ауторегуляции сосудов может быть включен

в одномерную модель гемодинамики путём модификации коэффициента c0

в (1.26) в последующих сердечных циклах. Для нескольких идущих подряд

сердечных циклов
P−P0

ρc2
0

= f (S) = const, (1.75)

где черта сверху обозначает усреднение соответствующей величины по задан
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ному периоду времени ∆t =
N
∑

k=1
Tk (здесь N — количество сердечных циклов,

по которым выполняется усреднение, Tk — длительность сердечного цикла k)

и по длине сосуда

P−P0

f (S)
=

t+∆t∫
t

L∫
0
(P−P0) dxdt

t+∆t∫
t

L∫
0

f (S) dxdt
. (1.76)

При изменениях средних величин получаем

dc2
0

dt
=

1
ρ

d
dt

(
P−P0

f (S)

)
. (1.77)

При квазистационарном (периодическом пульсирующем режиме)

dc2
0

dt
= 0,

т.е. упругость стенок постоянна. Как и в [51], физиологически корректные

результаты достигаются при N = 4. По сравнению с дискретной кусочно-не

прерывной моделью из [51] данный подход позволяет рассматривать непре

рывное во времени изменение упругости стенки.

1.8. Модель кровотока в сердце с учётом динамики клапанов

Сердце человека является четырёхкамерным. Камеры соединяются, об

разуя пары: левое предсердие, левый желудочек и правое предсердие, правый

желудочек. Эти пары имеют сходное строение и в здоровом случае не имеют

непосредственной связи между собой. Поэтому модель сердца состоит из двух

одинаковых систем уравнений для левой и правой его части, отличающихся

только значениями параметров. Будем рассматривать систему уравнений для

левого сердца.
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Схема камер левой части сердца и расположения клапанов показана на

рисунке 1.9. В левое предсердие впадают лёгочные вены, а левый желудочек

изгоняет кровь в аорту. Клапан между предсердием и желудочком называет

ся митральным. Клапан между желудочком и аортой — аортальным.

Будем считать, что камеры сердца представляют собой упругие резерву

ары с переменным объёмом, упругость которых зависит от величины потен

циала действия, распространяющегося по миокарду. Потоки между предсер

дием и желудочком, а также между желудочком и аортой, зависят от угла

открытия соответствующих клапанов.

Рис. 1.9. Схема точечной модели левого сердца.

Используемые в данном разделе обозначения для индексов описаны в

таблице 1.3.



90

Таблица 1.3. Описание индексов в модели кровотока в сердце.

Индекс Описание

d диастола

f r сила трения

max максимальное значение

min минимальное значение

p сила давления

pb начало P-волны

pw длительность P-волны

r сила сопротивления

s систола

s1 пик систолы

s2 конец систолы

mi митральный клапан

ao аортальный клапан

l pv выход из левой лёгочной артерии

(вход в левое предсердие)

sas вход в аорту

(выход из левого желудочка,

аортальный синус)

Будем описывать динамику кровотока в каждой камере при помощи

точечной динамической модели (1.43).

Ik
d2Vk

dt2 +Rk
dVk

dt
+Ek (t)

(
Vk−V 0

k

)
+P0

k = Pk,k = lv, la, (1.78)

где k — индекс камеры сердца (k ∈ {la, lv}), V 0 — объём камеры сердца в
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ненапряжённом состоянии, P0 — значение давления, принимаемого за точку

отсчёта, I — коэффициент инерционности стенок камеры, R — коэффициент

гидравлического сопротивления камеры. Уравнение (1.78) можно считать мо

дификацией модели из [3]. В представленном виде считается, что коэффици

ент упругости стенок камеры зависит от времени E(t). Тогда аналогом внеш

него давления в [3] является величина E(t)V 0− P0. Используя концепцию

переменной упругости миокарда [79], зависимость E(t) может быть задана в

виде

E (t) = Ed +
Es−Ed

2
e(t) , 0 6 e(t)6 1, (1.79)

как это сделано, например, в [59; 71]. Функция активации e(t) является непре

рывной периодической функцией времени с периодом, равным длительности

сердечного цикла. Для левого желудочка зададим эту зависимость в виде

elv (t) =


1− cos

t
Ts1

π,0 6 t 6 Ts1,

1− cos
t−Ts2

Ts1
π,Ts1 < t < Ts2,

0,Ts2 6 t 6 T.

(1.80)

Для левого предсердия зададим эту зависимость в виде

ela (t) =


0,0 6 t 6 Tpb,

1− cos
t−Tpb

Tpw
2π,Tpb < t < Tpb +Tpw,

0,Tpb +Tpw 6 t 6 T.

(1.81)

Более точно e(t) должна определяться при помощи моделей распространения

потенциала действия по миокарду. На основе одной из реализаций [228] моде

ли О’Хара-Руди [229] длительности потенциала действия в п. 3.3 предложена

методика расчёта изменений длительности систолы, диастолы и сердечного
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выброса в зависимости от частоты сердечных сокращений (ЧСС). Этот ре

зультат может быть использован для параметризации (1.80), (1.81) путём

изменения величин Ts1, Ts2, Tpb, Tpw.

Закон сохранения массы для каждой камеры записывается на основе

(1.39) в виде

dVla

dt
= Ql pv−Qmi,

dVlv

dt
= Qmi−Qao,

(1.82)

где Ql pv — поток их лёгочных вен в предсердие, Qmi — поток из предсердия в

желудочек через митральный клапан, Qao — поток из желудочка в аорту (см.

рисунок 1.9). Отрицательное значение потока означает его направленность в

противоположную сторону.

Потери импульса при протекании крови между камерами или между ка

мерой и соединённым с ним сосудом в зависимости от угла открытия клапана

θk будем описывать законом Пуазейля (1.46) в виде

Qao = gao(θao)
Plv−Psas

Rao
,

Qmi = gmi(θmi)
Pla−Plv

Rmi
,

Ql pv =
Pl pv−Pla

Rl pv
,

(1.83)

где g(θ)=
{

θ min 6 θ 6 θ max,0 6 g(θ)6 1
}

— гладкая монотонная функция от

угла открытия клапана. Будем называть её функцией клапана. Для полно

стью закрытого клапана выполняется g(θ min) = 0, для полностью открытого

клапана имеем g(θ max) = 1.

Ранее предполагалось [3; 70], что времена открытия и закрытия клапа

нов пренебрежимо малы и смена состояния (открытие/закрытие) клапана
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происходит мгновенно. В этом случае функция клапана g(θ) для заранее

заданных моментов времени, в которых происходит смена состояния клапа

на [3], имеет вид

g(θ) =


0,0 6 t < Topen,

1,Topen 6 t 6 Tclose,

0,Tclose < t 6 T,

(1.84)

где T ao
open = 0.15с, T ao

close = 0.33с, T mi
open = 0.44с, T mi

close = 1с. В данной постановке

невозможно учесть некоторые физиологические эффекты, например, обрат

ный поток крови в желудочек из аорты (регургитация) в конце систолы.

Также эту модель сложнее адаптировать к условиям различных значений

ЧСС.

Будем предполагать, что временной интервал, за который происходит

смена состояния клапана, не является малым, то есть открытие и закрытие

клапанов не является мгновенным. Считая, что клапан подчиняется некото

рым уравнениям движения, функцию клапана зададим в виде кусочно-глад

кой монотонной функции, например

g(θk) =



0,θk < θ min
k ,

(1− cosθk)
2(

1− cosθ max
k

)2 ,θ
min
k 6 θk 6 θ max

k ,

1,θk > θ max
k .

k ∈ {ao,mi} (1.85)

Уравнения движения аортального и митрального клапанов зададим на

основе второго закона Ньютона по аналогии с [59; 88]
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d2θao

dt2 =−K f
ao

dθao

dt
+(Plv−Psas)K p

ao cosθao +Kb
aoQao cosθao−Kv

aoQao sin2θao f̃ao,

d2θmi

dt2 =−K f
mi

dθmi

dt
+(Pla−Plv)K p

mi cosθmi +Kb
miQmi cosθmi−Kv

miQmi sin2θmi f̃mi,

(1.86)

где K f
k , K p

k , Kb
k , Kv

k — константы (см. таблицу 1.4). В правой части (1.86) пер

вое слагаемое описывает действие силы трения, возникающей в результате

сопротивления в тканях в основании клапана, второе — силу, приводящую

клапан в движение за счёт градиента давления, спроецированного на нор

маль к клапану, третье — ускорение, сообщаемое потоком крови, четвёртое

— описывает потери, связанные с образованием вихрей за клапаном. В (1.86)

по сравнению с [59; 88] введены функции

f̃ao =
1
2
(
1+ tanh Ãao (Plv−Psas)

)
, Ãao = 10,

f̃mi =
1
2
(
1+ tanh Ãmi (Pla−Plv)

)
, Ãmi = 10,

(1.87)

которые позволяют осуществить гладкое переключение в соответствующих

членах в уравнении (1.87) в соответствии со знаком разницы давлений че

рез соответствующий клапан. Таким образом, четвёртое слагаемое в правой

части (1.86) равно нулю почти всегда при Plv < Psas, Pla < Plv, то есть при

обратном потоке крови (см. (1.83)). Существенным отличием данной моде

ли от [59; 88] является связь модели движения клапанов (1.87) с точечной

моделью динамики объёмов камер сердца (1.78). При этом с учётом (1.82),

(1.83) параметры этой модели в отличие от [3; 70] явно зависят от состоя

ний клапанов, описываемых их углом открытия. Данная постановка впервые

представлена в [131].
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Окончательная математическая постановка задачи динамики сердца в

предположении о мгновенной смене состояния клапанов представляет собой

систему из обыкновенных дифференциальных уравнений и алгебраических

уравнений (1.78)–(1.84). Отказ от предположения о мгновенности смены со

стояния приводит к новой расширенной системе уравнений (1.78)–(1.83) и

(1.85)–(1.87).

Начало сердечного цикла обычно ассоциируется с началом сокращения

желудочков (начало систолы), что является весьма условным, поскольку речь

идёт о периодическом процессе. В итоге в качестве начальных условий могут

быть выбраны величины



Vk(0) =V 0
k ,

dVk

dt
(0) = 0,

θl(0) = 0,
dθl

dt
(0) = 0,

k ∈ {la, lv} , l ∈ {ao,mi}

где V 0
k — значения объёмов камер сердца в начале систолы, камеры и кла

паны в этот момент закрыты и покоятся. Конкретные значения начальных

условий не играют большой роли, поскольку отыскивается периодическое ре

шение, однако их согласованность способствует при проведении численных

расчётов ускоренному выходу решения на квазипериодический режим. Зна

чения коэффициентов приведены в таблице 1.4. Параметры, определяющие

модель динамики клапанов (1.86), выбраны в соответствии с [59].
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Таблица 1.4. Коэффициенты модели.

Параметр Значение Параметр Значение

Elv,s 2.0 мм.рт.ст./мл θ min
ao 0◦

Elv,d 0.05 мм.рт.ст./мл θ max
ao 75◦

Ilv 10−5 мм.рт.ст./мл θ min
mi 0◦

Rlv 4 ·10−5мм.рт.ст.·с/мл θ max
mi 75◦

Ela,s 0.25 мм.рт.ст./мл Psas 100 мм.рт.ст.

Ela,d 0.15 мм.рт.ст./мл Pl pv 37 мм.рт.ст.

Ila 10−5 мм.рт.ст./мл Ts1 0.3 с

Rla 4 ·10−4 мм.рт.ст.· с/мл Ts2 0.44 с

Tpw 0.08с Tpb 0.92 с

K f
oa 50c−1 K f

mi 50c−1

K p
oa 5.5 ·103 рад/c2/мм.рт.ст. K p

mi 5.5 ·103 рад/c2/мм.рт.ст.

Kb
oa 2 рад/(c·м) Kb

mi 2 рад/(c·м)

Kv
oa 7 рад/(c·м) Kv

mi 3.5 рад/(c·м)

Предложенная точечная модель динамики кровотока в сердце основана

на физических принципах и позволяет выполнять физиологически коррект

ные расчёты в нормальных условиях и при некоторых сердечных патологиях.

Преимуществами данного подхода являются незначительность требований к

вычислительным ресурсам и небольшое число параметров, которые могут

быть определены в большинстве кардиоцентров.

Функция клапана g(θ) оказывает значительное влияние на сердечную

динамику. Модель с мгновенным открытием и закрытием клапанов (1.84)

упрощает математическую постановку. В принципе, параметры такой моде

ли (моменты открытия и закрытия клапанов) могут быть определены с по
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мощью широко распространённых методов эхокардиографии. Тем не менее

предположение о мгновенном изменении состояния клапанов расходится с

физиологическими наблюдениями. Это предположение приводит к появле

нию немонотонности в численном решении, проявляющейся в виде нефизио

логичных артефактов. Модель с немгновенной сменой состояния клапанов

позволяет достичь лучшего совпадения с физиологическими данными.

Измерение некоторых параметров модели (коэффициента инерции, гид

равлического сопротивления, переменной функции упругости) может быть

выполнено только в рамках уникального клинического исследования по за

ранее разработанной методике. В медицинских приложениях эти параметры

должны определяться путем подбора известных измеренных и вычисленных

переменных (например, динамика объема камеры, сердечный выброс и т.д.).

1.9. Модель кровотока в микроциркуляторном русле

В данном разделе представлен новый подход, позволяющий генериро

вать модели микроциркуляторных сетей для однородного изотропного мак

роучастка ткани, обладающих физиологически допустимыми структурными

и функциональными характеристиками. Расчеты кровотока в генерируемых

микроциркуляторных сетях основаны на законе Пуазейля с нелинейным ко

эффициентом проводимости и законе сохранения массы. Длины и диаметры

микрососудов задаются в соответствии со статистическими распределениями,

полученными при лабораторных наблюдениях [90]. Сгенерированные струк

туры удовлетворяют ряду физиологических критериев: равномерности рас

пределения площади поверхности сосудов в объёме ткани и равномерности

распределения объёмного кровотока в объёме ткани. Поскольку при транс

порте веществ доставка глюкозы к клеткам организма пропорциональна пло
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щади поверхности сосудов, а доставка кислорода пропорциональна объёмно

му кровотоку, то, фактически, генерируемые модели воспроизводят условия,

соответствующие равномерному снабжению всего рассматриваемого макро

скопического объёма ткани этими ключевыми метаболитами.

1.9.1. Алгоритм реконструкции физиологически реалистичной структуры

микроциркуляторной сети

Реальная структура микроциркуляторного русла представляет собой раз

ветвлённую сеть, соединяющую артериолы и венулы. В этой сети выделяют

основные каналы и отходящие от них истинные капилляры, в которых про

текает основная часть обменных процессов между кровью и межклеточной

жидкостью. Два основных физиологических свойства микроциркуляторного

русла состоят в том, что контакт крови в капиллярах должен происходить

1) с достаточно большой площадью поверхности, 2) в течении достаточно

длительного времени [15]. Критерием достаточности является завершённость

всех обменных процессов (полная отдача кислорода и полное поглощение

углекислого газа и продуктов метаболизма) за счёт диффузии и фильтра

ции/реабсорбции при протекании крови между артериальным и венозным

отделами. Также, заметим, что обменные процессы в однородном изотроп

ном участке ткани должны происходить равномерно во всём объеме. Указан

ные физиологические свойства приводят к требованиям равномерности рас

пределения площади поверхности сосудов в объёме ткани и равномерности

распределения объёмного кровотока в объёме ткани.

Выполнимость первого критерия обеспечивается большой плотностью

сосудов в единице объёма ткани в связи с их малой длинной и диаметром.

Выполнимость второго критерия обеспечивается малой величиной скорости
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кровотока, обусловленной реологическими свойствами крови в сосудах мало

го диаметра, и градиентом давления на концах артериовенозного участка.

Предлагаемый алгоритм не основан на предположении о самоподобной

древовидной фрактальной структуре капиллярной сети. Рассмотрим процесс

реконструкции структуры микроциркуляторного русла в кубе объёмом 1 см3.

Введём систему координат OXY Z, начало которой совпадает с одной из вер

шин куба, а оси параллельны рёбрам исходящим из этой вершины. Работа

алгоритма разделяется на два этапа.

На первом этапе создаются древоподобные структуры аретриол и ве

нул. Для этого производится равномерное разбиение рассматриваемой обла

сти на 23N равные кубические ячейки (каждая сторона делится на h = 2−N) с

координатами вершин
(
xm,yp,zq

)
,
(
xm+1,yp,zq

)
,
(
xm+1,yp+1,zq

)
,
(
xm,yp+1,zq

)
,(

xm,yp,zq+1
)
,
(
xm+1,yp,zq+1

)
,
(
xm+1,yp+1,zq+1

)
,
(
xm,yp+1,zq+1

)
, xm = mh,yp =

ph,zq = qh, m, p,q = 0, . . . ,2N−1. Обозначим такую ячейку как Cm,p,q
0 . В каж

дую ячейку с помощью случайного равномерного распределения по трём ко

ординатам помещаются две вершины нулевого уровня и одна вершина перво

го уровня. Вершины первого уровня соединяются с вершинами нулевого уров

ня рёбрами, представляющими прекапиллярные артериолы и посткапилляр

ные венулы. Затем множество ячеек группируется попарно в области Cm,p,q
1

таким образом, что ячейки C2m,p,q
0 имеют общую грань с ячейками C2m+1,p,q

0 ,

т.е. Cm,p,q
1 = C2m,p,q

0 ∪C2m+1,p,q
0 , m = 0, . . . ,2N−1− 1, p,q = 0, . . . ,2N − 1. В каж

дом из множеств Cm,p,q
1 содержится ровно две вершины первого уровня. Эти

вершины соединяются рёбрами с соответствующей вершиной второго уровня.

При этом вершина второго уровня делит отрезок, соединяющий пару вершин

первого уровня, на равные части и, очевидно, принадлежит Cm,p,q
1 .
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Далее, множества Cm,p,q
1 группируются в множества Cm,p,q

2 :

Cm,p,q
2 =Cm,2p,q

1 ∪Cm,2p+1,q
1 ,m, p = 0, . . . ,2N−1−1,q = 0, . . . ,2N−1. (1.88)

В каждом из множеств Cm,p,q
2 содержится ровно две вершины второго уровня.

Вершины второго уровня из каждой пары аналогичным образом соединяют

ся с вершиной третьего уровня. При этом вершина третьего уровня делит

отрезок, соединяющий пару вершин второго уровня, на равные части.

Множества Cm,p,q
2 группируются в множества Cm,p,q

3 :

Cm,p,q
3 =Cm,p,2q

1 ∪Cm,p,2q+1
1 ,m, p,q = 0, . . . ,2N−1−1. (1.89)

В каждом из множеств Cm,p,q
3 содержится ровно две вершины третьего уров

ня. Вершины третьего уровня из каждой пары Cm,p,2q
1 ,Cm,p,2q+1

1 аналогичным

образом соединяются с вершиной четвёртого уровня. При этом вершина чет

вёртого уровня делит отрезок, соединяющий пару вершин третьего уровня,

на равные части.

Множества Cm,p,q
3 содержат в себе восемь кубических ячеек Cm,p,q

0 и пред

ставляют собой кубические ячейки со стороной 2h. Далее процедура агрега

ции множеств Cm,p,q
j повторяется вместе с сопутствующим вычислением коор

динат вершин уровня j+1 и их соединением с соответствующими вершинами

уровня j. На последнем шаге будем иметь единственную вершину и связный

граф в виде бинарного дерева. Точность пространственного расположения

вершин уровня выше первого не играет существенной роли, поскольку об

менные процессы через стенки сосудов, соответствующих соединяющим их

рёбрам, не происходят. Длины этих сосудов используются как параметры,

обеспечивающие реалистичное гидродинамическое сопротивление при расчё

те стационарного распределения потоков и давлений во всей микрососудистой

сети.
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Данный алгоритм используется для заполнения рассматриваемого куби

ческого участка двумя бинарными деревьями, одно из которых соответствует

артериолам, а другое — венулам. Соединение этих сетей капиллярным руслом

производится на втором этапе.

Рис. 1.10. Пример выполнения первого этапа алгоритма генерации структуры микроцир

куляторной сети. Черными точками обозначены узлы нулевого уровня, серыми точками

обозначены узлы первого уровня, белыми точками обозначены узлы более высоких уров

ней.

На втором этапе происходит подсоединение заранее сгенерированных

древовидных капиллярных структур к двум сетям, созданным на первом эта

пе. Капиллярные структуры соединяются с рёбрами нулевого уровня (т.е. с

рёбрами, соединяющими вершины нулевого и первого уровня сетей, создан

ных на первом этапе). Расположение капиллярных структур производится в
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соответствии со следующими критериями:

1. минимизация расстояний между ближайшими узлами капиллярных ве

ток, которые должны находиться в диапазоне 50-200 мкм;

2. минимизация расстояний между центрами ближайших капилляров;

3. выполнение условий соответствия распределений длин и диаметров ка

пилляров данным, полученным в экспериментальных работах (см. на

пример [90]);

4. сопоставление и объединение концевых точек капиллярных деревьев,

исходящих из артериольной части с концевыми точками капиллярных

деревьев, исходящих из венульной части.

Сравнение общего распределения длин микрососудов при одном запуске

алгоритма с экспериментальными данными показано на рисунке 1.11. Разли

чия между разными сериями незначительны.

Суммарное количество капилляров является входным параметром алго

ритма генерирования сети. Оно определяет глубину капиллярных сетей.

1.9.2. Модель кровотока в микроциркуляторном русле

На сегодняшний день существует ряд весьма сложных подходов к мате

матическому моделированию кровотока в микроциркуляторном русле. Чис

ленные расчёты на основе таких, как правило, нелинейных моделей требуют

значительных вычислительных затрат. Поэтому большинство из них приме

нимы лишь к расчётам кровотока в одном или нескольких капиллярах. Огра

ниченность вычислительных ресурсов, необходимых для расчётов кровотока
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Рис. 1.11. Распределение длин микрососудов: сравнение модели с экспериментальными

данными [90].

в макроскопических участках кровеносной сети с помощью таких вычисли

тельных моделей, в свою очередь существенно ограничивает получение стати

стически обоснованных физиологически корректных результатов. Таким об

разом, моделирование макроучастков микрососудистой сети должно выпол

няться с помощью феноменологических моделей, дающих физиологически

корректную и статистически обоснованную аппрокисмацию параметров кро

вотока. Характерное количество элементов микроциркуляторной сети, крово

снабжающей однородный участок ткани объёмом 1 см3, по порядку величины

равно 105. Рассмотрим такую сеть со структурой, сгенерированной алгорит

мом, описанным в п. 1.9.1.

Пусть V — множество узлов сети, а E — множество рёбер, которые со

ответствуют микрососудам. Каждое ребро задаётся парой концевых узлов

(u,v): u,v ∈V . Каждая конкретная сеть может быть задана парой множеств

(V,E). Пусть кровоток в микроциркуляторном русле рассчитывается на ос

нове закона Пуазейля и закона сохранения массы в узлах, представляющих
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соединения микрососудов.

Quv =
Pv−Pu

Ruv
,∀uv, ∑

uv∈Pu

Quv = 0,∀u, (1.90)

где Quv — поток между узлами u и v, если они соединены ребром (u,v), Pu —

давление в узле u, Ruv — коэффициент гидродинамического сопротивления

ребра (u,v), Pu — множество рёбер, имеющих общий узел u. Для ламинарных

течений ньютоновской жидкости при малых числах Рейнольдса величина Ruv

является постоянной

Ruv =
8µluv

πkuvr4
uv
, (1.91)

где luv — длина ребра, µ — вязкость крови, ruv — радиус ребра, kuv — пара

метр, равный единице для нормальных сосудов и больший единицы в пато

логических случаях (см. п. 3.5.3.) Нелинейные эффекты, связанные с ненью

тоновским поведением крови, предлагается учитывать эмпирической зависи

мостью, дающей физиологически корректное поведение системы

Ruv =
8µluv

πkuvr4
uv
(1+αQ2

uv)
−1. (1.92)

Для малых потоков (малые значения Quv) зависимость (1.92) даёт практи

чески постоянные значения для Ruv. Для больших потоков (относительно

большие значения Quv) гидродинамическое сопротивление Ruv уменьшается.

В данной работе α = 0.4.

Во входящих и исходящих узлах сети задаются физиологически коррект

ные давления, соответствующие известным значениям давления в концевых

капиллярах и венулах. В частности Pin = 35 мм.рт.ст., Pout = 15 мм.рт.ст. По

лученная система нелинейных алгебраических уравнений (1.90), (1.92) реша

ется методом Ньютона. Для сходимости в качестве начального приближения

выбирается решение линейной задачи с постоянным гидродинамческим со

противлением (1.90), (1.91).



Глава 2

Технологии расчёта и программный комплекс

Область интегрирования для сетевых одномерных динамических моде

лей гемодинамики представляет собой набор одномерных ориентированных

отрезков (сосудов), точек соединения сосудов между собой, точек соединения

сосудов с сердцем и с микроциркуляторным руслом.

Во внутренних точках сосудов решается нелинейная гиперболическая си

стема уравнений (1.31). Уравнения типа (1.31) хорошо изучены, и для их ре

шения предложено большое количество различных численных методов. При

менительно к одномерным задачам гемодинамики использовались разрыв

ные методы Галёркина и Тэйлора-Галёркина [190], локально консерватив

ный метод Галёркина второго порядка [177; 230], методы конечных объёмов

высокого порядка [171], конечно-разностные методы с искусственной вязко

стью [185], сеточно-характеристический метод [3; 70; 135; 190], метод, осно

ванный на быстром преобразовании Фурье [223; 231].

Граничные условия в точках соединения сосудов между собой, в точках

соединения с сердцем и с микроциркуляторным руслом представляют собой

системы дифференциально-алгебраических уравнений. Эти условия играют

роль граничных условий для систем (1.31) во внутренних точках сосудов. Они

формируются из законов сохранения массы и импульса, получаемых в резуль

тате предельного перехода из (1.31) для каждого из сосудов в области соеди

нения. Корректная постановка граничных условий для таких задач должна

учитывать поведение характеристик на границе области, определяемой со

ответствующими условиями совместности (1.50). Дискретизация граничных

условий представляет собой систему нелинейных алгебраических уравнений,

105
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решаемую, например, методом Ньютона, или дискретизацию задачи Коши

одним из известных методов, например, методами Рунге-Кутты.

2.1. Численная дискретизация одномерной модели кровотока и

граничных условий

Общий алгоритм вычислений гемодинамических параметров в сосуди

стой сети представляет собой вариант явно-неявной схемы с расщеплением по

времени. Он состоит из двух этапов. На первом явном этапе для нахождения

решения системы (1.31) во всех внутренних узлах расчётных сеток применя

ется явный метод первого порядка аппроксимации по пространству и первого

порядка по времени (см. п. 2.1.1). На втором неявном этапе в концевых точках

сосудов методом Ньютона решаются нелинейные алгебраические уравнения,

либо одним из методов Рунге-Кутты решаются обыкновенные дифференци

альные уравнения, определяющие граничные условия в точках соединения

сосудов, а также на входе и выходах сосудистой сети.

Нелинейные системы алгебраических уравнений в граничных точках вы

водятся при конечно-разностной дискретизации условий совместности для (1.31),

включающей значения, вычисленные на верхнем слое по времени во внут

ренних узлах сетки на первом явном этапе алгоритма (см. п. 2.1.2). Вектор

начального приближения для итераций Ньютона на втором неявном этапе

устанавливается равным значению, полученному на предыдущем временном

шаге. Итерации метода Ньютона сходятся, если шаг по времени достаточно

мал и решение не успевает существенно измениться. Это ограничение выпол

няется благодаря ограничению на шаг по времени, налагаемому условием

устойчивости схемы, используемой на первом этапе во внутренних точках.
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На практике при проведении всех расчётов для снижения погрешности в 105

раз требовалось не более пяти итераций.

2.1.1. Сеточно-характеристический метод для модели кровотока в одном

сосуде

На каждом сосуде введём одномерную сетку с постоянным шагом по

пространству и переменным шагом по времени{(
x j, tn

)
: x j = jh,hJ = L, j = 0, . . . ,J; tn =

n

∑
k=1

τk

}
, (2.1)

где h — шаг по пространству, τk — шаг по времени k, tn — значение времени

после n шагов
(

tn =
n
∑

k=1
τk

)
, L — длина сосуда, J+1 — количество узлов сетки.

Собственные числа λi и левые собственные вектора wi матрицы Якоби

A =

{
∂Fi

∂V j

}
i, j=1,2

=

 v S
1
ρ

∂P
∂S

v

 (2.2)

для вектора правой части F из (1.31) имеют вид

λi = v+(−1)ic(S), wi =
{

S−1c(S), (−1)i
}
, i = 1,2, (2.3)

где

c(S) =

√
S
ρ

∂P
∂S

. (2.4)

Значения сеточной фукнции Vn+1
j во внутренних узлах

(
x j, tn+1

)
сет

ки (2.1) при j = 1, . . . ,J−1 вычисляются с помощью двухшаговой гибридной

явной консервативной схемы, предложенной в [232]

V̂ j = Vn
j− τn+1

(
Fn

j+1−Fn
j−1

)
/2h, (2.5)
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Vn+1
j =V̂ j +

(
Ω
−1BΩ

)
j+1/2

(
Vn

j+1−Vn
j

)
−
(

Ω
−1BΩ

)
j−1/2

(
Vn

j−Vn
j−1

)
+

+
(

Ω
−1DΩ

)
j+1/2

(
V̂ j+1 + V̂ j−Vn

j+1−Vn
j

)
−

−
(

Ω
−1DΩ

)
j−1/2

(
V̂ j + V̂ j−1−Vn

j−Vn
j−1

)
+ τn+1Gn

j ,

(2.6)

где строки матрицы Ω состоят из левых собственных векторов wi, Bi j =

{δi jbi}, Di j = {δi jdi}, i = 1,2,

bi = |σi| [1+5(1− γ)(1−|σi|)/19]/2, di = 6(1− γ)σi(1/|σi|−1)/19,

σi =
τn+1

h
(λi)

n
j , 0 6 γ 6 1.

Вышеприведённая схема является устойчивой при |σi|< 1. В данной ра

боте во всех случаях σi = 0.9. При γ = 1 схема является монотонной и имеет

первый порядок аппроксимации. При γ = 0 схема имеет второй порядок ап

проксимации и является наименее осциллирующей среди всех схем второго

порядка на рассматриваемом шаблоне [232]. В данной работе во всех случаях

считалось, что γ = 0.

2.1.2. Численная реализация граничных условий для одномерной сетевой

модели кровообращения

Система уравнений во внутренних точках сосудов (1.31) имеет гипербо

лический тип. Поэтому краевые условия во всех концевых точках должны

включать условия совместности вдоль характеристик, покидающих область

интегрирования. Для всех режимов кровотока, рассматриваемых в данной

работе характерно v < c(S), что достигается при λ1 < 0, λ2 > 0, т.е. одна из

двух характеристик, определяемых как dx/dt = λi, имеет положительный на

клон, а вторая — отрицательный наклон. На входе в сосуд (x0 = 0) исходящая
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из области характеристика имеет отрицательный наклон, что соответствует

i = 1. На выходе из сосуда (xJ = L) исходящая характеристика имеет положи

тельный наклон, что соответствует i = 2. В общем виде условия совместности

имеют вид

wi ·
∂V
∂ t

+λiwi ·
∂V
∂x

= wi ·G, i = 1,2. (2.7)

Рассмотрим дискретизацию условия совместности (2.7) в первом сеточ

ном узле x0 = 0, i = 1. После завершения работы всех этапов вычислительного

алгоритма на временном слое tn сеточная функция
{

Vn
j

}J

j=0
известна во всех

точках. Далее на первом этапе алгоритма на временном слое tn+1 становятся

известны значения сеточной функции
{

Vn+1
j

}J−1

j=1
во всех внутренних точках.

Используя дискретизации(
∂V
∂x

)n+1

0
≈
−3Vn+1

0 +4Vn+1
1 −Vn+1

2
2h

,

(
∂V
∂ t

)n+1

0
≈

Vn+1
0 −Vn

0
τn+1

и полагая

(wi)
n+1
j ≈ (wi)

n
j , (λi)

n+1
j ≈ (λi)

n
j , j = 0, . . . ,J,n = 0, . . . ,N−1, (2.8)

получаем дискретизацию (2.7), имеющую второй порядок по пространству и

первый порядок по времени [160]

(w1)
n
0 ·

(
Vn+1

0 −Vn
0

τ
+(λ1)

n
0
−3Vn+1

0 +4Vn+1
1 −Vn+1

2
2h

)
= (w1)

n
0 ·Gn+1

0 . (2.9)

Записывая скалярное произведение в (2.9) в координатном виде, полу

чаем условие

wn
0

[
Sn+1

0 −Sn
0 +σ

n
0

(
−3

2
Sn+1

0 +2Sn+1
1 − 1

2
Sn+1

2

)]
−

−
[

vn+1
0 − vn

0 +σ
n
0

(
−3

2
vn+1

0 +2vn+1
1 − 1

2
vn+1

2

)]
= τ

n+1
(

wn
0φ

n+1
0 −ψ

n+1
0

)
,
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которое для краткости и компактности дальнейшего изложения перепишем

в виде

vn+1
0 = α

n+1
0 Sn+1

0 +β
n+1
0 , (2.10)

α
n+1
0 = wn

0,

β
n+1
0 =

[
wn

0

(
σ

n
0

(
2Sn+1

1 − 1
2

Sn+1
2

)
−Sn

0

)
−

−
(

σ
n
0

(
2vn+1

1 − 1
2

vn+1
2

)
− vn

0

)
− τ

n+1
(

wn
0φ

n+1
0 −ψ

n+1
0

)](
1− 3

2
σ

n
0

)−1

.

(2.11)

Дискретизация условия совместности (2.7) в последнем узле при xJ = L,

i = 2 выводится аналогично. Используя приближённые соотношения(
∂V
∂x

)n+1

J
≈

3Vn+1
J −4Vn+1

J−1 +Vn+1
J−2

2h
,

(
∂V
∂ t

)n+1

J
≈

Vn+1
J −Vn

J
τn+1 ,

получаем дискретизацию (2.7) в виде

(w2)
n
J ·

(
Vn+1

J −Vn
J

τn+1 +(λ2)
n
J

3Vn+1
J −4Vn+1

J1
+Vn+1

J−2

2h

)
= (w2)

n
J ·Gn+1

J . (2.12)

Условие (2.12) аппроксимирует (2.7) при i = 2 со вторым порядком точ

ности по пространству и первым порядком точности по времени [160]. Записы

вая скалярное произведение в (2.12) в координатном виде, получаем условие

wn
J

[
Sn+1

J −Sn
J +σ

n
J

(
3
2

Sn+1
J −2Sn+1

J−1 +
1
2

Sn+1
J−2

)]
+

+

[
vn+1

J − vn
J +σ

n
J

(
3
2

vn+1
J −2vn+1

J−1 +
1
2

vn+1
J−2

)]
= τ

n+1
(

wn
Jφ

n+1
J +ψ

n+1
J

)
,

которое для краткости и компактности дальнейшего изложения перепишем

в виде

un+1
J = α

n+1
J Sn+1

J +β
n+1
J , (2.13)
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α
n+1
J =−wn

J,

β
n+1
J =

[
−wn

J

(
σ

n
J

(
1
2

Sn+1
J−2−2Sn+1

J−1

)
−Sn

J

)
−

−
(

σ
n
J

(
1
2

vn+1
J−2−2vn+1

J−1

)
− vn

J

)
+

+ τ
n+1
(

wn
Jφ

n+1
J +ψ

n+1
J

)](
1+

3
2

σ
n
J

)−1

.

(2.14)

Для дальнейшего изложения запишем условия (2.10), (2.13) для обеих

концевых точек x0, xJ в обобщённом виде

vk = αkSk +βk, (2.15)

где k — номер сосуда, для точки, соответствующей началу сосуда у всех ве

личин в (2.15) подразумевается наличие пары индексов (0,n+1), для точки,

соответствующей концу сосуда у всех величин в (2.15) подразумевается нали

чие пары индексов (J,n+1).

Полная система краевых условий в точке соединения Ml сосудов с ин

дексом l включает условия (2.7), (1.52), и один из наборов (1.54), (1.53) или

(1.55). В результате получаем систему нелинейных алгебраических уравне

ний с 2Ml +1 неизвестными. Размерность этой системы может быть снижена

до Ml, при этом вектор неизвестных имеет вид S = {Skm}
Ml
m=1, где km — номера

сосудов в области соединения l

Q(S) = ASII+BS+RP(S)+D = 0, (2.16)

SII =
{

S2
km

}Ml

m=1
, P = {Pkm(Skm)}

Ml
m=1 ,

A = {Amm}Ml
m=1 , B = {Bmm}Ml

m=1 , R = {Rmm}Ml
m=1 , D = {Dm}Ml

m=1 .
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При использовании (1.53) получаем

Amm = ∆εkmαkm,Amn = 0,m 6= n,

Bmm = ∆εkmβkm,Bmn = 0,m 6= n,

Rmm =−
Ml

∑
n=1
j 6=m

Ml

∏
p=1
p6=m
p 6=n

Rl
kp
,Rmn =

Ml

∏
p=1
p 6=m
p6=n

Rl
kp
,

Dmn = 0,∆ =
Ml

∑
i=1

Ml

∏
j=1
j 6=i

Rl
k j
,m,n = 1, . . . ,Ml.

(2.17)

При использовании условий (1.54) получаем

Amm = δαkm,Amn = 0,m 6= n,

Bmm =
βkm

2αkm

(
δ −

εkm

2αkm

)
,Bmn =−εknβkn,m 6= n,

Rmm = 2
(

δ − 1
αkm

)
,Rmn =−

2
αkn

,m 6= n,

Dm = β
2
km

(
δ −

εkm

αkm

)
,δ =

Ml

∑
m=1

εkm

αkm

,m,n = 1, . . . ,Ml.

(2.18)

При использовании (1.55) система (2.16) сводится к одному уравнению.

Поскольку P(S) — монотонная функция, то (1.55) однозначно разрешимо от

носительно Skm

Skm = P̃km

(
Pl

node

)
, (2.19)

где P̃(P) — обратная функция к P(S). Подставляя (2.19) и (2.15) в (1.52),

получаем уравнение

∑
k=k1,k2,...,kMl

εk

(
αkP̃2

k

(
pl

node

)
+βkP̃k

(
Pl

node

))
= 0 (2.20)

для переменной Pl
node.
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Система уравнений (2.16) и уравнение (2.20) решаются методом Ньюто

на. Итерационная процедура имеет вид

Sr+1 = Sr−J(Sr)−1Q(Sr) , J =

{
∂Qi

∂S j

}
. (2.21)

Сходимость к физиологически корректному корню обеспечивается выбором

начального приближения с предыдущего временного слоя.

2.2. Численное исследование новых граничных условий

Рассмотрим две группы численных экспериментов. В первой группе чис

ленных экспериментов (см. п. 2.2.1) рассмотрим случай соединения двух оди

наковых сосудов и одного сосуда с теми же параметрами, но вдвое большей

длины (модель сплошного сосуда). Будем сравнивать численное решение в со

единённых сосудах с численным решением в сплошном сосуде в зависимости

от модели граничных условий в узле. Численное решение в сплошном сосу

де будем считать эталонным, поскольку получение аналитического решения

данной задачи не представляется возможным.

Во второй группе численных экспериментов (см. п. 2.2.2) рассмотрим

модификацию случая, рассматриваемого в первой группе, состоящую в до

бавлении бокового ответвления. Будем сравнивать численное решение в двух

магистральных сосудах с численным решением в сплошном сосуде в зависи

мости от радиуса (поперечного сечения) ответвления.

Для всех случаев СРПВ 900 см/с, шаг по пространству h = 1 см, шаг по

времени τ = 5 ·10−5 c. Для всех случаев за исключением модели сплошного

сосуда L = 10 см. Для модели сплошного сосуда L = 21 см. В первой группе

численных экспериментов для всех случаев d = 2см. Во второй группе d1 =

d2 = dsingle = 2см, 0.4см 6 d3 6 2см

(
(S0) j =

πd2
j

4

)
.
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Расчёты во внутренних точках сосудов проводились с помощью моно

тонной сеточно-характеристической схемы первого порядка [232]. Расчёты

области соединения сосудов проводились с помощью явного метода Эйлера

первого порядка. Расчёт внутренних и граничных точек производился по

очерёдно, что в целом представляет собой вариант схемы с расщеплением.

Используемый шаг по времени обеспечивает устойчивость обоих методов.

2.2.1. Сравнение модели сплошного сосуда с моделью сосуда, разделённого

точкой соединения

Рассмотрим модель, состояющую из двух последовательно соединённых

сосудов, параметры которых близки к типичным параметрам аорты челове

ка. Рассмотрим влияние модели граничных условий в области соединения на

численное решение. Будем рассматривать три типа граничных условий в об

ласти соединения, которые включают в себя (1.54), (1.55) или (1.58) и один

сплошной сосуд вдвое большей длины.

На рисунках 2.1, 2.2 представлены результаты расчётов давления P и

скорости u с граничными условиями, включающими (1.58) в течении 10 сер

дечных циклов (10 с) на расстоянии 11 см от входа в первый сосуд. Это

соответствует началу второго сосуда вблизи точки соединения. Временной

период, равный десяти сердечным циклам, выбран исходя из необходимости

контроля за установлением периодического режима, поскольку начальные

условия этому режиму не соответствуют. Как видно из рисунков 2.1, 2.2,

установление периодического режима происходит за один сердечный цикл.

Отсчёт давления производится от минимального (диастолического) давления

в аорте. Результаты расчётов находятся в физиологическом диапазоне [15;

16].
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Рис. 2.1. Давление на расстоянии 11 см от входа (расчёт по модели с использованием

(1.58)).

Рис. 2.2. Скорость на расстоянии 11 см от входа (расчёт по модели с использованием

(1.58)).

Сравним разность численного решения в соединённых сосудах и чис

ленного решения в сплошном сосуде в зависимости от модели граничных

условий в узле. Будем трактовать эту разность как погрешность. На рисун

ках 2.3, 2.4 представлены абсолютные отклонения давления dP и скорости
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du в центре сплошного сосуда (на расстоянии 11 см от входа) численного

решения в сплошном сосуде от численных решений, полученных в моделях

с использованием (1.54) и (1.58). Максимальные абсолютные отклонения на

блюдаются в начале и в конце систолы. Модель с использованием (1.54) де

монстрирует существенно более высокую погрешность в начале систолы.

Рис. 2.3. Абсолютная погрешность давления на расстоянии 11 см от входа для модели с

использованием (1.58) (линия с маркерами) и модели с использованием (1.54) (линия без

маркеров).

На рисунках 2.5, 2.6 представлены распределения максимальных по вре

мени абсолютных отклонений давления dP и скорости du между численным

решением в сплошном сосуде и численными решениями в моделях с исполь

зованием (1.54) и (1.58) по длине сосуда. Как видно из рисунков 2.3, 2.4,

максимумы для модели с использованием (1.54) достигаются периодически

в начале каждой систолы, а максимумы для модели с использованием (1.58)

достигаются периодически в конце каждой систолы.

Следует отметить, что на рисунках 2.5, 2.6 для модели с использованием

(1.54) в области соединения сосудов наблюдается скачок абсолютного откло
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Рис. 2.4. Динамика абсолютной погрешности скорости на расстоянии 11 см от входа для

модели с использованием (1.58) (линия с маркерами) и модели с использованием (1.54)

(линия без маркеров).

Рис. 2.5. Максимум абсолютной погрешности давления по длине сосуда для модели с

использованием (1.58) (линия с маркерами) и модели с использованием (1.54) (линия без

маркеров).

нения численного решения как для давления, так и для скорости. Для мо

дели с использованием (1.58) происходит незначительное падение абсолютно
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Рис. 2.6. Максимум абсолютной погрешности скорости по длине сосуда для модели с ис

пользованием (1.58) (линия с маркерами) и модели с использованием (1.54) (линия без

маркеров).

го отклонения давления. При этом абсолютная погрешность скорости непре

рывна. Таким образом, наличие точки соединения сосудов с использованием

(1.54) приводит к значительному повышению абсолютной погрешности реше

ния при переходе через точку соединения. При переходе от модельной задачи

к реалистичной сети, содержащей сотни точек, это может существенно иска

зить результаты.

Максимальная относительная разница численных решений между моде

лью с использованием (1.54) и моделью с использованием (1.55) составила

не более 0.5% для давления и не более 0.1% для скорости. Для сохранения

наглядности результаты расчётов по модели с использованием (1.55) на ри

сунках 2.1–2.6 не представлены. Всё сказанное по поводу модели с использо

ванием (1.54) остаётся справедливым и для модели с использованием (1.55).
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2.2.2. Сравнение модели сплошного сосуда с моделью бифуркации

Рассмотрим модель, состоящую из двух последовательно соединённых

магистральных сосудов, к которым присоединён ещё один сосуд (ответвле

ние). Магистральные сосуды имеют те же параметры, что и в п. 2.2.1, а

диаметр ответвления изменяется от 2 см до 0.4 см, т.е. от 100% до 4% от

значения в магистральных сосудах.

На рисунках 2.7, 2.8 представлены максимальные (систолические) значе

ния давления и скорости в зависимости от длины для двух сегментного маги

стрального сосуда при различных диаметрах ответвления, поскольку именно

эти величины наиболее сильно отличаются по отношению к соответствую

щим величинам в одном сплошном сосуде (представлены на рисунках 2.7,

2.8 сплошной линией без маркеров). Из рисунка 2.7 видно, что уменьшение

диаметра приводит к повышению систолического давления в магистральном

сосуде до величины, которая наблюдается в сплошном сосуде. Аналогично

ведёт себя и скорость на рисунке 2.8.

Представление о количественной оценке сходимости к решению в сплош

ном сосуде даёт рисунок 2.9, на котором представлена зависимость макси

мальной относительной разницы давления и скорости в зависимости от отно

шения параметра (S0)3 в ответвлении к (S0)1,2 магистрального сосуда. При

снижении (S0)3/(S0)1,2 от 1 до 0.4 относительное отклонение как давления,

так и скорости падает от 50% до 3%, что соответствует теоретическим ожи

даниям в предельном случае при d3 −→ 0.
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Рис. 2.7. Максимальное (систолическое) давление по длине магистрального сосуда при

разных диаметрах ответвления.

Рис. 2.8. Максимальная (систолическая) скорость по длине магистрального сосуда при

разных диаметрах ответвления.
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Рис. 2.9. Максимальное относительное отклонение скорости и давления от значений в

сплошном сосуде в зависимости от доли площади ответвления.
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2.3. Численная реализация модели кровотока в сердце

При значениях параметров, лежащих в физиологическом диапазоне, си

стема обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая модель

кровотока в сердце с мгновенным открытием и закрытием клапанов (1.78) –

(1.84) и с учётом динамики открытия и закрытия клапанов (1.78) — (1.83),

(1.85) — (1.87), является жёсткой с коэффициентом жёсткости ∼ 105. Для их

численной дискретизации в данной работе используется неявный одношаго

вый A− и L−устойчивый метод Рунге–Кутты третьего порядка аппроксима

ции типа предиктор–корректор. Идея построения данного метода основана

на рассмотрении расширенной системы (метод пар Обрешкова [233]).

Используя обозначения

y =

(
Vlv

dVlv

dt
Vla

dVla

dt
θao

dθao

dt
θmi

dθmi

dt

)T

, (2.22)

g5 (y5) = gao (θao) ,g7 (y7) = gmi (θmi) , R̃l pv =
1

Rl pv
, (2.23)

и исключая из (1.78), (1.82), (1.83), (1.85) величины Plv, Pla, Qao, Qmi, Ql pv ,

получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого по

рядка в виде
dy
dt

= f(t,y) , (2.24)
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где

f1 = y1,

f2 =
1
Ilv

((
R̃l pv +g7

G
−Rlv

)
y2 +

g7

G
y4− elv (t)

(
y1−V 0

lv

)
+P0

lv+

+
g5
(
R̃l pv +g7

)
G

Psas−
g7

G
Pl pv

)
,

f3 = y4,

f4 =
1
Ila

(
g7

G
y2 +

(
g5 +g7

G
−Rla

)
y4− ela (t)

(
y3−V 0

la

)
+P0

la +
g5g7

G
Psas−

− g5 +g7

G
R̃l pvPl pv

)
,

f5 = y6,

f6 =
1
G

((
R̃l pv +g7

)
y2 +g7y4 +

(
g5
(
R̃l pv +g7

)
−G

)
Psas−g7R̃l pvPl pv

)
×

×

(
K p

ao cosy5 +g5

(
Kb

ao cosy5−Kv
ao sin2y5 f̃ao

))
,

f7 = y8,

f8 =
1
G

(
R̃l pvy2 +g5y4 +g5R̃l pvPsas−g5R̃l pvPl pv

)(
K p

mi cosy7+

+g7

(
Kb

mi cosy7−Kv
mi sin2y7 f̃mi

))
,

(2.25)

G =−R̃l pv (g5 +g7)−g5g7, (2.26)
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f̃ao =
1
2

(
1+ tanh

Ãao

G

[(
R̃l pv +g7

)
y2 +g7y4 +

(
g5
(
R̃l pv +g7

)
−G

)
Psas−g7R̃l pvPl pv

])
,

f̃mi =
1
2

(
1+ tanh

Ãmi

G

[
− R̃l pvy2 +g5y4−g5R̃l pv

(
Psas +Pl pv

)])
.

(2.27)

Для численного решения (2.24) используем метод пар Обрешкова [233;

234]. В соответствии с ним рассмотрим расширенную систему для (2.24)

dy
dt

= f(t,y) ,
dw
dt

=
∂ f
∂ t

+
∂ f
∂y

f, w =
dy
dt

. (2.28)

Обобщённая запись одношаговых методов Рунге-Кутты для численной дис

кретизации этой системы имеет вид

R
(

yn+1
)
=

1

∑
k=0

[
aky− τbkf− τ

2ck

(
∂ f
∂ t

+
∂ f
∂y
· f
)]

t=tn+k,y=yn+k
. (2.29)

Данное уравнение решается методом Ньютона

yn+1
s+1 = yn+1

s −B−1
(

tn+1,yn+1
)

R
(

yn+1
s

)
, s = 1,2, . . . , yn+1

0 = yn, (2.30)

B=
∂R

∂yn+1 =E−τb
∂ f
∂y
−τ

2c

(
∂

∂y

(
∂ f
∂ t

)
+

(
∂ f
∂y

)2

+C

)
,C=

{(
∂

∂y j

(
∂ f
∂y

))
· f
}

j
.

(2.31)

В соответствии с [234] набор параметров

a1 = 1,a0 =−1,b0 =
1
2
+ c0 + c1,b1 =

1
2
− c0− c1,c1 = c0−

1
6
,c1 = 0 (2.32)

определяет A−, L−устойчивую схему третьего порядка аппроксимации.
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2.4. Программный комплекс

Программная реализация всех моделей была выполнена на языке Fortran.

Код структурирован и позволяет независимо изменять различные модули, за

дающие правую часть системы гиперболических уравнений, численный метод

для расчёта внутренних точек, численный метод для расчёта точек соеди

нения сосудов, численный метод для системы обыкновенных дифференци

альных уравнений, описывающих динамику кровотока в камерах сердца. На

входе в вычислительный модуль подаются файлы, содержащие одномерную

структуру сосудистой сети, функциональные параметры элементов (сосудов,

камер сердца и т.п.), начальные условия. Возможен запуск в режиме продол

жения расчётов на основе предварительно сохранённых данных.

Для расчёта кровотока в области микроциркуляции задаются количе

ство сосудов, размер области, частота встречаемости сосуда в зависимости

от длины и корреляция между длиной и диаметром сосуда, давление на вхо

де и выходе из сети, вязкость крови.

Сборка вычислительного модуля, адаптированного для расчёта крово

тока в коронарных сосудах и, в том числе, показателя ФРК на основе инди

видуальных данных пациентов, была встроена в пакет MultiVox [235]. Дан

ный пакет позволяет подготовить данные для расчётов с помощью интуи

тивно понятного пользовательского интерфейса. Использование интерфейса

MultiVox не требует специальных навыков в области обработки данных, ма

тематического моделирования и численных методов. Интерфейс позволяет

обрабатывать DICOM изображения, полученные при КТ исследовании и по

лучать трёхмерную и одномерную структуры аорты и коронарных сосудов

пациента (см. рисунок 2.10). Пользователь может управлять процессом сег

ментации путём изменения порогового значения фильтра Франжи, выделяю
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щего трубчатые структуры (сосуды). Стандартное значение (по умолчанию)

для этого параметра оценивается автоматически. Большие значения парамет

ра повышают уровень детализации, однако при этом повышается и уровень

шума. Меньшие значения параметра снижают влияние шума, однако и коли

чество распознаваемых мелких сосудов снижается. Таким образом, изменяя

данный параметр, пользователь может получить более чёткую структуру ко

ронарных сосудов.

Рис. 2.10. Сегментация коронарных сосудов и задание параметров моделирования в

MultiVox.

Модуль обработки и подготовки данных также позволяет автоматиче

ски определять области сужения артерий и их параметры (длина суженной

области и степень сужения). Впоследствии пользователь может изменить эти

параметры или добавить в модель дополнительные области сужений или стен

ты. Это позволяет, например, проводить виртуальный анализ последствий

возможных сосудистых операций при различных вариантах стентирования



127

при многососудистом поражении.

После настройки модели выполняются расчёты с помощью одномерной

модели коронарной гемодинамики. В результате получаются значения ФРК

для всех заданных стенозов. Длительность выполнения всех этапов подготов

ки данных и вычислений составляет не более получаса при запуске на персо

нальном компьютере. Фактическое время зависит от сложности структуры

сосудистой сети и количества стенозов в ней.



Глава 3

Приложения в физиологии и персонализированной

медицине

3.1. Идентификация параметров моделей гемодинамики

Клиническое применение вычислительных гемодинамических моделей

требует задания геометрии кровеносного русла (структуры и пространствен

ных свойств сосудистой сети) и его функциональных параметров в соответ

ствии с особенностями конкретного пациента на основе рутинного обследова

ния с помощью распространённых на практике методов диагностики.

Геометрия локального участка сосудистого русла может быть восстанов

лена методами сегментации МРТ/КТ изображений или реконструирована

на основе анатомических атласов, включающих типовые случаи, экспертных

оценок и статистического анализа. Функциональные параметры включают

ударный объём (УО), периферическое сопротивление, упругость стенок сосу

дов. Их первичные значения могут быть оценены на основе общеизвестных

физиологических закономерностей с использованием таких параметров, как

пол, возраст, рост, вес, стиль жизни (интенсивность курения и употребления

алкоголя, интенсивность занятий спортом), данных о системных и хрониче

ских заболеваниях. Дальнейшая валидация функциональных параметров мо

жет быть выполнена косвенным образом путём сопоставления результатов

моделирования и измеренных величин (скорость кровотока, давление) у кон

кретного пациента.
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3.1.1. Сегментация данных МРТ/КТ

Современные методы диагностики (МРТ и КТ исследования) позволяют

получать данные о структуре локальных участков сосудистого русла конкрет

ного пациента. Математический анализ таких данных с целью построения гео

метрической структуры стенок сосудов называется сегментацией. Наиболее

распространённые современные алгоритмы сегментации данных МРТ/КТ,

представляющих набор последовательно идущих с небольшим пространствен

ным шагом срезов, состоят из нескольких этапов. На первом этапе сроится

трёхмерная структура рассматриваемой области. На втором этапе выделяют

ся центральные линии сосудов, производится их декомпозиция на последо

вательные сегменты. На третьем этапе производится генерация одномерной

структуры сосудистого русла, на которой в качестве параметров задаются

распределения редуцированных параметров (длины и диаметры сосудистых

сегментов).

Набор алгоритмов сегментации, использованный в данной работе, раз

работан членами рабочей группы по моделированию кровотока и сосудистых

патологий (Институт вычислительной математики им. Г.И. Марчука РАН),

сотрудниками лаборатории физиологии человека (МФТИ) и лаборатории ма

тематического моделирования в биомедицине (Сеченовский университет). По

дробное описание этих алгоритмов может быть найдено в [6; 20; 21; 38; 236].

3.1.2. Кривая сердечного выброса

В качестве граничных условий для одномерной динамической модели на

входе в сосудистую сеть требуется задание зависимости кровотока от времени

(кривая сердечного выброса, КСВ) (см. п. 1.4). Как правило, такая инфор

мация недоступна в клинике из-за трудоёмкости измерения и недоступности
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средств диагностики. Эту зависимость можно оценить путём масштабирова

ния типичной КСВ на основе других известных из измерений данных.

Ударный объём (УО) — это объём крови, выбрасываемый левым желу

дочком в аорту за одно сокращение. Он может быть оценён, например, по

данным эхокардиографии. УО равен интегралу по периоду сердечного цикла

от КСВ и может быть использован для её определения. Период сердечного

цикла определяется на основе данных о ЧСС и совпадает с периодом КСВ.

Данные о длительности систолы и диастолы позволяют повысить степень ин

дивидуализации. Зависимость УО, длительности систолы и диастолы от ЧСС

анализируются далее в п. 3.3. Пример масштабирования КСВ при различной

ЧСС показан на рисунке 3.1.

Рис. 3.1. Масштабирование КСВ в зависимости от ЧСС.

КСВ может быть рассчитана, например, с помощью точечной динами

ческой модели сердца (см. п. 1.8). В этом случае требуется определение ин

дивидуальных значений параметров модели. Часть из них (объёмы камер,

моменты открытия и закрытия клапанов, начало систолы и диастолы) мо
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гут быть определены широко распространёнными методами ультразвуковой

диагностики. Определение ряда других параметров (константы кривой пере

менной упругости в (1.79), максимальные углы открытия клапанов) не столь

очевидно и может быть выполнено на основе общеизвестных физиологиче

ских данных и путём решения задач оптимизации.

3.1.3. Терминальное сопротивление

При использовании закона Пуазейля (1.53) в качестве граничного усло

вия в областях соединения терминальных артерий и вен требуется задание

коэффициентов гидродинамического сопротивления R, характеризующих из

менение давления при преодолении кровотоком соответствующих областей

микроциркуляции. Первичные оценочные значения R выбираются таким об

разом, чтобы рассчитываемые в вычислительных экспериментах скорости и

давления соответствовали общеизвестным физиологическим значениям [15;

16]. Например, для артерий шеи и головы (брахиоцефальных артерий, БЦА)

(см. рисунок 3.2) следующие значения терминального гидродинамического

сопротивления позволяют получить физиологически приемлемую скорость

кровотока: для дуги аорты, переходящей в грудную аорту R = 250 дин·с/см5,

для подключичных артерий (лПКА и пПКА) R = 4 кдин·с/см5, для наруж

ных сонных артерий (лНСА и пНСА) R = 40 кдин·с/см5, для остальных кон

цевых артерий R = 400 кдин·с/см5.

При моделировании кровотока у конкретного пациента значения коэф

фициентов гидродинамического сопротивления подбираются путём миними

зации отклонения между измеренными и вычисленными значениями скоро

сти кровотока в контрольных точках. В качестве примера приведём контроль

ные точки измерения линейной скорости кровотока в БЦА с помощью ультра
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Рис. 3.2. Пример индивидуальной трёхмерной и одномерной структуры артерий головы

и шеи. Точками обозначены области измерения линейной скорости кровотока с помощью

ультразвуковой допплерографии. Обозначения: правая (п), левая (л), общая сонная арте

рия (ОСА), внутренняя сонная артерия (НСА), внешняя сонная артерия (ВСА), позво

ночная артерия (ПА), подключичная артерия (ПКА).

звуковой допплерографии (см. правую часть рисунка 3.2). При значительном

отклонении рассчитанной скорости кровотока от измеренной (более 20%) со

противления концевых сосудов, лежащих ниже по течению, корректируются:

при превышении вычисленной скорости значения R уменьшаются и наоборот.

Шаг изменения составляет 1% от исходного значения, максимальное откло

нение не превышает 10% от исходного значения, что позволяет сохранить

значения параметров в рамках физиологически допустимого диапазона. В

первую очередь изменяются сопротивления в сосудах, расположенных ближе

к дуге аорты. В результате выбирается комбинация концевых сопротивлений,

обеспечивающая наименьшее среднее отклонение измеренных и вычисленных

значений в контрольных точках.



133

3.1.4. Упругость материала стенок сосудов

Упругость стенки сосуда характеризуется в (1.26) СРПВ (c0) в нена

пряжённом состоянии. Большие значения c0 соответствуют более жёсткому

материалу, а меньшие значения c0 соответствуют более упругому материалу.

СРПВ связана с упругостью сосуда [237] и модулем упругости его материа

ла [238]. Значения c0 могут быть измерены напрямую в артериях [239; 240].

Однако необходимое для этого оборудование является достаточно редким,

а методика измерений позволяет получить лишь характерные значения для

организма в целом.

Первичные оценки СРПВ могут быть сделаны на основе литературных

данных [241; 242]. Затем эти значения могут быть отмасштабированы с учё

том физиологического статуса, образа жизни пациента, наличия системных и

хронических заболеваний и т.п. Такой подход даёт хорошее начальное прибли

жение для значений СРПВ с учётом основных характеристик пациента и его

клинической истории. Дальнейшее уточнение параметра для каждого отдель

ного сосуда возможно при наличии измеренных с помощью ультразвуковой

допплерографии значений скоростей в контрольных точках. При отклонении

рассчитанной скорости кровотока от измеренной более чем на 5% требуется

изменение c0.

Изменения материала стенки сосудов, вызванные старением, приводят

к повышению жёсткости сосудов. Линейная интерполяция даёт

c0(y) =


ca, y < ya

ca +(y− ya)
cb− ca

yb− ya
, ya 6 y 6 yb

cb, y > yb

(3.1)

где y — возраст пациента, ca и cb — скорость пульсовой волны для молодо
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го человека (ya = 20 лет) и человека в преклонном возрасте (yb = 80 лет),

соответственно. В соответствии с [243; 244] заданы значения: ca = 500 см/с,

cb = 650 см/с. У женщин процесс повышения жёсткости стенок с возрастом

имеет большую длительность [238], что можно учесть в (3.1) путём увеличе

ния yb на 10 лет.

Ряд факторов, влияющих на СРПВ, может быть учтён с помощью вве

дения поправочных коэффициентов

c̃0 = c0αhyperαsmokeαsport . (3.2)

Коэффициент αhyper в (3.2) определяет зависимость СРПВ от систо

лического артериального давления. Для нормального систолического арте

риального давления (Pnorm = 120 мм. рт. ст.) αhyper = 1. При развитии ар

териальной гипертонии наблюдается рост СРПВ (αhyper = 1.5 при phyper =

220 мм. рт. ст. [245]), что может быть выражено как

αhyper (Psyst) = 1+
Psyst−Pnorm

2
(
Phyper−Pnorm

), (3.3)

где Psyst — систолическое артериальное давление у пациента.

Множитель αsmoke в (3.2) определяет зависимость СРПВ от интенсивно

сти употребления табака. В таблице 3.1 представлена зависимость αsmoke от

продолжительности курения и количества выкуриваемых в день сигарет.

Таблица 3.1. Зависимость СРПВ от интенсивности курения [246]. Среднее потребление —

менее 10 лет, менее половины пачки в день; высокое потребление — более 10 лет, более

одной пачки в день.

Некурящий Среднее потребление Высокое потребление

αsmoke 1.0 1.2 1.5
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Множитель αsport в (3.2) определяет зависимость СРПВ от уровня спор

тивной подготовки. В зависимости от вида спорта может наблюдаться как

повышение, так и понижение СРПВ (см. таблицу 3.2).

Таблица 3.2. Зависимость СРПВ от вида спорта [241; 244].

Нетренированный Бег на длинные Тяжёлая Плавание

дистанции атлетика

αsport 1.0 0.6 1.5 0.9

Различные системные и хронические заболевания могут оказывать зна

чительное влияние на упругость материала стенки артерий. Например, пря

мая связь между ожирением и СРПВ не установлена. Однако, по данным

некоторых исследований, существует связь между объёмом жира в области

миокарда и снижением упругости коронарных сосудов. Избыточная масса

тела может быть косвенно учтена в (3.2) путём введения коэффициента, за

висящего от легко доступного для измерений индекса массы тела на основе

роста и веса и его связи с ожирением [247; 248].

Исследования механических свойств сонной артерии, брюшной аорты

[249] и коронарных артерий [248] у пациентов с сахарным диабетом показы

вают отсутствие заметных изменений у мужчин и повышение жёсткости ар

терий у женщин. При этом пациенты с гипергликемией имеют более жёсткие

коронарные сосуды. Для пациентов от 40 до 50 лет это повышение составляет

приблизительно 35%.

Проводя рассуждения, аналогичные вышеприведённым, в (3.2) можно

добавить и другие коэффициенты. Изучение таких зависимостей выходит за

рамки данной работы и является предметом биологических и медицинских

исследований.
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3.1.5. Методика идентификации функциональных параметров на основе

измеряемых индивидуальных данных

Суммируем соображения, изложенные в пп. 3.1.2–3.1.4, в виде следую

щего алгоритма.

Этап 1. Задаются КСВ и первичные значения терминального артери

о-венозного гидродинамического сопротивления и СРПВ по (3.1), (3.2).

Этап 2. Корректировка концевых гидродинамических сопротивлений

путём минимизации отклонений рассчитываемых и измеренных скоро

стей в контрольных точках.

Этап 3. Кооректировка СРПВ путём минимизации отклонений рассчи

тываемых и измеренных скоростей в контрольных точках.

Описанная трёхэтапная процедура позволила во всех рассматриваемых

далее случаях добиться расхождения между измеренными и вычисленными

величинами в среднем на 5%.



137

3.2. Персонализированное моделирование кровотока в сосудах

головы и шеи

Доставка кислорода и питательных веществ в мозг осуществляется по

четырём сосудам: левой и правой общим сонным (лОСА, пОСА) и позвоноч

ным артериям (пПА, лПА), отходящим от аорты и от подключичных артерий

(см. рисунок 3.3). На расстоянии 10-15 см от начала каждая ОСА делится

на наружную (НСА) и внутреннюю (ВСА) сонные артерии. НСА снабжают

кровью лицевые мышцы и переходят в височные артерии. ВСА идут к Вил

лизиеву кругу (ВК). Их ветви снабжают кровью глаза, барабанную полость и

другие области головы. ПА питают заднюю часть шеи и соединяются в бази

лярную артерию, переходящую в ВК. ВК является областью соединения всех

артерий, питающих головной мозг. Такая анатомическая организация сосуди

стого русла приводит к перераспределению кровотока при его нарушении в

одном или нескольких подводящих путях (лОСА, пОСА, пПА, лПА).

Доля крови, протекающей по сосудам головы и шеи (церебральный от

дел ССС), составляет до 20% от общего объема крови, выбрасываемого в

системный круг. При высокой активности нейронов церебральный кровоток

может возрастать на 50% относительно состояния покоя. Сосудистые забо

левания головного мозга и связанные с ними гемодинамические отклонения

представляют существенную социально-экономическую проблему, т.к. явля

ются одной из главных причин инвалидизации и смертности [250]. Недоста

ток кислорода (гипоксия) и избыток углекислого газа (гиперкапния) в мозге в

течение небольшого (несколько минут) промежутка времени приводят к необ

ратимым изменениям в тканях мозга и могут оказаться причиной летального

исхода.
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Рис. 3.3. Типичная схема строения основных артерий головы и шеи.

Стенозирующий атеросклероз является одной из наиболее частых при

чин нарушения церебрального кровотока и развития ишемических инсультов.

В силу высоких рисков летального исхода или острого нарушения церебраль

ного кровотока (от 1.5% до 10% случаев) устранение стенозов хирургически

ми методами, включающими вырезание бляшки (эндартерэктомию) или стен

тирование, показано только пациентам с тяжёлым атеросклеротическим по

ражением (степень стеноза более 70% при ультразвуковом исследовании или

более 50% при ангиографии) [251; 252]. В п. 3.2.1 кратко представлены наибо

лее распространённые в настоящее время модели для разницы давлений на

стенозированном участке сосуда. Описана методика моделирования стеноза,
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используемая в данной работе.

Персонализированное моделирование позволяет более детально проана

лизировать влияние хирургического вмешательства на кровоток в сосудах

головы и шеи и оценить его необходимость и эффективность. В п. 3.2.2 рас

смотрена методика персонализированного анализа с помощью одномерной

сетевой вычислительной модели гемодинамики. Для настройки модели ис

пользуются данные о структуре сосудистого русла и клинические данные в

стенозированной сети. Точность оценивается путём сравнения результатов

расчётов в сосудистой сети без стенозов и клинических данных после прове

дения операции.

Полным ВК обладают менее 50% населения. Влияние наиболее распро

странённых видов ВК на кровоток артериях головы и шеи при стенозах про

анализировано в п. 3.2.3. Данное исследование актуально, поскольку сосуды,

формирующие ВК, имеют небольшой размер. Они могут оказаться нераспо

знанными в силу ограничений чувствительности КТ исследований и алго

ритмов сегментации. Это следует учитывать при проведении вычислитель

ных оценок гемодинамических параметров с использованием индивидуаль

ных данных.

Патологическая извитость (ПИ) сонных и позвоночных артерий нахо

дится на втором месте после атеросклеротического поражения сосудов цере

брального отдела [253] среди причин, вызывающих острые нарушения моз

гового кровообращения. ПИ встречается у 25% пациентов с клиническими

симптомами сердечно-сосудистых заболеваний и у 30% от всех умерших от

инсульта.

Подход к моделированию кровотока в мозговых артериях при ПИ сон

ных артерий предложен в п. 3.2.4. Также приведён пример анализа кровотока
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в сосудах головы и шеи с ПИ сонной артерии при патологическом сниже

нии артериального давления (гипотонии). До настоящего времени работы по

моделированию кровотока в сосудах с ПИ с помощью одномерных моделей

встречаются достаточно редко [254—256].

3.2.1. Оценки разницы давлений в стенозированном сосуде

Атеросклероз — это хронический воспалительный процесс в стенках ар

терий, приводящий к их утолщению и образованию бляшек. Это заболевание

связано с изменениями протекающих в организме клеточных процессов, ко

торые в свою очередь вызывают биомеханические изменения стенок сосудов,

что, в результате, приводит к отклонениям гемодинамических параметров от

нормальных значений [134; 151; 152] (см. рисунок 3.4). Атеросклеротическая

бляшка состоит из липидного ядра и фиброзной покрышки, встроенных в со

судистую стенку. Уменьшение просвета сосудов в результате образования ате

росклеротических бляшек является одной из причин их локального сужения

(стеноза). Развитие стеноза приводит к снижению кровотока в нижележащей

по течению (дистальной) части сосудистой сети и, соответственно, к снижен

ному поступлению к тканям кислорода и других питательных веществ.

Рис. 3.4. Атеросклероз.
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При трёхмерном моделировании кровотока в сосуде со стенозом тре

буется задание геометрии стенки сосуда и определение её упругих свойств.

При использовании моделей с пониженной пространственной размерностью

стенозированный участок часто рассматривается как отдельная локальная

модель, которая позволяет рассчитывать разницу давлений при соединении

двух нестенозированных участков сосуда. Обзоры таких моделей могут быть

найдены в [134; 257].

В [189] стенозированная область описывается с помощью точечной ди

намической модели (п. 1.3) с использованием электромеханических анало

гий [78]

Ce
d p̂
dt

= qin−qout , (3.4)

Le
dq̂
dt

+Req̂ = pin− pout , (3.5)

где Ce, Le, Re — ёмкость, индуктивность и сопротивление эквивалентной элек

трической цепи, qin, qout , pin, pout — кровоток и давление на входе и выходе из

точечных элементов, p̂, q̂ — среднее давление и средний кровоток в точечном

элементе. Пусть S0, Ss, l0, ls — площади поперечного сечения и длины здорово

го и стенозированного участка сосуда соответственно. Тогда из соображений

размерности эквивалентные параметры стенозированной и нормальной обла

стей связаны соотношениями

Rs = Reα
−2, Cs =Ceα

3/2, Ls = Leα
−1, (3.6)

где α = Ss/S0 — степень стеноза.

При использовании сетевой одномерной динамической модели гемоди

намики стенозированный участок может рассматриваться как область соеди

нения двух здоровых сосудов с одним из граничных условий типа закона
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Пуазейля (1.53) на разницу давлений ∆P

∆P =
288ρ

2ReA2
s
Q2, [258]

∆P = (R1 +R2)Q+(K1 +K2)Q2, [259]

∆P =
Kvµ

2πR3 Q+
Ktρ

2A2
0

(
A0

As
−1
)2

Q |Q|+ Kuρls
A0

dQ
dt

, [71; 260]

dP
dx

=

(
8ρQ2B1B2

π2R5

)
dR
dx
− 60µQB3

πR4 , [261]

(3.7)

где Re — число Рейнольдса, R1, R2, K1, K2, B1, B2, B3, Kv, Kt , Ku — константы,

значения которых приведены в соответствующих работах, R — радиус сосуда.

Расчёт изменения давления на стенозированной области с неправильной

геометрической структурой требует использования более детальных двухмас

штабных одномерно-трёхмерных (1D-3D) моделей [177; 262]. В [263; 264] от

мечено, что учёт асимметричности просвета не приводит к заметной разнице

в оценке изменения давления.

В данной работе стеноз со степенью α включается в сетевую одномер

ную динамическую модель как отдельный элемент длины Ls с параметром

(S0)s = αS0 и сниженной упругостью стенки. На входе и выходе этого участ

ка граничные условия содержат условие на изменение давления (1.53) в виде

∆P = RsQ, где Rs ∼ α−2 [37; 150; 265].

3.2.2. Оценка кровотока в сосудах головы и шеи при устранении стенозов

В гемодинамической модели сосудистой сети головы и шеи на выходе из

концевой артерии с индексом k задаётся граничное условие

RkQk = Pk−Pv, (3.8)

где Pv = 8 мм.рт.ст. — центральное венозное давление, которое считается об

щим для всех вен, Pk = Pk(Sk) — давление на выходе из концевой артерии, Qk
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— поток на выходе из концевой артерии, Rk — гидродинамическое сопротив

ление области микроциркуляции и венозного русла, которую питает сосуд с

индексом k.

Детализация венозной сети не производится по двум причинам. Во-пер

вых, достоверность визуализации вен при КТ исследованиях невысока. Во

вторых, венозная система головы и шеи содержит большое количество длин

ных сосудов, и сокращение модели (3.8) позволяет вдвое сократить время

моделирования и избежать необходимости задания параметров виртуальных

артериовенозных сосудов.

Для полного представления мозгового кровотока пациента необходимо

учитывать структуру венозной сети [171]. Однако создание специфичной для

пациента венозной структуры увеличит стоимость диагностики и снизит по

тенциальную применимость предлагаемого подхода в медицинских центрах.

Именно поэтому в данном случае в основном рассматриваются только круп

ные артерии головы и шеи.

Граничное условие (3.8) реализуется в вычислительном алгоритме с по

мощью следующей итерационной процедуры

1. Установить давление Pk равным значению на предыдущем временном

шаге.

2. Вычислить поток Qk по (3.8).

3. Вычислить Sk по Qk = Skvk и условиям совместности (2.15).

4. Вычислить новое приближение Pnew
k = P(Sk) по определяющему соотно

шению (1.63).

5. Если
∣∣Pk−Pnew

k

∣∣> 0.01Pk, установить Pk = Pnew
k и вернуться к шагу 2.
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Внутрисосудистые вмешательства (каротидная эндартерэктомия или стен

тирование) в сонных артериях существенно изменяют кровоток. Персонали

зированная оценка церебральной гемодинамики является наиболее перспек

тивным методом прогнозирования возможного развития осложнений. В дан

ном разделе для численного исследования использовались анонимизирован

ные данные пяти пациентов со стенозом сонных артерий (двух мужчин и

трех женщин в возрасте от 61 до 82 лет). Каждому пациенту было проведе

но ультразвуковое доплеровское измерение скорости кровотока в нескольких

контрольных точках до и после операции. Стурктуры артериальных сетей

(рисунки А.1–А.5) были восстановлены по данным КТ с контрастным усиле

нием. Параметры пациентов указаны в таблицах А.1–А.5.

Предоперационная скорость кровотока, измеренная у каждого пациента

в разных местах, представлена в таблицах 3.4. Обозначения артерий пред

ставленных на рисунках А.1–А.5): право (п), лево (л), сонные артерии (СА),

общая сонная артерия (ОСА), внутреннея сонная артерия (ВСА), наружные

сонные артерии (НСА), позвоночная артерия (ПА), подключичная артерия

(СА), расположение стенозов показано пунктиром. Характеристики стенозов

представлены в таблице 3.5. Стеноз моделируется как отдельный сосуд с за

данной длиной и уменьшенным диаметром.

В таблице 3.6 представлены скорости кровотока, измеренные после про

ведения операции. Эти значения используются для сравнения с прогнозом

математической модели. На рисунке 3.5 представлено сравнение рассчитан

ных скоростей крови с измеренными до лечения. Параметры модели подби

рались таким образом, чтобы различия между измеренными до операции и

рассчитанными скоростями кровотока не превышали 6%. Среднеквадратич

ное относительное отклонение составило 2.2%, максимальное отклонение —



145

Таблица 3.3. Функциональные параметры пациента 1: k — номер сосуда, l — длина сосуда, d

— диаметр сосуда, c0 — скорость распространения малых возмущений в материале стенки

сосуда, R — гидродинамическое сопротивление сосуда в (3.8).

k l, d, c0, R, k l, d, c0, R,

см см см/с кдин·с/см5 см см см/с кдин·с/см5

1 0.83 3.29 600 15 3.72 0.20 600 400

2 1.99 3.15 600 16 1.72 0.26 600

3 1.31 2.84 600 17 16.3 0.46 600

4 26.4 0.28 600 400 18 12.3 0.27 600 40

5 0.16 2.82 600 19 10.8 0.69 300

6 15.6 0.60 600 4 20 1.25 0.92 600

7 7.03 2.45 600 0.24 21 27.0 0.28 600 400

8 14.7 0.74 600 22 11.0 0.54 600 4.4

9 16.2 0.50 600 23 5.28 1.68 600

10 0.41 0.32 600 24 0.46 0.17 600 400

11 4.82 0.27 600 400 25 5.34 0.21 600 400

12 1.96 0.20 600 26 3.86 0.19 600 400

13 2.79 0.17 600 400 27 12.2 0.27 600 40

14 1.79 0.19 600

6%. На графике не показана точка, соответствующая скорости в области сте

ноза пациента 5: измерено 302 см/с, вычислено 295 см/с.
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Таблица 3.4. Линейная скорость кровотока, измеренная перед операцией по устранению

стеноза. N — количество пациентов у которых были выполнены измерения в данной арте

рии.

Артерия Скорость, см/с N

пОСА 51 ± 6 5

лОСА 31 ± 5 5

пВСА 60 ± 5 4

лВСА 60 ± 2 2

пВнСА 47 ± 5 3

лВнСА 54 ± 14 4

пПА 36 ± 1 3

лПА 32 ± 9 3

пПКА 74 ± 15 3

лПКА 68 ± 19 3

Таблица 3.5. Характеристики стенозов

Пациент Локализация Скорость, см/с Степень стеноза, % Длина, см

1 пОСА-пВСА 152 80 4

2 лОСА-лВСА 159 72 4

3 лВСА 156 75 2

4 пОСА-пВСА 155 75 3

5 лОСА-лВСА 302 92 4



147

Таблица 3.6. Линейная скорость кровотока измеренная после операции по устранению сте

ноза. N — количество пациентов у которых были выполнены измерения в данной артерии.

Артерия Скорость, см/с N

пОСА 50 ± 4 5

лОСА 53 ± 2 5

пВСА 59 ± 6 5

лВСА 59 ± 3 5

пВнСА 47 ± 1 4

лВнСА 53 ± 10 5

пПА 32 ± 2 4

лПА 33 ± 10 4

пПКА 75 ± 8 5

лПКА 71 ± 19 5

Для вычисления послеоперационных скоростей кровотока была проведе

на замена стенотической части артерии здоровым сосудом, просвет которого

равен среднему просвету соседних сосудов. Сравнение измеренных и рассчи

танных скоростей показано на рисунке 3.6. Среднее относительное отклоне

ние составило 3%, максимальное — 9%. Таким образом, этот результат демон

стрирует хорошую предсказуемость послеоперационных скоростей крови по

сле удаления стеноза в сонных артериях с помощью вычислительной модели,

разработанной исключительно на основе данных, полученных до операции.
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Рис. 3.5. Сравнение измеренных и вычисленных значений скоростей кровотока до опера

ции и после процедуры валидации функциональных параметров.

Рис. 3.6. Сравнение измеренных и вычисленных значений скоростей кровотока после опе

рации.
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3.2.3. Оценка влияния структуры ВК на кровоток в артериях головы и шеи

при их стенозе

В данном разделе рассматривается влияние стенозов в левой и правой

внутренних сонных артериях (лВСА и пВСА) и в левой и правой позвоноч

ных артериях (лПА и пПА) на кровоток в средних мозговых артериях (лСМА

и пСМА) и задних мозговых артериях (лЗМА и пЗМА). Использована сосу

дистая сеть, полученная путем обработки анонимизированных данных КТ

(см. п. 3.1.1). Результаты представлены на рисунке 3.7. Передние мозговые

артерии отсутствуют в рассмотрении, т.к. они не были обнаружены на КТ

снимках пациентов. Поток через средние мозговые артерии считается рав

ным суммарному потоку через средние и передние мозговые артерии. Пара

метры сети настроены в соответствии с алгоритмом, описанным в п. 3.1. На

рисунке 3.8 отдельно представлены локальные участки сети церебральных

сосудов, соответствующих наиболее распространённым анатомическим вари

антам ВК. Далее представлены результаты расчётов, в которых различные

варианты ВК подсоединялись к основной сети церебрального отдела в точ

ках, указанных на рисунке 3.7.

Было рассмотрено шесть вариантов ВК: полный ВК, отсутствие перед

ней соединительной артерии (ПСА, сосуд 27 рисунке 3.8), отсутствие правой

задней соединительной артерии (пЗСА, сосуд 33 рисунке 3.8), отсутствие пра

вой и левой задних соединительных артерий (пЗСА и лЗСА, сосуды 33 и 32

рисунке 3.8), а также два последних случая в комбинации с отсутствием ПСА.

Отсутствие передних или задних соединительных артерий является распро

страненным вариантом конфигурации ВК. Например, недоразвитость или

отсутствие ПСА по разным данным встречается у 20–40% населения [266].

Результаты моделирования представлены в таблицах 3.7–3.12. В них указан
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Рис. 3.7. Индивидуальная анонимизированная сосудистая сеть церебрального отдела.

средний за сердечный цикл кровоток в лСМА, пСМА, лЗМА, пЗМА при

наличии стенозов в артериях, указанных в первом столбце. Каждый стеноз

рассматривался как локальное сужение сосуда с диаметром, составляющим

10% от первоначального значения, полученного при сегментации КТ данных

пациента. Расположение стенозов показано на рисунке 3.7 пунктиром.

Полный Виллизиев круг

Из таблицы 3.7 видно, что в случае полного ВК значительное снижение

потока крови через мозговые артерии наблюдается только в случае стено

зов во всех четырёх артериях, идущих к головному мозгу (лВСА, пВСА,
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Рис. 3.8. Структура ВК: 1 — полный ВК, 2 — отсутствует передняя соединительная арте

рия, 3 — отсутствуют передняя соединительная и правая задняя соединительная артерии,

4 — отсутствуют передняя соединительная и обе задние соединительные артерии, 5 —

отсутствует правая задняя соединительная артерия, 6 — отсутствуют обе задние соедини

тельные артерии.

лПА, пПА). В случае трёх стенозов наблюдается небольшое снижение пото

ка крови. Таким образом, полный ВК обеспечивает высокую стабильность

кровотока в сосудах головы в широком диапазоне случаев.

Отсутствие ПСА

При отсутствии ПСА значительное снижение кровотока происходит толь

ко при стенозе во всех четырёх магистральных артериях: лВСА, пВСА, лПА,

пПА (см. таблицу 3.8). Однако в отличие от предыдущего варианта, стеноз в

одной из сонных артерий уже приводит к падению потока крови с 1.2 мл/c

до 1.16 мл/c, т. е. на 3.5%. Это незначительная величина, но в случае цере

брального кровообращения даже небольшое понижение потока крови может
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Таблица 3.7. Средний поток крови через левую и правую средние мозговые артерии

(лСМА, пСМА) и левую и правую задние мозговые артерии (лЗМА, пЗМА) для различ

ных расположений стенозов в случае полного ВК (см. рисунок 3.8, 1)

Поток крови, мл/c

Стенозы лСМА пСМА лЗМА пЗМА

без стенозов 1.20 1.20 0.45 0.43

лВСА, пВСА, лПА,пПА 0.23 0.23 0.09 0.08

пВСА, лПА, пПА 1.19 1.20 0.44 0.43

лВСА, пВСА, лПА 1.17 1.18 0.44 0.43

лВСА, пВСА 1.20 1.20 0.44 0.43

лПА, пПА 1.20 1.20 0.44 0.43

лВСА 1.20 1.20 0.45 0.43

лПА 1.20 1.20 0.45 0.43

представлять угрозу жизни. Эффект может стать более выраженным при

физической нагрузке, повышенном давлении (гипертонии) и т.п.

Отсутствие ПСА и пЗСА

По сравнению с предыдущими случаями пСМА изолирована от осталь

ного ВК. Поэтому при стенозе пВСА всегда наблюдается значительное па

дение потока в пСМА. В случае двух стенозов лВСА и пВСА поток крови

через лСМА составляет 1.17 мл/с (см. таблицу 3.9). При устранении стеноза

в пВСА (строчка лВСА в таблице 3.9) поток пСМА нормализуется, но по

ток через лСМА снижается на 1.15 мл/c. Таким образом, устранение стеноза

в одной области может привести к ухудшению кровотока в другой области.

При более значительных стенозах и при физических нагрузках этот эффект
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Таблица 3.8. Средний поток крови через лСМА, пСМА, лЗМА, пЗМА для различных

расположений стенозов при отсутствии ПСА (см. рисунок 3.8, 2).

Поток крови, мл/c

Стенозы лСМА пСМА лЗМА пЗМА

без стенозов 1.20 1.20 0.45 0.43

лВСА, пВСА, лПА,пПА 0.23 0.23 0.09 0.08

пВСА, лПА, пПА 1.2 1.11 0.41 0.40

лВСА, пВСА, лПА 1.15 1.18 0.44 0.43

лВСА, пВСА 1.15 1.19 0.44 0.43

лПА, пПА 1.20 1.20 0.44 0.43

лВСА 1.16 1.20 0.44 0.43

лПА 1.20 1.20 0.45 0.43

может быть ещё более ярко выражен.

Отсутствие ПСА, пЗСА и лЗСА

В данном случае наблюдается наибольшая среди рассматриваемых вари

антов изоляция мозговых артерий. Стеноз в любой из сонных артерий (лВСА

или пВСА) или в обеих позвоночных артериях (лПА и пПА) вызывает значи

тельное падение кровотока по крайней мере в одной из церебральных артерий

(см. таблицу 3.10). В результате такая анатомическая структура ВК является

очень уязвимой к стенотическим поражениям артерий шеи.

Отсутствие пЗСА

Отсутствие пЗСА приводит к недостаточному перераспределению кро

вотока между мозговыми артериями. В результате, при стенозе обеих сонных
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Таблица 3.9. Средний поток крови через лСМА, пСМА, лЗМА, пЗМА для различных

расположений стенозов при отсутствии ПСА и пЗСА (см. рисунок 3.8, 3).

Поток крови, мл/c

Стенозы лСМА пСМА лЗМА пЗМА

без стенозов 1.20 1.21 0.45 0.43

лВСА, пВСА, лПА,пПА 0.24 0.20 0.09 0.08

пВСА, лПА, пПА 1.22 0.20 0.44 0.43

лВСА, пВСА, лПА 1.17 0.20 0.45 0.44

лВСА, пВСА 1.17 0.20 0.45 0.44

лПА, пПА 1.20 1.21 0.43 0.42

лВСА 1.15 1.20 0.44 0.43

лПА 1.20 1.20 0.44 0.43

артерий, поток крови в средних мозговых артериях (лСМА и пСМА) падает

с 1.2 мл/c до 1.1 мл/c, хотя при полном ВК (см. таблицу 3.7) кровоток остаёт

ся неизменным. Такое снижение кровотока является существенным. Среднее

давление при этом уменьшается на 7%.

Отсутствие пЗСА и лЗСА

В данной конфигурации ВК (см. рисунок 3.8, 6) при стенозе обеих по

звоночных артерий происходит значительное снижение кровотока через ЗСА.

Стеноз одной сонной артерии не приводит к значительному падению крово

тока в средних мозговых артериях. Данная конфигурация лучше всего соот

ветствует оригинальной сети сосудов, извлеченной из КТ снимков пациента.
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Таблица 3.10. Средний поток крови через лСМА, пСМА, лЗМА, пЗМА для различных

расположений стенозов в случае отсутствия ПСА, пЗСА, и лЗСА (см. рисунок 3.8, 4).

Поток крови, мл/c

Стенозы лСМА пСМА лЗМА пЗМА

без стенозов 1.20 1.21 0.45 0.43

лВСА, пВСА, лПА,пПА 0.15 0.20 0.13 0.13

пВСА, лПА, пПА 1.23 0.20 0.13 0.13

лВСА, пВСА, лПА 0.15 0.20 0.46 0.45

лВСА, пВСА 0.15 0.20 0.46 0.45

лПА, пПА 1.21 1.22 0.13 0.13

лВСА 0.14 1.23 0.45 0.44

лПА 1.20 1.21 0.45 0.43

Анализ результатов моделирования влияния структуры ВК на кровоток в

артериях головы и шеи при их стенозе

Анализ различных вариантов стенотического поражения БЦА при ше

сти наиболее распространённых анатомических конфигурациях ВК позволя

ет сделать следующие выводы. Полный ВК обеспечивает возможность крово

снабжения мозговых артерий даже при значительных стенозах сонных или

позвоночных артерий. Полный ВК встречается менее чем у 50% населения. В

остальных случаях даже единичный стеноз может привести к значительному

снижению кровотока в одной из мозговых артерий. Поэтому при оценке степе

ни гемодинамической значимости стеноза важно получить как можно более

точную и детальную информацию о структуре ВК пациента, либо для по

вышения надежности оценки использовать наихудший сценарий. С помощью
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Таблица 3.11. Средний поток крови через лСМА, пСМА, лЗМА, пЗМА для различных

расположений стенозов в случае отсутствия пЗСА (см. рисунок 3.8, 5).

Поток крови, мл/c

Стенозы лСМА пСМА лЗМА пЗМА

без стенозов 1.20 1.21 0.45 0.43

лВСА, пВСА, лПА,пПА 0.23 0.23 0.09 0.08

пВСА, лПА, пПА 1.20 1.19 0.43 0.42

лВСА, пВСА, лПА 1.10 1.10 0.44 0.43

лВСА, пВСА 1.10 1.10 0.44 0.43

лПА, пПА 1.20 1.20 0.43 0.42

лВСА 1.20 1.20 0.45 0.43

лПА 1.20 1.20 0.45 0.43

численного моделирования показано, что в некоторых случаях устранение

стеноза может улучшить кровоток в одной области, но ухудшить в другой.

На основе проведённого численного моделирования можно сформулиро

вать рекомендации при выборе стратегии лечения стенотического поражения

БЦА:

• при наличии полного ВК, различимого на КТ снимках, устранение всех

стенозов в коллатеральных артериях (лВСА, п ВСА, лПА, пПА) не

является необходимым;

• при отсутствии у пациента обеих задних соединительных артерий сле

дует уделять повышенное внимание рискам пережатия позвоночных ар

терий;

• при устранении стеноза в одной области следует принимать во внимание
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Таблица 3.12. Средний поток крови через лСМА, пСМА, лЗМА, пЗМА для различных

расположений стенозов в случае отсутствия пЗСА и лЗСА (см. рисунок 3.8, 6).

Поток крови, мл/c

Стенозы лСМА пСМА лЗМА пЗМА

без стенозов 1.20 1.20 0.45 0.43

лВСА, пВСА, лПА,пПА 0.17 0.17 0.14 0.14

пВСА, лПА, пПА 1.21 1.21 0.13 0.12

лВСА, пВСА, лПА 0.17 0.17 0.46 0.45

лВСА, пВСА 0.17 0.17 0.46 0.45

лПА, пПА 1.21 1.22 0.13 0.12

лВСА 1.20 1.20 0.45 0.43

лПА 1.20 1.20 0.45 0.43

возможность ухудшения кровотока в другой области.

3.2.4. Оценка церебрального кровотока при ПИ сонных артерий и

пониженном давлении

Анализ медицинских данных и результатов трехмерного моделирования

Задача по персонализированной оценке влияния ПИ на кровоток в сети

сосудов головы и шеи, является весьма актуальной. Разработанный программ

ный комплекс позволяет проводить комплексный анализ анатомических и ге

модинамических параметров, оценивать изменение давления при ПИ в СА и

ПА, а также общее состояние церебральной гемодинамики при наличии ПИ

и после того или иного вида хирургического вмешательства.

В настоящее время принято рассматривать четыре основных типа ПИ:
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Рис. 3.9. Типы патологической извитости внутренней сонной артерии по [267]: a — S-образ

ная извитость, b — C-образная извитость, c — кинкинг, d — койлинг.

C-образные, S-образные, кинкинг (перегиб) и койлинг (образование петель)

(см. рисунок 3.9).

Течение вязкой несжимаемой жидкости в упругой трубке с изгибами

произвольной формы имеет сложную трехмерную структуру. Для такого те

чения характерны зоны турбулентности, возвратные течения, значительные

потери импульса и энергии из-за трения о стенки и внутреннего трения сло

ев жидкости друг о друга. В области максимального изгиба наблюдается

хаотичный характер кровотока, что обуславливает снижение давления по

сле перегиба и, соответственно, снижение кровотока в мозговых артериях.

Таким образом, недостаточность кровоснабжения (гипоперфузия) головного

мозга у пациентов с ПИ в СА связана с наличием областей с турбулентным

течением (Re > 103), возникновением пристеночных вихрей, что в итоге при

водит к увеличению гидродинамического сопротивления рассматриваемого

патологически извитого участка сосудистой сети. Вихревые зоны образуются

непосредственно на участке изменения геометрии сосуда в зоне ПИ. Поте

ря напора на плавных поворотах (например, извитость С-образного типа)

определяет потерю давления на трение по длине, которая зависит от длины
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извитого участка [268].

Результаты моделирования ПИ в СА с использованием трехмерной дина

мической модели на базе уравнений Навье-Стокса показывает значительную

асимметрию распределения давления и скорости в поперечном сечении изви

того сосуда. Максимум давления смещается к выпуклой поверхности извито

сти, а максимум скорости смещается в противоположную сторону. Это приво

дит к образованию локальных зон с возвратными течениями, уменьшающими

средний объемный кровоток через извитый участок. Также наблюдается за

метное уменьшение касательных напряжений на выпуклой стороне стенки,

что может благоприятствовать развитию атеросклеротических бляшек [269].

При прохождении крови по сосуду с ПИ из-за возрастающего сопротив

ления падение давления происходит на каждом изгибе. Однако суммарное

сопротивление нельзя определить как сумму сопротивлений при прохожде

нии каждого изгиба, т.к. потери на трение зависят от скорости потока. При

прохождении крови по ПИ происходит ускорение кровотока, а на участке со

суда за изгибом происходит падение скорости, следовательно, уменьшается

и сопротивление при прохождении кровью последующего участка артерии

с ПИ. Таким образом, оценка эффективного гидродинамического сопротив

ления патологически извитого участка с произвольной геометрией является

весьма сложной задачей, требующей использования методов математическо

го моделирования.

Существенное увеличение кривизны дуги извитости (например, при кин

кинге) может привести к полному схлопыванию (полной окклюзии) сосуда и,

соответственно, остановке кровотока. Условия, при которых может происхо

дить данное явление, требуют анализа. Одним из факторов, приводящих к

явлениям такого рода, является устойчивое патологическое снижение артери
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ального давления (гипотония), вызванное, например, снижением сердечного

выброса.

Для некоторых вариантов ПИ численное моделирование выполнялось

с использованием трёхмерной нестационарной модели на основе уравнений

Навье — Стокса [253; 269]. Такой подход является весьма сложным для ре

гулярного использования в клинике и требует значительных вычислитель

ных ресурсов, что делает его мало пригодным для рутинной процедуры.

Другой подход к решению рассматриваемой проблемы состоит в разработ

ке комплексных аналитических и статистических зависимостей, описываю

щих обобщенные закономерности локальных гемодинамических нарушений,

что позволяет оптимизировать хирургическое вмешательство при различных

формах ПИ [270]. Однако такой подход не позволяет проводить индивидуаль

ный анализ данных конкретного пациента.

В данной работе предлагается компромиссное решение, состоящее в ис

пользовании одномерной модели гемодинамики (1.31) с модификацией пра

вой части, позволяющей учитывать потери на трение при прохождении изви

тых областей. Исходная структура сосудов церебрального отдела, включаю

щая, в том числе, пространственные данные о локальной кривизне, а также

значения функциональных параметров, получены методами, описанными в

п. 3.1. Такой подход позволяет оценить потери давления, обусловленные тре

нием о стенки сосуда на патологически извитом участке артерии и проанали

зировать сопутствующие изменения кровотока в других артериях, питающих

мозг.

До настоящего времени моделирование кровотока в сосудах с ПИ с по

мощью одномерных моделей гемодинамики является весьма редким. В связи

с этим следует отметить ряд работ [254—256], каждая из которых имеет ряд
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ограничений и предположений.

Математическая модель кровотока с учётом извитости сосуда

Модифицируем одномерную модель гемодинамики (1.31) для сосуда,

имеющего S−образную или C−образную ПИ, предполагая, что сила трения

(1.25) пропорциональна локальной кривизне κ (xk), 0 6 xk 6 Lk

ψ =−2π (γ +2)ν
v
S

(
1+α f rκk (xk)

)
. (3.9)

Коэффициент α f r подбирается путём сопоставления результатов моделиро

вания перепада давления с соответствующими клиническими и эксперимен

тальными данными [271].

При сегментации КТ данных пациентов и их последующей обработке

[6; 20; 21; 38] сосуд с ПИ может быть представлен в виде кусочно-гладкой

кривой γ (s) = (x(s) ,y(s) ,z(s)), 0 6 s 6 1. Здесь s = 0 соответствует точке

начала отсчёта на сосуде (xk = 0), s = 1 соответствует концевой точке сосуда.

Тогда локальная кривизна сосуда вычисляется как

κ (s) =

(
(x′′y′− y′′x′)2 +(x′′z′− z′′x′)2 +(z′′y′− y′′z′)2

)1/2

(
(x′)2 +(y′)2 +(z′)2

)3/2 . (3.10)

Для описания С-образных и S-образных патологических извитостей (см.

рисунок 3.9a,b) рассмотрим уравнение плоской кривой, задаваемой в виде

γ (s) = (x(s) ,y(s) ,0), 0 6 s 6 1, где

x(s) = sL, y(s) = A(1− cos(2πrs)) , (3.11)

L — расстояние между концами сосудистого участка с ПИ, A — определяет

степень выраженности ПИ, r — положительное действительное число. При
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r = 1 кривая γ (s) представляет собой вариант С-образной извитости, при r = 2

кривая γ (s) представляет собой вариант S-образной извитости. При других

значениях r могут быть получены другие профили извитости, имеющие си

нусоидальную форму. Данное параметрическое представление позволяет про

гнозировать возможные изменения кровотока при развитии ПИ, которые в

рамках предложенной модели описываются увеличением коэффициентов A и

r. Подставляя значения x(s), y(s) из (3.11) и z(s) = 0 в (3.10) получаем

κ (s) =
Aξ 2 |cos(2πrs)|(

1+A2ξ 2 sin2 (2πrs)
)3/2 , ξ =

2πr
L

. (3.12)

В случае кинкинга и койлинга (см. рисунок 3.9c,d) область с ПИ рас

сматривается в виде точки соединения двух сосудов, в которой вместо соот

ношений типа (1.53), (1.54) или (1.55) ставится условие с потерями давления

на изгибе

pk1 (Sk1 (t,Lk1))− pk2 (Sk2 (t,0)) = kb
U2

2
, (3.13)

где pk1 — давление на конце сосуда, находящегося выше по течению (ближе

к сердцу); pk2 — давление на конце сосуда, находящегося ниже по течению

(дальше от сердца); U — скорость на конце сосуда, находящегося выше по

течению; kb — коэффициент потерь. Коэффициент потерь kb в случае кин

кинга (см. рисунок 3.9c) можно, например, оценить, используя результаты

экспериментальных исследований по потерям давления при течении жидко

сти в жестких изогнутых трубах [272]. Коэффициент потерь kb зависит от

угла перегиба, а также от соотношения радиуса сечения сосуда и радиуса

кривизны [272].

В случае койлинга коэффициент потерь kb можно, например, оценить,

используя результаты моделирования трехмерного течения жидкости. Этот

случай далее не рассматривается.
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Для валидации модели с кинкингом проводились тестовые расчеты на

структуре, состоящей из двух сосудов с параметрами, характерными для сон

ной артерии человека (длина 5 см, диаметр 0.5 см, ck = 600 см/с). На входе

задавалось постоянное давление равное 100 мм.рт.ст., на выходе ставились

неотражающие граничные условия. В результате потери давления в области

с ПИ составили 12 мм.рт.ст., что соответствует известным клиническим дан

ным [271]. При этом, скорость кровотока достигала 140 см/c.

Моделирование кровотока в сосудах головы и шеи с учётом ПИ

Для проведения вычислительных экспериментов использовалась одно

мерная сетевая структура, построенная по анонимным данным КТ конкрет

ного пациента и представленная на рисунке 3.10. Параметры одномерной мо

дели были подобраны так, что отклонения рассчитанных значений скорости

кровотока во всех контрольных точках (сосуды ВСА, НСА, ПА, ПКА левой

и правой стороны) от измеренных значений не превышали 10%.

Настроенная модель использовалась для сравнения различных моделей

извитости на кровоток в условиях нормального и пониженного (гипотония)

артериального давления. Извитость располагалась в пВСА между точками

A и B (см. рисунок 3.10). Условия пониженного артериального давления мо

делировались путём снижения ударного объема сердца с 55 мл до 45 мл и

соответствующим изменением КСВ, определяющим граничные условия на

входе в аорту.

Расчеты для сравнения гемодинамических показателей проводились в

норме (прямой участок AB) и для трёх моделей патологической извитости

(S-образная, C-образная, сплайн-аппроксимация данных КТ). Сравнение с

моделями кинкинга и койлинга методологически затруднительно. Длина со
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суда AB во всех случаях была одинаковой и равной значению, полученному

на основе данных КТ (8.3 см).

Результаты расчетов гемодинамических показателей при нормальном и

пониженном артериальном давлении представлены в таблице 3.13. Указаны

максимальные по времени значения (в момент систолы). Для удобства срав

нения в таблице 3.14 представлены изменения потока и давления в точках A,

B, C (см. рисунок 3.10) относительно соответствующих значений в точках A,

B, C при прямолинейной форме пВСА при тех же условиях (нормальное или

пониженное давление).

Из таблиц 3.13, 3.14 следует, что как при нормальных условиях, так и

в условиях пониженного давления (при гипотонии), относительное снижение

давления на участках с ПИ в два раза превышает снижение давления на

прямолинейном участке (норма). При нормальном давлении относительное

изменение скорости между точками A и B при ПИ остаётся примерно таким

же, как и в прямолинейном сосуде. При пониженном давлении в случае с ПИ

снижение скорости более выражено (на 3–9%) по сравнению с прямолиней

ным участком.

Снижение объемного кровотока через пВСА при ПИ относительно нор

мального случая (прямолинейный сосуд) более выражено для S-образной фор

мы как в норме, так и при пониженном давлении (23% и 26% соответственно).

Для рассматриваемой C-образной и индивидуальной формы снижение в нор

ме и при гипотонии составило 16% и 18% соответственно. В целом потери для

S-образной формы выражены сильнее, чем для C-образной и индивидуальной

формы.

Снижение кровотока в пВСА при пониженном давлении для каждого

вида ПИ относительно прямолинейной формы пВСА выражено сильнее: сни
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Рис. 3.10. Структура сосудов, используемая для анализа ПИ. A, B — границы области с

ПИ. С — правая мозговая артерия.

жение происходит на 2−3% больше. Это снижение во всех случаях компенси

руется соответствующим увеличением кровотока в лВСА. При нормальном

давлении кровоток в лВСА увеличивается на 3-4%, при гипотонии его увели

чение составило 2-3%.

Относительное снижение кровотока в правой мозговой артерии (точка

C на рисунке 3.10) при ПИ в пВСА в случае нормального давления и гипото
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Прямая S C Пациент

I II I II I II I II

Давление (A), мм. рт. ст. 124 101 124 101 124 101 124 101

Давление (B), мм. рт. ст. 111 90 97 79 100 81 100 81

Относительная разность, % 10 11 22 22 19 20 19 20

Скорость (A), см/c 50 40 42 34 42 34 44 36

Скорость (B), см/c 42 34 34 26 39 28 36 28

Относительная разность, % 16 15 19 24 7 18 18 22

Поток через пВСА, мл/c 1.15 0.94 0.88 0.7 0.97 0.77 0.97 0.77

Поток через лВСА, мл/c 1.08 0.86 1.12 0.89 1.11 0.88 1.12 0.88

Поток (C), мл/c 1.08 0.86 0.92 0.73 0.96 0.76 0.96 0.76

Давление (C), мм. рт. ст. 86 75 76 63 78 62 78 63

Таблица 3.13. Сравнение гемодинамических показателей в церебральных артериях при

прямолинейной и патологически извитой пВСА. Значения ударного объёма: I — 55 мл., II

— 45 мл. Точки А, B, C обозначены на рисунке 3.10.

нии приблизительно одинаково (различия не более 1%), что объясняется ком

пенсацией через лВСА. Однако при гипотонии наблюдается почти двукрат

ное относительное снижение давления (16-17% вместо 9%). Таким образом,

при мало изменившимся кровотоке в магистральных церебральных артериях

имеем существенное снижение давления в мозговых артериях, являющееся

потенциально критическим.

Анализ результатов моделирования кровотка при ПИ

Моделирование извитости путём учёта влияния кривизны сосуда на си

лу трения позволяет оценить изменение давления на поражённом участке.
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Точка
S C Пациент

I II I II I II

Поток, %

A -23 -26 -16 -18 -16 -18

B 4 3 3 2 2 4

C -15 -15 -11 -12 -11 -12

Давление, %

A -22 -22 -19 -20 -19 -20

B -19 -24 -7 -18 -18 -22

C -12 -16 -9 -17 -9 -16

Таблица 3.14. Сравнение относительных гемодинамических показателей в церебральных

артериях при прямолинейной и патологически извитой пВСА. Указаны изменения отно

сительно прямолинейной формы пВСА. Значения ударного объёма: I — 55 мл., II — 45 мл.

Точки А, B, C обозначены на рисунке 3.10.

Все три типа ПИ (S-извитость, C-извитость, индивидуальная форма) дают

схожие результаты при оценке гемодинамических параметров. Модель на ос

нове индивидуальной формы наиболее точно воспроизводит геометрию сосу

да пациента, однако технически её использование более сложно. Полученные

сравнительные результаты говорят, что замена извитости сложной формы

комбинациями S и C извитостей позволяет проводить удовлетворительную

качественную оценку. С другой стороны, такая замена существенно упроща

ет обработку данных и проведение расчётов.

С помощью численного моделирования показано, что наличие извито

сти существенно снижает кровоток в мозговой артерии и понижает давление

в ВК даже при наличии нормального коллатерального пути через лВСА.

Эффект более ярко выражен при пониженном артериальном давлении. В

рассмотренных случаях снижение мозгового кровотока по сравнению со слу
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чаем без извитости доходит до 15%. Проведенные численные эксперименты

подтверждают, что при гипотонии риски цереброваскулярных осложнений

при наличии извитостей повышаются [273].

Также можно заключить, что несмотря на достаточно сильные упроще

ния, связанные с использованием одномерной модели, предложенный подход

позволяет описывать влияние ПИ на кровоток в сосудах головы и шеи с удо

влетворительной точностью. Его преимуществами являются невысокая требо

вательность к вычислительным ресурсам, относительная простота настройки

модели по сравнению с трёхмерным моделированием, возможность автома

тизации обработки входных данных (КТ данные пациентов) и результатов

расчётов. Следует отметить, что на практике (в сосудистой хирургии), обыч

но требуется оценка относительных показателей и относительное сравнение

эффективности различных стратегий лечения. Данные прикладные задачи

могут быть решены и без достижения высокой точности в воспроизведении

всех гемодинамических характеристик. Всё это делает разработанный вычис

лительный программный комплекс весьма привлекательным для применения

в сосудистой хирургии.

3.2.5. Анализ результатов персонализированного моделирования кровотока

в сосудах головы и шеи

Одномерная модель кровотока, использованная выше при проведении

расчетов, имеет недостатки. В частности, форма профиля скорости не явля

ется постоянной как в пространстве (в следствии сложной геометрии сосудов

(изгибы, бифуркации)), так и во времени (в силу пульсаций потока). При

этом, например, коэффициенты кориолиса и трения в (1.20) не являются по

стоянными [223]. Модель тонкостенного упругого цилиндра является грубой
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аппроксимацией реального материала стенок сосудов. Использованию одно

мерных моделей кровотока на практике (например, в медицинских приложе

ниях) должна предшествовать их тщательная проверка и настройка. Валида

ция модели может быть выполнена путём сопоставления результатов модели

рования с решениями, полученными с использованием трёхмерных моделей

течения крови, учитывающих упругость и подвижность стенки сосуда, и за

висимостями, наблюдаемыми в эксперименте и в клинических наблюдениях.

Например, исследования, представленные в работах [13; 22; 24; 25; 274], де

монстрируют хорошее соответствие между результатами численного модели

рования, физиологическими данными, данными трёхмерного моделирования

течений в упругих трубках и данными физических экспериментов по исследо

ванию пульсирующих потоков в силиконовых трубках. Обширное сравнение

с клиническими данными представлено, например, в [27]. Сравнение несколь

ких одномерных моделей гемодинамики на эталонных задачах представле

но в [25],[28]. Исследование различных постановок граничных условий для

одномерных моделей, включающих модель виндкесселя, метод структуриро

ванных деревьев, обрезание сети на различном уровне, представлено в [14].

Несмотря на существенные различия в математических постановках задач и

используемых численных методах, в большинстве работ удаётся достигнуть

удовлетворительного соответствия между результатами моделирования с по

мощью одномерных моделей и эталонными данными.
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3.3. Вычислительная оценка коронарного кровотока при

нарушениях ритма сердца

Коронарный кровоток (КК) обеспечивает ткани миокарда кислородом

и другими необходимыми питательными веществами. Концевые коронарные

сосуды погружены в миокард, сокращения которого оказывают на них внеш

нее давление и существенно повышают периферическое гидравлическое со

противление. Таким образом, зависимость кровотока в коронарных артериях

(КА) от параметров сердечного цикла является существенной особенностью

КК. Патологическое изменение сокращений миокарда из-за асинхронной кар

диостимуляции или аритмий может приводить к нарушениям КК, что, в свою

очередь, может являться причиной снижения снабжения миокарда питатель

ными веществами. В данном разделе выполняется вычислительный анализ

изменений КК, вызванных несколькими типами патологических сердечных

ритмов, включая межжелудочковую асинхронность из-за неправильной кар

диостимуляции, нескольких типов аритмий, включая брадикардию (устой

чивое снижение ЧСС), тахикардию (устойчивое повышение ЧСС), синдром

удлиненного интервала QT (СУИ QT) и преждевременное сокращение желу

дочков (ПСЖ) (бигеминию, тригеминию, квадригеминию).

Межжелудочковая асинхронность относится к нарушению координации

между сокращением ПЖ и ЛЖ из-за сбоя в электропроводящей системе

сердца или асинхронного сердечного ритма. Асинхронная электрическая ак

тивация желудочков во время кардиостимуляции желудочков также вызы

вает нерегулярные паттерны механического напряжения [275—277], что, в

свою очередь, приводит к аномальным сокращениям желудочков и наруше

нию КК. В результате это вызывает дефицит питательных веществ даже при



171

отсутствии заболеваний коронарных сосудов [278; 279].

В данном разделе выполняется численное моделирование для изучения

влияния асинхронной работы желудочков на КК. Асинхронность учитывает

ся в модели путём изменения периферического гидравлического сопротивле

ния в коронарных сосудах в соответствии с их пространственным положением

относительно кардиостимулятора. С этой целью в функциях периферическо

го гидравлического сопротивления вводится временное запаздывание в соот

ветствии с генерацией асинхронных импульсов.

Тахикардия — это стабильное, постоянное увеличение сокращений пред

сердий и/или желудочков в покое свыше 85–100 ударов в минуту. Это приво

дит к уменьшению наполнения предсердий и желудочков и, таким образом,

снижает сердечный выброс. К причинам тахикардии относятся кардиостиму

ляция, нарушения электрической проводящей системы сердца [280; 281]. Бра

дикардия — это стабильное, постоянное уменьшение сокращений предсердий

и/или желудочков в покое ниже 55 ударов в минуту. Это снижает сердечную

активность. Анализ КК как при тахикардии, так и при брадикардии редко

рассматривается в литературе.

СУИ QT — это угрожающий жизни синдром сердечной аритмии, кото

рый может привести к внезапной смерти [282]. Нарушения электрофизиоло

гических процессов в миокарде после его сокращения приводят к увеличению

интервала QT на электрокардиограмме (ЭКГ) более, чем на 480 мс. Это со

стояние называется СУИ QT. Синдром удлиненного интервала QT связан с

увеличенной длительностью систолы и уменьшением длительности диастолы.

В результате сокращается время для развития нормального КК с сопутству

ющим снижением доставки питательных веществ и последующей ишемией.

ПСЖ происходит, когда волокна Пуркинье в желудочках инициируют
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сердцебиение до того, как водитель ритма (синоатриальный узел) возбудит

следующий регулярный потенциал действия [283]. Далее рассматривается

ПСЖ с полной компенсаторной паузой, т.е. следующий импульс, генерируе

мый синоатриальным узлом, возникает после досрочно сгенерированного им

пульса. Сердечные ритмы с одним, двумя и тремя нормальными регулярными

ударами сердца между каждым ПСЖ называются бигеминией, тригеминией

и квадригеминией соответственно [284]. Как и в других случаях нарушения

сердечного ритма, ПСЖ влияет на сокращения миокарда и, таким образом,

на среднюю частоту сердечных сокращений и КК.

КК при аномальных сердечных ритмах редко изучается как в клини

ческих исследованиях, так и с помощью математических моделей. В данном

разделе представлена модификация ранее разработанной одномерной матема

тической модели КК. Ранее УО и соотношение между систолической и диасто

лической фазами сердечного цикла рассматривались, как предопределенные

константы, определяемые по данным литературы. В работе предложена за

висимость, которая позволяет рассчитывать продолжительность систолы в

зависимости от ЧСС.

Взаимосвязь УО и ЧСС представляет регрессию на основе клинических

данных. Показано, что данный подход более детально учитывает физиоло

гические особенности сердечного ритма и позволяет получить результаты,

которые существенно отличаются от ранее выполненного моделирования КК

при тахикардии и брадикардии.

3.3.1. Особенности математической модели

Ключевая физиологическая особенность, существенно влияющая на КК

и отсутствующая во всех других регионах ССС, состоит в том, что конце
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вые сосуды коронарной сети погружены в миокард. Периодические сжатия

миокарда вызывают регулярное полное пережатие (окклюзию) концевых ко

ронарных сосудов во время систолы. Изменения сердечного ритма изменяют

работу миокарда и, соответственно, сердечный выброс и длительность полно

го пережатия концевых коронарных сосудов. Можно выделить два ключевых

фактора сердечной функции, которые оказывают существенное влияние на

КК: зависимость продолжительности систолы от ЧСС (или, что, то же са

мое, зависимость от ЧСС отношения длительности систолы к длительности

диастолы) и зависимость УО от ЧСС. В данном разделе предлагается метод

включения этих зависимостей в граничные условия для одномерной сетевой

модели кровотока (см. пп. 1.2, 1.4).

Область интегрирования для вычислительных экспериментов, рассмат

риваемых в данном разделе, представляет собой одномерный образ сети со

судов, включающий аорту, левую и правую коронарные артерии и их ветви.

Исходная трехмерная модель анатомической структуры коронарных артерий,

построенная по физиологически правдоподобным данным [285], приведена

на рисунке А.6. Одномерная реконструкция схематично представлена на ри

сунке А.7. Используемые значения параметров аорты и коронарных артерий

принадлежат диапазону физиологических значений для взрослого человека

и приведены в таблице А.6.

Пусть КСВ задана фукнцией от времени QH (t)

QH (t) =


SV

π

2τ
sin
(

πt
τ

)
,0 6 t 6 τ,

0,τ < t 6 T,
(3.14)

где SV — УО ЛЖ, τ — длительность систолы, T — период середчных сокра

щений. Далее учитывается, что как УО, так и длительность систолы зависят

от ЧСС.
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Опубликованные исследования сердец собак [286] и сердец человеческого

плода [287] демонстрируют линейную взаимосвязь между УО и ЧСС. Далее

для построения модели используются данные клинических исследований во

семнадцати пациентов [288], которые дают линейную регрессию

SV = 112[мл]− HR[уд/мин]
2[уд/мин/мл]

, (3.15)

где HR — частота сердечных сокращений (ЧСС).

Определение значения продолжительности систолы для заданного зна

чения ЧСС требует глубокого анализа, включающего изучения электрофи

зиологических процессов возбуждения и распространения потенциала дей

ствия по миокарду и вызываемых им механических сокращений, что далеко

выходит за рамки данной работы. Для оценки длительности систолы пред

лагается использовать продолжительность потенциала действия при 80% ре

поляризации (APD80) в отдельной сердечной клетке. APD80 сердечных кле

ток человека (в том числе персонализированное) может быть расчитана с

помощью модели О’Хара–Руди [229]. В данной работе использован резуль

тат, полученный сотрудниками лаборатории физиологии человека МФТИ по

просьбе соискателя [228]. Результат численного расчёта зависимости APD80

от ЧСС, полученный в [50], представлен на рисунке 3.11. Математическое

выражение данной зависимости имеет вид

τ = 287.09[мс]− 30685.24[мс2]

T [мс]
, (3.16)

где τ — длительность систолы, T — длительность сердечного цикла.
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Рис. 3.11. Зависимость продолжительности потенциала действия при 80% реполяризации

(APD80) от длительности сердечного цикла.

Функция (3.14) используется далее в одномерной сетевой модели гемо

динамики в качестве граничных условий на входе в аорту

u(t,0)S(t,0) = QH (t,τ(T ),SV (T )) . (3.17)

Граничные условия в концевых коронарных артериях задаются с помо

щью закона Пуазейля так же, как и для церебральных артерий (см. (3.8))

Pk (Sk (t,Lk))−Pveins = RkSk (t,Lk)uk (t,Lk) , pveins = 8 мм.рт.ст. (3.18)

Учёт пережатия сосудов миокрадом предлагается описывать временной

зависимостью Rk = Rk(t) имеющей после нормировки на максимальное значе
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ние тот же вид, что и нормированная временная зависимость (3.14)

Rk (t) =


Rk +(Rmax

k −Rk)sin
(

πt
τ

)
,0 6 t 6 τ,

Rk,τ < t 6 T,
(3.19)

Максимальное значение периферического сопротивления во время си

столы предлагается считать равным Rmax
k = 3Rk, где Rk — конечное сопротив

ление во время диастолы [28]. Такое повышение приводит к полной остановке

кровотока в терминальных КА во время систолы. Значение Rk для концево

го узла аорты устанавливается согласно данным об артериовенозном давле

нии [16].

Значения Rk определяются по следующему алгоритму. Предположим,

что общее артерио-венозное сопротивление большого круга кровообращения

Rtotal обеспечивает физиологическое изменение давления ∆P= 100 мм.рт.ст. [16],

тогда

Rtotal =
∆P

QCO
, QCO = SV ·HR, (3.20)

где QCO — средний поток (сердечный выброс) из желудочка в аорту.

Будем считать, что

Ra = Rtotal/0.95, Rcor = Rtotal/0.05,

где Ra — терминальное сопротивление аорты, Rcor — суммарное терминаль

ное сопротивление КА. Данная пропорция позволяет получить физиологи

чески корректное отношение среднего КК к среднему сердечному выбросу

(3–6%). Далее используем значение Rcor для оценки суммарного сопротивле

ния основных КА и их ветвей: правой коронарной артерии ПКАр и ветвей

ЛКА (огибающая артерия и левая передняя нисходящая артерия). Предпо

лагаем, что Rcor распределяется в зависимости от диаметров расходящихся



177

артерий согласно закону Мюррея со степенью 2.27 [289]. Эта процедура по

вторяется для всех дочерних ветвлений. Таким образом, в каждом ветвлении

гидродинамические сопротивления дочерних сегментов сосудов Rout,1, Rout,2

последовательно вычисляются на основе гидродинамического сопротивления

входящего сосуда Rin как

Rout,1 = Rin

(
1+

dp
2

dp
1

)
, Rout,2 = Rin

(
1+

dp
1

dp
2

)
, p = 2.27,

где d1, d2 — диаметры соответствующих дочерних сегментов сосудов.

Следует отметить, что погрешность измерения диаметров конечных КА

довольно велика из-за качества исходных данных КТ. Крупные артерии ви

зуализируются на КТ более четко и погрешность измерения их диаметров

существенно меньше. Предлагаемый подход расчёта терминальных гидроди

намических сопротивлений позволяет повысить точность определения конце

вых сопротивлений.

3.3.2. Влияние асинхронной работы желудочков на КК

Сбои в электропроводящей системе сердца или асинхронный сердечный

ритм приводят к нарушению синхронизации (одновременности) сокращений

правого желудочка (ПЖ) и левого желудочка (ЛЖ). Влияние асинхронной

работы желудочков на КК выражено в запаздывании или опережении повы

шения периферического сопротивления на концах ветвей ПКАр относитель

но концов ветвей ЛКА. В модели динамика периферических сопротивлений

описывается уравнением (3.19). В качестве характерных примеров рассмот

рены запаздывания и опережения на 30 мс и 60 мс, поскольку расхождения,

превышающие 50 мс считаются значительными [290]. Физиологически раннее

сокращение ПЖ может быть связано с расположением кардиостимулятора
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в ПЖ, а позднее сокращение ПЖ соответствует, например, расположению

кардиостимулятора в ЛЖ.

Перераспределение кровотока между ЛКА и ПКАр можно проанализи

ровать с помощью соотношения среднего кровотока в ЛКА и ПКАр в асин

хронных и нормальных (синхронных) условиях при различной ЧСС. Отно

сительное изменение среднего кровотока в ЛКА составляет менее 0.5% при

всех значениях ЧСС. Это объясняется тем, что функции периферического

сопротивления (3.19) для ЛЖ всегда синхронизированы с диастолой. И, сле

довательно, кровоток в ЛКА синхронизирован с сокращениями ЛЖ, которые

определяют выброс крови в аорту и во всю коронарную сеть.

Из рисунка 3.12 видно, что межжелудочковая асинхронность вызывает

значительные изменения среднего кровотока в ПКАр при нормальных зна

чениях ЧСС (около 60 ударов в минуту). Раннее сокращение ПЖ на 60 мс

приводит к его увеличению примерно на 12%, в то время, как запаздывающее

сокращение ПЖ на 60 мс приводит примерно к такому же снижению средне

го кровотока в ПКАр. Интересно заметить, что повышение ЧСС приводит к

уменьшению относительных изменений кровотока в ПКАр, которое стремит

ся к значению, соответствующему условиям синхронной кардиостимуляции.

3.3.3. Влияние тахикардии и брадикардии на КК

В данном разделе представлены результаты моделирования КК при по

стоянной ЧСС в диапазоне от 40 до 160 ударов в минуту. Рисунок 3.13 показы

вает зависимости отношения среднего1 КК к среднему сердечному выбросу,

которые были рассчитаны с учётом (3.16) и (3.15) (см. рисунок 3.13A) и с по

мощью модели, в которой отношение длительности систолы к периоду сердеч
1 Здесь и далее в данном разделе усреднение производится за один сердечный цикл после установ

ления квазипериодического режима.
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Рис. 3.12. Зависимость относительного изменения среднего кровотока в ПКАр при раннем

(кардиостимуляция ПЖ) и позднем (кардиостимуляция ЛЖ) сокращении ПЖ при разной

ЧСС.

ных сокращений считалось постоянным и равным 0.35 (см. рисунок 3.13B).

На рисунке 3.13 можно наблюдать существенную разницу доли КК в

суммарном сердечном выбросе в зависимости от предположений модели. По

стоянная доля продолжительности систолы приводит к увеличению доли КК

с увеличением ЧСС. Это противоречит клиническим данным, например [291].

Модель с переменной долей систолы приводит к снижению доли КК с увели

чением ЧСС. Это объясняется тем, что согласно (3.16) длительность систолы

увеличивается с уменьшением периода сердечного цикла (и, соответственно, с

увеличением ЧСС). Это приводит к увеличению относительной длительности
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систолы и уменьшению относительной длительности диастолы в сердечном

цикле. Таким образом, относительный период времени с увеличенным пери

ферическим сопротивлением во время систолы (3.19) увеличивается.

Рис. 3.13. Отношение среднего КК к среднему сердечному выбросу. A — модель с пере

менной долей длительности систолы (3.16), B — модель с постоянной долей длительности

систолы (35% от периода сердечных сокращений).

Отметим, что абсолютное значение среднего сердечного выброса дости

гает максимума при 100–120 ударах в минуту (см. рисунок 3.14), а при даль

нейшем повышении ЧСС снижается. На рисунке 3.15 представлены соответ

ствующие значения среднего КК при постоянной и переменной длительности

систолы относительно длительности сердечного цикла. Из рисунка 3.15 мы

видим, что средний КК достигает максимума при 100 ударах в минуту для

переменной доли систолы (см. рисунок 3.15A) и при 100–120 ударах в мину
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ту для постоянной (см. 3.15B) доли систолы. Раннее снижение среднего КК,

рассчитанное с помощью модели с переменной долей систолы, объясняется

суммарным эффектом от снижения как УО, так и от снижения относитель

ной длительности диастолической фазы сердечного цикла. Чувствительность

среднего КК к постоянной или переменной доле систолы низкая для низких

значений ЧСС. Для значений ЧСС выше 80 ударов в минуту предположение

о постоянной доле систолы дает существенно завышенные значения среднего

КК. Разница абсолютных значений среднего КК при 40, 100 и 160 ударов в

минуту от значения при 60 ударах в минуту (см. рисунок 3.14 A) составляет

менее 15% несмотря на постоянное уменьшение доли среднего КК к средне

му сердечному выбросу (см. рисунок 3.13A), дающее разницу в 20% при 160

ударах в минуту.

Рис. 3.14. Средний за период сердечный выброс.
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Рис. 3.15. Средний КК. A — модель с переменной долей длительности систолы (3.16), B

— модель с постоянной долей длительности систолы (35% от периода сердечных сокраще

ний).

Таким образом, с помощью численного моделирования показано, что

учёт зависимости относительной длителньости систолы и УО от ЧСС являтся

существенным при анализе КК.

3.3.4. Влияние синдрома удлинённого интервала QT на КК

Синдром удлинённого интервала QT (СУИ QT) диагностируется по ЭКГ

при длительности QT интервала превышающей 480 мс, что отражает задерж

ку в реполяризации и расслаблении миокарда после сердечного сокращения.

В представленной модели СУИ QT описывается путём установки постоянного

отношения длительности систолы к длительности сердечного цикла равного
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49% независимо от ЧСС. При этом предполагается, что УО и сердечный вы

брос постоянны.

На рисунке 3.16 показаны результаты моделирования кровотока в ПКАр

и ЛКА при СУИ QT для значений ЧСС в диапазоне от 60 до 120 ударов в

минуту. Вдоль вертикальной оси на рисунке 3.16 отложена доля среднего КК

в ПКАр и в ЛКА относительно среднего КК в тех же артериях, рассчитанного

с помощью модели с переменной долей длительности систолы.

Рис. 3.16. Средний кровоток в ПКАр и ЛКА при СУИ QT относительно среднего крово

тока в ПКАр и ЛКА в отсутствии СУИ QT и переменной доли систолы.

Из рисунка 3.16 видно, что СУИ QT вызывает значительное (более, чем

на 25%) снижение КК как в ПКАр, так и в ЛКА (рисунок 3.16). Это объясня

ется уменьшением диастолического периода, которое сопровождается низки
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ми значениями периферического сопротивления согласно (3.19). Повышение

ЧСС приводит к увеличению кровотока как в ПКАр, так и в ЛКА, который

стремится к значениям, полученным с помощью модели с переменной долей

длительности систолы при тахикардии, но без СУИ QT. Таким образом, с по

мощью численного моделирования показано, что тахикардия на фоне СУИ

QT оказывает стабилизирующее действие с точки зрения восстановления нор

мального КК.

3.3.5. Влияние преждевременного сокращения желудочков на КК

Преждевременное сокращение желудочков (ПСЖ) — это патологиче

ская форма сердцебиения, для которой характерно появление одного или

нескольких сокращений желудочков раньше “запланированных” в соответ

ствии с периодическим ритмом, инициируемым водителем ритма. При таком

сокращении сердечный выброс снижен, поскольку желудочки не успевают

наполниться. ПСЖ также влияет на сердечный выброс при последующих

“запланированных” сокращениях из-за повышенного наполнения желудочков

после ПСЖ. Типичные патологические паттерны ПСЖ включают опереже

ние сокращений при каждом втором (бигеминия), третьем (тригеминия) или

четвертом (квадригеминия) сердечном цикле. Более редкое опережение со

кращений возможно, но оно не считается клинически значимым и в данном

разделе не рассматривается.

ПСЖ предлагается учитывать в модели путём изменения функции сер

дечного выброса (3.17) следующим образом. Будем считать, что систола при

ПСЖ начинается на 0.25T раньше, чем при обычном периодическом режиме;

УО при ПСЖ на 71% меньше УО при нормальном сокращении из-за недо

статочного наполнения желудочка [284]; следующее после ПСЖ сокращение
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происходит в соответствии с обычным периодическим режимом; суммарная

длительность ПСЖ и следующего за ним нормального сокращения равна

удвоенному периоду нормальных сердечных сокращений; УО сердцебиения

после ПСЖ на 18% больше, чем УО нормального сокращения из-за увели

чения времени наполнения желудочка [284]. На рисунке 3.17 показан пример

изменённого сердечного выброса в случае квадригеминии при 120 ударах в

минуту.

Рис. 3.17. Модифицированный сердечный выброс QH(t) при 120 ударах в минуту и квад

ригеминии.

Рассмотрим результаты расчётов среднего КК при бигеминии, тригеми

нии и квадригеминии для значений ЧСС от 40 до 120 ударов в минуту. На ри

сунке 3.18 представлены зависимости отношения среднего КК при различных

видах ПСЖ к среднему КК без ПСЖ от ЧСС. На рисунке 3.18 наблюдается
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существенное снижение относительного среднего КК при низкой и нормаль

ной ЧСС (40–80 ударов в минуту). Это значение еще больше уменьшается с

увеличением ЧСС. Наиболее выраженный эффект (снижение более чем на

28% при 40 ударах в минуту и снижение на 33% при 120 ударах в минуту)

наблюдается в случае бигеминии, поскольку она вызывает наиболее частое

проявление ПСЖ. Таким образом, с помощью математического моделиро

вания показано, что тахикардия на фоне ПСЖ оказывает дополнительное

негативное влияние на КК.

Рис. 3.18. Зависимость отношения среднего КК при различных видах ПСЖ к среднему

КК без ПСЖ от ЧСС.
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3.3.6. Анализ результатов моделирования КК при нарушениях ритма сердца

В данном разделе была представлена модифицированная модель одно

мерной гемодинамики в сети КА, которая включает зависимости продолжи

тельности систолы и УО от ЧСС. С помощью численного моделирования

проанализирован КК в случаях нескольких нарушений сердечного ритма,

включая тахикардию, брадикардию, СУИ QT и ПСЖ в зависимости от ЧСС.

Показано, что тахикардия на фоне СУИ QT оказывает стабилизирующее дей

ствие на КК. В то же время, тахикардия на фоне ПСЖ оказывает негативное

влияние на КК, что выражается в его существенном снижении.

Преимущества предложенной модели состоят в том, что введение зави

симостей относительной длительности систолы и УО от ЧСС позволяет по

лучить результаты, которые лучше соответствуют известным клиническим

данным [291]. В отличие от других аналогичных работ [48; 49; 146] здесь

предполагается, что только периферическое сопротивление повышается из-за

сокращений миокарда во время систолы, что отличается от моделей типа [51;

159] и лучше соответствует физиологическим и анатомическим особенностям

магистральных коронарных артерий, лежащих вне миокарда.

Остановимся теперь на ограничениях предложенного подхода. Зависи

мость УО от ЧСС (3.15) задавалась в виде линейной регрессии, основанной

на на экспериментальных и клинических наблюдениях [286; 287]. Данная за

висимость становится нелинейной для значений ЧСС более 160 ударов в ми

нуту [292], что ограничивает использование предложенной модели. Теорети

ческие оценки дают обратную зависимость УО от ЧСС. Некоторые факторы

(например, регуляторные процессы) могут вызывать отклонения от линей

ной зависимости даже в диапазоне от 40 до 160 ударов в минуту (например,

в условиях интенсивных физических нагрузок).
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В данном разделе неявно предполагалось, что длительность систолы

примерно равна длительности систолы желудочков. Особенности систолы

предсердий не рассматривались, поскольку все рассмотренные примеры свя

заны с активностью желудочков. Это предположение может привести к неко

торой систематической ошибке в представленных результатах.

Расчёт кривых восстановления продолжительности потенциала действия

в одной сердечной клетке выполнялся с использованием модели О’Хара-Ру

ди [229]. При этом предполагалось, что зависимость продолжительности по

тенциала действия при реполяризации 80% (APD80) от продолжительности

сердечного цикла коррелирует с аналогичной зависимостью продолжительно

сти систолы желудочков (3.16). Более точный подход должен моделировать

распространение потенциала действия по миокарду и вызываемые им меха

нические сокращения, что выходит за рамки данной работы. Неявно подразу

мевается, что процесс механических сокращений происходит мгновенно, что

также может быть источником систематической ошибки. Отметим, что полу

ченная зависимость (3.16) коррелирует с результатами измерения интервала

QT для различных значений ЧСС, полученными из данных ЭКГ. Длина ин

тервала QT связана с длиной электрической и механической систолы [293].

Порог значения реполяризации 80% был выбран с точки зрения минимиза

ции возможной ошибки при применении модели к персонализированным дан

ным [228]. Аналогичная зависимость может быть получена напрямую из ЭКГ

пациента.
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3.4. Вычислительная оценка КСВ при стенозах клапанов сердца

В данном разделе демонстрируются прикладные возможности точечной

динамической модели кровотока в сердце (см. п. 1.8). Рассмотрим две груп

пы вычислительных экспериментов. В экспериментах первой группы прово

дится сравнение модели с мгновенным открытием и закрытием клапанов и

модели, учитывающей динамику открытия и закрытия клапанов. Вычисли

тельные эксперименты второй группы посвящены моделированию изменений

сердечного выброса при наличии стеноза митрального клапана и аортальной

недостаточности.

3.4.1. Сравнение моделей закрытия клапана

Результаты, полученные с помощью модели, учитывающей динамику от

крытия и закрытия клапанов (1.78)–(1.83), (1.85)–(1.87) называются в данном

разделе моделью A. Результаты, полученные с помощью модели с мгновен

ным открытием и закрытием клапанов (1.78)–(1.84) называются в данном

разделе моделью B. Результаты численного моделирования с помощью моде

лей A и B показаны на рисунках 3.19, 3.20, 3.21. Во всех расчётах начиная

с третьего сердечного цикла наблюдаются периодические решения. Время

открытия и закрытия клапанов в модели с учётом динамики клапана состав

ляет 0.05 мкс.

Результаты, представленные на рисунках 3.19, 3.20 и 3.21 для модели A,

хорошо согласуются с физиологическими данными из [15; 16]. Максимальное

(систолическое) давление в ЛЖ равно 120 мм.рт.cт. Максимальный (систо

лический) поток через аортальный клапан равен 900 мл/с, что соответствует

данным для аорты диаметром 3 см. Систолический поток через митральный

клапан равен 300 мл/с. Объём ЛЖ изменяется от 50 мл до 120 мл. Объём
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ЛП изменяется от 40 мл до 60 мл. Модель A далее будет использоваться в

качестве эталонной модели здоровых условий для сравнений в разделах 3.4.2

и 3.4.3.

Рис. 3.19. Давление в левом желудочке (lv) и предсердии (la) (A — модель с учётом ди

намики открытия/закрытия клапанов, B — модель с мгновенным открытием/закрытием

клапанов).

Наибольшая разница между моделями A и B наблюдается при сравне

нии систолического давления в ЛЖ (PA
lv,syst = 120 мм.рт.ст. для модели А и

PB
lv,syst = 130 мм.рт.ст. для модели В, см. рисунок 3.19). Систолическое значе

ние потока через аортальный клапан достигается на 0.05 мкс позже в модели

A по сравнению с моделью B, что вызывает существенные изменения в дина

мике объемов камер (см. рисунок 3.21).

Согласно физиологическим данным [15; 16], одним из эффектов при за

крытии клапанов является обратный поток из аорты в ЛЖ в конце систолы

(аортальная регургитация). Области с отрицательным потоком наблюдаются

как в модели A, так и модели B (см. рисунок 3.20). Следует отметить, что
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Рис. 3.20. Поток через аортальны (ao) и митральный (mi) клапаны (A — модель с

учётом динамики открытия/закрытия клапанов, B — модель с мгновенным открыти

ем/закрытием клапанов).

обратный поток в модели B не имеет физиологического смысла, поскольку

мгновенно закрытый клапан препятствует потоку в любую сторону. Отри

цательный поток в модели B можно объяснить либо немонотонностью чис

ленного решения из-за скачкообразного изменения функция клапана (1.84),

либо несогласованностью в задании моментов открытия и закрытия клапана

в (1.84). Модель A соответствует физиологическим данным и дает реалистич

ную динамику основных параметров сердечного цикла. Модель B может быть

адаптирована к измеренным данным пациента, но в каждом случае требует

ся ручная настройка моментов открытия и закрытия клапанов. Это снижает

применимость модели B для приложений с использованием индивидуальных

данных пациентов и для проведения вычислительных экспериментов, в кото

рых рассматривается вариабельность сердечного ритма.
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Рис. 3.21. Обём левого желудочка (lv) и предсердия (la) (A — модель с учётом динамики

открытия/закрытия клапанов, B — модель с мгновенным открытием/закрытием клапа

нов).

3.4.2. Стеноз митрального клапана

Стеноз митрального клапана — это патология, вызванная сужением пред

сердно–желудочкового просвета между ЛП и ЛЖ из-за слияния створок мит

рального клапана. Следствием стеноза митрального клапана является умень

шение УО и сердечного выброса. Стеноз митрального клапана моделируется

по аналогии с [59] путём уменьшения на 30% максимального угла открытия

θ max
mi , что уменьшает максимальный просвет на 25%. Результаты численного

моделирования представлены на рисунках 3.22, 3.23.

Результаты расчётов показывают, что изменение открытия митрального

клапана оказывает влияние и на динамику аортального клапана, параметры

которого не изменялись. Момент открытия аортального клапана задержи

вается на 0.05 с по сравнению с нормальными (здоровыми) условиями (мо
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Рис. 3.22. Поток через аортальны (ao) и митральный (mi) клапаны (A — здоровый (нор

мальный) случай, B — стеноз митрального клапана).

дель A в п. 3.4.1). Наблюдаются изменения систолического давления в ЛП от

115 мм.рт.cт. до 110 мм.рт.cт. и в ЛЖ с 8 мм.рт.cт. до 10 мм.рт.cт. Выражен

ный эффект наблюдается для потока и объема камер сердца. На рисунке 3.22

наблюдается уменьшение систолического кровотока через аортальный кла

пан с 900 мл/с до 560 мл/с. Пик систолы задерживается на 0.05 с относитель

но нормальных условий, что соответствует задержке открытия аортального

клапана. Форма временной зависимости кровотока через митральный клапан

существенно меняется. Первый максимум в начале диастолы и отрицатель

ный поток в конце сердечного цикла исчезают, см. рисунок 3.22. Существен

ное уменьшение объема левого желудочка с 115 мл до 85 мл наблюдается на

рисунке 3.23. Объем левого предсердия увеличивается с 40 мл до 50 мл.

Таким образом, модель воспроизводит известные факты, состоящие в

том, что стеноз митрального клапана увеличивает нагрузку на левое пред
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Рис. 3.23. Обём левого желудочка (lv) и предсердия (la) (A — здоровый (нормальный)

случай, B — стеноз митрального клапана).

сердие, что со временем может оказаться причиной его гипертрофии. Стеноз

митрального клапана вызывает существенное снижение сердечного выброса,

которое может быть оценено для пациента на основании его индивидуальных

данных.

3.4.3. Недостаточность аортального клапана

Аортальная недостаточность (аортальная регургитация) — это недоста

точность аортального клапана, которая вызывает усиление обратного потока

из аорты в левый желудочек во время диастолы. Стеноз митрального кла

пана моделируется аналогично работе [59] путём увеличения минимального

угла открытия θ min
ao с 0◦ до 25◦. Результаты моделирования показаны на ри

сунках 3.24 и 3.25.

Результаты расчётов показывают влияние изменения динамики аорталь
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ного клапана на динамику митрального клапана (параметры митрального

клапана не изменялись). Момент открытия митрального клапана опережает

нормальное открытие на 0.05 с. Давление в ЛП остается прежним (на уровне

нормального). Изменение пикового давления в ЛП изменяется со 115 мм.рт.cт.

до 125 мм. рт. cт. В ЛЖ оно изменяется с 8 мм.рт.cт. до 10 мм.рт.cт.

Рис. 3.24. Поток через аортальны (ao) и митральный (mi) клапаны (A — здоровый (нор

мальный) случай, B — недостаточность аортального клапана).

Существенное увеличение систолического кровотока через аортальный

клапан с 900 мл/с до 1300 мл/с показано на рисунке 3.24. Систолический пик

опережает аналогичный пик при нормальных условиях на 0.05 мкс. Это соот

ветствует раннему открытию аортального клапана. Можно отметить, что уве

личение систолического потока компенсируется обратным потоком во время

диастолы, но такие условия вызывают значительную перегрузку левого же

лудочка и аорты с его возможной гипертрофией при длительном сохранении

рассматриваемого режима. Очевидным эффектом аортальной недостаточно

сти является отрицательный поток 70 мл/с во время диастолы, что показано
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на рисунке 3.24. Существенное увеличение объема ЛЖ со 115 мл до 150 мл

показано на рисунке 3.25, что также означает возможное развитие его гипер

трофии.

Рис. 3.25. Обём левого желудочка (lv) и предсердия (la) (A — здоровый (нормальный)

случай, B — недостаточность аортального клапана).

3.4.4. Анализ результатов моделирования КСВ при стенозах клапанов

сердца

Рассмотренная точечная динамическая модель сердечной динамики ос

нована на физических принципах и законах и позволяет проводить физиоло

гически корректное моделирование нормальных состояний и некоторых кар

диопатологий. Преимущество данного подхода — низкая вычислительная сто

имость и зависимость от относительно небольшого количества параметров,

которые могут быть определены во многих медицинских учреждениях.

Функции сердечных клапанов g(θ) оказывают значительное влияние на

результаты моделирования сердечной динамики. Модель с мгновенным от
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крытием и закрытием клапанов (1.84) упрощает математическую формули

ровку. В принципе, моменты открытия и закрытия клапана могут быть опре

делены по данным эхокардиографии. Однако предположение о мгновенном

открытии и закрытии не соответствует физиологическим наблюдениям. Это

также вызывает немонотонность численного решения при моделировании, ко

торая проявляется в виде временных интервалов с обратным кровотоком в

желудочки в то время, как в соответствии с уравнениями модели такие пото

ки должны быть отсутствовать. Модель, учитывающая динамику открытия

и закрытия сердечного клапана, лучше согласуется с физиологическими дан

ными.

Сочетание точечной модели сердца (как с мгновенной, так и с динами

ческой функцией клапанов) с одномерной моделью гемодинамики позволяет

получить замкнутую модель гемодинамики в ССС.

Индивидуальная идентификация параметров пациента, включая часто

ту сердечных сокращений, углы открытия клапанов, объёмы камер, может

быть выполнена в большинстве клиник с помощью эхокардиографии и дру

гих хорошо известных и доступных методов. Измерение других параметров

модели (коэффициент инерции, гидравлическое сопротивление, переменная

функция упругости) может быть выполнено только в рамках специфических

клинических исследований. В прикладных медицинских приложениях эти па

раметры приходится определять путем подбора известных измеренных и вы

численных переменных (например, динамики объема камеры, сердечного вы

броса и т.д.) по аналогии с методикой в п. 3.1.



198

3.5. Математическое моделирование кровотока в

микроциркуляторном русле с новообразующимимся

сосудами

Одним из элементов модели кровотока в микроциркуляторном русле

(см. п. 1.9) является алгоритм генерации структуры сети и приписывания её

элементам параметров (длина, диаметр). Для валидации такой модели требу

ется исследование её статистических свойств. Модель микроциркуляторного

кровотока должна обеспечивать основную физиологическую функцию — рав

номерное снабжение кровью с растворёнными в ней питательными вещества

ми всего объёма снабжаемой ткани. В связи с этим независимо от конкретной

случайной реализации равномерно распределёнными в объёме сети должны

быть площадь поверхности капилляров (для обеспечения равномерного снаб

жения глюкозой и другими растворёнными в крови веществами) и кровоток

(для обеспечения равномерного снабжения кислородом, поступление которо

го определяется, в основном, протекающим объёмом крови и гематокритом2).

В данном разделе в п. 3.5.1 исследуется распределение площади поверх

ности капилляров по объёму при разном количестве микрососудов в единице

объёма. В п. 3.5.2 анализируется распределение кровотока в снабжаемом сге

нерированной сетью объёме ткани. С помощью вычислительных эксперимен

тов показано, что относительно однородное распределение как структурных,

так и функциональных параметров получается при плотности микрососудов3

близкой к физиологической (105 сосудов на см3). Далее модель использована

в п. 3.5.3 для анализа изменений микроциркуляторного кровотока при нали

чии новообразующихся сосудов (опухолевом ангиогенезе) и антиангиогенной
2 т.е. количеством эритроцитов в единице объёма
3 т.е. количестве сосудов в единице объёма
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терапии, которая направлена на подавление такого роста.

3.5.1. Анализ равномерности распределения площади поверхности

капилляров по объёму

Алгоритм создания модели микроциркуляторной сети, предложенный в

п. 1.9.1, основан на использовании случайных величин. Поэтому при каждой

его реализации формируется новая сеть с новой структурой и распределени

ем параметров. Для использования такого алгоритма в численном моделиро

вании необходимо изучить статистические свойства структур формируемых

сетей. Одним из основных свойств является равномерность распределения

площади поверхности капилляров в пространстве. Диффузия растворённых

в крови веществ в ткань пропорциональна площади контакта, т.е. площади

поверхности капилляров.

Для исследования статистических свойств предложенного в п. 1.9.1 алго

ритма в сферической области диаметром 1 см были созданы наборы структур

ных моделей микроциркуляторных сетей, содержащих M = 5 ·104, 105 и 2 ·105

капилляров. Такое количество микрососудов по порядку величины приблизи

тельно соответствует реальной микрососудистой сети, исследованной в [90].

Область моделирования была разбита на N = 25 концентрических сфериче

ских слоёв с одинаковым расстоянием между внутренней и внешней поверх

ностью. Такое разделение на подобласти необходимо для последующей инте

грации рассматриваемой модели с одномерной моделью развития опухоли,

разработанной специалистами из ФИАН им. П.Н. Лебедева РАН [155; 294].

Пусть K j
i — количество капилляров, попавших в слой 1 6 i 6 N при

случайной реализации сети j при заданном количестве капилляров M, L —

количество случайных реализаций, kn — индексы капилляров, попавших в
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слой i при случайной реализации сети j, Skn — площадь поверхности капил

ляра с индексом kn, Vi — объём слоя i. В случае, если капилляр попадает в

два слоя, в качестве Skn берётся только та доля поверхности, которая попала

в рассматриваемый слой.

В качестве первого критерия структурной пространственной однородно

сти сети рассмотрим среднюю по всем случайным реализациям алгоритма

при заданном M величину относительного стандартного отклонения средней

плотности площади поверхности капилляров в N слое от среднего значения

по всем слоям в реализации

σ
s
1 =

1
L

L

∑
j=1

1

s j

√
∑

N
i=1(s

j
i − s j)2

N
,

где

s j
i =V−1

i

K j
i

∑
n=1

Skn, s j = N−1
N

∑
i

s j
i , (3.21)

s j
i — средняя плотность суммарной боковой поверхности капилляров, попав

ших в слой i при случайной реализации сети j, s j — усреднение средних

плотностей боковой поверхности капилляров в слое взятое по всем слоям при

случайной реализации сети j.

В качестве второго критерия структурной пространственной однород

ности сети рассмотрим относительное стандартное отклонение средней плот

ности суммарной боковой поверхности при случайной реализации сети j от

значения этой же величины усреднённого по всем L реализациям для каждого

фиксированного M

σ
s
2 =

1
s

√√√√√ L
∑
j=1

(s j− s)2

L
,

где s = L−1
L

∑
j=1

s j — средняя плотность площади поверхности капилляров по



201

всем слоям и случайным реализациям для каждого фиксированного M.

В пределе в идеально однородном случае, очевидно, должно выполнять

ся

σ
s
1 = 0, σ

s
2 = 0.

При вышеприведённом анализе были исключены случайно сгенериро

ванные сети, для которых

max
i=1,...,N

|s j
i − s j|> 0.2s.

Это позволило исключить около 10% случаев, содержащих в качестве

статистических выбросов области с очень плотными кластерами структурных

элементов (капилляров). Результаты статистического анализа для остальных

сетей при L = 50 случайных реализациях для каждого M представлены в

таблице 3.15. Из таблицы 3.15 следует, что обе величины σ s
1 и σ s

2 убывают

до приемлемых величин с увеличением M до физиологически адекватных

значений. При этом средняя плотность боковой поверхности возрастает.

M σ s
1, % σ s

2, % s,cm−1

5 ·104 6.7 2.9 12

105 5.9 2.3 25

2 ·105 4.8 2.0 49

Таблица 3.15. Результаты анализа равномерности распределения площади поверхности

сосудов в объёме ткани.

3.5.2. Анализ равномерности распределения кровотока по объёму

Физиологическая корректность полученной в п. 1.9.2 модели кровотока

в микроциркуляторном русле может быть проверена с помощью статистиче
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ского анализа гидродинамических параметров аналогичному статистическо

му анализу структурных параметров сети выполненному в п. 3.5.1. Целью

данного анализа является проверка однородности распределения кровотока

в пространстве, которое связано с однородностью снабжения области ткани

кислородом.

Отметим, что проницаемость стенок капилляров для кислорода явля

ется крайне высокой. Поэтому концентрация свободного кислорода в крови

и в тканях приходит в равновесие уже при протекании крови через первые

капилляры. Далее внимание уделяется анализу кровотока именно в капилля

рах, непосредственно исходящих из артериол (такие капилляры далее будут

называться первыми капиллярами). В результате для оценки физиологиче

ской корректности математической модели был выбран параметр плотности

кровотока в первых капиллярах (отношение суммарного кровотока в первых

капиллярах в выделенной области к её объёму).

Для статистического анализа равномерности распределения кровотока в

первых капиллярах используются те же наборы структурных моделей микро

циркуляторных сетей в сферической области с диаметром 1 см с количеством

сосудов равным M = 5 ·104, 105 и 2 ·105, что и в п. 3.5.1. Для каждого задан

ного M с помощью алгоритма из п. 1.9.1 было создано L = 50 реализаций.

Область заполненная микрососудистой сетью разделялась на N = 25 концен

трических сферических слоёв с одинаковым расстоянием между внутренней

и внешней поверхностью.

Пусть K j
i — количество первых капилляров, попавших в слой 1 6 i 6 N

при случайной реализации сети j при заданном количестве первых капилля

ров M, L — количество случайных реализаций, kn — индексы первых капил

ляров, попавших в слой i при случайной реализации сети j, Qkn — кровоток
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в первом капилляре с индексом kn, Vi — объём слоя i. При суммировании

считалось, что рассматриваемый первый капилляр принадлежит рассматри

ваемому сферическому слою в том случае, когда его конец, соединяющийся

с артериолой, принадлежит этому слою.

В качестве первого критерия однородности кровотока в сети рассмотрим

среднюю по всем случайным реализациям алгоритма при заданном M вели

чину относительного стандартного отклонения средней плотности потока в

N слое от среднего значения по всем слоям в соответствующей реализации

σ
q
1 =

1
L

L

∑
j=1

1

q j

√
∑

N
i=1(q

j
i −q j)2

N
,

где

q j
i =V−1

i

K j
i

∑
n=1

Qkn, q j = N−1
N

∑
i

q j
i , (3.22)

q j
i — средняя плотность суммарного кровотока в первых капиллярах, попав

ших в слой i при случайной реализации сети j, q j — усреднение средних

потоков в первых капиллярах в слое взятое по всем слоям при случайной

реализации сети j.

В качестве второго критерия однородности кровотока в сети рассмотрим

относительное стандартное отклонение средней плотности кровотока при слу

чайной реализации сети j от значения этой же величины, усреднённой по всем

L реализациям для каждого фиксированного M

σ
q
2 =

1
q

√√√√√ L
∑
j=1

(q j−q)2

L
,

где q = L−1
L

∑
j=1

q j — средняя плотность кровотока в первых капиллярах по

всем слоям и случайным реализациям для каждого фиксированного M.
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В пределе в идеально однородном случае, очевидно, должно выполнять

ся

σ
q
1 = 0, σ

q
2 = 0.

Результаты анализа представлены в таблице 3.16. Можно заметить, что

σ
q
1 в выбранной тестовой области пространства, покрываемой различными

генерациями сетей уменьшается с увеличением количества капилляров. Од

нако относительный разброс значений вдвое превышает аналогичную вели

чину для площади поверхности из п. 3.5.1. Для σ
q
2 такого уменьшения не

наблюдается.

В целом полученные отклонения можно считать удовлетворительными.

Поскольку с увеличением количества сосудов в единице объёма наблюдается

повышение средней плотности кровотока в первых капиллярах, то использо

вание модели в предложенном виде представляется адекватным.

M σ
q
1 ,% σ

q
2 ,% q,10−2 s−1

5 ·104 14.5 6.3 0.78

105 12.2 6.8 1.24

2 ·105 10.2 6.6 2.21

Таблица 3.16. Анализ плотности кровотока в первых капиллярах, сгенерированных мик

роциркуляторных сетей.

3.5.3. Кровоток в ткани с опухолью при антиангиогенной терапии

Развитие опухоли связано с производством веществ (проангиогенных

факторов), приводящих к образованию новых капилляров. Свойства таких

ангиогенных капилляров отличаются от нормальных. Их стенки обладают
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повышенной проницаемостью, что приводит к увеличению притока плазмы

крови из капилляров в межклеточное пространство и соответствующему ло

кальному увеличению давления межклеточной жидкости (интерстициально

го давления, ИД). Стенки образующихся ангиогенных капилляров не содер

жат опорных клеток (перицитов), что приводит к снижению их упругости.

В совокупности с повышением ИД со стороны окружающей микрососуды

межклеточной жидкости это приводит к уменьшению просвета ангиогенных

сосудов и, соответственно, к увеличению их гидродинамического сопротив

ления и снижению кровотока в них [295]. Проангиогенные факторы могут

вызывать аналогичные изменения и в стенках нормальных капилляров.

Антиангиогенная терапия (ААТ) направлена на подавление действия

проангиогенных факторов, продуцируемых опухолью. Эксперименты на мо

делях опухолей мышей показывают, что в различных случаях ААТ может

привести к как к повышению кровотока в области опухоли [296; 297], так и

к его снижению [298; 299]. Это объясняется тем, что ААТ запускает множе

ство физиологических процессов, каждый из которых по-разному влияет на

интегральное сопротивление микроциркуляторной сети. Часть из них (напри

мер, снижение ИД) снижают сопротивление микрососудов, другие (например,

уменьшение диаметров капилляров в связи с нормализацией структуры их

стенок) приводят к повышению микрососудистого сопротивления.

Увеличение кровотока в околоопухолевой области при ААТ имеет боль

шое клиническое значение, поскольку оно приводит к увеличению притока

кислорода к опухоли. В свою очередь, это повышает эффективность облуче

ния опухоли, поскольку кислород является мощным радиосенсибилизатором.

Прямые экспериментальные оценки изменений кровотока в результате ААТ в

настоящее время невозможны. Различные косвенные методы показывают воз
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можность относительного увеличения кровотока не более, чем в 1.5 раза [297;

300].

В данном разделе представлена вычислительная оценка изменений кро

вотока в микроциркуляторной сети в ткани с опухолью при ААТ с использо

ванием набора модельных микроциркуляторных сетей, созданных в соответ

ствии с подходом, предложенным в п. 1.9.

В рассматриваемой модели ангиогенные свойства капилляров учитыва

ются феноменологически при помощи изменения коэффициента kuv в уравне

ниях (1.91), (1.92)). Будем считать, что для нормальных капилляров kuv = 1,

а для ангиогенных капилляров расположенных в центральной части рассмат

риваемой области с диаметром 0.3 см kuv = kAC > 1. Значение kAC зависит от

ИД, которое в зависимости от конкретной ситуации может варьироваться в

широких пределах. Выбор капилляров в центре области обусловлен тем, что

именно в ней наблюдается максимальная концентрация и, соответственно,

активность ангиогенных факторов, а также максимальное значение ИД.

Предполагается, что значение kAC постоянно, поскольку перепад ИД в об

ласти опухоли незначителен [301]. Сопротивления артериол и венул считают

ся постоянными, поскольку в ответ на изменения разности давлений между

внутренней и внешней стороной микрососудов (трансмурального давления)

они способны активно изменять размер просвета за счёт ауторегуляторных

механизмов [302]. По этой же причине давления на входе и выходе из рас

сматриваемой сети также считаются неизменными во время ААТ.

Зависимости, полученные с помощью вычислительных экспериментов,

представлены на рисунке 3.26. Они демонстрируют значения плотности кро

вотока в области моделирования в зависимости от количества капилляров в

сети и доли ангиогенных капилляров для трёх значений kAC из физиологиче
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ского диапазона. Значение kAC = 10 выбрано в соответствии с результатами

работы [295], в которой показано, что увеличение сопротивления капилляров

на порядок обусловлено их сдавливанием при повышении ИД до значения

равного среднему гидростатическому давлению в капилляре (по сравнению

с сопротивлением капилляра при нормальном ИД значение которого лежит

вблизи нуля). Опорные точки для кривых получены при усреднении десяти

различных реализаций алгоритма создания структуры микроциркуляторной

сети.

Предельные случаи, соответствующие отсутствию ангиогенных капилля

ров и полному замещению нормальных капилляров ангиогенными показаны

на рисунке 3.26 красным (верхняя кривая) и синим цветом (нижняя кривая)

соответственно. Из рисунка 3.26 следует, что снижение доли ангиогенных ка

пилляров в сети приводит к повышению плотности кровотока в ткани при

всех значениях kAC. Снижение доли ангиогенных капилляров можно физио

логически интерпретировать как нормализацию микроциркуляторной сети и

снятие отека, связанного с присутствием опухоли. Результаты моделирования

показывают, что при kAC = 1.5 эти процессы лишь незначительно увеличива

ют внутриопухолевую плотность кровотока, в то время как при kAC = 5 плот

ность кровотока увеличивается в 1.2 раза, а при kAC = 10 наблюдается почти

двукратное (в 1.8 раз) увеличение. Полученные результаты численных экс

периментов хорошо согласуются с экспериментальными наблюдениями [297;

300].

В заключении отметим, что поведение кривых, соответствующих нор

мальной капиллярной сети в отсутствии опухолевого ангиогенеза (показа

ны красным цветом на рисунке 3.26), демонстрирует насыщение кровотоком

рассматриваемой области. Увеличение числа капилляров выше физиологи
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Рис. 3.26. Зависимость плотности потока в микроциркуляторной сети от количества капил

ляров, доли ангиогенных капилляров и отношения их гидродинамического сопротивления

к сопротивлению нормальных капилляров (kAC).

ческих значений (2 · 105) приводит к всё меньшему повышению плотности

кровотока, что является ещё одним подтверждением адекватности предло

женного алгоритма моделирования кровотока в микроциркуляторном русле.



Заключение

В диссертационной работе предложен взаимосвязанный набор математи

ческих моделей разных пространственных и временных масштабов для анали

за гемодинамических характеристик пациентов при их клиническом обследо

вании, проведении диагностики и планировании лечения. Краевые условия

и коэффициенты моделей могут определяться как на основе данных стан

дартных медицинских протоколов, используемых в большинстве медицин

ских учреждений специализирующихся на лечении и профилактике сердечно

сосудистых и онкологических заболеваний, так и на основе данных научной

литературы по физиологии и медицине. Все модели основаны на законах

сохранения и других фундаментальных физических принципах. Математи

ческая сложность комплекса моделей сбалансирована таким образом, что ре

зультаты рассчётов представимы терминах, которые используются врачами

в их повседневной работе.

Основной результат работы представляет собой комплексный многомас

штабный подход к моделированию кровотока в середечно–сосудистой систе

ме, включающий математические модели, их численную дискретизацию и

реализацию в виде программного комплекса. Этот результат получен как со

вокупность следующих оригинальных результатов:

1. Анализ условий представимости одномерной модели гемодинамики в

одном сосуде в виде системы нелинейных гиперболических уравнений.

2. Постановка граничных условий во внутренних точках сети соответству

ющих областям соединения сосудов, которая позволяет получить асимп

тотическое стремление решения к решению в модели с одним сплошным

сосудом.

209
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3. Одномерная модель кровотока в глубоких венах.

4. Неотражающие граничные условия в концевых точках терминальных

сосудов.

5. Нелинейная точечная динамическая модель кровотока в сердце, учиты

вающая немгновенное открытие и закрытие аортального, лёгочного и

митральных клапанов.

6. Модель кровотока в области здорового микроциркуляторного русла и

при опухолевом ангиогенезе.

7. Методика моделирования работы сердечно–сосудистой системы пациен

та с такими патологиями, как наличие атеросклеротических бляшек,

извитость артерий, нарушения нормальной частоты сердечных сокра

щений, недостаточность клапанов сердца, рост новых капилляров при

развитии опухоли.

8. Методика вычислительного предсказательного анализа гемодинамики

после сосудистых операций по поводу устранения атеросклероза.

Полученные результаты имеют высокую теоретическую значимость для

дальнейшей разработки новых персонализированных моделей кровообраще

ния и практическую междисциплинарную значимость в физиологии и меди

цине.

В результате теоретических исследований в представленной работе при

ведено обоснование и получены условия представимости одномерной моде

ли гемодинамики в виде системы нелинейных гиперболических уравнений.

Теоретическая значимость новых граничных условий состоит в том, что их
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использование обеспечивает асимптотический переход решения в области со

единения сосудов к решению в одном сплошном сосуде. Для описания течения

крови в глубоких венах предложена и теоретически обоснована новая одно

мерная модель.

Неотражающие граничные условия представляют практический интерес

при моделировании кровотока в урезанных фрагментах сосудистых сетей.

Оригинальная модель кровотока в сердце учитывает процессы открытия и

закрытия клапанов, что позволяет более точно описать особенности сердеч

ного выброса при патологиях клапанов сердца. Данная модель открывает

возможности для интеграции с электрофизиологическими моделями, описы

вающими распространение потенциала действия по миокарду и сердечный

ритм. Использование новой модели сердца позволило устранить немонотон

ность численного решения, наблюдавшуюся в моделях с мгновенным измене

нием состояний клапанов.

Практическое использование модели микроциркуляторного кровотока

при опухолевом ангиогенезе состоит в возможности создания новых моделей

развития опухоли, учитывающих приток питательных веществ и метаболизм,

что приведёт к созданию новых эффективных стратегий антиангиогенной те

рапии онкологических заболеваний. Методика моделирования сердечно–сосу

дистой системы пациента с патологиями и методика предсказательного вы

числительного анализа гемодинамики после сосудистых операций по устра

нению атеросклероза представляют большой практический интерес с точки

зрения использования в клинических центрах сердечно–сосудистой хирургии.

Разработанные методики апробированы в научных медицинских исследова

ниях при комплексном анализе микроциркуляторного кровотока глаза при

субклиническом атеросклерозе и артериальной гипертензии и при неинвазив
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ном анализе фракционного резерва кровотока у пациентов с ишемической

болезнью сердца. Успешный опыт внедрения полученных математических

результатов в клиническую практику будет полезен в дальнейшем для эф

фективного решения широкого спектра прикладных медицинских задач, что

внесёт существенный вклад в социально–экономическое развитие РФ за счёт

снижения последствий социально значимых заболеваний, повышения каче

ства жизни и трудоспособности населения.



Список сокращений и условных обозначений

ААТ — Антиангиогенная терапия

БЦА — Брахиоцефальные артерии (общее название артерий, кровоснаб

жающих голову и шею)

ВК — Виллизиев круг

ВСА — Внутренняя сонная артерия

ВнСА — Внешняя сонная артерия

ЗМА — Задняя мозговая артерия

ЗСА — Задняя соединительная артерия

ИД — Интерстициальное (межклеточное) давление

ИМТ — Индекс массы тела

КА — Коронарные артерии

Компартмент — часть системы (сосуд, группа сосудов, камера сердца и

т.п.), описываемая обыкновенными дифференциальными или алгебраически

ми уравнениями.

КК — Коронарный кровоток

КСВ — Кривая сердченого выброса

ЛЖ — Левый желудочек

ЛКА — Левая коронарная артерия

НСА — Наружная сонная артерия

ОСА — Общая сонная артерия

ПА — Позвоночная артерия

ПЖ — Правый желудочек

ПИ — Патологическая извитость

ПКА — Подключичная артерия

ПКАр — Правая коронарная артерия
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ПСА — Передняя соединительная артерия

ПСЖ — Преждевременное сокращение желудочков

СМА — Средняя мозговая артерия

СРПВ — Скорость распространения пульсовой волны

СУИ QT — Cиндром удлинённого интервала QT

УО — Ударный объём

ЧСС — Частота сердечных сокращений

Эндотелиальный гликокаликс — гелеподобный деформируемый слой,

выстилающий внутреннюю стенку сосуда

ALE — Произвольная лагранжево–эйлерова формулировка уравнений

механики сплошной среды

FSI — В данном контексте модель, включающая уравнения, описываю

щие течение жидкости в упругой трубке и стенки этой трубки.
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Приложение А

Параметры одномерных моделей сосудов

Рис. А.1. Одномерная структура сети артерий первого пациента. Пунктир — области сте

нозов.
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Таблица А.1. Параметры сети первого пациента (рис. А.1). k — номер сосуда, l — длина,

d — диаметр, c — СРПВ, R — сопротивление терминальных сосудов.

k l, d, c, R, k l, d, c, R,

см см см/c кдин·c/см5 см см см/c кдин·c/см5

1 0.83 3.29 600 15 3.72 0.20 600 400

2 1.99 3.15 600 16 1.72 0.26 600

3 1.31 2.84 600 17 16.3 0.46 600

4 26.4 0.28 600 400 18 12.3 0.27 600 40

5 0.16 2.82 600 19 10.8 0.69 300

6 15.6 0.60 600 4 20 1.25 0.92 600

7 7.03 2.45 600 0.24 21 27.0 0.28 600 400

8 14.7 0.74 600 22 11.0 0.54 600 4.4

9 16.2 0.50 600 23 5.28 1.68 600

10 0.41 0.32 600 24 0.46 0.17 600 400

11 4.82 0.27 600 400 25 5.34 0.21 600 400

12 1.96 0.20 600 26 3.86 0.19 600 400

13 2.79 0.17 600 400 27 12.2 0.27 600 40

14 1.79 0.19 600
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Рис. А.2. Одномерная структура сети артерий второго пациента. Пунктир — области сте

нозов.
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Таблица А.2. Параметры сети второго пациента (рис. А.2). k — номер сосуда, l — длина,

d — диаметр, c — СРПВ, R — сопротивление терминальных сосудов.

k l, d, c, R, k l, d, c, R,

см см см/c кдин·c/см5 см см см/c кдин·c/см5

1 2.97 3.23 600 8 38.1 0.48 660 400

2 1.42 2.26 600 9 28.5 0.35 600

3 1.01 1.23 600 10 27.5 0.34 600

4 7.97 3.65 600 0.2 11 6.14 0.74 660 3.4

5 6.26 1.41 600 12 3.32 1.23 600

6 3.05 1.28 600 13 3.33 0.27 600 400

7 12.85 0.63 600 2.4 14 32.2 0.51 660 400
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Рис. А.3. Одномерная структура сети артерий третьего пациента. Пунктир — области

стенозов.
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Таблица А.3. Параметры сети третьего пациента (рис. А.3). k — номер сосуда, l — длина,

d — диаметр, c — СРПВ, R — сопротивление терминальных сосудов.

k l, d, c, R, k l, d, c, R,

см см см/c кдин·c/см5 см см см/c кдин·c/см5

1 2.75 3.12 600 13 21.7 0.30 600

2 4.03 1.38 600 14 2.02 0.25 600

3 8.60 0.66 200 15 3.51 0.16 600 400

4 14.9 0.26 720 200 16 2.99 0.16 600 400

5 16.1 0.35 750 17 20.8 0.30 600

6 3.35 0.17 600 18 9.43 0.50 480 5.2

7 1.41 0.18 600 400 19 2.32 0.80 600

8 15.6 0.32 750 20 9.54 0.50 480 5.7

9 13.1 0.25 720 100 21 6.12 2.41 600 0.28

10 12.3 0.69 600 22 1.42 2.81 600

11 1.37 2.54 600 23 3.64 0.18 600 400

12 3.96 1.05 600
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Рис. А.4. Одномерная структура сети артерий четвёртого пациента. Пунктир — области

стенозов.
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Таблица А.4. Параметры сети четвёртого пациента (рис. А.4). k — номер сосуда, l — длина,

d — диаметр, c — СРПВ, R — сопротивление терминальных сосудов.

k l, d, c, R, k l, d, c, R,

см см см/c кдин·c/см5 см см см/c кдин·c/см5

1 2.65 3.82 600 11 21.4 0.28 600

2 6.25 1.75 600 12 11.6 0.53 480 5.2

3 10.4 0.61 200 13 7.79 1.04 600

4 16.4 0.40 720 14 2.02 2.90 600

5 1.55 0.18 600 400 15 15.3 0.75 600

6 4.17 0.22 600 400 16 13.9 0.25 600 400

7 14.5 0.25 600 400 17 19.8 0.36 600 400

8 4.85 1.15 600 18 0.99 3.45 600

9 22.8 0.42 720 100 19 5.66 2.63 600 0.28

10 10.3 0.20 600 400 20 9.47 0.62 480 5.7
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Рис. А.5. Одномерная структура сети пятого пациента. Пунктир — области стенозов.
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Таблица А.5. Параметры сети пятого пациента (рис. А.5). k — номер сосуда, l — длина, d

— диаметр, c — СРПВ, R — сопротивление терминальных сосудов.

k l, d, c, R, k l, d, c, R,

см см см/c кдин·c/см5 см см см/c кдин·c/см5

1 3.12 2.98 600 12 5.32 0.15 600 400

2 6.12 1.69 600 13 18.7 0.28 600

3 10.2 0.581 300 14 14.8 0.24 600 40

4 14.8 0.25 600 40 15 15.1 0.74 600

5 16.2 0.38 720 200 16 0.95 2.89 600

6 4.2 1.02 600 17 1.92 2.72 600

7 10.3 0.64 500 6 18 6.26 1.87 600 0.28

8 18.5 0.37 600 19 6.24 0.81 600

9 5.32 0.21 600 20 8.67 0.49 500 5

10 3.42 0.17 600 400 21 22.2 0.28 600

11 4.20 0.21 600
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Рис. А.6. Трехмерная модель анатомической структуры коронарных артерий по физиоло

гически правдоподобным данным [285].

Рис. А.7. Одномерная реконструкция трехмерной анатомической модели (см. рису

нок А.6). Сосуды 3–35 являются ветвями ЛКА, сосуды 36–65 являются ветвями ПКАр.
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Таблица А.6. Параметры коронарной артериальной сети (рис. А.7). k — номер сосуда, l —

длина, d — диаметр, c — СРПВ.

k l, см d, мм c, см
с k l, см d, мм c, см

с k l, см d, мм c, см
с

1 5.2 21.7 700 2 20 25 1094 3 2.61 4.96 1200

4 1.83 4.14 1200 5 2.45 1.78 1200 6 0.65 0.9 1200

7 1.58 0.9 1200 8 2.04 3.04 1200 9 2.76 1.96 1200

10 3.3 0.89 1200 11 1.98 0.96 1200 12 1.32 2.31 1200

13 2.66 1.11 1200 14 3.67 1.78 1200 15 2.26 0.98 1200

16 1.94 1.05 1200 17 0.97 0.9 1200 18 1.84 0.9 1200

19 3.13 3.92 1200 20 4.97 2.91 1200 21 2.16 1.3 1200

22 4.05 1.03 1200 23 2.49 0.9 1200 24 1.97 0.88 1200

25 2.47 3.02 1200 26 2.45 1.78 1200 27 1.5 1.06 1200

28 1.11 1.03 1200 29 2.58 2.39 1200 30 1.34 1.07 1200

31 0.71 1.87 1200 32 2.1 1.02 1200 33 2.22 1.44 1200

34 1.23 0.9 1200 35 0.71 1.87 1200 36 1.74 3.46 1300

37 2.35 1.84 1300 38 0.38 0.9 1300 39 0.27 0.88 1300

40 2.05 1.95 1300 41 2.42 3.26 1300 42 0.81 2.53 1300

43 1.86 1.56 1300 44 0.75 0.9 1300 45 0.62 0.88 1300

46 2.95 1.59 1300 47 0.47 0.92 1300 48 0.76 0.93 1300

49 4.53 2.57 1300 50 1.84 1.97 1300 51 1.34 1.07 1300

52 2.34 1.52 1300 53 3.17 0.72 1300 54 1.05 0.54 1300

55 4.6 1.85 1300 56 3.37 1.41 1300 57 2.34 0.6 1300

58 1.88 0.67 1300 59 2.42 1.5 1300 60 3.14 0.88 1300

61 0.66 1.34 1300 62 1.47 0.9 1300 63 0.87 1.15 1300

64 2.75 0.6 1300 65 1.23 0.42 1300
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