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Введение

Актуальность темы. Морской лед покрывает в среднем 10% площади
Мирового океана. Он намерзает, тает и дрейфует под влиянием солнечных, атмо-
сферных, океанических и приливных воздействий. Большая часть морского льда
лежит в Северном Ледовитом и Южном океанах выше 60-ой широты. В больших
бассейнах морской лед статически неустойчив и распадается на множество льдин,
которые формируют дрейф. Поля этих дрейфующих льдин переносятся и накла-
дываются друг на друга, что в совокупности создает ландшафт морского льда.

Задача двумерного дрейфа морского льда формулируется в терминах неиз-
вестных, имеющих скалярную, векторную и тензорную структуру: переменные
состояния (набор репрезентативных скалярных характеристик льда, таких как
сплоченность, масса, толщина), скорость льда, силы взаимодействия отдельных
льдин. Система уравнений динамики замыкается уравнениями сохранения массы
льда и уравнением на реологию, которое определяет вид внутренних напряже-
ний. Лед, приводимый в движение ветром и океаническим течением, отвечает
на воздействие своей инерцией и внутренним трением. Динамика морского льда
неразрывно связана с его термодинамикой, так как намерзание увеличивает его
толщину, а таяние уменьшает, что меняет прочность льда и режимы его дрей-
фа. В свою очередь, динамика влияет на термодинамику за счет переноса полей
массы. На рисунке 1 представлена схема физических процессов морского льда,
снега, талых луж, а также прилегающих пограничных слоев океана и атмосферы,
которые учитываются в современных моделях. Среди динамических процессов
можно выделить следующие.

1. Сила поверхностного трения ветра на поверхности льда;
2. Сила поверхностного трения океана на нижней кромке льда;
3. Сила Кориолиса, играющая заметную роль при моделировании на боль-

ших пространственных масштабах;
4. Силы взаимодействия льдин между собой, описывающиеся заданной

реологией;
5. Горизонтальная сила, возникающая за счет неоднородности уровня оке-

ана;
6. Механическое перераспределение льда по градациям [2];
7. Адвекция (перенос) скалярных характеристик.
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Рисунок 1 –– Схема основных физических процессов морского льда. Красными
линиями изображены потоки тепла, черными - потоки пресной и соленой воды
(потоки массы), фиолетовыми - потоки импульса. Изображение взято с сайта [1].

Помимо потоков импульса, в современных моделях учитываются следующие тер-
модинамические процессы.

1. Проникновение солнечной радиации в толщу льда и ее отражение от по-
верхности снега;

2. Влияние длинноволнового излучения атмосферы и собственного излуче-
ния льда или снега на поверхностную температуру;

3. Диффузия тепла в толщу льда и снега;
4. Таяние и намерзание льда на нижней кромке. Таяние льда и снега на верх-

ней границе. Боковое таяние и намерзание льда;
5. Горизонтальный перенос энтальпии льда и снега.

В отдельный блок можно выделить процессы явного потока массы жидкости.
1. Дренаж рассола под действием силы тяжести;
2. Проникновение жидких осадков через лед в океан;
3. Выпадение и испарение жидких осадков и снега;
4. Формирование нового льда на поверхности океана за счет переохлажде-

ния жидкости;
5. Сублимация влажного воздуха, а также обратный процесс возгонки;
6. Переход снега в состояние льда за счет процесса слёживания;
Помимо сформулированных физических процессов, присутствуют и био-

химические, которые играют ключевую роль в зимней экологии вод, покрытых
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льдом [3]. В зимние месяцы морские ледяные водоросли необходимы для зимов-
ки зоопланктона, являясь единственным доступным источником пищи [4]. Самые
высокие концентрации клеток водорослей и хлорофилла в водной среде были об-
наружены именно в морском льду [5]. Помимо качественной и количественной
значимости морских ледяных водорослей, в недавних работах подчеркивает-
ся важность морского льда, например, для производства диметилсульфида [6],
источников/поглотителей CO2 [7], биоаккумуляции железа [8] и усиленного оса-
ждения CaCO3 [6]. Косвенно, наличие морского льда также влияет на динамику
фитопланктона: его цветение является массовым по сравнению с соседними
участками открытой воды [9].

Хотя проблема дрейфа льда предоставляет широкие возможности для фун-
даментальных исследований, основная научная мотивация возникла из-за мор-
ского льда, который является особой границей раздела между атмосферой и
океаном. В высоких широтах обмен импульсом, теплом и массой между атмосфе-
рой и океаном происходит в полях дрейфующих льдов. Эта граница постоянно
переносится, а также подвергается открытию и закрытию - образуется полынья,
которая может закрыться за счет смерзания либо наложения друг на друга от-
дельных льдин. Правильный учет этой изменчивой границы крайне важен как
для регионального прогноза погоды, так и для моделирования климата в целом.
Наличие льда, на которое существенно влияет дрейф, играет ключевую роль в эф-
фекте альбедо криосферы. Кроме того и лежащий на нем снег переносит скрытое
тепло и пресную воду. Таяние льда отражается в значительном переносе тепла и
пресной воды в пограничный слой океана. В экологии полярных морей положе-
ние кромки льда и процессы его таяния задают важные граничные условия для
летней продуктивности.

Модели динамики-термодинамики морского льда имеют три основных
приложения на практике. Во-первых, они применяются для формирования крат-
косрочных прогнозов состояния льда для навигации ледоколов и транспортных
судов. Вероятное потепление климата может значительно увеличить использо-
вание Северного морского пути из Дальнего Востока в Европу, однако, в ноябре
2021 года была аномальная ситуация с образованием толстого льда, что говорит
о том, что задача моделирования дрейфа льда не утрачивает актуальности [10].
Во-вторых, важным вопросом стал перенос загрязняющих веществ дрейфующим
морским льдом [11]. В частности, для оценки риска разливов нефти и ее ликви-
дации, требуются соответствующие модели переноса и распространения нефти
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для покрытых льдом морей [12]. В-третьих, модели динамики-термодинамики
морского льда являются неотъемлемой частью современных климатических и
прогностических моделей Земной системы. В основном это связано с необходи-
мостью предсказания изменения ледяного покрова, которое существенно влияет
на планетарное альбедо и циркуляцию океана [13].

Большинство современных моделей морского льда описывают гранули-
рованный морской лед как непрерывную среду. Этот принцип был предложен
группой совместного эксперимента по динамике Арктического льда (AIDJEX) в
1970-х годах [14]. Первоначально предназначенные исключительно для климати-
ческих исследований, теперь компоненты морского льда используются вшироком
диапазоне пространственных разрешений, включая очень высокие, более чем в
100 раз превышающие те, для которых они были изначально разработаны, что
ставит под вопрос предположение непрерывности среды. Это связанно с тем, что
на данный момент пока не разработан альтернативный подход для трактовки льда.
За последнее десятилетие был достигнут значительный прогресс в области высо-
копроизводительных вычислений и есть основания полагать, что в ближайшем
будущем эта тенденция сохранится. Таким образом, наиболее актуально ставится
вопрос масштабирования непрерывных моделей для использования в экзафлопс-
ных вычислениях.

Стоит отметить, что непрерывные модели остаются главным инструментом
для моделирования. Морской лед, как система, состоит из движущихся, расту-
щих или тающих, часто сцепленных друг с другом льдин неправильной формы,
размер которых может варьироваться от нескольких метров до десятков кило-
метров [15]. Практически во всех крупных непрерывных моделях представление
морского льда разделено на одномерные термодинамические процессы, такие как
рост и таяние, и двумерную горизонтальную динамику льда, включающую дрейф,
деформацию и перенос льда. Чтобы описать эволюцию морского льда на про-
странственном масштабе ∼100 км в течение дней или месяцев, группа AIDJEX
предложила структуру, основанную на подходе изотропного пластического ве-
щества [16], достоверность которого основывается на статистических средних
значениях, взятых за большой период времени. В предположении, что морской
лед ведет себя как пластичный материал на масштабах ∼100 км и более, была
сформулирована вязко-пластическая реология Хиблера (VP) [17], которая затем
была расширена до упруго-вязко-пластичной (EVP) [18], удобной для вычисле-
ний. Непрерывный подход, а также структура (E)VP были приняты практически
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во всех крупных моделях климата [19], в том числе в климатической модели
ИВМ РАН INMCM [20]. Мировое научное сообщество специалистов по модели-
рованию морского льда уже несколько десятилетий исследует эти непрерывные
модели, предлагая новые реализации схем по времени и пространству, для полу-
чения точного, эффективного и масштабируемого численного решения.

Степень разработанности темы исследования. На данный момент в мире
разработано порядка 10 различных моделей динамики-термодинамики морского
льда, преимущественно на языке программирования Fortran. Далее приводится
обзор некоторых наиболее широко распространенных передовых моделей дина-
мики и термодинамики морского льда, и используемых в них численных методов
решения уравнений переноса, баланса импульса морского льда, одномерной диф-
фузии тепла.

Модели динамикиморского льда.На данныймомент в мире наиболее рас-
пространены прямоугольные и треугольные сетки для моделирования динамики
морского льда с вязко-пластичной реологией. В зависимости от способа располо-
жения локальных степеней свободы на элементах сетки (разнесения переменных)
выделяются четыре типа прямоугольных и три типа треугольных сеток, представ-
ленные на рисунке 2.

Рисунок 2 –– Разнесение скалярных и векторных степеней свободы на
треугольных и прямоугольных сетках. Здесь ”звездой” выделены скалярные, а
”кругом” обе векторные степени свободы, ”чертой” - выделены разнесенные

векторные степени свободы. Изображение взято из статьи [21].

Отметим, что на прямоугольной сетке типа C u-компонента скорости u =

(u, v)T определена на вертикальных ребрах, а v-компонента - на горизонтальных.
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Можно выделить следующие наиболее широко распространенные модели, вклю-
чающие в себя блок морского льда.

Разработка модели CICE началась в 1994 году Элизабет Хунке в Лос-
Аламосской национальной лаборатории (Лос-Аламос, штат Нью-Мексико,
США). В результате работы группы ученых был сформулирован упруго-вязко-
пластический подход к численному решению уравнения баланса импульса [18].
В период с 1998 по 2005 год в модель был добавлен термодинамический блок
решения уравнения теплопроводности с сохранением энтальпии, а также сделана
многокатегорийная версия модели с механическим перераспределением тол-
щины льда. В 2002 году Национальным Центром Атмосферных Исследований
(Боулдер, штат Колорадо, США) модель была впервые добавлена в глобальную
климатическую модель CESM [22]. В качестве пространственной аппроксимации
в модели CICE используется метод конечных элементов, построенный на основе
билинейных базисных функции на прямоугольной сетке типа B [23]. В качестве
метода решения уравнения баланса импульса используется метод итераций Пи-
кара [24], а в качестве решателя уравнения переноса используется специальная
процедура перераспределения скаляра [25].

Блок модели морского льда также присутствует в другой крупной амери-
канской модели океана и атмосферы MITgcm [26], которая разрабатывается в
Массачусеттском технологическом институте (Кембридж, штат Массачусеттс,
США). В качестве пространственной дискретизации ледового блока модели
MITgcm используется смешанный метод конечных разностей-конечных объемов
на криволинейной прямоугольной сетке типа C. Для аппроксимации дивергенции
тензора напряжений используется метод конечных объемов, при этом компонен-
ты тензора скорости деформации аппроксимируются центральными разностями.
Для дискретизации по времени уравнения баланса импульса используется неяв-
ный метод Эйлера и получающаяся система нелинейных уравнений решается
методом Крылова-Ньютона с приближением Якобиана [27]. Используется ме-
тод Ньютона, в котором линейная система решается с точностью, зависящей
от нелинейной скорости сходимости. Уравнения переноса решаются с помощью
конечно-объемной схемы второго порядка с использованием управляющей моно-
тонизирующей функции.

В океаническом блоке европейскоймоделиNEMOиспользуется ледовая мо-
дель LIM [28], которая имеет несколько версий на прямоугольных сетках типа ”B”
и ”C”. В качестве метода пространственной аппроксимации используется стан-
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дартный метод конечных разностей. Реализован эволюционный mEVP-подход
[29], а в качестве решателя адвекции используется схема Кранка-Николсон с ис-
кусственной вязкостью, стабилизирующей решение.

Перейдем к описанию моделей, построенных на треугольных сетках.
Немецкая модель льда FESIM [30] является частью океанической модели
FESOM [31] и разрабатывается в Институте полярных и морских исследо-
ваний имени Альфреда Вегенера (Бременхафен, Германия). Данная модель
формулируется на неструктурированной треугольной сетке с всевозможны-
ми разнесениями переменных (A, B, CD) и использует конечно-элементные и
конечно-объемные пространственные аппроксимации. В качестве дискретизации
по времени реализованы эволюционные методы типа EVP [32] и mEVP [29].
Несмотря на то, что для сходимости EVP к решению, соответствующему стан-
дартной вязко-пластичной реологии, необходимо большое количество итераций
[33], на практике используется лишь ограниченное их число [34] для повыше-
ния вычислительной эффективности модели. Данное допущение связано с тем,
что несмотря на формальное отсутствие сходимости, получаемое распределе-
ние линейных кинематических особенностей слабо зависит от точности, что
подтверждается сравнением со спутниковыми данными. В качестве конечно-
элементного решателя уравнения переноса используется, дискретизованная по
пространству соответствующим разнесению переменных методом Галеркина,
схема типа Тейлора-Галеркина с коррекцией потоков Залесака [35], адаптиро-
ванная для конечных элементов. В случае конечно-объемной пространственной
аппроксимации применяется стандартная схема против потоков первого порядка
по пространству. Модель FESOM используется в качестве океанического блока
модели климата AWI-CM [36].

Модель ICON используется немецкой национальной метеорологической
службой для прогноза погоды и моделирования климата. Она разрабатывается
в Институте метеорологии общества имени Макса Планка (Гамбург, Германия),
а также в немецкой метеорологической службе (DWD). Модель ICON включает
в себя блок негидростатической атмосферы [37], океанический блок [38], а также
блок морского льда [39] на регулярных треугольных сетках. Отличительной осо-
бенностью ICON является свойство бесшовного каплинга моделей-компонентов,
поэтому океаническая, атмосферная и ледовая сетка по сути совпадают на грани-
цах раздела. Пространственная дискретизация модели FESIM на треугольной сет-
ке типа CD повторяет реализацию в ледовом блоке модели ICON. Единственное
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отличие заключается в том, что модель FESIM использует сферическую метрику
в дифференциальных и интегральных операторах, а в модели ICON реализован
локально-декартов подход, который отличается от аналогичного, предложенно-
го в данной диссертационной работе. В основной версии модели применяется
эволюционный mEVP подход для дискретизации по времени уравнения баланса
импульса в связке с конечно-элементной аппроксимацией элементами Крузье-
Равиар для скоростей. В качестве схемы адвекции реализована простейшая схема
против потока в конечно-объемной парадигме.

В таблице 1 собраны основные характеристики зарубежных моделей.

Таблица 1 –– Основные характеристики блоков динамики морского льда
передовых зарубежных моделей.

Модель Сетка Разнесение Аппроксимация Импульс Адвекция
CICE □ B FE Picard Remapping

MITgcm □ C FD, FV Newton FV + limiter
LIM3 □ B, C FD mEVP CN + diffusion
FESIM △ A FE, FV mEVP TG2+FCT
FESIM △ B FV mEVP TG2+FCT
FESIM △ CD FE mEVP Upwind
ICON △ CD FE mEVP Upwind

Также стоит отметить, что недавно были приняты попытки предложить
альтернативную реологию, заменяющую общепринятые эволюционные подхо-
ды типа EVP, mEVP, а также построить принципиально новую модель динамики
на основе этих реологий. Наиболее удачным примером является Максвеллов-
ская упруго-хрупкая реология (MEB) [40]. Реология MEB представляет собой
модель распространения повреждений, имитирующую разрушение путем от-
слеживания разломов, вызванных деформациями, что дает высокую степень
локализации напряжений. Чтобы сохранить локализованные поля, создаваемые
MEB-реологией, в модели neXtSIM [41] используется полностью лагранжева
формулировка, в которой сетка движется вместе со льдом. Модель neXtSIM
воспроизводит возникающие свойства: ледяные перемычки, торосы, припаи, а
также общую статистику дрейфа льда и пространственно-временные деформа-
ции, однако пока сложно делать конкретные выводы о применимости моделей,
основанных на нестандартной реологии для моделирования климата. Это связано
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с тем, что большинство доступных на данный момент моделей океана и атмосфе-
ры основаны полностью на эйлеровом или полулагранжевом подходе, поэтому
эффективный каплинг с полностью лагранжевой моделью льда является трудной
задачей. Стоит отметить, что в отличие от всех представленных ранее моделей,
код neXtSIM написан на языке программирования C/C++.

Среди известных отечественных моделей можно выделить две, которые
разрабатываются в институте вычислительной математики имени Г.И.Марчука
Российской Академии наук (ИВМ РАН). Совместная конечно-элементная мо-
дель океана и морского льда FEMAO [42] разработана Николаем Геннадьевичем
Яковлевым. Она реализована на структурированной треугольной сетке (сетка со-
стоит из прямоугольников, разделенных диагональю на треугольники) типа A и
использует стандартные конечно-элементные приближения линейными базисны-
ми функциями Куранта. В качестве схемы по времени для уравнения импульса
используется устаревший EVP подход. Также ледовый блок присутствует в океа-
нической компоненте климатической модели ИВМ РАН INMCM [20]. Реализован
простейший конечно-разностный однокатегорийный подход на прямоугольной
сетке типа C в связке с EVP-решателем уравнения баланса импульса.

Модели термодинамики морского льда. Широко распространены два
пакета, включающие в себя численные решатели уравнения термодинамики мор-
ского льда.

Пакет Icepack [43], который разрабатывается в группе Элизабет Хунке в
Лос-Аламосской национальной лаборатории (Лос-Аламос, штат Нью-Мексико,
США) и является частью американской модели CICE, представляет из себя набор
модулей, которые реализуют численное решение одномерного уравнения диф-
фузии тепла с подвижной границей, а также учитывают следующие процессы
в морском льду: образование торосов, дренаж солености, биогеохимию и свя-
занные с ними изменения занимаемой площади и толщины льда. Программный
пакет Icepack состоит из трех независимых частей: кода, обсчитывающего термо-
динамические процессы в колонке льда, драйвера, поддерживающего автономное
тестирование этого кода, и скриптов, создающих и тестирующих модель Icepack.
Пользователи могут настроить Icepack в соответствии со своими потребностями:
его можно использовать для разработки и тестирования параметризаций морско-
го льда, а также непосредственно в исследовательских или оперативных моделях
динамики.
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Пакет SI3 [44] входит в европейскую океаническую модель NEMO [45],
которая разрабатывается одновременно в пяти европейских исследовательских
центрах и институтах. Аналогично IcePack, SI3 включает в себя, сохраняющий
энтальпию, одномерный решатель уравнения диффузии с подвижной границей с
учетом солености. Также пакет отвечает за перераспределение льда по градаци-
ям и сборку суммарной одномерной сеточной энтальпии в ледовом блоке модели
NEMO. В отличие от IcePack, SI3 не является полностью независимым от моде-
ли NEMO модулем и его использование для других ледовых или океанических
моделей затруднительно.

Таким образом, в мире существует несколько подходов к численному реше-
нию уравнений динамики и термодинамики морского льда, на основе которых
построено множество моделей, использующихся для оперативного прогноза и
моделирования климата. Однако спектр отечественных ледяных моделей не
так широк. Одной из актуальных задач на данный момент является разработка
универсальных, независимых и хорошо масштабируемых ледяных моделей, спо-
собных работать как в режиме сверхвысокого разрешении (шаг сетки порядка
километра) для целей оперативного прогноза, так и на сетке грубого разрешения
(порядка десятка/сотни километров) для проведения долгосрочных климатиче-
ских расчетов. Для реализации программного комплекса моделей предлагается по
возможности использовать перспективные отечественные программные пакеты.

Целью диссертационной работы является разработка и реализация числен-
ной модели динамики и термодинамики морского льда (и снега на нем) мирового
уровня на основе современных вычислительных технологий.

Для достижения поставленной цели рассматривается вопрос построения
широкого спектра схем двумерной адвекции на треугольной сетке с различ-
ным видом разнесения переменных, вопрос разработки современных парал-
лельных решателей двумерного уравнения баланса импульса морского льда с
вязко-пластичной реологией, а также вопрос создания эффективного одномер-
ного решателя уравнения теплопроводности с подвижными границами, который
учитывает широкий спектр физических процессов. Предполагается, что пред-
ложенные численные методы и их реализации будут использованы в новой
перспективной модели климата, которая разрабатывается в ИВМ РАН.

Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи:
1. Реализовать и оптимизировать широкий спектр точных, экономичных и

масштабируемых схем двумерной адвекции на треугольной сетке с раз-
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личным разнесением переменных, способных работать на произвольной
кусочно-гладкой двумерной поверхности.

2. Реализовать и оптимизировать масштабируемый алгоритм численного
решения уравнения баланса импульса морского льда с вязко-пластичной
реологией, построенный на треугольной сетке с различным разнесени-
ем переменных, также способный работать на произвольной кусочно-
гладкой двумерной поверхности.

3. Разработать и реализовать универсальный неявный численный метод
решения нелинейного одномерного уравнения диффузии энтальпии мор-
ского льда с возможностью учета различных физических процессов как
независимый программный пакет.

В работе используются следующие методы и подходы: теория и ме-
тоды вычислительной математики для решения дифференциальных уравнений
в частных производных; конечно-элементные, конечно-разностные и конечно-
объемные методы пространственной аппроксимации дифференциальных уравне-
ний в частных производных; численные эксперименты в рамках модельных задач,
а также эксперименты с реалистичным внешним воздействием; современные ин-
струменты для построения вычислительных сеток (Ani-2D/Ani-3D), разработки и
распараллеливания программ (INMOST).

Научная новизна заключается в том, что впервые:
1. Существенно расширен спектр применяемых схем двумерной адвекции

для переноса скалярных характеристик в задаче динамики морского льда
на треугольных сетках типа ”A” и ”CD”.

2. Предложена двухшаговая оптимизация схемы по времени Тейлора-
Галеркина для задачи адвекции на треугольной сетке типа ”A”, которая
в 2 раза сокращает время переноса при незначительной потере в точно-
сти.

3. Предложен алгоритм построения триангуляцииАрктического региона со
сгущением в области с потенциально высокой сплоченностью морского
льда, узких проливов и бухт, построенный на основе данных береговой
линии и реализованный с помощью современных отечественных про-
граммных пакетов.

4. Предложен локально-декартов подход для численного решения системы
уравнений динамикиморского льда, который позволяет избавиться от ис-
пользования сферической метрики с особенностью на полюсе.
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5. Предложен итерационный численный метод решения нелинейного од-
номерного уравнения теплопроводности морского/пресного льда со
снегом с подвижной границей, одновременно обновляющий одномер-
ный профиль и значения поверхностных температур, согласованных с
нелинейными граничными условиями, который в случае сходимости
соответствует неявной временной схеме.

Теоретическая значимость. В работе показана применимость схем высо-
кого порядка по времени типа Тейлора-Галеркина на треугольной сетке типа ”A”
для задачи адвекции морского льда, в связке с конечно-элементной простран-
ственной аппроксимацией линейными на треугольнике базисными функциями
Куранта. Впервые предложено использовать схему MUST для конечно-объемной
адвекции на треугольной сетке типа ”CD” в динамическом ядре модели морского
льда. Предложена реализация описанных схем адвекции с использованием пара-
дигмы локально-декартового базиса, которая подразумевает перевод компонент
скорости в базис соседнего элемента треугольной сетки при сборке локально-
го вектора правой части на треугольнике. Проведено численное исследование
точности, сходимости, монотонности и консервативности предложенных реали-
заций. Локально-декартова парадигма адаптирована для реализации численного
решения уравнения баланса импульса, которая также подразумевает перевод
компонент скорости и тензора деформации в базис соседнего элемента. На ре-
зультатах численных экспериментов показана универсальность данного подхода
для расчетов на двумерной поверхности произвольной геометрии. Предложен
итерационный метод релаксации с одновременным пересчетом граничных тем-
ператур для задачи одномерной диффузии тепла с подвижной границей, который
соответствует неявной схеме. Показана сходимость метода в конфигурации с ис-
кусственным и реалистичным внешним воздействием.

Практическая значимость. Разработан программный комплекс, реализу-
ющий предложенные схемы по времени и пространству. Продемонстрирована
возможность краткосрочного прогноза состояния морского льда - скорость дрей-
фа, сплоченность и толщина - в Северном Ледовитом океане с реалистичным
атмосферным и океаническим внешним воздействием.

Проведена подробная профилировка написанного кода и проверена масшта-
бируемость отдельных блоков решателя уравнения адвекции и баланса импульса,
на основе которых можно подобрать оптимальную конфигурацию модели для ре-
альных расчетов.
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На основе разработанного численного метода для решения уравнения диф-
фузии тепла реализованы универсальные одномерная и нульмерная модели тер-
модинамики пресного/морского льда со снегом. Проведена валидация кода на
данных полевого эксперимента, которая показала хороший результат прогноза
профиля температур и толщины одномерной модели в результате моделирования
на длительный промежуток времени. Проведено качественное и количественное
сравнение результатов предсказаний разработанной одномерной и нульмерной
модели термодинамики на основе которого был сделан вывод, что нульмерная
модель хорошо предсказывает поверхностную температуру, однако дает суще-
ственную ошибку в толщине льда по сравнению с одномерной.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Метод повышения порядка схемы по времени для уравнения двумерной

адвекции за счет применения многошаговых схем Тейлора-Галеркина на
треугольной сетке типа ”A” и метод повышения порядка аппроксимации
по пространству за счет реализации схемы MUST на сетке типа ”CD” в
рамках модели динамики морского льда;

2. Метод оптимизация вычислительной сложности шага двумерной ад-
векции за счет применения двухшаговой схемы Тейлора-Галеркина на
треугольной сетке типа ”A”.

3. Алгоритм построения треугольной сетки Арктического бассейна, вклю-
чающий в себя процессы сгрубления данных береговой линии и сгуще-
ния сетки в область с потенциально высокой сплоченностью морского
льда, реализованный с помощью передовых отечественных программ-
ных пакетов построения триангуляций.

4. Метод адаптации локально-декартового подхода для получения чис-
ленного решения уравнения баланса импульса морского льда с вязко-
пластичной реологией на треугольных сетках типа ”A” и ”CD”.

5. Итерационный численный метод решения нелинейного одномерного
уравнения диффузии тепла с подвижной границей, одновременно обнов-
ляющий профиль и граничные значения температур, которые согласова-
ны с нелинейным граничным условием произвольного типа.

Достоверность результатов, полученных в диссертации, обоснована все-
сторонним аналитическим и численным исследованием предложенных методов
и подходов на тестовых задачах, включающих в себя численные эксперименты с
искусственным и реалистичным внешним воздействием, как для уравнений дву-
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мерной динамики, так и для задачи одномерной термодинамики морского льда,
сравнением результатов работы с ведущими мировыми моделями. Материал, из-
ложенный в диссертации, опирается на широкий список научной литературы,
посвященный рассматриваемым методам и их аналогам.

Апробация работы. Автор лично докладывал основные результаты ра-
боты на следующих международных и российских конференциях, рабочих се-
минарах: 61-я, 62-я, 63-я и 65-я научные конференции МФТИ, Москва, Россия,
2018-2023; ”Конференция международных математических центров мирового
уровня”, Сочи, Россия, 2021; ”Математическое моделирование и суперкомпью-
терные технологии”, Нижний Новгород, Россия, 2020 (онлайн) - по результатам
конференции была получена премия за лучший доклад; ”CITES-2021”, 2021,
”CITES-2023”, 2023, Москва, Россия; ”ENVIROMIS-2022”, 2022, Томск, Россия;
Summer school ”Mathematics for Climate and the Environment”, Каржез, Корсика,
Франция, 2019; Cеминар ”Математическое моделирование геофизических про-
цессов: прямые и обратные задачи” Москва, Россия, 2021; Рабочий семинар
”Новые математические методы и технологии в актуальных задачах геофизики”
(апрель, 2021; апрель, 2022; май, 2022), Москва, Россия; ”Молодежная конферен-
ция Отделения Московского центра фундаментальной и прикладной математики
в ИВМ РАН”, Москва, Россия (декабрь, 2020; декабрь, 2021; декабрь 2022); ”Ас-
пирантский семинар в ИВМ РАН”, Москва, Россия (2021, дважды в 2022 и 2023
годах).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 11
печатных работах [46––56], 4 из которых [46; 49––51], входят в перечень рецен-
зируемых научных изданий, в которых должны быть опубликованы основные
научные результаты диссертации на соискание учёной степени кандидата наук,
в том числе 3 работы [49––51] входят в систему цитирования Web of Science и
Scopus. Также по результатам исследований зарегистрированы 2 программы для
ЭВМ [57; 58].

Личный вклад. Основные научные результаты диссертации были опубли-
кованы в работах [46; 49––51]. В работе [46] автором описан алгоритм построения
триангуляции Арктического региона со сгущением и представлена система па-
раллельной интерполяции геоданных на модельную сетку. В работе [49] вклад
автора относится к реализации широкого класса параллельных схем переноса
на треугольных сетке типа ”A”, их тестирование на консервативность, монотон-
ность, а также сравнение ошибок схем разного порядка по времени. В работе [51]
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вклад автора заключается в реализации идеи построения численного решателя
уравнения переноса и баланса импульса морского льда в локально-декартовом
базисе, описании набора используемых схем переноса на сетке типа ”CD”, про-
ведении тестовых расчетов деформации льда в конфигурации с искусственным
внешним воздействием, а также описании построения системы прогноза дрейфа
морского льда в Арктическом бассейне с использованием ”A”-версии разработан-
ной модели. В работе [50] вклад автора заключается в предложении и реализации
итерационного процесса одновременного расчета профиля и значений поверх-
ностных температур в задаче диффузии тепла с подвижной границей, а также
валидации разработанного кода в численном эксперименте с искусственным и
реалистичным внешним воздействием.

Объем и структура диссертационной работы. Диссертация состоит из
введения, 3 глав, заключения и приложения. Полный объём диссертации состав-
ляет 142 страницы, включая 51 рисунок и 6 таблиц. Список литературы содержит
110 наименований.

Содержание работы. Первая глава диссертации посвящена введению па-
радигмы решения уравнений в локально-декартовом базисе, а также описанию
схем переноса на треугольных сетках типа ”A” и ”CD”. В первом случае рас-
сматривается семейство одношаговых и двухшаговых схем по времени типа
Тейлора-Галеркина 2,3 и 4 порядка аппроксимации по времени, во втором случае
предлагается повысить порядок пространственной аппроксимации до второго, за
счет использования конечно-объемных схем типа MUST и MUSCL. Приводятся
результаты тестов переноса пассивной примеси на сфере дивергентным и без-
дивергентным реверсивным аналитическим полем скорости, строятся графики
ошибок и делаются выводы о порядке сходимости и точности предложенных схем
на полном интервале чисел Куранта. Также производится профилировка и про-
веряется масштабируемость параллельной реализации описанных схем. Вторая
глава диссертации посвящена описанию решателя уравнения баланса импульса
морского льда с вязко-пластичной реологией на двух типах треугольных се-
ток с разным разнесением переменных. Подробно описывается процесс сборки
дискретного вектора внутренней силы, массовой матрицы, оценки дискретных
компонент тензора скоростей деформации, сборки стабилизационного слагаемого
на треугольной сетке типа ”CD”. Приводятся результаты численных экспери-
ментов в задачах с искусственным модельным внешним воздействием, а также
описывается процесс построения простейшей прогностической системы дрейфа
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Арктического льда, построенной на основе ”A”-версии разработанной модели.
Приводятся результаты профилировки и параллельной масштабируемости от-
дельных блоков решателя. В третьей главе диссертиации приводится описание
численного решения одномерного и нульмерного уравнения диффузии тепла, на
основе которого разработан код моделей. Два решения сравниваются в численном
эксперименте с искусственным воздействием, а также проводится валидация на
данных полевого эксперимента. По результатам сравнения предсказаний моделей
делается вывод о критерии применимости нульмерной модели. В заключении
перечислены основные результаты работы.

Благодарности. Автор выражает благодарность научному руководителю
Н.Г. Яковлеву, соавтору работыВ.К.Зюзину, а также коллегам из института вычис-
лительной математики имени Г.И.Марчука РАН за ценные советы и поддержку в
ходе выполнения работы. Также автор признателен М.А.Толстыху за рецензию
диссертационной работы.

Работа поддержана грантомРНФ (21-71-30023) иМосковским центромфун-
даментальной и прикладной математики (Соглашение с Минобрнауки России №
075-15-2022-286).
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Глава 1. Численное решение уравнения переноса скаляров в рамках задачи
моделирования динамики морского льда

В главе обсуждается вопрос о численном решении уравнения переноса ска-
ляров на треугольной сетке двух типов. Первый вид треугольной сетки является
сеткой типа A в классификации Аракавы. Переносимая скалярная величина, а
также компоненты вектора скорости ассоциированы с узлами треугольной сетки.
При этом метод конечных элементов, сформулированный с помощью линейных
на треугольнике базисных функций Куранта, является непрерывным. В каче-
стве аппроксимации по времени предлагается использовать семейство схем типа
Тейлора-Галеркина 2, 3 и 4 порядка.

Второй вид треугольных сеток является сеткой типа CD. На этой сетке ска-
ляр ассоциирован с треугольником, а компоненты вектора скорости - с ребром.
Применение стандартного метода Галеркина с постоянными на треугольнике ба-
зиснымифункциями для аппроксимации скаляров и с линейными на треугольнике
базисными функциями Крузье-Равиар для аппроксимации скоростей приводит
к стандартной конечно-объемной формулировке дискретного уравнения адвек-
ции. В качестве схемы по времени предлагается использовать семейство явных
многошаговых схем Рунге-Кутты, а для пространственной аппроксимации фор-
мулируется схема первого порядка против потока, а также схемы типа MUST [59]
и MUSCL [60], повышающие порядок пространственной аппроксимации до вто-
рого.

В мировой практике моделирования динамики льда не распространены схе-
мы Тейлора-Галеркина высокого порядка по времени, а также схемы типа MUST
и MUSCL, поэтому внедрение таких схем в динамический блок разрабатываемой
модели является нововведением. Еще одной существенной особенностью являет-
ся использование локально-элементного декартового базиса. Этот подход более
распространен в задаче моделирования динамики атмосферы, однако в контексте
моделирования динамики льда, насколько известно автору, применяется впервые.

Основные результаты данной главы были опубликованы в работах [49], [51].
Глава состоит из 7 разделов. В разделе 1.1 формулируются основные требования
к решателю адвекции в контексте моделирования льда. В разделе 1.2 вводят-
ся основные базисные функции, которые используются для конечно-элементной
пространственной аппроксимации. Раздел 1.3 посвящен описанию метода ре-
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шения уравнений в локально-декартовом базисе. В разделе 1.4 формулируется
временная и конечно-элементная пространственная аппроксимация уравнения
переноса на сетке типа A. Раздел 1.5 посвящен аппроксимации по времени и
пространству уравнения переноса на сетке типа CD. В разделе 1.6 представле-
ны основные результаты численных экспериментов переноса пассивной примеси
на поверхности сферы. Раздел 1.7 посвящен обзору основных результатов дан-
ной главы.

1.1. Основные требования к численному решению уравнения адвекции
скаляров

Рассмотрим скалярное уравнение переноса на некоторой двумерной по-
верхности, которое выражает локальный закон сохранения этой скалярной ве-
личины. В данной главе без ограничения общности будем рассматривать закон
сохранения массыm. Считаем, что заданная вектор-функция скорости u = (u, v)T

обладает достаточной гладкостью. Однородное уравнение переноса в дивергент-
ной форме записывается в виде

∂tm+∇ · (mu) = 0, (1.1)

где ∂t = ∂/∂t производная по времени, ∇ = (∂x, ∂y)
T двумерный оператор на-

бла, записанный в декартовой системе координат. Существенной особенностью
задачи моделирования динамики морского льда является свойство сжимаемости
среды. Это отражается в дивергентности скорости u в общем случае, т.е.∇·u ̸= 0,
что не позволяет вынести ее из под действия оператора дивергенции в уравнении
(1.1). Сформулируем основные требования к численному решению уравнения пе-
реноса (1.1).

Положительность. Переносимый скаляр по определению обладает
свойством положительности. Отметим, что появление отрицательной массы,
сплоченности или толщины морского льда сразу приводит к неустойчивости
динамической модели, а точнее блока, который отвечает за численное решение
уравнения баланса импульса. Таким образом, необходимо, чтобы схема переноса
на дискретном уровне обеспечивала положительность переносимого скаляра;
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Высокий порядок аппроксимации. Вопрос об эффективности использо-
вания схем высокого порядка (второго или больше) по времени и пространству
в задаче моделирования динамики морского льда не изучен окончательно. В
работе [21] отмечается слабое влияние используемых схем переноса на разреша-
ющую способность линейных кинематических особенностей при моделировании
на небольших временных масштабах порядка месяца, однако делается предпо-
ложение о том, что схемы переноса играют большую роль на климатических
временных масштабах. Таким образом, автор работы принял решение о необхо-
димости реализации широкого ансамбля схем переноса, которые включают в себя
схемы высокого порядка по времени и пространству;

Квазимонотонность.Согласно теореме Годунова, схемы адвекции с поряд-
ком аппроксимации по пространству больше 1 не обладают свойством монотон-
ности. На практике это выражается в появлении осцилляций численного решения,
возникающих из-за эффекта Гиббса, которые, в частности, могут привести к
отрицательным значениям скаляра. Для того, чтобы бороться с возникающим
численным шумом, автор выходит за рамки линейных схем и применяет ограни-
чители и монотонизаторы. Монотонность заменяется на менее жесткие условия
убывания локального экстремума или полной вариации. На сетке типа ”A” при-
меняется FCT-схема (Flux Corrected Transport - перенос с коррекцией потоков),
которая входит в класс LED-схем (Local Extremum Diminishing - убывание ло-
кального экстремума), а на ”CD”-сетке реализованы TVD-схемы (Total Variation
Diminishing - убывание полной вариации);

Глобальная консервативность. Одной из основных прогностических пе-
ременных является масса льда, которая глобально сохраняется при условии
отсутствия источников. Основными источниками массы льда являются: поверх-
ностное таяние, намерзание льда на границе ”лед-океан”, намерзание льда на
открытой воде. Схема переноса должна обеспечивать условие сохранения массы
вещества на дискретном уровне при отсутствии внешних источников;

Явные схемы по времени. Количество переносимых скаляров при много-
категорийном моделировании морского льда может достигать сотен (например,
[42]). В силу этого, необходимо обеспечить вычислительную эффективность ал-
горитма переноса. Несмотря на освобождение шага по времени от ограничения
типа Куранта на устойчивость, использование неявных схем по времени значи-
тельно увеличивает вычислительную сложность одного шага переноса трассеров,
что делает время работы модели неоправданно большим. Грубые оценки числа
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Куранта для морского льда в реальных расчетах показывают, что оно ограничива-
ется значением ∼ 0.7, что делает возможным использование экономичных явных
схем интегрирования по времени.

Эффективная параллельная реализация. Как уже отмечалось ранее,
для расчета динамики многокатегорийного морского льда и снега необходимо
иметь высокую эффективность решателя адвекции. Таким образом, одним из
главных приоритетов в выборе метода решения уравнения переноса является
возможность его эффективной реализации на компьютере с параллельной ар-
хитектурой. Под эффективностью параллельной реализации понимается выбор
шаблона ограничителя/монотонизатора, минимизирующий количество обменов
между MPI-процессами, а также по возможности оптимизирующий число ариф-
метических операций.

1.2. Конечно-элементная пространственная аппроксимация

В качестве пространственной аппроксимации в разрабатываемой модели
динамикиморского льда используется метод конечных элементов на неструктури-
рованных треугольных сетках. Аппроксимация неизвестных скалярных функций,
компонент вектор-функции скорости льда, а также заданных извне компонент
вектор-функций поверхностного течения океана и скорости ветра, производится
с помощью финитных базисных функций. Ограниченный носитель этих функций
обеспечивает локальность вычислений, что отражается в разреженной структуре
получающихся матриц, а это в свою очередь обеспечивает эффективность рабо-
ты решателей систем линейных алгебраических уравнений. Три основных типа
базисных функций, которые используются в модели, представлены на рисунке
1.1. Базисные функции Куранта φi (рисунок 1.1 слева) ассоциированы с узла-
ми треугольной сетки и используются для приближения скалярных и векторных
функций на сетке типа А в классификации Аракавы. Функция φi, связанная с уз-
лом Vi, линейна на каждом треугольнике и определяется условием φi(xVj

) = δij ,
где δij — символ Кронекера (δij = 1, только в случае i = j), xVj

— вектор коор-
динат узла Vj . Главным достоинством аппроксимаций, построенных с помощью
базисных функций Куранта, является непрерывность на каждом ребре. Это озна-
чает, что метод Галеркина, использующий функции Куранта для приближения
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Рисунок 1.1 –– Базисные функции на треугольнике: базисная функция Куранта
φi (слева), базисная функция Крузье-Равиар ψi (в центре), постоянная на

треугольнике базисная функция κi (справа).

пробных и тестовых функций, является непрерывным. Непрерывность аппрок-
симации приводит к менее жестким ограничениям на устойчивость численного
метода. Существенный недостаток функций Куранта состоит в отсутствии свой-
ства ортогональности

∫
Ω

φiφjds ̸= 0 при i ̸= j, что приводит к недиагональной

разреженной массовой матрице. Данная аппроксимация обладает тремя степеня-
ми свободы на каждом треугольнике, которые ассоциированы с вершинами.

Базисные функции Крузье-Равиар ψi (рисунок 1.1 по центру) ассоцииро-
ваны с серединами ребер треугольной сетки и используются для аппроксимации
компонент вектор-функций скорости на сетке типа CD. Функция ψi, связанная с
ребром Ei, линейна на каждом треугольнике и определяется условием φi(xEj

) =

δij , где xEj
— вектор координат середины ребра Ej . Базисные функции Крузье-

Равиар обладают свойством ортогональности
∫
Ω

ψiψjds = δij , которое приводит

к диагональной массовой матрице, что является главным ее достоинством. Од-
нако аппроксимация уже не является непрерывной на ребре (непрерывность
сохраняется только в середине ребра при условии использования глобальных ко-
эффициентов в разложении ряда Фурье). Это означает, что метод Галеркина в
данном случае является разрывным, что накладывает более жесткие условия на
устойчивость численного метода. Линейная аппроксимация скоростей связывает-
ся с постоянной на треугольнике аппроксимацией скаляров с помощью функций
κi (рисунок 1.1 справа). Данный выбор пары базисныхфункций обеспечивает про-
стой, но в то же время вычислительно эффективный вид дискретизаций.

Отдельного обсуждения заслуживает вопрос применимости конечных эле-
ментов высокого порядка, количество степеней свободы которых на треугольнике
больше 3. В данный момент эти элементы не встречаются в передовых мировых
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моделях динамики морского льда. Это связано с тем, что получаемое числен-
ное решение по существу разрывное, что будет наглядно продемонстрировано
во второй главе работы. Присутствует кромка льда, а также трещины разного
рода. При этом пространственный масштаб возникающих линейных кинематиче-
ских особенностей сравним по размеру сшагом сетки. Таким образом, реализация
элементов высокого порядка рискует потерять свойство устойчивости при ”попа-
дании двух особенностей в один конечный элемент”.

1.3. Локально-элементный декартов базис

В разработанной модели реализован локально-элементный подход [61]. Вы-
делим основные достоинства данного подхода:

1. Полностью решена проблема особой точки на полюсе, что позволяет
без проблем считать “задачу аквапланеты”. На рисунке 1.2 приведено
значение переносимого скаляра при моделировании переноса пассивной
примеси на сфере в одном из численных экспериментов данной гла-
вы. Видно, что в случае использования сферической метрики на полюсе
возникают паразитные осцилляции, которые обусловлены особенностью
в знаменателе метрических слагаемых. При этом в случае локально-
элементного подхода численный шум пропадает;

2. Универсальность кода модели для любой геометрии расчетной области:
плоскость, сфера, геоид. С точки зрения модели, геометрия задается ис-
ключительно определением географического базиса;

3. Хорошая согласованность с методом конечных элементов. Локальные
степени свободы для векторных и тензорных величин неразрывно свя-
заны с базисом, в котором хранятся их компоненты. Как правило, ис-
пользуемые схемы обладают небольшим шаблоном, обеспечивающим
локальность вычислений и вычислительную эффективность алгоритмов.
При этом необходимые степени свободы хранятся в базисах соседних
элементов сетки.

Однако данный подход не лишен своих недостатков, среди которых можно выде-
лить два основных:
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1. Дополнительные вычисления для перевода компонент векторов
и тензоров в другой базис. При реализации численного шаблона
конечно-элементной схемы в локально элементном базисе необходи-
мо переводить компоненты векторов и тензоров в этот базис из соседних
элементов, что повышает количество арифметических операций;

2. Локальный элементный базис не всегда компланарен географическо-
му, что вносит дополнительную погрешность при переводе компонент
векторов. Минимизация вносимой ошибки достигается выбором эле-
ментного базиса.

Рисунок 1.2 –– Значения переносимого скаляра в одном из численных
экспериментов данной главы. Слева - реализация в локально-элементном базисе,

справа - реализация с использованием сферической метрики.

Рассмотрим триангуляцию произвольной двумерной поверхности. Для оптими-
зации численных методов, которые будут обсуждаться далее, вводится условие
одинаковой ориентации треугольников. Оно означает, что при обходе вершин
произвольного треугольника от первой до третьей в локальной нумерации, вер-
шины перечисляются против часовой стрелки, если смотреть на треугольник от
направления внешней нормали к поверхности. Определим локальный декартов
базис, ассоциированный с каждым элементом триангуляции (вершина, ребро,
треугольник), который собирается на этапе препроцессинга. Сначала собирает-
ся локальный ортонормированный базис для каждого треугольника

(
etx, ety, etz

)
,

как показано на рисунке 1.3 (зеленый цвет). Начало координат находится в ба-
рицентре треугольника, etx направлен в первую вершину локальной нумерации
треугольника, etz является единичным вектором нормали к плоскости треуголь-
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ника, ety выбирается согласно условию etx × ety = etz. Далее происходит сборка
вершинного базиса

(
enx, eny , enz

)
(рисунок 1.3 - синий цвет). Орт enz выбирается

как средневзвешенное по площади значение etz соседних треугольников, затем
enx, eny выбираются произвольно, согласованно с условием ортогональности. Дан-
ный выбор вершинного z-орта позволяет ему в среднем не сильно отличаться от
z-ортов смежных треугольников. Последним шагом, собирается реберный базис(
eex, eey, eez

)
(рисунок 1.3 - красный цвет), начало координат которого располагает-

ся в середине ребра. Орт eey направлен от первого узла ко второму в локальной
реберной нумерации, eez - средневзвешенное по площади значение соседних etz, а
eex = eey × eez. Рассмотрим локальный географический базис на сфере (eφ, eθ, er).

Рисунок 1.3 –– Ортонормированные элементные базисы. Синий цвет —
вершинный базис, красный цвет — реберный базис, зеленый цвет —

треугольный базис.

В случае абсолютно равномерной триангуляции сферы элементный базис (ex, ey)
компланарен географическому (eφ, eθ). Чем более не регулярна локальная три-
ангуляция, тем больший угол образуется между ez и er. Автор пренебрегает
разницей между er и ez, поскольку уравнения динамики морского льда являются
двумерными, в результате переход между элементным и географическим базисом
является двумерным поворотом. Данное пренебрежение вводит дополнительную
вычислительную погрешность, однако ошибка перехода в среднем уменьшается
за счет выбора элементного z-орта ez, который рассчитывается как среднее зна-
чение по соседним элементам.

Как уже было отмечено ранее, реализация модели в локально-декартовом
базисе требует перевода компонент векторных и тензорных величин в соседние
элементные базисы. Рассмотрим переход между двумя базисами (eoldx , eoldy ) →
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(enewx , enewy ). Матрицы прямого и обратного перехода записываются в виде

oldPnew =

[
enewx · eoldx enewx · eoldy

enewy · eoldx enewx · eoldy

]
, newPold =

[
eoldx · enewx eoldx · enewy

eoldy · enewx eoldx · enewy

]
. (1.2)

Равенство oldPnew = newP
−1
old выполняется только в случае плоского 2D-поворота.

Для вычисления компонент двумерного вектора u или тензора σσσ в новом базисе
используется следующее матричное правило(

unew

vnew

)
= oldPnew

(
uold

vold

)
,

(
σnew11 ,σnew12

σnew21 ,σnew22

)
= oldPnew

(
σold11 ,σ

old
12

σold21 ,σ
old
22

)
oldP

T
new. (1.3)

Рассмотрим более детально процесс сборки матриц перехода для разных типов
элементов. Поскольку все треугольники, примыкающие к вершине, невозможно
поместить на одну плоскость с сохранением конформности, используется толь-
ко пара (enx, eny) и (etx, ety) для вычисления прямой матрицы перехода ”вершина
→ треугольник”, согласно уравнению (1.2). Для обратного перехода ”треуголь-
ник → вершина” задается равенство tPn = nP

−1
t , что вносит дополнительную

погрешность, поскольку это не является 2D-вращением. Аналогичная процеду-
ра реализована для перехода ”вершина ↔ ребро”. Поскольку можно разместить
два соседних по ребру треугольника на плоскости конформным образом, про-
цедура перехода ”треугольник ↔ ребро” устроена несколько иначе. Реализован
двухшаговый подход, который схематично показан на рисунке 1.4. Первая ите-

Рисунок 1.4 –– Процедура ”спрямления треугольника” для вычисления
переходной матрицы ”треугольник→ ребро”.

рация соответствует трехмерному повороту плоскости треугольника вокруг оси
eey на угол между векторами etz и eez. После этого поворота выполнено равенство
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(etz)′ = eez, поэтому вторая итерация ((etx)′, (ety)′) → (eex, eey) соответствует 2D-
вращению, не вносящему дополнительной ошибки. Обратный переход ”ребро→
треугольник” также состоит из двух описанных итераций.

В случае плоской расчетной области не возникает ошибки, связанной с
некомпланарностью базисов. Все матрицы переходов между элементными ба-
зами собираются заранее, что позволяет эффективно переводить векторные и
тензорные компоненты в соседние базисы в процессе исполнения кода. Исполь-
зование матриц перехода увеличивает вычислительную сложность алгоритма,
однако позволяет избежать использования сферических метрик с особенностя-
ми на полюсах, и код модели получается универсальным для любой геометрии
расчетной области.

1.4. Численное решение уравнения переноса на сетке типа A

Существует множество явных схем интегрирования по времени для реше-
ния уравнения переноса (1.1) в рамках конечно-элементной пространственной
аппроксимации с использованием базисных функций Куранта. Среди основных
можно выделить явную схему Эйлера первого порядка по времени, схему Кранка-
Николсон второго порядка, а также семейство схем типа Тейлора-Галеркина. У
всех из них есть свои достоинства и недостатки. Главным достоинством схемы
Эйлера является скорость работы, однако она наименее точна из-за низкого поряд-
ка аппроксимации. Схема Кранка-Николсон обладает устойчивой дискретизацией
по времени для больших временных шагов, но из-за отсутствия сильной А-
устойчивости может порождать сильный численный шум при явной реализации
[62]. Для того, чтобы бороться с этим недостатком на практике, либо добав-
ляют искусственную вязкость в правую часть, которая стабилизирует решение,
либо применяют SUPG-метод (Streamline-upwind Petrov-Galerkin method), идея
которого заключается в добавлении диффузионного члена в направлении линий
тока [63]. Схемы типа Тейлора-Галеркина [64] по построению обладают диффу-
зионным слагаемым, которое не снижает порядок временной аппроксимации, и
не требуют дополнительной стабилизации для устойчивости, а также позволя-
ют достичь 2, 3 и 4 порядка аппроксимации по времени в рамках использования
базисныхфункцийКуранта. После анализа всех достоинств и недостатков описан-
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ных временных дискретизаций было принято решение остановиться на выборе
схем типа Тейлора-Галеркина для решения уравнения переноса на сетке типа
A. Поскольку реализованный метод обладает вторым порядком аппроксимации
по пространству, он теряет свойство монотонности согласно теореме Годунова.
Таким образом, для достижения квазимонотонности, подавляющей нефизичные
осцилляции, метод дополняется технологией коррекции потоков, которая впер-
вые была предложена в работе [35].

1.4.1. Дискретизация по времени

Идея метода Тейлора-Галеркина заключается в разложении скалярной
функции в ряд Тейлора по времени. Рассмотрим разложение функции массы со
вторым порядком, заменив производные по времени согласно уравнению (1.1)

mn+1 = mn −∆t∇ · (mnu) + ∆t2

2
∇ · (u∇ · (mnu)). (1.4)

В результате получаем метод Тейлора-Галеркина 2 порядка аппроксимации по
времени (TG2). Последнее слагаемое в уравнении (1.4) можно трактовать как
диффузию, которая обеспечивает устойчивость численного решения. Рассмотрим
также двухшаговую вариацию метода второго порядка (TTG2)

mn+ 1
2 = mn − ∆t

2
∇ · (mnu),

mn+1 = mn −∆t∇ · (mn+ 1
2u).

(1.5)

Двухшаговая дискретизация по времени эквивалентна одношаговой после
подстановки mn+ 1

2 во второе уравнение. Причина, по которой использование
двухшаговой вариации (1.5) вместо одношаговой (1.4) оправдано, кроется в вы-
числительной эффективности. Как будет показано далее в главе, время, которое
тратится на сборку последних двух слагаемых в правой части (1.4), превосхо-
дит время сборки двух более простых правых частей уравнений (1.5). После
проведения пространственной дискретизации описанных методов получается
система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с разреженной массовой
матрицей. Далее будет показано, что время сборки правых частей уравнений зна-
чительно превышает время решения СЛАУ, поэтому двукратное решение систем
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в двухшаговом методе незначительно влияет на суммарное время одного шага
по времени. Рассмотрим также метод третьего порядка по времени [65], который
также записывается в двухшаговой вариации (TTG3)

mn+ 1
2 = mn − 1

3
∆t∇ · (mnu) + α∆t2∇ · [u∇ · (mnu)] ,

mn+1 = mn −∆t∇ · (mnu) + ∆t2

2
∇ ·
[
u∇ ·

(
mn+ 1

2u
)]

.

(1.6)

При подстановкеmn+ 1
2 во второе уравнение (1.6) и замены слагаемых с∇ на про-

изводные по времени согласно (1.1) восстанавливается ряд Тейлора для массы,
записанный до слагаемого ∆t3 для любого значения параметра α. В монографии
[65] производится анализ амплитудной ошибки схемы при различных значениях
параметра и показывается, что выбор α = 1/9 минимизирует ее. Сформулируем
также двухшаговый метод четвертого порядка

mn+ 1
2 = mn + α∆t∇ · (mnu) + β∆t2∇ · [u∇ · (mnu)] ,

mn+1 = mn +∆t∇ · (mn+ 1
2u) + γ∆t2∇ ·

[
u∇ ·

(
mn+ 1

2u
)]

.
(1.7)

Аппроксимация достигается при выборе следующих значений параметров: α =

0.1409714,β = 0.1160538,γ = 0.3590284. Отметим, что 4 порядок по времени яв-
ляется максимальным, который возможно получить в рамках линейных пробных
и тестовых функций. Использование схем TTG2, TTG3 и TTG4 не распространено
в передовых мировых моделях динамики морского льда и является существенной
особенностью разработанной автором модели.

1.4.2. Дискретизация по пространству

Рассмотрим пространственную дискретизацию на примере схемы Тейлора-
Галеркина 2 порядка аппроксимации по времени (TG2) (1.4). Заметим, что правые
части других схем семейства Тейлора-Галеркина (1.5), (1.6), (1.7) имеют ана-
логичные слагаемые порядка ∆t и ∆t2, поэтому не нуждаются в отдельном
пояснении. Слабая формулировка TG2 записывается в виде

(
mn+1,m

)
= (mn,m)−∆t (∇ · (mnu),m)− ∆t2

2
(∇ · (mnu), u · ∇m) , ∀m (1.8)
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где m - тестовая функция, а (f1, f2) =
∫
Ω

f1f2dS. В последнем равенстве исполь-

зуется формула Гаусса для дивергенции векторной функции в предположении,
что скорость на границе равна нулю u|∂Ω = 0 (граничное условие прилипа-
ния). Не будем вдваться в детали определения функциональных пространств, а
лишь скажем, что для того, чтобы перейти к дискретной формулировке, бесконеч-
номерное пространство Соболева приближается конечномерным, натянутым на
базисные функции Куранта φi. Подставляя разложение неизвестных скаляров и
заданного вектора скорости по базисным функциям Курантаmk

h =
∑
Vi

miφi, uh =∑
Vi

(ui, vi)
Tφi, а также заменяяmh последовательно на всеφi приходим к дискрет-

ной СЛАУ

Mmn+1 = Mmn −∆t · Fmn − ∆t2

2
· Smn, (1.9)

гдеmk - вектор вершинных коэффициентов в разложении скалярной функции, M
- разреженная массовая матрица, которая определяется как

Mij =


(
φi,φj

)
, если Vi смежна с Vj;

0, иначе,
(1.10)

а матрицы первых и вторых производных F и S задаются как

Fij =


(
φi, u · ∇φj

)
, если Vi смежна с Vj;

0, иначе.

Sij =


(
∇ · (φiu), u · ∇φj

)
, если Vi смежна с Vj;

0, иначе.

На практике удобным оказывается подход локальной сборки массовой матри-
цы и вектора правой части на каждом треугольнике, который имеет место быть
благодаря свойству аддитивности интеграла по разбиению на подобласти. Дан-
ный подход позволяет собрать массовую матрицу, а также вектор правой части
в уравнении (1.9) одним циклом по треугольникам. Компоненты скорости хра-
нятся в локально декартовом вершинном базисе, поэтому для сборки локального
вектора правой части необходимо перевести компоненты вершинной скорости
в треугольный базис, используя (1.3) перед выполнением вычислений на тре-
угольнике. C/C++-подобный псевдокод для сборки локальной массовой матрицы
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и вектора правой части приведен в листинге А.1, который представлен в прило-
жении данной работы.

Обсудим вопрос об оптимизации метода сборки слагаемых порядка ∆t и
∆t2 уравнения (1.8). Рассмотрим треугольник T с координатами вершин в тре-
угольном базисе: B0(x1, y1), B1(x2, y2), B2(x3, y3). Для вычисления компонент
локального вектора правой части необходимо оценить следующие интегралы

Fij = I1 =

∫
T

φju · ∇φidS,

Sij = I2 =

∫
T

∇ · (φju)u · ∇φidS,
(1.11)

где φi - локальная на треугольнике базисная функция Куранта, ассоциирован-
ная с i-м узлом треугольника, а компоненты заданной вектор-функции скорости
u = (u, v)T раскладывается по этим же базисным функциям как (u, v)T =

(uk, vk)
Tφk (здесь и далее в этом разделе будем использовать правило Эйнштейна

для свертки по повторяющемуся индексу). Проблема сборки состоит в том, что
интегралы (1.11) необходимо оценивать на каждом треугольнике, причем значе-
ния компонент скорости меняются на очередномшаге по времени. Первымшагом
представим интегралы в виде свертки компонент скорости с тензором третьего и
четвертого ранга. Для этого подставим разложение вектора скорости по базис-
ным функциям

I1 =

∫
T

φju∂xφidS +

∫
T

φjv∂yφidS =

∫
T

φjukφk∂xφidS +

∫
T

φjvkφk∂yφidS =

uk

∫
T

φjφk∂xφidS + vk

∫
T

φjφk∂yφidS.

Для того, чтобы вычислить значение интеграла I1 на треугольнике достаточно
один раз вычислить компоненты тензоров первой производной 3-го ранга DX и
DY, которые задаются следующим образом

DXijk =

∫
T

φjφk∂xφidS,

DYijk =

∫
T

φjφk∂yφidS,

(1.12)
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а затем провести свертку с компонентами скорости

Fij = DXijkuk + DYijkvk.

Аналогичным образом получается сверточное представление для интеграла I2

I2 =

∫
T

∇ · (φju)u · ∇φidS =

∫
T

[∂x(φju) + ∂y(φjv)] [u∂xφi + v∂yφi] dS =

∫
T

∂x(φju)u∂xφidS +

∫
T

∂x(φju)v∂yφidS +

∫
T

∂y(φjv)u∂xφidS +

∫
T

∂y(φjv)v∂yφidS =

ukul

∫
T

∂x(φjφk)φl∂xφidS + ukvl

∫
T

∂x(φjφk)φl∂yφidS +

vkul

∫
T

∂y(φjφk)φl∂xφidS + vkvl

∫
T

∂y(φjφk)φl∂yφidS.

Вводя тензоры вторых производных четвертого ранга

DXXijkl =

∫
T

∂x(φjφk)φl∂xφidS,

DXYijkl =

∫
T

∂x(φjφk)φl∂yφidS

DYXijkl =

∫
T

∂y(φjφk)φl∂xφidS

DYYijkl =

∫
T

∂y(φjφk)φl∂yφidS,

(1.13)

получается необходимое сверточное представление

Gij = DXXijklukul + DXYijklukvl + DYXijklvkul + DYYijklvkvl.

Таким образом, вычисление локальных матриц на треугольнике сведено к вычис-
лению сверток с компонентами скорости. Для того, чтобы хранить тензоры (1.12),
необходимо на каждом треугольнике на этапе препроцессинга вычислить значе-
ния 27 · 2 = 54 интегралов, а для хранения тензоров (1.13) необходимо вычислить
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и сохранить значения 81 · 4 = 324 интегралов. Хранение оцененного количества
значений компонент тензоров на каждом треугольнике является слишком затрат-
ным по памяти. Для того, чтобы избавиться от этого недостатка, воспользуемся
изопараметрическим преобразованием треугольника в стандартный.

Идея изопараметрического преобразования состоит в отображении тре-
угольника T с произвольными координатами в стандартный треугольник T с
координатами (0, 0), (0, 1), (1, 0). Схематически данное отображение представ-
лено на рисунке 1.5. Чтобы вычислить компоненты тензоров (1.12) и (1.13) на

Рисунок 1.5 –– Отображение произвольного треугольника в стандартный.

стандартном треугольнике необходимо понять, как меняются компоненты гради-
ента ∇ = (∂x, ∂y)

T при замене базиса (x, y) → (ξ,η). Воспользуемся правилом
дифференцирования сложной функции(

dx

dy

)
=

(
∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

)(
dξ

dη

)
,

где

J =

(
∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

)

- матрица Якоби, а

det(J) =
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂y

∂ξ

∂x

∂η
(1.14)
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- Якобиан преобразования. Для обратного преобразования координат выполня-
ется (

dξ

dη

)
=

(
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)(
dx

dy

)
,

где

J−1 =

(
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)
(1.15)

- обратная матрица Якоби. Прямая и обратная матрицы Якоби связаны соотно-
шением

J−1 =
1

det(J)

(
∂y
∂η −∂x

∂η

−∂y
∂ξ

∂x
∂ξ

)
.

Воспользовавшись правилом производной сложной функции получаем

∂x =
∂ξ

∂x
∂ξ +

∂η

∂x
∂η,

∂y =
∂ξ

∂y
∂ξ +

∂η

∂y
∂η,

что задает связь градиентов в старом и новом базисах(
∂x

∂y

)
= (J−1)T

(
∂ξ

∂η

)
. (1.16)

Теперь вычислим матрицу Якоби для преобразования, представленного на рисун-
ке 1.5. Очевидно, что в координатах (ξ,η) линейные базисные функции Куранта
на стандартном треугольнике задаются равенствами

φ0(ξ,η) = −ξ− η+ 1,

φ1(ξ,η) = η,

φ2(ξ,η) = ξ.

Запишем разложение координат x и y по базисным функциям стандартного тре-
угольника

x(ξ,η) = x0φ0(ξ,η) + x1φ1(ξ,η) + x2φ2(ξ,η),

y(ξ,η) = y0φ0(ξ,η) + y1φ1(ξ,η) + y2φ2(ξ,η).
(1.17)
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Производя дифференцирование равенств (1.17) получаем значение производных

∂x

∂ξ
= x2 − x0,

∂x

∂η
= x1 − x0,

∂y

∂ξ
= y2 − y0,

∂y

∂η
= y1 − y0.

Таким образом матрица Якоби данного преобразования задается как

J =

(
(x2 − x0) (x1 − x0)

(y2 − y0) (y1 − y0)

)
.

Для интегрирования скалярной функции на стандартном треугольнике T необхо-
димо учесть, что dS = |detJ |dS. С учетом изопараметрического преобразования
производных (1.16) можно переписать сборку матриц в виде

Fij = |detJ |
(
J−1
00 uk + J−1

01 vk
)
Dξijk + |detJ |

(
J−1
10 uk + J−1

11 vk
)
Dηijk, (1.18)

где

Dξijk =
∫
T

φjφk∂ξφidS,

Dηijk =
∫
T

φjφk∂ηφidS.
(1.19)

Компоненты матрицы S вычисляются с помощью следующей свертки

Sij =
|detJ |

[
J−1
00 J

−1
00 ukul + J−1

00 J
−1
01 ukvl + J−1

01 J
−1
00 vkul + J−1

01 J
−1
01 vkvl

]
Dξξijkl+

|detJ |
[
J−1
00 J

−1
10 ukul + J−1

00 J
−1
11 ukvl + J−1

01 J
−1
10 vkul + J−1

01 J
−1
11 vkvl

]
Dξηijkl+

|detJ |
[
J−1
10 J

−1
00 ukul + J−1

10 J
−1
01 ukvl + J−1

11 J
−1
00 vkul + J−1

11 J
−1
01 vkvl

]
Dηξijkl+

|detJ |
[
J−1
10 J

−1
10 ukul + J−1

10 J
−1
11 ukvl + J−1

11 J
−1
10 vkul + J−1

11 J
−1
11 vkvl

]
Dηηijkl.

(1.20)
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Тензоры вторых производных задаются естественным образом как

Dξξijkl =
∫
T

∂ξ(φjφk)φl∂ξφidS,

Dξηijkl =
∫
T

∂ξ(φjφk)φl∂ηφidS,

Dηξijkl =
∫
T

∂η(φjφk)φl∂ξφidS,

Dηηijkl =
∫
T

∂η(φjφk)φl∂ηφidS.

(1.21)

Применяя метод свертки с вычислением интеграла на стандартном треуголь-
нике процесс вычисления локальных матриц на треугольнике можно описать
следующим образом. На этапе препроцессинга необходимо один раз вычислить
компоненты тензоров (1.19) и (1.21) на стандартном треугольнике, что требует
вычислений 27 · 2 + 81 · 4 = 378 интегралов на треугольнике. Можно вы-
числить значения интегралов аналитически либо воспользоваться кубатурными
формулами численного интегрирования двумерной функции. Также на этапе пре-
процессинга необходимо вычислить и сохранить обратную матрицу Якоби (1.15)
и Якобиан преобразования (1.14) для каждого треугольника. Таким образом каж-
дый треугольник хранит дополнительно всего 5 чисел. Далее на очередном шаге
по времени для вычисления локальных элементных матриц необходимо провести
свертки (1.18) и (1.20), что требует соответственно 108 и 648 операций умножения.
Организовав вычисления описанным способом, удается достичь высокой эффек-
тивности кода при оптимальном объеме используемой памяти.

1.4.3. Технология коррекции потоков

Для того, чтобы бороться с эффектом Гиббса, применяется технология кор-
рекции потоков [35]. Заметим, что все описанные в прошлой разделе схемы после
пространственной дискретизации принимают вид

MC∆mH = r, (1.22)
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с массовой матрицейMC (1.10) и вектором правой части r, где∆mH = mn+1−mn

- вектор разности вершинных значений скаляра на новом и старом шаге по време-
ни (верхний индекс H отвечает за схему высокого порядка). Решение уравнения
(1.22) удовлетворяет

ML∆mH = r+ (ML −MC)∆uH , (1.23)

гдеML - лампированная массовая матрица, соответствующий диагональный эле-
мент которой равен сумме значений в той же строке обычной массовой матрицы
MC . Второе слагаемое в правой части уравнения (1.23) соответствует антидиффу-
зии, которая обеспечивает высокий порядок по пространству. Рассмотрим схему
Лернера [66] низкого порядка

ML∆mL = r+ cd(MC −ML)mn. (1.24)

Здесь верхний индекс L соответствует схеме низкого порядка. Второе слагаемое
в правой части (1.24) задает антидиффузионное слагаемое. Выбор значения па-
раметра cd отвечает за количество добавляемой антидиффузии. При подстановке
cd = 0 получается абсолютно монотонная схема низкого порядка, а при cd = 1

схема с максимальной антидиффузией, которая лучше воспроизводит профиль,
однако подвержена осцилляциям. В модели используется промежуточный вари-
ант cd = 0.5. Рассмотрим разность уравнений (1.23) и (1.24) ограниченных на
один треугольник и получим выражение для антидиффузионного потока в вер-
шины для каждого треугольника

FT = M−1
L |e(ML −MC)(cdmn +∆uH).

Здесь черта над матрицей/вектором означает, что берутся локальные треугольные
значения. Окончательное решение строится корректировкой решения низкого по-
рядка атидиффузионными потоками из соседних треугольников

mn+1
i = mL

i +
∑

Tj adj to Vi

αjFTj ,Vi
, ∀Vi.

Осталось определить лимитирующий алгоритм для выбора коэффициентов 0 ⩽
αj ⩽ 1. Он происходит в несколько этапов:

1. В каждой вершине определяется масимальное/минимальное значение
mL,mn:

m
∗,max/min
i = max/min{mL

i ,m
n
i };
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2. На каждом треугольнике собирается максимальное/минимальное значе-
ниеm∗

i

m
∗∗,max/min
T = max/min{m∗,max/min

i }, Vi прим к T ;

3. В каждой вершине берется максимальное/минимальное значениеm∗∗
T из

соседних треугольников

m
max/min
i = max/min{m∗∗,max/min

T }, T прим к Vi;

4. В каждой вершине считается сумма положительных/отрицательных ан-
тидиффузионных потоков из соседних треугольников

P±
i =

∑
Tj прим к Vi

max/min{0, FTj ,Vi
};

5. В каждой вершине оценивается максимальное/минимальное допустимое
приращение скаляра

Q±
i = m

max/min
i −mL

i ;

6. В каждой вершине собирается наименьшая верхняя граница поправоч-
ных коэффициентов, гарантирующая отсутствие выбросов

R±
i =

min{1, Q±
i /P

±
i }, если P±

i ̸= 0,

0, иначе
;

7. И наконец значения поправочных коэффициентов антидиффузионных
потоков берутся так, чтобы обеспечить отсутствие нефизическизих ло-
кальных экстремумов

αT = min
Vi прим к T

R+
i , если FT,Vi

⩾ 0,

R−
i , если FT,Vi

< 0.

Описанный выбор поправочных коэффициентов αT обеспечивает выполнение
условия mmin

i ⩽ mn+1
i ⩽ mmax

i , что подавляет численный шум сохраняя свойство
консервативности схемы.

1.5. Численное решение уравнения переноса на сетке типа CD

Как будет показано далее, конечно-элементная пространственная аппрок-
симация уравнения переноса (1.1) с помощью пары ψi, κi (см. рисунок 1.3) для
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скоростей и скаляров приводит к стандартной конечно-объемной формулиров-
ке на CD-сетке. Это делает возможным выбор широкого класса схем по времени
и пространству. Для аппроксимации по времени в разрабатываемой модели ис-
пользуются стандартные многошаговые схемы семейства Рунге-Кутты, которые
позволяют получить любой порядок по времени, однако автор ограничивается
четвертым, аналогично случаю на A-сетке. Для аппроксимации по пространству
реализован набор схем трех типов: схема первого порядка против потока (First
Order Upwind - FOU), а также схемы типа MUST (Monotone Upwind Scheme for
Triangles) [59] и MUSCL (Monotone Upwind Scheme for Conservation Laws) [60].

1.5.1. Дискретизация по времени

Рассмотрим слабую формулировку уравнения (1.1)∫
Ω

∂m

∂t
m ds+

∫
Ω

∇ · (mu) m ds = 0.

После приближения бесконечномерного пространство Соболева с помощью ли-
нейной оболочки постоянных на треугольнике функций κi подставим вместо
тестовой функции m функцию κi, тогда получим на каждом треугольнике∫

Ti

∂m

∂t
κi ds+

∫
Ti

∇ · (mu) κi ds = 0.

Можно опустить κi поскольку она тождественно равна единице на треугольнике
и воспользоваться формулой Гаусса для дивергенции скалярной функции

|Ti|
∂m

∂t
= −

∑
Ej adj to Ti

∫
Ti

(miu)|Ej
· nj dl.

Таким образом, получена стандартная формулировка метода конечных объемов
для задачи переноса

|Ti|
∂m

∂t
= −Ri, Ri =

∑
Ej adj to Ti

Fj, Fj = Ujmj, (1.25)

где Fj — поток скаляра в треугольник Ti из ребра Ej , Uj — интеграл по ребру
Ej нормальной компоненты скорости, mj — значение скаляра в середине ребра
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Ej . Поскольку реберные скорости хранятся в виде нормальной и тангенциальной
компоненты (см. рисунок 1.3), Uj = (ux)|Ej

· d(Ej) · |Ej|, где

d(Ej) =

1, если (eex)|Ej
является внешней нормалью Ti

−1, иначе.

Разделение интеграла от скорости по ребрам получилось благодаря тому, что
базисная функция Крузье-Равиар, по которой раскладываются компоненты ско-
рости, нечетна на ребре, которому она не соответствует (см. рисунок 1.1) и,
соответственно, интеграл по этому ребру обнуляется. Рассмотрим дискретизацию
по времени уравнения (1.25) на примере двухшаговой схемы Рунге-Кутты второ-
го порядка (TRK2), которая записывается в виде

m
n+1/2
i = mn

i −
∆t

2|Ti|
Ri (m

n
i ) ,

mn+1
i = mn

i −
∆t

|Ti|
Ri

(
m

m+1/2
i

)
.

Общий вид явного многошагового метода Рунге-Кутты порядка k записывается
как

m
(0)
i = mn

i , (1.26)

m
(1)
i = m

(0)
i − α1

∆t

|Ti|
Ri

(
m

(0)
i

)
, (1.27)

... (1.28)

m
(k)
i = m

(0)
i − αk

∆t

|Ti|
Ri

(
m

(k−1)
i

)
, (1.29)

m
(n+1)
i = m

(k)
i , (1.30)

где коэффициенты αj задаются с помощью

αj =
1

k − j + 1
, j = 1, k.

Как уже отмечалось ранее, в модели реализованы многошаговые схемы Рунге-
Кутты вплоть до 4 порядка по времени, однако в данной главе диссертации
используется лишь схема второго порядка TRK2 для проведения численных экс-
периментов.
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1.5.2. Дискретизация по пространству

Порядок аппроксимации по пространству определяется способом прибли-
жения значения массы в центре ребра. Простейший метод первого порядка против
потока FOU соответствует следующему определению потока

Fj = 0.5 ·
(
UjmL + UjmR − |Uj|(mR −mL)

)
, (1.31)

гдеmL - значение массы в барицентре текущего треугольника, аmR - в центре со-
седнего через ребро Ej . Из уравнения (1.31) видно, что метод FOU соответствует
выбору значения массы в середине ребра, равного массе в барицентре тре-
угольника, взятого против направления нормальной компоненты скорости. Этот
метод имеет первый порядок пространственной аппроксимации, что обеспечива-
ет монотонность решения, однако решение получается слишком диффузионным.
Чтобы увеличить порядок пространственной аппроксимации до второго, необ-
ходим более точный способ определения значения массы в середине ребра.
Подобные схемы, которые будут обсуждаться далее, не применяются в других
крупных мировых моделях морского льда, насколько известно автору.

Методы типа MUST и MUSCL построены на основе FOU метода, однако
вместо использования значений mL и mR (уравнение (1.31)) в барицентре тре-
угольников, вычисляются их приближения в середине ребра, связывающего два
треугольника. На рисунке 1.6 изображены два соседних треугольника с центрами
в точках A и B. Сформулируем в обозначениях этого изображения MUST-схему.
Функция массы раскладывается в ряд Тейлора с первым порядком точности по
пространству как

m(x, y) = m(xc, yc) +∇mc ·∆r+O(∆r2), (1.32)

где (xc, yc) координаты барицентра треугольника, а ∆r вектор направленный из
барицентра треугольника в середину ребра. Идея метода MUST заключается в
приближении скалярного произведения градиента на радиус вектор ∇mc · ∆r
методом конечных разностей, использующем значения скаляра в барицентре и
вершине, противоположной рассматриваемому ребру. Например, для треуголь-
ника с центром в точке A

∇mA ·∆rAf ≈
(
mA −m3

xA − x3

)
(xf − xA) +

(
mA −m3

yA − y3

)
(yf − yA).
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Рисунок 1.6 –– Шаблон схемы MUST. Изображение взято из работы [59].

При этом значения массы интерполируются в вершины сетки по значениям
в треугольниках методом обратных расстояний. Заметим, что приближение,
полученное таким образом является приближением против потока, поскольку ис-
пользует значение скаляров, находящихся в одной полуплоскости относительно
ребра. Таким образом, можно приблизить массу в центре ребра слева и справа как

mL = mA +φ(rL)

(
∆mA3

∆xA3
∆xfA +

∆mA3

∆yA3
∆yfA

)
, (1.33)

mR = mB +φ(rR)

(
∆mB4

∆xB4
∆xfB +

∆mB4

∆yB4
∆yfB

)
. (1.34)

В последнем уравнении перед членами высокого порядка добавлена управляющая
функция φ(r), которая зависит от параметра r, который определяется как

rL =
∆mAB

δmL
, rR =

∆mBA

δmR
. (1.35)

В последнем равенстве δmL = ∇mA · ∆rAf , δmR = ∇mB · ∆rBf равны сла-
гаемым высокого порядка из (1.33). Параметр r показывает насколько велика
добавка за счет слагаемых высокого порядка. Смысл управляющей функции-
монотонизатора заключается в ограничении добавки высокого порядка для под-
держки монотонности. В случае неубывающего профиля (mB ⩾ mA) условия

mL = mA +φ(rL)δmL ⩽ mB,

mL = mA +φ(rL)δmL ⩾ mA
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достигаются при выборе ограничителя φ(r) = max{0,min{r, 1}}, который в ли-
тературе имеет название minmod фильтра. Применение MUST схемы с фильтром
minmod повышает порядок пространственной аппроксимацией и обеспечивает
квазимонотонность, схема довольно проста в программировании и может быть
эффективно реализована на компьютере с параллельной архитектурой. Среди
недостатков данного подхода можно выделить особенность в знаменателе при
определении параметра r (1.35), которую на практике приходится обходить ис-
кусственными путями, вводя нижний предел, что отражается в частичной потере
точности схемы.

Альтернативный подход в литературе принято называть схемами типа
MUSCL [60]. Идея схем подобного типа заключается в приближении градиента
в уравнении (1.32) с помощью теоремы Гаусса∫

T

∇mds =

∫
∂T

mndl ⇒ ∇m ≈ 1

|T |

∫
∂T

mndl.

Интеграл по границе треугольника в правой части оценивается с помощью уз-
ловых значений массы, которые интерполируются в вершины методом обратных
расстояний. Далее приближенное решение ищется аналогично (1.32) с использо-
ванием монотонизатора

mf = mc +φ(r)∇mc ·∆rcf ,

где индекс c отвечает за центр треугольника, а f - за середину ребра. Изначаль-
но данный подход был сформулирован для одномерного уравнения переноса на
равномерной сетке [67], в котором параметр r определяется по формуле

ri−1/2 =
∆mi−3/2

∆mi−1/2
,

где ∆mi−1/2 = mi − mi−1 для положительного направления скорости u > 0

(целый индекс i соответствует значению скаляра в ячейке с номером i). Далее
одномерный подход был адаптирован на многомерный случай [68]. На рисунке
1.7 представлен шаблон схемы в двух случаях разного направления скорости на
ребре. В обозначениях этого изображения параметр rf , ассоциированный с реб-
ром, определяется как

rf =
mL,c −mV

mR,c −mL,c
,
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Рисунок 1.7 –– Шаблон схемы MUSCL. Изображение взято из работы [69].

где V - точка, которая находится на луче [R,c;L,c), так что L,c - середина отрезка
[R,c;V ]. Для того, чтобы найти значение скаляра в точке V используется прибли-
жение первого порядка

(mR,c −mV ) ≈ ∇mL,c · rV→R,c = 2∇mL,c · rL,c→R,c,

отсюда получается, что

rf =
(2∇mL,c · rL,c→R,c)

mR,c −mL,c
− 1.

В качестве монотонизатора могут быть использованы следующие функции [69]

Minmod: φ(r) = max(0,min(1, r)),

van Leer: φ(r) =
r + |r|
1 + |r|

,

Superbee: φ(r) = max(0,min(1, 2r),min(2, r)),

Barth-Jesperson: φ(r) = 0.5(r + 1)min
(
min

(
1,

4r

r + 1

)
,min

(
1,

4

r + 1

))
.

1.6. Численные эксперименты

Для тестирования описанных схем вместе с проверкой корректности рабо-
ты модели в сферической геометрии используется набор аналитических полей
скорости и начальных распределений скаляра, представленный в работе [70]. Ис-
пользуются два начальных распределения массы. Каждое состоит из двух фигур,
симметричных относительно нулевого меридиана. Такое распределение задается
для проверки симметричности работы схем в двух полушариях.
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1.6.1. Начальные состояния и форсинги

Первое распределение представляет из себя сумму двух бесконечно гладких
Гауссовых функций и задается в географических координатах с помощью урав-
нения m(λ, θ) = m1(λ, θ) + m2(λ, θ), где

mi(λ, θ) = exp
(
−5
[
(X −Xi)

2 + (Y − Yi)
2 + (Z − Zi)

2
])

,

(X,Y, Z) = (R cos θ cos λ, R cos θ sin λ, R sin θ).

В последнем равенстве R - радиус сферы (в тестах используется R = 6400 km), а
(Xi, Yi, Zi) декартовы координаты центров Гауссовых поверхностей. Центр пер-
вой соответствует (φ, θ) = (−π/4, 0), а второй (φ, θ) = (π/4, 0). Это начальное
распределение представлено на рисунке 1.8 слева, будем ссылаться на него как
GH (Gaussian Hills). На этом и следующих рисунках главы будет использоваться
проекция Меркатора для отображения сферы на плоскость. Бесконечно гладкое
начальное распределение удобно для проверки сходимости решателя адвекции по
шагу сетки. Второе начальное распределение массы, представленное на рисунке

Рисунок 1.8 –– Начальные распределения скаляра. Слева - Гауссовы поверхности
(GH), справа - обрезанные цилиндры (SC).

1.8 справа, является разрывной функцией и представляет из себя два цилиндра с
вырезанными отверстиями, которое задается с помощью

m(λ, θ) =



1, если ri ⩽ r и |λ− λi| ⩾ r/6 для i,j = 1,2;

1, если r1 ⩽ r и |λ− λ1| < r/6 и θ− θ1 < − 5
12r;

1, если r2 ⩽ r и |λ− λ2| < r/6 и θ− θ2 > 5
12r;

0.1, иначе.

Здесь

ri(λ, θ) = arccos[sin(θ1) sin(θ) + cos θ1 cos θ cos(λ− λi)]
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сферическое расстояние между точкой с координатами (λ, θ) и центрами цилин-
дров (λi, θi), которые располагаются в (±π/4, 0), аналогично Гауссовым поверх-
ностям. Радиус цилиндров r = 1/2. Разрывное поле скаляра является хорошим
начальным приближением для проверки квазимонотонности и консервативно-
сти схемы. Будем ссылаться на это начальное распределение как SC (Slotted
Cylinders).

Помимо начального распределения скаляров используются три разных типа
реверсивных аналитических полей скорости. Под реверсивностью скорости пони-
мается условие u(t) = −u(T − t), где t - текущее время, а T - полное время счета.
В случае бездивергентного поля скорости реверсивность гарантирует, что точное
решение в конечный момент времени совпадает с начальным. Представим два
бездивергентных и одно дивергентное поле.

Первое, на которое будем ссылаться как ND1 (non-divergent 1) представляет
из себя пару вихрей, постепенно разворачивающихся с течением времени. Поле
скорости в начальный момент времени представлено на рисунке 1.9 сверху слева
и аналитически задается как

u(λ, θ, t) = k sin2(λ) sin(2θ) cos(πt/T ),
v(λ, θ, t) = k sin(2λ) cos(θ) cos(πt/T ),

где T полное время, счета, которое задается равным T = 300 ч для всех
экспериментов, а k - параметр, который задает амплитуду скорости. Во всех экс-
периментах мы используем k = 40 м/c. Недостатком данного распределения
скорости является тот факт, что оно полностью реверсивно и может самопроиз-
вольно подавлять ошибку численной схемы.

Чтобы уменьшить эффект этого явления, в качестве второго распределения
используется аналогичная скорость с зональным смещением (ND2 представлена
на рисунке 1.9 сверху справа), которое аналитически задается с помощью

u(λ, θ, t) = k sin2(λ′) sin(2θ) cos(πt/T ) + 2π cos(θ)/T ;
v(λ, θ, t) = k sin(2λ′) cos(θ) cos(πt/T ),

где λ′ - смешенная долгота, которая определяется как λ′ = λ − ωt, где ω - уг-
ловая скорость зонального смещения. Чтобы за время интегрирования T точка
на сфере сделала полный оборот, необходимо задать ω = 2π/T . Использо-
вание описанного поля скорости решает проблему самоподавления ошибки за
счет реверсивности, поскольку присутствует не реверсивное зональное смещение.
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Рисунок 1.9 –– Аналитическое поле скорости в начальный момент времени.
Сверху слева - ND1, сверху справа - ND2, снизу - D.

Скорость ND2 в связке с разрывным начальным состоянием SC является основ-
ным тестом для проверки монотонности схемы, а также оценки ошибки методов
при разных числах Куранта.

Также в работе рассматривается дивергентное поле скорости D (рисунок 1.9
снизу). Стоит отметить, что в отличие от поля скорости несжимаемой жидкости,
скорость морского льда существенно дивергентна, поэтому реализованная схема
переноса обязана быть квазимонотонной и консервативной в случае дивергентной
скорости. Дивергентное реверсивное поле задается как

u(λ, θ, t) = −k sin2(λ/2) sin(2θ) cos2(θ) cos(πt/T );
v(λ, θ, t) = (k/2) sin(λ) cos3(θ) cos(πt/T ).

Во всех экспериментах задается время интегрирования T = 300 ч. Если не ого-
ворено отдельно, используется псевдо регулярная триангуляция сферы радиуса
Земли с размером треугольника ∆x ≈ 200 км, построенная с помощью пакета
Ani3D [71], что соответствует примерно следующему количеству степеней сво-
боды для вершин, ребер и треугольников: (NV , NT , NE) = (10000, 20000, 30000).
Шаг по времени∆t выбирается таким образом, чтобы удовлетворить максималь-
ной, заданной наперед оценке для числа Куранта C : |u|∆t

∆x ⩽ C. Для оценки
ошибки численного решения в конечный момент времени используется относи-
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тельная интегральная l2- норма ошибки, которая считается согласно

l2(m) =

[
I[(m−mi)

2]

I[m2
i ]

]1/2
,

где I[.] - интеграл по всей сфере от скалярной функции, mi - начальная (точная)
функция массы.

1.6.2. Результаты тестовых расчетов

1.6.2.1. Сходимость схем по шагу сетки

Первый тест использует начальное распределение GH с полем скорости
ND1. Основной целью данного эксперимента является проверка порядка сходи-
мости различных схем переноса по шагу сетки. На рисунке 1.10 представлены
предсказанные распределения скаляра на A-сетке в серединный и конечный
моменты времени для схемы Тейлора-Галеркина 2 порядка TG2 и четвертого по-
рядка с коррекцией потоков TTG4+FCT. Качественно результаты не различимы,
причем в обоих случаях решение остается монотонным. Отсюда можно сделать
вывод, что реализованные схемы высокого порядка по пространству без фильтро-
в/монотонизаторов обладают монотонностью при переносе бесконечно гладкого
начального профиля. Проводя аналогичный тест при увеличении разрешения до
100 и 50 км, получается график сходимости схем на A-сетке, представленный на
рисунке 1.11 слева и на CD-сетке - справа.

На практике получается сходимость порядка h1.8 для схем типа Тейлора-
Галеркина на А-сетке. Для схем на сетке типа CD сходимость схемы первого
порядка по пространству FOU равна h0.7, а схем второго порядка по пространству
MUSCL и MUST соответственно h1.34 и h1.43. Отличие полученного практически
порядка сходимости от теоретического порядка аппроксимации объясняется ис-
пользованием фильтров/монотонизаторов, а также ошибкой округления компью-
терной реализации. Как будет показано далее, в данном численном эксперименте
точность определяется по большей части порядком аппроксимации по простран-
ству, нежели порядком по времени. Поэтому графики сходимости строились при
увеличении пространственного разрешения прификсированномшаге по времени.
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Рисунок 1.10 –– Распределение скаляра на A-сетке, Тест 1: GH+ND1. Сверху
слева - схема TG2 при t = T/2, сверху справа - схема TG2 при t = T , снизу слева
- схема TTG4+FCT при t = T/2, снизу справа - схема TTG4+FCT при t = T .

Рисунок 1.11 –– Сходимость схем переноса при уменьшении размера
треугольника: зависимость интегральной ошибки от шага сетки, представленная

в логарифмическом масштабе. Слева - схемы на A-сетке, справа - схемы на
CD-сетке.

1.6.2.2. Перенос разрывного поля скаляра бездивергентным потоком

Второй тест реализует разрывное начальное распределение SC, приводимое
в движение бездивергентными реверсивными потоками ND1 и ND2.
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Сравним получаемые скалярные поля в эксперименте SC+ND1 при исполь-
зовании схем наA-сетке без коррекции потоков и с применением этой технологии.
На рисунке 1.12 показанымассы, полученные по схемамTG2 иTTG4+FCT.Отчет-
ливо видно, что схема без коррекции потоков TG2 теряет свойство монотонности
на разрывном профиле, что отражается в наличии осцилляций и отрицательных
значений скаляра. Применение коррекции потоков на примере схемы TTG4+FCT
решает эту проблему. Сравним также работу схем в случае применения безди-

Рисунок 1.12 –– Распределение скаляра на A-сетке, Тест 2: SC+ND1. Сверху
слева - схема TG2 при t = T/2, сверху справа - схема TG2 при t = T , снизу слева
- схема TTG4+FCT при t = T/2, снизу справа - схема TTG4+FCT при t = T .

вергентного поля скорости с зональным смещением SC+ND2. На рисунке 1.13
представлена работа схем на CD-сетке. По результатам видно, что схема MUST
с монотонизатором minmod дает лучший результат, что согласуется с графиком
сходимости 1.11, поскольку она дает наименьшую интегральную ошибку. На ри-
сунке 1.14 показан результат данного теста на сетке типа A. Аналогично тесту
SC+ND1 схема без коррекции потоков подвержена немонотонности.

Несмотря на то, что точность работы схемы определяется в первую очередь
порядком аппроксимации по пространству, исследуем ошибку для различных
схем интегрирования по времени на сетке типа A. График зависимости ошибки
от числа Куранта для схем семейства Тейлора-Галеркина с коррекцией потоков
приведен на рисунке 1.15 слева. Из него видно, что схемы TG2, TTG3 и TTG4
дают примерно одинаковую ошибку по всему диапазону устойчивости. При вы-
соком числе Куранта (0.7 и больше) схема 4 порядка оказывается немного точнее
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Рисунок 1.13 –– Распределение скаляра на CD-сетке, Тест 2: SC+ND2. Первый
столбец при t = T/2, второй при t = T . Первая строка - схема FOU. Вторая

строка схема MUSCL+minmod. Третья строка схема MUST+minmod.

конкурентов. При этом TTG2 немного уступает остальным во все диапазоне. Из
графика также видно, что схемы переноса на A сетке работают устойчиво при
любых числах Куранта меньших 1, при этом двухшаговые схемы устойчивы даже
при числе Куранта 1.1, что можно объяснить дополнительной диффузией, вноси-
мой технологией коррекции потоков.

На графике 1.15 справа показана зависимость ошибки в диапазоне устойчи-
вости для схем переноса на CD-сетке. Видна слабая чувствительность точности
данных схем к числу Куранта на фоне значительной разницы в точности в зави-
симости от порядка пространственной аппроксимации. Также из графика видно,
что все схемы переноса на CD сетке обладают устойчивостью вплоть до числа
Куранта 0.5, что несколько меньше по сравнению со схемами на A-сетке. Данное
поведение можно объяснить разрывной природой пространственной аппрокси-
мации на сетке типа CD.
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Рисунок 1.14 –– Распределение скаляра на A-сетке, Тест 2: SC+ND2. Первый
столбец при t = T/2, второй при t = T . Первая строка - схема TG2. Вторая

строка - схема TTG4+FCT.

Рисунок 1.15 –– Зависимость l2 ошибки от числа Куранта для различных схем.
Слева на сетке типа A. Справа на сетке типа CD.

1.6.2.3. Перенос разрывного поля скаляра дивергентным потоком

В последнем тесте SC+D, реализующем дивергентное поле скорости, иссле-
дуем схемы на монотонность и глобальную консервативность. На рисунке 1.16
представлено распределение скаляра для схем на A-сетке. Видно, что схема TG2
без коррекции потоков предсказывает отрицательные значения массы, что не де-



55

лает схема TTG4 с примененной коррекцией потоков. Также для всего семейства
схем Тейлора-Галеркина была проверена глобальная консервативность, которая
выполняется с точностью до машинного нуля (не показано). Глобальная консер-
вативность обеспечивается на численном уровне построением решения методом
коррекции потоков.

Рисунок 1.16 –– Распределение скаляра на A-сетке, Тест 3: SC+D. Первый
столбец при t = T/2, второй при t = T . Первая строка - схема TG2. Вторая

строка - схема TTG4+FCT.

На изображении 1.17 представлено распределение скаляров для схем на
CD-сетке. Поскольку все пространственные дискретизации основаны на конечно-
объемном методе против потока, глобальная консервативность получается по
построению схемы. Также с точностью до машинного нуля свойство глобаль-
ной консервативности выполнено на численном уровне (не показано). По форме
профиля в конечный момент времени можно заключить, что схема второго поряд-
ка MUST предсказывает значительно менее размытое решение, по сравнению со
схемой первого порядка FOU. Использование схемыMUST значительно повыша-
ет точность решателя адвекции и ее применение в динамическом блоке вполне
оправдано.
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Рисунок 1.17 –– Распределение скаляра на A-сетке, Тест 3: SC+D. Первый
столбец при t = T/2, второй при t = T . Первая строка - схема FOU+Euler.

Вторая строка - схема MUST+minmod+TRK2.

1.6.3. Профилировка и масштабируемость кода

В данном разделе сравнивается скорость последовательного исполнения
программ, реализующих описанные ранее схемы переноса. Используется тесто-
вый расчет SC+ND2 на сетке с размером треугольника 200 км, время берется
средним для всех итераций. Обратим внимание, что абсолютное время исполне-
ния программы может зависеть от версии компилятора, оптимизационных флагов
процессора и загруженности счетной машины, поэтому имеет смысл интерпре-
тировать приведенные данные только для сравнения времени различных схем
между собой. В таблице 2 приведена профилировка одного временного шага схем
на сетке типа A. Видно, что доминирующей по времени процедурой является
сборка правой части, время решения возникающих СЛАУ (методом сопряжен-
ных градиентом с ILU предобуславливателем) пренебрежимо мало по сравнению
с сборкой правой части и коррекцией потоков. Заметим, что схема TTG2+FCT
работает значительно быстрее остальных за счет простоты сборки правой части,
которое содержит только слагаемое первого порядка по времени (1.5), что хорошо
согласуется с теоретической оценкой на число арифметических операций, приве-
денной в разделе 1.4.2. Несмотря на то, что схема TTG2+FCT обладает несколько
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меньшей точностью по сравнению TG2+FCT (см. рисунок 1.15), ее использова-
ние может ускорить блок переноса скаляров примерно в 2 раза за счет меньшей
вычислительной сложности алгоритма.

Таблица 2 –– Время последовательной работы одного временного шага
различных решателей уравнения переноса на A-сетке.
- TG2+FCT TTG2+FCT TTG3+FCT TTG4+FCT

сборка правой части (мс) 425 260 785 789
решение СЛАУ (мс) 6 11 11 11

коррекция потоков (мс) 95 93 94 93
суммарное время (мс) 526 364 890 893

В таблице 3 приведено время работы различных схем адвекции на CD-
сетке. Доминирующей по времени процедурой является сборка суммы потоков
на каждом треугольнике (1.25), а время пересчета скаляров на каждом треуголь-
нике с помощью схем типа Рунге-Кутты (1.26) пренебрежимо мало. Как было
показано ранее, использование схемы типа MUST вместо стандартной FOU дает
значительный выигрыш в точности за счет повышения порядка пространственной
аппроксимации, однако суммарное время одного шага становится больше при-
мерно в 3 раза, поэтому использование MUST вместо FOU рекомендуется только
в тех расчетах где высокая точность схемы адвекции действительно оправдана.
Схемы типа MUSCL проигрывают MUST как в точности, так и во времени счета,
поэтому рекомендуется использовать именно MUST.

Таблица 3 –– Время последовательной работы одного временного шага
различных решателей уравнения переноса на CD-сетке.
- FOU+Euler FOU+TRK2 MUSCL+TRK2 MUST+TRK2

сборка потоков (мс) 66 131 585 245
пересчет скаляров (мс) 4 8 8 8
суммарное время (мс) 70 135 593 253

В конце продемонстрируем масштабируемость параллельной реализации
алгоритмов описанных схем переноса. На рисунке 1.18 показано ускорение вре-
мени работы программы по отношению к исполнению на одном ядре в диапазоне
от 2 до 256 ядер. Для этого графика была использована самая подробная сетка
с размером треугольника 50 км (NV , NE, NT = 130000, 260000, 390000), чтобы
минимизировать относительное число обменов. Можно заметить, что ускорение



58

близко к линейному для всех описанных схем в заданном диапазоне, что является
следствием грамотной программной реализации кода.

Рисунок 1.18 –– Ускорение работы параллельного кода схем адвекции.

1.7. Основные результаты главы

В данной главе было приведено описание конечно-элементных схем пе-
реноса на треугольных сетках типа A и CD. Получена теоретическая оценка
сложности сборки правой части схем типа Тейлора-Галеркина, которая была
подтверждена на тестовом расчете. Впервые предложено использовать схемы
Тейлора-Галеркина высокого порядка временной аппроксимации в задаче моде-
лирования динамики морского льда. Проведен подробный анализ ошибки схем,
который показал, что схемы высокого порядка по времени могут улучшить
качество численного решения при числах Куранта, больших 0.7. Предложена
двухшаговая вариация стандартной схемы Тейлора-Галеркина второго порядка,
которая в 2 раза увеличивает скорость работы блока переноса. Схемы переноса
на сетке типа A были проверены на выполнение условия квазимонотонности и
консервативности, которые успешно выполняются при использовании техноло-
гии коррекции потоков. Также был предложен алгоритм реализации описанных
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схем, при решении уравнения переноса в локально-декартовом базисе, который
подразумевает перевод компонент вектора в треугольный базис при сборке ло-
кального вектора правой части на треугольнике.

Было показано, что метод Галеркина для конечно-элементной простран-
ственной аппроксимации уравнения переноса на CD-сетке приводит к стандарт-
ной формулировке задачи методом конечных объемов. Для повышения порядка
пространственной аппроксимации предложено использовать схемы типа MUST
и MUSCL как альтернативу стандартному методу против потока первого поряд-
ка. Тестовые расчеты показали, что описанные схемы удовлетворяют условию
квазимонотонности и консервативности при использовании монотонизирующей
функции. Наименьшую ошибку на практике продемонстрировала схема MUST,
которая может быть использована для повышения точности блока адвекции в мо-
делях динамики морского льда на треугольных CD-сетках.
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Глава 2. Численное решение системы уравнений динамики морского льда

В главе обсуждается вопрос о численном решении уравнения баланса им-
пульса морского льда с вязко-пластичной реологией на неструктурированной
треугольной сетке двух типов: A и CD, которые были введены в первой главе
диссертации. Как и в случае разработки решателей уравнения переноса скаляров,
код адаптирован для использования локально-декартового подхода вместо стан-
дартной сферической метрики. Данный подход позволяет запускать модель на
произвольной двумерной поверхности с незначительными изменениями в коде.

Морской лед и лежащий на нем снег является важной составляющей
климатической системы полярных регионов, которая ответственна за радиа-
ционный баланс и за турбулентные потоки тепла и влаги между океаном и
атмосферой. Дрейф морского льда также приводит к перераспределению соли
и пресной воды в океане. За последние два десятилетия был достигнут суще-
ственный прогресс в моделировании морского льда, обеспечивающем прогнозы
для широкого спектра временных и пространственных масштабов. В настоя-
щее время сформировался ”золотой стандарт” формулировки крупномасштаб-
ных динамико-термодинамических моделей морского льда для моделирования
климата, отличающийся главным образом численными схемами и реализаци-
ей. Наиболее широко используемые в моделировании климата коды морского
льда, такие как CICE [72], используют конечно-объемные прямоугольные сет-
ки типа C. Конечно-элементные модели типа FESOM [30] также демонстрируют
впечатляющую производительность. Если до недавнего времени основное вни-
мание уделялось моделированию толщины и сплоченности морского льда, то в
настоящее время важным стало моделирование открытой воды (отводы и по-
лыньи) и торосов. Это связано с тем, что потоки тепла через открытую воду в
среднем в 100 раз превышают потоки через толстый ледяной покров. Спутнико-
вые наблюдения [73] показывают, что линейные разломы характеризуется очень
длинными и узкими деформациями, называемыми линейными кинематическими
особенностями (ЛКО). Реалистичное численное моделирование ЛКО представ-
ляет собой сложную задачу и основано как на правильной реологии морского
льда, так и на точных численных методах. Вязко-пластическая реология Хиблера
[17] и ее модификации продолжают оставаться актуальными в настоящее вре-
мя для крупномасштабного моделирования с учетом качества измерений дрейфа
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льда и возникающих в нем сил между отдельными льдинами. Являясь результа-
том нелинейного характера реологии, ЛКО появляются при численном решении в
наиболее широко используемых моделях, таких как CICE [72] илиMITgcm [74] на
C-сетках с пространственным разрешением 10-15 км и выше. Недавние исследо-
вания показывают, что пространственная дискретизация скоростей дрейфа также
играет важную роль в воспроизведении количества ЛКО — использование спе-
циальных методов конечных элементов на сетке типа CD приводит к удвоению
ЛКО при одинаковом разрешении [21]. Такое сверхвысокое разрешение очень
привлекательно, так как позволяет использовать довольно крупную сетку для до-
стижения сравнимого качества воспроизведения особенностей. В более общей
постановке задачи с многокатегорийным (многослойным) льдом и снегом с эво-
люцией солености и биохимии, когда необходимо решать большое количество (до
100) уравнений переноса, такой подход может быть предпочтительнее.

Причина, по которой было принято решение разработать две версии модели
кроется в двух пунктах. Во-первых, как будет показано далее, численное решение,
полученное на сетке типа CD обладает значительно более высокой разрешающей
способностью линейных кинематических особенностей (ЛКО) по сравнению с ре-
шением наA-сетке при запуске на одной и тойже треугольной сетке. Это связано с
большим количеством степеней свободы для скаляров и скоростей. В связи с этим,
модель на CD-сетке вычислительно более затратна, однако, как показывает про-
филировка кода, A-версия модели, настроенная на такое же количество степеней
свободы для скоростей еще более вычислительно затратна, поэтому использо-
вание CD-версии вполне оправданно. Вторая причина кроется в более широких
возможностях для бесшовного каплинга модели льда с моделью океана, которая
работает на аналогичном типе сеток.

Основные отличительные черты представленной модели – новая формули-
ровка локально-элементного базиса, широкий выбор схем адвекции, а также новая
численная реализация в последовательном и параллельном виде на языке про-
граммирования C++. Для хранения сеточных данных и организацииMPI-обменов
используется отечественный пакет INMOST [75]. Для построения неструктури-
рованных триангуляций расчетных областей также применены отечественные
пакеты Ani2D и Ani3D [71]. Код разработанной модели находится в открытом
доступе и может быть получен по ссылке [76].

Основные результаты данной главы были опубликованы в работах [46],
[52], [51]. Глава состоит из 8 разделов. В первом разделе вводятся основные
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прогностические переменные и формулируется полная система уравнений дина-
мики морского льда. Во втором и третьем разделе обсуждается вопрос выбора
подходящей реологии льда, который на сегодняшний день делается в поль-
зу вязко-пластичной реологии Хиблера. Четвертый раздел посвящен описанию
дискретизаций по времени уравнения баланса импульса. В пятом и шестом
разделе представлены пространственные дискретизации для A и CD сеток соот-
ветственно. В седьмом разделе приводятся результаты численных экспериментов,
описывается простейшая прогностическая система дрейфа льда в Арктическом
регионе, построенная на основе разработанной A-версии модели, а также демон-
стрируется профилировка и масштабируемость кода. Восьмой раздел посвящен
основным результатам текущей главы.

2.1. Модельные уравнения

Основными прогностическими переменными в задаче непрерывного од-
нослойного моделирования динамики морского льда являются: сплоченность
морского льда a (-), средняя толщина h (м), а также двумерный вектор скорости u
(м · с−1). Сплоченность a определяется как отношение площади контрольного дву-
мерного объемаA, покрытого льдом к общей площади рассматриваемого объема:

a =
1

|A|

∫
A

I(x, y)dS, где I(x, y) =

1, если точка (x, y) покрыта льдом,

0, иначе.

При этом контрольный объем A должен быть достаточно большим, чтобы в нем
содержалось несколько льдин (5-10 штук), что задает критерий применимости
гипотезы непрерывности. Учитывая, что средний размер льдины в Арктике со-
ставляет 300 метров [77], предполагается, что размер расчетной ячейки не должен
быть меньше 1 км. Для моделирования льда на более мелких масштабах исполь-
зуются уже дискретные модели для отдельных льдин. В оригинальной работе
Хиблера [17] размер квадратной вычислительной ячейки составлял 100 км.

Средняя толщина морского льда задается как суммарный объем льда в
ячейке A, деленный на всю площадь поверхности ячейки |A|. Введенная таким
образом толщина задает связь средней по площади массы льдаm (кг · м−2) с тол-
щиной h с помощьюm = ρi ·h, где ρi = 900кг · м−3 - среднее значение плотности
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морского льда. Учитывая, что морской лед обладает ненулевой соленостью, зна-
чение используемой плотности может быть скорректировано.

Запишем закон баланса импульса для произвольного контрольного объема,
который выражается вторым законом Ньютона

ρihDu/Dt = Fint + Fext, (2.1)

где D/Dt = ∂t + u · ∇ - материальная производная по времени, а Fint/Fext -
вектор внутренних/внешних сил. В задаче моделирования морского льда обыч-
но пренебрегают адвективной частью материальной производной u · ∇ в связи с
малостью скорости льда. Вектор внутренних сил Fint представляет из себя дивер-
генцию тензора внутренних напряжений σσσ. Таким образом, уравнение баланса
импульса переписывается в виде

ρih∂tu = ∇ ·σσσ+ Fext. (2.2)

Вид слагаемого, отвечающего за вектор внутренних сил будет подробно об-
суждаться в следующем разделе. Вектор внешних сил традиционно состоит из
четырех частей: касательное трение океана, касательное трение погранслоя ат-
мосферы, сила Кориолиса, а также горизонтальная сила, возникающая за счет
неоднородности уровня океана

Fext = τττ− ρihfk× u− ρwhg∇H, (2.3)

где τττ - вектор силы трения, f - параметр Кориолиса, k - единичный вектор нор-
мали к поверхности, ρw - плотность воды, g - ускорение свободного падения, H -
уровень океана. В модели используется стандартная параметризация для сил тре-
ния с помощью ”bulk”-формул

τττ = τττa + τττw = aρaCa∥ua∥ua − aρwCw∥u− uw∥(u− uw), (2.4)

где ρa(w) - плотность воздуха (воды), Ca(w) - безразмерный коэффициент трения
льда о воздух (воду), ua(w) - двумерная горизонтальная скорость в погранслое
атмосферы (океана), ∥.∥ - евклидова норма двумерного вектора. Для параметри-
зации горизонтальной силы градиента уровня океана в случае отсутствия данных
по уровню, распространенной практикой является использование геострофиче-
ского приближения g∇H ≈ −fk × uw, которое получается балансировкой силы
градиента уровня и силы Кориолиса для объема жидкости.
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Уравнение импульса дополняется двумя законами сохранения. Закон сохра-
нения массы в случае отсутствия источников выражается уравнением переноса
средней толщины

∂th+∇ · (hu) = 0. (2.5)

Также в систему добавляется уравнение переноса сплоченности a с ограничени-
ем a ⩽ 1.0

∂ta+∇ · (au) = 0, a ⩽ 1. (2.6)

Непосредственно в коде модели после каждого шага по времени задается спло-
ченность равная 1 в тех элементах, где она превысила это значение, и дальнейший
приток массы в этот элемент отражается только в повышении толщины. Вопрос
численного решения уравнения переноса подробно обсуждался в первой главе
диссертации.

2.2. Реологии морского льда

Как уже отмечалось ранее, внутренняя сила представляет из себя дивер-
генцию тензора напряжений морского льда (2.2). Связь между компонентами
симметричного тензора напряжений

σσσ =

(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
(2.7)

и компонентами симметричного тензора скоростей деформации ε̇εε = 0.5(∇u +

∇uT) задается с помощью реологии морского льда. Общая модель вязкости пред-
ставлена моделью жидкости Райнера-Ривлина [77]

σσσ = αI+ βε̇εε+ γε̇εε2, (2.8)

где коэффициенты α,β и γ могут зависеть от переменных состояния среды и ин-
вариантов тензора скоростей деформации. Обычно в реологиях морского льда
последнее слагаемое в (2.8) не учитывается.

Линейно-вязкие модели не очень репрезентативны для дрейфующего льда.
Однако в истории динамики морского льда они были первым классом прикладных
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реологий и использовались в 1960-х годах. Первой реологией дрейфующего льда
была модель Ньютоновской жидкости Лайхтмана [78]

σσσ = 2ηε̇εε, (2.9)

где η - сдвиговая вязкость. Ньютоновские жидкости линейны, обладают свой-
ством вязкости и несжимаемости. Тем не менее, линейные вязкие модели могут
давать вполне реалистичные приближения первого порядка для циркуляции льда,
хотя они слишком грубы для количественного анализа скорости льда и модели-
рования.

В 1970-х годах начались исследования механики дрейфующего льда с ис-
пользованием пластических реологий [16], [79], [14], которые и по сей день
остаются наиболее предпочтительным выбором для моделирования. Формули-
ровка пластичного течения льда была получена в ходе эксперимента AIDJEX [14]
(Arctic Ice Dynamics Joint Experiment - совместный эксперимент по динамике арк-
тического льда). В значительной степени результат был вдохновлен теорией и
моделями механики грунта и гранулированных сред. В основном две характе-
ристики механического поведения сплоченного ледяного покрова способствуют
пластичности:

– Напряжения в дрейфующем льду слабо зависят от скорости деформации;
– Существует конечный предел деформации дрейфующего льда.

Считается, что пластические реологии лучше всего отражают физическое пове-
дение сплоченного дрейфующего льда. Существование конечного предела теку-
чести ясно из наблюдений, что подтверждается экспериментально в закрытых и
полузакрытых бассейнах с морским льдом: сплоченный лед неподвижен до тех
пор, пока воздействие не превысит определенный минимальный уровень - предел
текучести. То, что напряжения не зависят от скорости деформации - менее оче-
видно. Но это свойство было проверено при моделировании процесса торошения
льда под давлением. Для существования узких зон деформации необходима зна-
чительно сублинейная реология, что было обнаружено Хиблером в 1974 году [14]
при исследовании сдвиговых деформаций в море Бофорта. Именно в 1970-х го-
дах была построена физически обоснованная математическая теория для моделей
пластичных дрейфующих льдов [17], что является значительным достижением
программы AIDJEX.

Также стоит отметить, что в последнее десятилетие развивается модели-
рование с использованием альтернативной упруго-хрупкой реологии Максвелла
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[40], на основе которой построена полностью Лагранжева конечно-элементная
модель neXtSIM [41], однако подробное рассмотрение данной реологии оста-
ется за пределами диссертации. В разработанной модели используется вязко-
пластичная реология Хиблера.

2.3. Вязко-пластичная реология Хиблера

Вязко-пластичная реология Хиблера [17] задает следующую связь между
компонентами тензора напряжений и скоростей деформации

σσσ = 2ηε̇̇ε̇ε+ (ξ− η)tr(ε̇εε)I− 0.5P I, (2.10)

где ξ,η— объемная и сдвиговая вязкости, P — прочность льда, I— двумерный
единичный тензор. Согласно Хиблеру, прочность (давление) льда параметризу-
ется как P = p∗h exp(−C(1 − a)) с эмпирической константой p∗ (Н · м−2) и
коэффициентом C. Коэффициент C подобран таким образом, чтобы прочность
льда P становилась пренебрежимо малой в случае разреженного льда (a < 0.8).
При этом объемная и сдвиговая вязкости зависят от прочности льда P и полной
деформации ∆ следующим образом

ξ =
P

2∆
, η =

ξ

e2
, ∆ =

(
ε̇εε2d +

1

e2
ε̇εε2s

)1/2

. (2.11)

Здесь e = 2 - эксцентриситет эллиптической кривой текучести, ε̇εεd = tr(ε̇εε) = ε̇εε11+
ε̇εε22 - дивергентная часть тензора скоростей деформации, ε̇εεs = ((ε̇εε11−ε̇εε22)2+4ε̇εε212)

1/2

- сдвиговая часть тензора скоростей деформации. Чтобы избежать сингулярности
в знаменателе (2.11) ξ,η → ∞ при ∆ → 0, пластический режим ограничивается
вязким. Это достигается введением нижнего предела полной деформации

∆ =

(
∆2

min + ε̇εε
2
d +

1

e2
ε̇εε2s

)1/2

, ∆min = 2 · 10−9 s−1. (2.12)

В современных моделях наиболее распространена эллиптическая вязко-
пластичная реология Хиблера, однако существуют аналогичные вязко-
пластичные реологии с другим видом кривой текучести. На рисунке 2.1
изображены различные кривые текучести в главных осях σ1/P,σ2/P , где σ1,σ2
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Рисунок 2.1 –– Различные кривые текучести. Жирная линия - эллиптическая
реология Хиблера [17], обычная линия - реология типа ”слеза” Ротрока [80],

пунктирная линия - реология типа ”клин” Мора-Кулона [81]. Изображение взято
из книги [77].

собственные значения симметричного тензора напряжений 2.7. Точки, нахо-
дящиеся на границе кривой текучести соответствуют пластичному течению, а
точки внутри соответствуют линейной вязкости с давлением. Все физические
параметры и константы, используемые в модели, собраны в таблице 4.

2.4. Дискретизация по времени уравнения баланса импульса

В этом разделе рассматривается набор дискретизаций по времени уравне-
ния (2.2). Как отмечается в работе [82], попытки явной дискретизации по времени
системы (2.2) даже на грубой сетке размера 100 км сталкиваются с жесткими усло-
виями на устойчивость. Допустимый шаг ограничен значением порядка секунды,
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Таблица 4 –– Физические параметры и константы, используемые в модели.
Символ Имя переменной или константы Значение Размерность

Ca коэффициент трения ”лед-воздух” 1.2 · 10−3

Cw коэффициент трения ”лед-вода” 5.5 · 10−3

ρa плотность воздуха 1.3 кг · м−3

ρw плотность воды 1026.0 кг · м−3

ρi плотность льда 900.0 кг · м−3

∆min нижний предел деформации 2 · 10−9 с−1

e эксцентриситет эллипса 2.0

C параметр концентрации в прочности 20.0

p∗ параметр силы в прочности 2.75 · 104 Н · м−2

g ускорение свободного падения 9.81 м · с−1

что не представляет возможным использование явных схем для интегрирования
модели на прогностических и климатических временных масштабах.

В настоящее время в мировой практике широко распространены три прин-
ципиально различных способа дискретизации по времени уравнения баланса
импульса: метод Пикара, метод Ньютона с приближением матрицы Якоби и эво-
люционный подход.

Идея метода Пикара [24],[30] состоит в том, чтобы формально избавить-
ся от тензора напряжений (2.10) подстановкой в уравнение импульса (2.2). При
этом делается линеаризация нелинейных коэффициентов объемной и сдвиговой
вязкости (2.11) с предыдущей итерации алгоритма. Пишется итерационный ме-
тод нахождения скоростей, который требует решения СЛАУ на каждой итерации
с размером 2N , где N - количество степеней свободы для скоростей.

Также в последние два десятилетия активно развивается метод Ньютона для
решение системы динамики морского льда [27], [83], [84]. Система (2.2) приво-
дится к виду J(uk−1)uk = −r(uk−1) с матрицей Якоби J и вектором правой части
r. В связи со сложным аналитическим видом матрицы Якоби, слагаемое вида Ju
приближается направленной разностью и применяется метод Крыловского типа
для формулировки итерационного процесса.

Несмотря на высокую точность методов высокого порядка типа Пикара и
Ньютона, на практике они сталкиваются со значительной сложностью в парал-
лельной реализации. На данный момент наиболее распространенным способом
дискретизации по времени остается эволюционный подход типа EVP, впервые
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предложенный в работе [32]. Проанализировав доступную литературу, было при-
нято решение сконцентрироваться в первую очередь на разработке эволюционных
подходов для решения системы. Далее в этой главе формулируются EVP [32]
(Elasto Viscous-Plastic) и mEVP [29] (Modified Elasto Viscous-Plastic) подходы.

2.4.1. EVP метод

Суть EVP подхода заключается в замене стандартной вязко-пластичной
реологии Хиблера (2.10) на эволюционную упруго-вязко-пластичную. Введем
смещенные компоненты тензора напряжений (2.7)

σ1 = σ11 + σ22, σ2 = σ11 − σ22, (2.13)

и смещенные компоненты тензора скоростей деформации ε̇εε = 0.5(∇u+∇uT )

ε̇1 = ε̇11 + ε̇22, ε̇2 = ε̇11 − ε̇22. (2.14)

Перепишем компоненты тензора напряжений (2.10) с помощью введенных обо-
значений

σ1 =
P

∆
(ε̇1 −∆) ,

σ2 =
P

e2 ·∆
ε̇2,

σ12 =
P

e2 ·∆
ε̇12.

(2.15)

Тогда в принятых обозначениях EVP подход записывается как

∂σ1
∂t

+
σ1

2T
+

P

2T
=

P

2T∆
ε̇1,

∂σ2
∂t

+
e2σ2
2T

=
P

2T∆
ε̇2,

∂σ12
∂t

+
e2σ12
2T

=
2

2T∆
ε̇12.

(2.16)

В последнем равенстве параметр релаксации T определяет масштаб времени для
перехода от упругой к вязко-пластичной реологии. Для глобального модельно-
го шага по времени ∆t в оригинальной статье [32] предлагается использовать
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значение T = ∆t/3. Из записи EVP-метода (2.16) видно, что в случае стационар-
ного решения ∂tσ = 0 достигается стандартная формулировка вязко-пластичной
реологии (2.15). Для реализации EVP-метода выбирается псевдо шаг по времени
∆tEV P , который должен быть значительно меньше глобального шага по времени
∆t/∆tEV P ≈ 100 и делается порядка 100 итераций пересчета компонент тензора
напряжений согласно (2.16) совместно с пересчетом компонент скорости согласно
уравнению баланса импульса (2.2). Одномерные оценки устойчивости линеари-
зованной задачи [18] приводят к следующему ограничению на шаг по времени
P/(∆+∆min) < T∆x2/(∆tEV P )

2, где∆x - шаг по пространству. На практике, чис-
ленные расчеты демонстрируют небольшое расхождение прогностических полей
по сравнению с использованием стандартной вязко-пластичной реологии, а также
наличие численного шума в областях с малым значением полной деформации∆.

EVP-метод нуждается в тщательной настройке параметров T,∆tEV P и ко-
личества итераций, которые нужно подбирать для каждого запуска модели в
зависимости от пространственного разрешения и геометрии расчетной области.
Также отсутствует полная сходимость к решению с вязко-пластичной реологией,
поэтому в 2013 году была предложена модификация метода [29], освобождающая
его от привязки к физическому времени.

2.4.2. mEVP метод

Новый подход, построенный на основе EVP-метода носит название mEVP
[29]. Идея метода заключается в пересчете смещенных компонент тензора напря-
жений (2.13) одновременно с компонентами скорости без привязки к физическому
времени. Запишем mEVP-метод в слабой постановке. Вводя двумерную тестовую
функцию для скорости u, пересчет компонент скорости записывается в виде(

β
ρih

∆t
(up+1 − up),uuu

)
+

(
ρih

∆t
(up − un),uuu

)
= −

(
σσσp+1,∇uuu

)
+

+
(
τττp+1 − ρihfk× up − ρihg∇H,uuu

)
;

τττp+1 = aρaCa∥ua∥ua − aρwCw∥up − uw∥
(
up+1 − uw

)
.

(2.17)
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Здесь (f1, f2) =
∫
Ω

f1f2 dS скалярное произведение в L2. Пересчет компонент тен-

зора напряжений записывается в виде

α(σp+1
1 − σp1) =

P

∆p

(
ε̇
p
1 −∆p

)
− σp1;

α(σp+1
2 − σp2) =

P

e2∆p
ε̇
p
2 − σ

p
2;

α(σp+1
12 − σp12) =

P

e2∆p
ε̇
p
12 − σ

p
12.

(2.18)

В (2.17), (2.18) α и β - априорно заданные константы порядка 102 − 103, а произ-
ведение α · β должно быть достаточно большим для устойчивости [33]. В случае
сходимости итерационного процесса (2.17), (2.18): ∥up+1−up∥ → 0, ∥σσσp+1−σσσp∥ →
0 достигается стандартная формулировка уравнения баланса импульса (2.2) с
вязко-пластичной реологией (2.15). Критерий устойчивости mEVP-метода схож
с EVP и записывается в виде αβ >> π2P∆t/((∆ + ∆min)∆x2) [33].

Описанный метод является основным способом дискретизации по времени
в разработанной модели.

2.5. Пространственная аппроксимация на сетке типа A

Для аппроксимации скоростей на треугольной сетке типа A используются
базисные функции Курантаφj , ассоциированные с узлами сетки. Чтобы получить
пространственную аппроксимацию mEVP-метода (2.17), (2.18) подставим разло-
жение пробной функции uh =

∑
Vi /∈∂Ω

(ui, vi)
Tφi. В разложении участвуют только

внутренние узлы сетки, поскольку uh|∂Ω = 0, что соответствует граничному усло-
вию прилипания. В качестве тестовой функции последовательно подставляется
uh = (φj, 0)

T или uh = (0,φj)
T для каждого узла Vj . Дальнейшие рассуждения

приводятся только для первого случая в силу аналогичности второго∑
Vi /∈∂Ω

[
β
ρihi

∆t
+ aiρwCw∥up − uw∥i

](
up+1
i φi,φj

)
=
∑
Vi /∈∂Ω

[
(β− 1)

ρihi

∆t

](
upiφi,φj

)
+

∑
Vi /∈∂Ω

[
ρihi

∆t

](
uniφi,φj

)
−
(
σσσp+1,∇φj

)
+ (Lh,φj).

(2.19)
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В последнем равенстве член Lh содержит слагаемые, которые соответствуют
внешним силам (2.3). Для уравнения (2.19), соответствующего узлу Vi, делается
линеаризация коэффициентов следующим образом

aρaCa∥ua∥ua → aiρaCa∥ua∥i(ua)h;
aρwCw∥uh − uw∥(uh − uw) → aiρwCw∥uh − uw∥i(uh − (uw)h).

(2.20)

За исключением этого нюанса, аппроксимация дискретного вектора внешних сил
Lh получается естественным образом. Аналогично (2.20) скалярные величины
a, h в (2.19) приближаются как весовые коэффициенты в узлах, чтобы слагаемые
оставались квадратичными функциями. Аналогичный подход применяется в мо-
дели FESIM [30]. Применение (2.19) для каждой тестовой функции внутреннего
узлаφj приводит к системе с недиагональной массовой матрицей (1.10). Для схо-
димости mEVP-метода требуется не менее 100 псевдоитераций, что делает поиск
вершинных значений скорости чрезвычайно затратным с вычислительной точки
зрения, поскольку приходится решать СЛАУ на каждой псевдоитерации. Чтобы
уменьшить сложность алгоритма, аналогично [30] в модели используется лампи-
рованная массовая матрица

[ML]i,i =
∑

Vjadj toVi

(
φi,φj

)
=

1

3

∑
Tj adj to Vi

|Tj|, (2.21)

что соответствует конечно-объемной схеме на двойственной сетке (сетке с верши-
нами в барицентрах треугольников). Вычислительная сложность одной итерации
алгоритма становится линейной, поскольку лампированная массовая матрица яв-
ляется диагональной.

Схематически, одну итерацию по компонентам скорости и напряжениям
можно представить следующим образом

1. Обновление дискретного тензора скоростей деформации ε̇εεh = 0.5(∇uh+
∇uTh ) и полной деформации ∆h;

2. Обновление компонент напряжений σσσh, согласно (2.18);
3. Сборка дискретного вектора внутренней силы (σσσh,∇φj);
4. Пересчет узловых значений скорости uh согласно (2.19).

Отдельного внимания заслуживают процессы вычисления компонент тензора ско-
ростей деформации, а также сборка вектора силы, которые будут рассматриваться
далее.
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2.5.1. Вычисление компонент тензора скоростей деформации

Для эффективного обновления значений тензора скоростей деформации
ε̇εε = 0.5

(
∇u+∇uT

)
на каждой псевдоитерации алгоритма необходимо заранее

вычислить локальные градиенты трех базисных функций в каждом треугольнике
на этапе предпроцессинга. Для этого на кажом треугольнике решается три си-
стемы вида x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1


∂xφi

∂yφi

c

 =

δi1δi2
δi3

 ,

где (xi, yi) — координаты i−го узла в треугольном базисе. После этого ис-
пользуется локальное разложение вектора скорости на треугольнике (uh)Ti

=∑
Vj∈Ti

(uj, vj)
Tφj , поэтому ∇(uh)Ti

=
∑

Vj∈Ti

(uj, vj)
T∇Tφj . Аналогичное разло-

жением можно записать для транспонированного градиента скорости. После
вычисления компонент тензора скоростей деформации обновляется значение
полной деформации ∆ согласно (2.12). В силу реализации модели в локально-
декартовом базисе, перед описанными выше вычислениями ε̇εεh на треугольнике,
необходимо перевести компоненты векторов узловой скорости в треугольный ба-
зис используя собранные заранее матрицы перехода (1.3).

2.5.2. Вычисление компонент вектора силы

Сборка дискретного вершинного вектора внутренней силы производится за
счет однократного итерирования по всем треугольникам и добавления вклада в
смежные вершины отдельного треугольника

FVi
=

∑
Tj adj to Vi

[
(σ11)j∂xφk(j) + (σ12)j∂yφk(j)

(σ12)j∂xφk(j) + (σ22)j∂yφk(j)

]
, (2.22)

где k(j) — локальный индекс треугольника Tj , который соответствует узлу Vi. В
силу того, что компоненты вектора силы хранятся в вершинном базисе, для вы-
числения добавки силы из треугольника в вершину согласно (2.22), необходимо
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перевести вектор градиента базисной функции, а также компоненты тензора на-
пряжений из треугольного в соответствующий вершинный базис, используя (1.3).
Псевдокод сборки вектора силы представлен в листинге А.2 приложения данной
работы.

2.6. Пространственная аппроксимация на сетке типа CD

Для аппроксимации скоростей на треугольной сетке типа CD используются
базисные функции Крузье-Равиара ψj , ассоциированные с ребрами. Подставим
в слабую постановку (2.17) разложение дискретного вектора пробной функции
uh =

∑
Ei /∈∂Ω

(ui, vi)
Tψi. В качестве тестовой функции используется uh = (ψj, 0)

T ,

либо uh = (0,ψj)
T аналогично прошлому разделу. В результате получается дис-

кретная система∑
Ei /∈∂Ω

[
β
ρih

∆t
+ aρwCw∥up − uw∥i

](
up+1
i ψi,ψj

)
=
∑
Ei /∈∂Ω

[
(β− 1)

ρih

∆t

](
upiψi,ψj

)
+

∑
Ei /∈∂Ω

[
ρih

∆t

](
uniψi,ψj

)
−
(
σσσp+1,∇ψj

)
+ (Lh,ψj).

(2.23)

Поскольку базисные функции Крузье-Равиар ортогональны, нет необходимости
лампирования массовой матрицы при дискретизации на CD-сетке. Также отме-
тим, что не нужно интерполировать скалярные величины h и a в центры ребер,
так как скалярные функции приближаются на CD-сетке постоянными на тре-
угольнике функциями κi. Массовая матрица со скаляром s собирается следующим
образом

[M]i,i =
(
sψi,ψi

)
=

1

3

∑
Tj adj to Ei

sj|Tj|.

Процесс вычисления компонент тензора скоростей деформации повторяет рас-
четы на А-сетке, за исключением того, что вместо узловых компонент скорости
используются реберные. Аналогично устроена и сборка реберного вектора внут-
ренней силы.
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2.6.1. Стабилизация решения

Из литературы хорошо известно, что явная пространственная дискретиза-
ция скоростей с помощью конечного элемента Крузе-Равиар приводит к неустой-
чивости [85], [39]. Это связанно со слишком большим количеством степеней
свободы, порождающим нетривиальное ядро дискретного тензора скоростей де-
формации.

Введем пространство СоболеваH1(Ω), которое состоит из двумерныхфунк-
ций, определенных в двумерной области Ω ⊂ R2 с производными, интегрируе-
мыми с квадратом. ПространствоH1

0(Ω) состоит из функций изH1(Ω) с нулевым
следом на границе Γ = ∂Ω. Сформулируем неравенства Корна [86].

Первое неравенство Корна гласит, что существует положительная констан-
та ck, такая что

∥ε̇εε∥2 ⩾ ck∥∇u∥2, ∀u ∈ H1
0(Ω). (2.24)

Для того, чтобы сформулировать второе неравенство Корна, введем пространство

W = {u ∈ H1(Ω)|
∫
Ω

udS = 0,

∫
Ω

rot(u)dS = 0}.

Второе неравенство Корна гласит, что существует положительная константа ck

такая, что выполнено

∥ε̇εε∥2 ⩾ ck∥∇u∥2, ∀u ∈ W(Ω). (2.25)

Введем взвешенный градиент скорости на интервале по времени [0, T ] следую-
щим образом

E(u) =
T∫

0

ξmin∥∇u∥2dt, ξmin = min
(x,t)∈Ω×[0,T ]

ξ(x, t). (2.26)

По сути взвешенный градиент является интегральной по времени нормой гради-
ента скорости с весом, равным минимальной оценке на коэффициент объемной
вязкости. В работе [39] с использованием неравенств Корна ((2.24), (2.25)) дока-
зывается следующая оценка на взвешенный градиент для вязко-пластичной VP
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(2.10) и упруго-вязко-пластичной EVP (2.16) реологий

VP :
ck
4
E(u) ⩽

T∫
0

cp
ckξmin

∥R∥2dt+ ∥ρhu(0)∥2, (2.27)

EVP :
ck

2TEV P
E(u) ⩽

T∫
0

c∥∂tR+ R∥2dt+ (2.28)

+
ξ(0)

4
∥ε̇εε∥2 + a∥∂tu(0)∥2 + b∥u(0)∥2, (2.29)

гдеR = ρaCa∥ua∥ua+ρwCwuw−ρihfk×uw - вектор внешней силы, константы ck

и cp зависят от вычислительной сетки, а константы a, b и c зависят от парамет-
ров EVP-решателя.

Таким образом, взвешенный градиент точного решения уравнений дина-
мики морского льда (2.2) с вязко-пластичной (2.10) и упруго-вязко-пластичной
(2.16) реологией ограничен начальными данными и задаваемым форсингом. Для
построения аппроксимации необходимо, чтобы таким же условием обладало и
численное решение.

Однако, как известно в литературе, аппроксимация скорости неконформным
конечным элементом Крузье-Равиар не удовлетворяет неравенству Корна (2.24)
[85], что отражается в неустойчивом численном решении.

В работе [87] была получена обобщенная версия неравенства Корна для дис-
кретного решения

∥∇uh∥2 ⩽ c

(
∥∇uh +∇uTh∥2 +

∑
e

∫
e

1

|e|
[uh]e[uh]e dl

)
, (2.30)

где [uh]e = u+h − u−h , u
±
h = lim

ε→+0
u±h (x ± εn) - скачок скорости через ребро e

(n - нормаль к ребру). Конечно-элементная аппроксимация с помощью элемен-
та Крузье-Равиар удовлетворяет обобщенному неравенству Корна (2.30). Таким
образом, добавлением в правую часть (2.23) слагаемого с суммой интегралов
прыжков по ребрам, удается удовлетворить неравенству типа (2.27), что отража-
ется в устойчивой аппроксимация. Похожее стабилизационное слагаемое было
выбрано для численного решения задачи упругости в работе [88]. В статье [39]
впервые было предложено использовать подобную стабилизацию для задачи мо-
делирования динамики морского льда.
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Стабилизационное слагаемое, которое добавляется в правую часть (2.23),
записывается в виде

Si = 2.0 · αst

∑
Ek adj to Ei

ξk

|Ek|

∫
Ek

[uph]Ek
[ψi]Ek

dl. (2.31)

Параметр αst позволяет контролировать количество добавляемой стабилизации.
Если выбрать его слишком большим, решение получится чересчур диффузион-
ным, а если слишком маленьким - стабилизации будет недостаточно и решение
получится неустойчивым. Опытным путем было решено использовать значение
αst = 1, хотя его настройка для отдельной геометрии области и форсинга может
дать лучший результат. В формуле (2.31) также используется значение вязкости
ξk, приближенной в ребре. В разработанной модели используется средневзвешен-
ное по площади значение вязкости (2.11) из соседних треугольников. Отметим,
что вид коэффициента перед интегралом можно выбрать разными способами.
Конкретный множитель ξk

|Ek| выбирается исключительно исходя из соображений
размерности. Далее будет предложен альтернативный способ его выбора. Ста-
билизация работает как дискретный лапласиан, который штрафует скорость за
разрыв вдоль ребра, что станет лучше видно после рассмотрения дискретной
структуры оператора стабилизации в следующем разделе.

2.6.2. Сборка стабилизационного слагаемого

Опишем более подробно процесс сборки стабилизации (2.31). Рассмотрим
пример стабилизационного слагаемого, ассоциированного с ребром e0, шаблон
которого представлен на рисунке 2.2.

S0 = 2αst

4∑
k=0

ξk

|ek|

∫
ek

[uph]ek [ψ0]ek dl (2.32)

В дальнейших рассуждениях в этом разделе для простоты изложения опустим
множитель 2αst в (2.32). Зеленым цветом выделены треугольники T1, T2, кото-
рые составляют носитель базисной функции ψ0, а синим цветом, треугольники
T3, T4, T5 и T6, значения скоростей на ребрах которых дают ненулевой вклад в ста-
билизационное слагаемое. Сразу отметим, что интеграл от произведения скачков
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Рисунок 2.2 –– Шаблон стабилизационного слагаемого.

функций вдоль ребра e0 равен нулю, поскольку базисная функция ψ0 непрерыв-
на вдоль ребра e0 : [ψ0]e0 = 0. Рассмотрим слагаемое, которое соответствует
ребру e1, предварительно разложив функцию скорости по локальным базисным
функциям

S
′

1 =
ξ1

|e1|

∫
e1

[u0ψ0 + u1ψ1 + u2ψ2 + u5ψ5 + u6ψ6]e1[ψ0]e1 dl. (2.33)

Заметим, что если базисные функции находятся по одну сторону от ребра, то ин-
теграл по ребру от произведения их скачков равен

∫
ek

[ψi]ek [ψj]ek dl =


0, если ψi = ψk или ψj = ψk, (1/3)|ek|, если ψi = ψj,

(−1/3)|ek|, если ψi ̸= ψj.

Если же функции находятся с разных сторон от ребра, то результат равен

∫
ek

[ψi]ek [ψj]ek dl =


0, если ψi = ψk или ψj = ψk, (−1/3)|ek|, если ei и ej смежны,

(1/3)|ek|, иначе.
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Таким образом, видно, что результат не зависит от направления нормали ребра.
Теперь упростим выражение (2.33)

S
′

1 =
ξ1

3
({u0 − u2}+ {u6 − u5}).

В случае u0 = u2 и u6 = u5 разрыв скорости вдоль ребра e1 отсутствует и со-
ответствующее стабилизационное слагаемое обнуляется. Аналогичным образом
можно упростить слагаемые, соответствующие ребрам e2, e3 и e4. В результате
получается следующий дискретный вид S0 (2.32)

S0 = −ξ1
3
({u2 − u0}+ {u5 − u6}) +

ξ2

3
({u0 − u1}+ {u7 − u8})

− ξ3

3
({u4 − u0}+ {u9 − u10}) +

ξ4

3
({u0 − u3}+ {u11 − u12}).

(2.34)

Отсюда понятно, что можно эффективно провести сборку стабилизационного
слагаемого для всех внутренних ребер с помощью двух проходов по всем тре-
угольникам:

1. При первом проходе в каждом треугольнике в каждое ребро добавляется
разность значений реберных скоростей, идущих против часовой стрелки.
Будем называть получившийся результат в каждом ребре стабилизацион-
ной суммой.

2. При втором проходе по треугольникам для текущего ребра стабилиза-
ция равная трети разности стабилизационной суммы, умноженной на
значения реберной вязкости, между двумя следующими ребрами против
часовой стрелки.

Заметим, что для оптимальной сборки стабилизации необходимо, чтобы все тре-
угольники имели одинаковую ориентацию (при переборе вершин в треугольнике
от первой до последней получалось движение против/по часовой стрелке, если
смотреть на треугольник от направления внешней нормали).

Также необходимо учесть, что стабилизационное слагаемое имеет вид
(2.34), если все скорости представлены в едином базисе. Естественно выбрать ба-
зис, ассоциированный с e0 (см. 2.2) при сборке стабилизации (2.34). Псевдокод
процесса сборки стабилизацинной суммы А.3 и стабилизационного слагаемого
А.4 представлен в листингах приложения.

Как уже отмечалось ранее, в выборе коэффициента стабилизации (2.31)
присутствует неоднозначность. Численные эксперименты показали, что решение,
получаемое на CD сетке, генерирует сильный численныйшум на границе области,
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если использовать множитель ξk
|Ek| . Это связано с разрывностью объемной вязко-

сти (2.11), поскольку в знаменателе стоит полная деформация∆, которая разрывна
на границе области (используется граничное условие прилипания и на граничных
элементах сетки всегда получается большой градиент). Аналогичная проблема
отмечалась при разработке CD-версии немецкой модели FESIM [30]. После об-
суждения этой проблемы с Сергеем Даниловым из института Альфреда Вегенера
(Бременхафен, Германия) было предложено использование альтернативного, ”бо-
лее гладкого” множителя для стабилизации, который имеет вид

ξk

|Ek|
→ Cst · P · SEk

∆t · |Ek|
, (2.35)

где P - прочность льда,∆t - шаг по времени, а SEk
= (1/3) ·(|T1|+ |T2|) - площадь,

ассоциированная с ребром (T1, T2 - смежные треугольники). При этом вводится
размерная константа Cst = 2.5 с2 · м−2. Значение константы подобрано опытным
путем и может быть настроено для отдельного расчета.

2.7. Численные эксперименты

В этом разделе представлен набор результатов численных расчетов для
демонстрации работы двух версий разработанной модели. Первый тест явля-
ется немного измененной версией модельного расчета в квадратной области
[30], реализующий дрейф морского льда в режиме высокой деформации. Второй
тест является аналогичным первому, однако расчет производится на поверхно-
сти сферы [89]. Данный тест приводится для демонстрации корректной работы
модели в сферической геометрии. Третий тест является повторением расчета
[21], на котором сравнивается разрешающая способность линейных кинематиче-
ских особенностей (ЛКО) [73] передовых мировых ледовых моделей: MITgcm,
CICE, FESIM, ICON. Данный тест демонстрирует, что разработанная модель
не уступает другим в предсказании ЛКО. Последний четвертый тестовый рас-
чет производится в реальной геометрии Арктического региона с реалистичным
форсингом и показывает применимость разработанного кода для оперативного
прогнозирования дрейфа морского льда.
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2.7.1. Модельный расчет в квадрате

В данном тесте используется равномерная триангуляция с размером тре-
угольника 16 км. Расчетная область представляет из себя квадрат с размерами
Lx = Ly = 1024 км. Начальные условия для сплоченности, толщины и скоро-
сти льда задаются как

a(x, y, t = 0) =
x

Lx
, h(x, y, t = 0) = 2.0 м, u(x, y, t = 0) = 0 м с−1.

Скорость ветра ua = (ua, va)
T и воды uw в зависимости от времени (в м · с−1)

задается с помощью

uw(x, y, t) =
(
0.1 · 2y − Ly

Ly
,−0.1 · 2x− Lx

Ly

)T

,

ua(x, y, t) = 5.0 +

(
sin
(
2πt

T

)
− 3.0

)
· sin

(
2πx

Lx

)
· sin

(
πy

Ly

)
,

va(x, y, t) = 5.0 +

(
sin
(
2πt

T

)
− 3.0

)
· sin

(
2πy

Ly

)
· sin

(
πx

Lx

)
,

где T = 4 дня. Уровень океана рассчитывается с использованием геострофиче-
ского баланса. Шаг по времени установлен равным ∆t = 300 с, а общее время
расчета равно 1 неделе. В данном эксперименте адвекция отключена. Исполь-
зовались следующие параметры mEVP-решателя: α и β (500, 500) для A-сетки
и (800, 800) для CD-сетки с NmEVP = 1000 итерациями в обоих случаях. Полу-
ченная x-компонента скорости представлена на рисунке 2.3. Видно качественное

Рисунок 2.3 –– Тест 1, x-компонента скорости льда. Слева - сетка типа A, по
центру - сетка типа CD, справа - сетка типа CD без стабилизации

совпадение полученных скоростей на А- и CD-сетках, однако в поле скоростей
на центральном рисунке заметны небольшие осцилляции. Также очевидно, что
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смоделированная скорость на сетке CD без использования стабилизации значи-
тельно отличается от первых двух изображений. Предсказанные значения полной
деформации∆ показаны на рисунке 2.4. Опять же, наблюдается хорошая согласо-

Рисунок 2.4 –– Тест 1, полная деформация ∆. Слева - сетка типа A, по центру -
сетка типа CD, справа - сетка типа CD без стабилизации

ванность предсказанных значений∆ на обоих типах сетки, но мелкомасштабный
шум также виден в градиенте скорости для CD-решения (рис. 2.3 по центру).
Однако, в случае отключения стабилизации, свойство устойчивости полностью
теряется (см. рис. 2.4 справа), и нельзя полагаться на результат этого расчета.

2.7.2. Модельный расчет на поверхности сферы

В этом разделе воспроизводится первый эксперимент на поверхности сфе-
ры. Принципиальное отличие этого эксперимента заключается в том, как интер-
претируются координаты x и y. Введем угловой размер области Λ = 2048 км/Re,
где Re = 6400 км — радиус Земли. Теперь расчетная область по долготе φ и
широте θ задается как 0 ⩽ φ ⩽ Λ,−0.5Λ ⩽ θ ⩽ 0.5Λ. Поскольку удваивается фи-
зический размер расчетной области, размер треугольника также удваивается до
32 км. Используются следующие аналитические выражения для скоростей воды
и воздуха

uw(φ, θ, t) =
(
0.15 · 2y − Ly

Ly
· cos(θ),−0.15 · 2x− Lx

Ly

)T

,

ua(φ, θ, t) = 7.5 + 1.5 ·
(
sin
(
2πt

T

)
− 3.0

)
· sin

(
2πx

Lx

)
· sin

(
πy

Ly

)
· cos(θ),

va(φ, θ, t) = 7.5 + 1.5 ·
(
sin
(
2πt

T

)
− 3.0

)
· sin

(
2πy

Ly

)
· sin

(
πx

Lx

)
,
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где x = Re ·φ·cos(θ), y = Re ·(θ+0,5Λ) - расстояние по долготе/широте до левого
нижнего угла области, а Lx = Re · Λ · cos(θ), Ly = Re · Λ — локальный размер
области по долготе/широте; T = 4 дня, как и в предыдущем эксперименте, шаг по
времени ∆t = 300 с, время расчета 1 неделя. Во данном тесте также отключает-
ся адвекция. Параметры mEVP-метода α,β, NmEVP такие же, как и в предыдущем
эксперименте. Долготная компонента скорости для обеих сеток представлена на
рисунке 2.5. Видно, что предсказанные скорости похожи, но, как и в первом тесте,

Рисунок 2.5 –– Тест 2. φ-компонента скорости льда. Слева - A-сетка, справа -
CD-сетка.

заметен мелкомасштабный шум из-за разрывности поля скоростей на CD-сетке.
Вычисленные значения полной деформации ∆ показаны на рисунке 2.6. Каче-

Рисунок 2.6 –– Тест 2. Значения полной деформации ∆. Слева - A-сетка, справа -
CD-сетка.

ственный анализ поля ∆ повторяет плоский случай. В результате можно сделать
вывод, что модель корректно работает и в сферической геометрии.
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2.7.3. Модельная задача воспроизведения ЛКО

Вслед за [21] третий тест реализует квадратную расчетную область разме-
ром L = 512 км. Как и в предыдущих экспериментах, используется равномерная
триангуляция квадрата. Для оценки результатов моделирования строятся триан-
гуляции с разрешением 8 км, 4 км и 2 км. Стационарный океанический форсинг
задается аналитически линейной в обоих направлениях функцией

uw(x, y) = umaxw · ((2y − L)/L,−(2x− L)/L)T ,

с umaxw = 10−2 м · с−1. Скорость ветра задается в виде антициклона, центр которо-
го движется от центра области к правому верхнему краю. Угол между вектором
скорости и радиус-вектором в центр антициклона составляетα = 72◦. Центр анти-
циклона движется по закону m(t) = (mx(t),my(t))

T . Максимальное абсолютное
значение скорости ветра umaxa = 15 м · с−1 умножается на коэффициент затухания
s для уменьшения скорости при удалении от центра антициклона. Аналитическое
выражение для скорости ветра имеет вид

ua(x, y, t) = −s(x, y, t) · umaxa

(
cos(α)(x−mx(t)) + sin(α)(y −my(t))

− sinα(x−mx(t)) + cos(α)(y −my(t))

)
,

s(x, y, t) = 0.02 · exp
[
−0.01 ·

√
(x−mx(t))2 + (y −my(t))2

]
,

mx(t) = my(t) = L/2 + L/2 · (t · день−1).

На рисунке 2.7 представлены мгновенные значения скорости воды и ветра. Мо-
дель инициализируется нулевыми скоростями льда, единичной сплоченностью
и толщиной 0.3 метра во всей области. Общее время расчета составляет 2 дня
с шагом по времени ∆t = 120 с. Используется двухшаговая схема Тейлора-
Галеркина с коррекцией потоков (TTG2+FCT) для адвекции на А-сетке и схема
MUST c minmod монотонизатором (MUST+minmod) для CD-сетки. Параметры α
и β mEVP-решателя настраиваются для каждого разрешения сетки. Проведение
Фурье-анализа линеаризованной вязкой системы динамики морского льда [90] по-
казало, что для устойчивости α и β должны быть примерно в 3-7 раз больше для
CD-сетки по сравнению с A-сеткой. Для размера треугольника 8 км используют-
ся значения (300, 300) для сетки A и (1200, 1200) для сетки CD. Для размера 4
км - (500, 500) для сетки A и (1500, 1500) для сетки CD. Для размера 2 км - (800,
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Рисунок 2.7 –– Форсинг, тест 3. Слева - стационарная скорость воды. Справа -
скорость ветра в конечный момент времени t = 2 дня. Изображение взято из

статьи [21].

800) для сетки А и (2000, 2000) для сетки CD. Делается NmEVP = 1000 итераций
mEVP-метода для всех тестовых расчетов, чтобы обеспечить сходимость.

Значения деформации сдвига ε̇εεs в log10-масштабе и сплоченности a при раз-
личном разрешении сетки представлены на рисунке 2.8 для A-сетки и на рисунке
2.9 для CD-сетки. Видно, что распределение ЛКО в сплоченности льда похоже

Рисунок 2.8 –– Тест 3 для сетки типа A. Деформация сдвига ε̇s в
логарифмическом масштабе - верхняя строка, сплоченность a - нижняя строка.
Левый столбец - размер треугольника 8 км, центральный - 4 км, правый - 2 км.

на распределение в сдвиговой деформации. Для обоих типов сетки количество
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предсказываемых ЛКО увеличивается с увеличением разрешения сетки. Срав-
нение картины особенностей на двух типах сетки для различных разрешений
показывает, что скорости, размещенные на ребрах (CD-сетка), дают гораздо бо-
лее детальное разрешение по сравнению со стандартными узловыми скоростями
(A-сетка). Отметим, что полученный результат согласуется с другими моделями
динамики льда: CICE, FESIM, ICON, MITgcm, представленными в работе [21].
На рисунке 2.10 представлены результаты моделирования деформации сдвига в

Рисунок 2.9 –– Тест 3 для сетки типа CD. Деформация сдвига ε̇s в
логарифмическом масштабе - верхняя строка, сплоченность a - нижняя строка.
Левый столбец - размер треугольника 8 км, центральный - 4 км, правый - 2 км.

моделях FESIM и ICON в аналогичном эксперименте.

2.7.4. Краткосрочный прогноз в Арктическом регионе

В этом разделе опишем процесс построения простейшей системы прогно-
за дрейфа морского льда в Арктическом регионе, использующий разработанный
решатель системы уравнений динамики морского льда на сетке типа A. Отметим,
что за время прохождения аспирантуры, автор диссертации не успел полностью
настроить аналогичную систему на сетке типа CD. Это связано с тем, что исполь-
зуемое стабилизационное слагаемое (2.31) обладает неоднозначностью в выборе
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Рисунок 2.10 –– Деформация сдвига в логарифмическом масштабе для моделей
FESIM и ICON в эксперименте воспроизведения ЛКО. Изображение взято из

работы [21].

стабилизирующего множителя, а также подборе параметров. На данный момент
в литературе недостаточно широко представлены расчеты на CD-сетке в реаль-
ной геометрии с реалистическим форсингом. Можно предположить, что данный
стабилизационный метод плохо подходит для использования в связке с эволюци-
онными численными схемами типа EVP (2.16) иmEVP (2.17). Обсуждения данной
проблемы с отечественными и иностранными коллегами привели к выводу, что
стабилизационный подход может давать лучший результат в связке с решателя-
ми высокого порядка типа Пикара или Ньютона, однако на данный момент они
недостаточно оптимизировнны для параллельного расчета. Разработка системы
прогноза в Северном Ледовитом океане с использованием решателя на сетке типа
A была выполнена в три этапа:

1. Сначала была построена триангуляция Арктического региона со сгуще-
нием в области с потенциально высокой концентрацией льда и узкие
проливы;

2. Далее была реализована параллельная система интерполяции океаниче-
ских и атмосферных данных на модельную сетку;
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3. Далее модель была инициализирована начальным состоянием и был за-
пущен кратковременный тестовый расчет.

Опишем более детально эти шаги.

2.7.4.1. Построение триангуляции

Для построения триангуляции Ариктического региона использовалась
открытая база данных береговой линии GSHHG [91] (Global Self-consistent,
Hierarchical, High-resolution Geography Database). Для работы с этой базой данных
был задействован пакет GMT [92] (The Generic Mapping Tools), представляющий
из себя набор терминальных команд. Данный пакет позволяет строить карту
береговой линии и выгружать координаты отрезков, из которых состоит ло-
манная. Следующая команда строит береговую линию Арктического региона с
минимальной возможной детализацией, находящегося выше 45 широты, которая
представлена на рисунке 2.11

gmt coast -R-180/180/45/90 -Js0/90/71/1:60000000 -Bafg -Dc -W0.25p
-Gchocolate -A3000/0/1 -pdf arctic_crude

Выгрузка данных GSHHG представляет из себя набор файлов, в которых записа-
ны координаты вершин ломаных. В случае длинной береговой линии она может
быть автоматически разбита на несколько непрерывных частей. Также отдельно
представлены все острова. Для формирования полной замкнутой континенталь-
ной границы, а также границы островов, был реализован специальный скрипт,
соединяющий ломаные, а также замыкающий континентальные границы вдоль
45-ой широты. На рисунке 2.12 представлен процесс формирования замкнутой
береговой линии.

На верхнем левом рисунке представлена разбитая по частям континенталь-
ная береговая линия. На центральном сверху рисунке эта граница объединена
в две ломанные, соответствующие Евразийской и Северо-Американской конти-
нентальной границе. На правом верхнем изображении континентальные границы
замкнуты вдоль 45 широты. На нижнем левом изображении отдельно выделены
острова. На нижнем правом рисунке представлен конечный вид береговой линии
замкнутого Арктического региона с островами.
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Рисунок 2.11 –– Карта Арктического региона, построенная по базе данных
GSHHG с помощью пакета GMT.

Рисунок 2.12 –– Процесс формирования замкнутой береговой линии
Арктического региона.

После получения границы Арктического региона, следующим этапом явля-
ется построение триангуляции. Для этой цели был применен пакет Ani2D [71],
который разрабатывается и поддерживается в Институте Вычислительной Мате-
матики имени Г. И. Марчука Российской Академии Наук (ИВМ РАН). Однако,
непосредственная загрузка полученных данных вызывает некорректную работу
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триангулятора, поскольку присутствуют узкие заливы, а также смежные отрезки,
образующие слишком острые углы. Для того, чтобы избавиться от этой пробле-
мы, был предложен следующий алгоритм сгрубления области, в основе которого
лежит принцип: можно удалять вершины и выходящие из нее ребра, но нельзя
их двигать. Это связанно с тем, что в случае необходимости более детального
разрешения конкретной береговой области, можно будет вручную избавиться от
малых углов, используя данные GSHHG, не меняя остальную часть берега. Ал-
горитм устроен следующим образом

1. Если длина отрезка меньше заданной величины amin, то его конечная точ-
ка удаляется;

2. Если два смежных отрезка образуют угол, меньший наперед заданной
величины αmin, то вершина угла удаляется;

3. Зафиксируем вершину и натуральное число n. Если среди n следующих
отрезков есть отрезок, приближенный к выбранной точке на расстояние,
меньшее фиксированной величины dmin, то этот отрезок и все преды-
дущие точки (вплоть до фиксированной) удаляются. (Эта процедура
позволяет избавиться от бухт с узкими проливами);

4. Каждый остров, состоящий из менее, чем 5 вершин, удаляется.
Варьированием параметров amin, n,αmin, dmin удалось добиться подходящих
входных данных триангулятора Ani2D для успешного построения триангуляции,
при этом минимально сгрубив береговую линию. Равномерная триангуляция
расчетной области с размером треугольника 50 километров представлена на
рисунке 2.13.

Использование регулярной триангуляции для расчетов неоправданно, по-
скольку большая часть треугольников попадает в область открытой воды, в
которой появление льда невозможно. По этой причине было принято решение
сделать сгущение сетки в тех местах, где присутствие морского льда потенци-
ально возможно и максимально увеличить размер треугольника там, где его с
высокой долей вероятности не может быть. Пакет Ani2D предоставляет возмож-
ность пользователю задавать желаемый локальный размер треугольника в каждой
точке расчетной области с помощью функции ani::aft2dboundary.

Для реализации функции, задающей желаемый размер треугольника в кон-
кретной точке пространства используются общедоступные еженедельные спут-
никовые дынные по физическим характеристикам льда за последние 10 лет - SEA
ICE CONCENTRATION: NOAA/NSIDC CLIMATE DATA RECORD [93], которые
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Рисунок 2.13 –– Равномерная триангуляция Арктического региона с помощью
пакета Ani2D. Слева - без островов, справа - с островами.

представлены на прямоугольной сетке 448 × 304 в полярной стереографиче-
ской проекции с шагом 25 км (см. рисунок 2.14, слева). В выбранную точку
пространства интерполируется максимальное за 10 лет значение сплоченности
билинейным образом. Желаемый размер треугольника обратно пропорционален
полученному максимальному значению сплоченности. В результате получается
триангуляция со сгущением, представленная на рисунке 2.14 справа. Конечные
характеристики построенной сетки: минимальный размер треугольника состав-
ляет≈ 11 км, максимальный -≈ 60 км, сетка состоит из 329’670 вершин, 642’387
треугольников и 17’049 граничных ребер.

2.7.4.2. Интерполяция форсинга

Для того, чтобы запустить тестовый расчет динамического блока на постро-
енной сетке, необходимо собрать начальное состояние: распределение сплочен-
ности, толщины морского льда, а также реализовать периодическое изменение
внешнего форсинга: скорость поверхностного течения океана, уровень океа-
на, скорость в пограничном слое атмосферы. Для подобного запуска модели
в ”оффлайн” режиме используются свободно распространяемые в сети интер-
нет данные оперативной океанической Европейской прогностической системы
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Рисунок 2.14 –– Слева - область данных физических характеристик морского
льда [93]. Справа - триангуляция Арктического региона со сгущением,

построенная с помощью Ani2D.

TOPAZ4 [94]. Для прогнозирования она использует конечно-разностную вязко-
пластичную модель динамики морского льда на широтно-долготной сетке со
смещенным полюсом, которая работает в связке с конечно-разностной моделью
океана. Также в систему входит ансамблевая ассимиляция спутниковых данных.
Данные прогноза представлены на прямоугольной сетке в полярной стереогра-
фической проекции с шагом примерно 50 км с частотой раз в час в формате
netCDF [95]. Система TOPAZ4 использует данные атмосферного реанализа CAMS
[96], которые свободно распространяются в формате netCDF на обыкновенной
широтно-долготной сетке с шагом примерно 100 км, с частотой раз в 3 часа.

Автором работы был реализован алгоритм параллельного считывания
netCDF файлов с использованием стандартной C/C++ библиотеки netCDF [97].
Опишем кратко этот алгоритм. Для каждой подобласти, соответствующей от-
дельному MPI-процессу, на этапе препроцессинга находится диапазон x и y

координат, которые соответствуют координатам файла. Далее собирается на-
чальный индекс считывания и длина массива, а затем в параллельном формате
каждый процесс считывает только необходимую часть netCDF файла. Затем,
для каждой точки треугольной сетки находится прямоугольник, в который она
попадает, и величина скаляра/вектора интерполируется по известным узловым
значениям прямоугольника билинейным образом.
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Для тестового запуска модели был выбран двухнедельный период, начиная
с 1 марта 2020 года. Выбор такого короткого промежутка расчета связан с ма-
лым вкладом термодинамических процессов на коротком промежутке, которые
не учитываются непосредственно в разработанном динамическом блоке. Также
стоит отметить, что сложность корректного ”оффлайн” запуска заключается в от-
сутствии свободно распространяемых данных по фазовому переходу ”вода-лёд”
за счет переохлаждения жидкости. В качестве альтернативы этому переходу мож-
но использовать непосредственно спутниковые данные сплоченности морского
льда и формировать массообмен океана и льда искусственными образом, однако
это остается за рамками представляемой работы.

На рисунке 2.15 продемонстрированы, интерполированные на модельную
сетку, мгновенные значения уровня и зональной компоненты скорости океана. На
рисунке 2.16 представлены зональная компонента скорости ветра на высоте 10
метров и сплоченность льда, также сынтерполированные на модельную сетку.

Рисунок 2.15 –– Данные TOPAZ4 на 1 марта 2020 года, сынтерполированные на
модельную сетку. Слева - уровень океана, справа - зональная компонента

скорости океана.
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Рисунок 2.16 –– Данные на 1 марта 2020 года, сынтерполированые на модельную
сетку. Слева - зональная компонента скорости ветра реанализа CAMS. Справа -

сплоченность льда TOPAZ4.

2.7.4.3. Результаты расчетов

А-версия модели запускается на сгущенной сетке (2.14). Начальное рас-
пределение сплоченности и толщины берется из системы Европейского прогноза
TOPAZ4 (рисунок 2.16) на 1 марта 2020 года, начальная скорость льда нуле-
вая. Скорость поверхностного слоя, а также уровень океана обновляется каждый
час физического времени, а скорость ветра на высоте 10 метров - каждые 3 ча-
са. Шаг по времени - 10 минут, параметры mEVP решателя (α,β, NmEV P ) =

(500, 500, 500), общее время расчета 2 недели. На рисунке 2.17 представлены ре-
зультаты расчетов сплоченности льда, а также полной деформации в конечный
момент времени (00:00 14 марта 2020 года). На изображении отчетливо видна
структура линейных кинематических особенностей, которые не наблюдаются в
сплоченности данных TOPAZ4 (см. рисунок 2.18). Это связанно с тем, что осо-
бенности решения проявляются только на высоком разрешении сетки - 10 км и
меньше, а данные TOPAZ получаются при моделировании на сетке с шагом 50
км. Результаты расчетов демонстрируют применимость разработанного кода для
моделирования характеристик дрейфа морского льда в Арктическом регионе с ре-
алистичным форсингом.
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Рисунок 2.17 –– Результаты расчетов характеристик дрейфа льда в Арктическом
регионе на 00:00 15 марта 2020 года. Слева - сплоченность льда, справа - полная

деформация ∆ в логарифмическом масштабе.

Рисунок 2.18 –– Результаты прогноза сплоченности льда системой TOPAZ4 на
00:00 15 марта 2020 года.

2.7.5. Профилировка и масштабируемость кода

В данном разделе приводится результаты профилировки последовательного
кода, а также приведен график масштабируемости (ускорения) работы параллель-
ной программы.

Все расчеты проводились на кластере с 20-ядерными процессорами Intel
Xeon Gold 6230 @ 2,10 ГГц, установленном в ИВМ РАН [98]. Профилировка по-
следовательного кода основана на третьем тесте данной главы (2.7.3) с наиболее
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плотной сеткой (размер треугольника 2 км), которая содержит 256 · 296 ≈ 76′000

треугольников. Следовательно, имеется следующее количество узловых, ребер-
ных и треугольных степеней свободы (NV ,NT ,NE) ≈ (38′000, 76′000, 114′000).
Для сравнения берется mEVP метод со 100 псевдоитерациями и считается сред-
нее время исполнения различных блоков решателя импульса: вычисление тензора
скоростей деформации ε̇εε = 0.5(∇u+∇uT ) (EPS), cборка вектора внутренней си-
лы (2.22) (FORCE), вычисление новых значений скоростей (2.17) и компонент
тензора напряжений (2.18) (VEL/SIG), вычисление стабилизационного слагае-
мого (2.31) (STAB). В таблице 5 приведено среднее время расчета отдельных
рутин. По результатам профилировки можно отметить несколько моментов. Про-

Таблица 5 –– Время последовательной работы одного шага по времени
различных блоков mEVP-решателя в мс.
- EPS FORCE VEL/SIG STAB

A-модель 2’892 6’108 558 -
CD-модель 2’725 6’231 1’980 9’809

цесс вычисления тензора скоростей деформации занимает одинаковое время на
A и CD-сетках, поскольку в обоих случаях компоненты скоростей деформации
вычисляются на каждом треугольнике. Единственным отличием является то, что
на A-сетке скорости определены вершинах треугольника, а на CD-сетке в реб-
рах. Несмотря на большее количество реберных степеней свободы для вектора
силы на CD-сетке, по сравнению с вершинными степенями свободы на A-сетке,
процесс вычисления дискретного вектора силы на обеих сетках занимает при-
близительно одинаковое время. Это связано с тем, что для каждого ребра есть не
больше 2 смежных треугольников, откуда берутся компоненты тензора напряже-
ний (2.22), в то время как на A-сетке есть в среднем 6 смежных треугольников (в
случае регулярной сетки). В итоге суммарное количество треугольников, участ-
вующих в вычислениях силы на CD-сетке приблизительно равно NE · 2 ≈ 3 ·
NV · 2 = NV · 6, что равняется количеству треугольников, участвующих в вы-
числении вектора силы на A-сетке. Поскольку количество степеней свободы для
векторов приблизительно в 3 раза больше на CD-сетке, а для компонент тензора
напряжений в 2 раза больше, в итоге процесс пересчета значений на CD-сетке
занимает приблизительно в 4 раза больше времени. Также в CD-версии моде-
ли присутствует вычисление стабилизационного слагаемого, которое занимает
значительную часть времени, сравнимую по величине с суммарным временем
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всех остальных операций. Таким образом, суммарное последовательное время
одной итерации численного решения уравнения импульса на A-сетке составляет
примерно 9.5 секунд в рассматриваемой конфигурации, в то время как на CD-
сетке время последовательного исполнения составляет примерно 21.5 секунду,
что больше приблизительно в 2 раза. Заметим, что для достижения такого же ко-
личества степеней свободы для скоростей на A-сетке, как в CD-версии модели,
необходимо увеличение расмерности задачи в 3 раза, которое повлечет за собой
троекратное увеличение времени последовательного исполнения. Таким образом,
использование CD-версии модели со стабилизацией вполне оправдано с вычис-
лительной точки зрения.

Рассмотрим вопрос масштабируемости кода. На рисунке 2.19 представлен
график ускорения работы параллельной программы для отдельных блоков им-
пульса наA иCD-сетке вплоть до 256 вычислительных ядер. В целом наблюдается

Рисунок 2.19 –– Ускорение работы отдельных блоков численного решения
уравнения импульса. Слева - сетка типа A. Справа - сетка типа CD.

небольшая сублинейная масштабируемость кода. Хуже всего происходит уско-
рение блока, соответствующего вычислению стабилизационного слагаемого, что
объясняется большим количеством необходимых MPI-обменов из-за более ши-
рокого шаблона стабилизации по сравнению с другими операциями. Подобное
сублинейное ускорение наблюдается и в другой отечественной модели FEMAO
[99].
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2.8. Основные результаты главы

В данной главе было приведено подробное описание реализации числен-
ного решения уравнений баланса импульса морского льда с вязко-пластичной
реологией на неструктурированных треугольных сетках типа A и CD. Стан-
дартная непрерывная конечно-элементная формулировка на сетке типа A в це-
лом соответствует немецкой модели FESIM [30]. Существенной особенностью
разработанного блока на A-сетке является его реализация с использованием
локально-декартового похода вместо применения стандартной сферической мет-
рики, который позволяет запускать модель на различных типах поверхности
без существенного изменения кода. Также был реализован блок импульса на
треугольной сетке типа CD, который был впервые применен в модели ICON
несколько лет назад [39]. Для получения аппроксимации на этой сетке необхо-
димо добавить стабилизационное слагаемое в правую часть уравнения, которое
”штрафует скорость за разрыв вдоль ребра”. Данный подход также был адап-
тирован для использования локально-декартового базиса вместо сферической
метрики.

Представлены результаты расчета модели в трех тестовых конфигурациях
с искусственным аналитическим форсингом, которые продемонстрировали при-
менимость модели для расчетов в плоской и сферической геометрии, а также
продемонстрировали разрешающую способность линейных кинематических осо-
бенностей. В целом, можно заключить, что на одной и той же сетке, CD-версия
модели дает значительно более детальное разрешение ЛКО, что объясняет-
ся большим количеством степеней свободы для скоростей и скаляров. Однако
увеличение разрешения задачи не всегда приводит к лучшей разрешающей спо-
собности ЛКО, например, в работе [21] показано, что модель на треугольной сетке
типа B, несмотря на удвоенное количество степеней свободы для скоростей, не да-
ет заметно более детальной картины ЛКО. Проведена профилировка двух версий
модели в случае последовательного исполнения. Выполнение одного шага реше-
ния уравнения баланса импульса на CD-сетке требует вдвое большего времени,
по сравнению с сеткой типа A. Несмотря на более долгую работу, использование
CD-версии оправдывается за счет увеличения степеней свободы для скоростей
и скаляров, а также оставляет более широкие возможности для бесшовного кап-
линга разработанной ледовой модели с моделями океана на тетраэдральных или
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треугольных призматических сетках. Анализ масштабируемости параллельного
кода продемонстрировал небольшое сублинейное ускорение вплоть до 256 ядер,
что является приемлемым результатом для моделей подобного типа. Код модели
разработан на языке программирования C++ и использует библиотеку INMOST
[75], которая отвечает за хранение сеточных данных и параллельные обмены.

В главе представлен процесс построения системы для краткосрочного про-
гноза дрейфа льда в Арктическом бассейне, построенный на основе A-версии
модели. Предложен алгоритм построения триангуляции Арктического региона
со сгущением в области с потенциально высокой сплоченность морского льда и
места с неоднородным рельефом берега, который использует данные береговой
линии GSHHG [91] и библиотеку Ani2D [71]. Также разработана параллельная
система интерполяции геоданных на модельную сетку, которая использует функ-
ции стандартной библиотеки netCDF [95]. Результаты расчетов демонстрируют
высокую разрешающую способность линейных кинематических особенностей,
которая не наблюдается в системе Европейского прогноза TOPAPZ4.

Сравнение результатов тестовых расчетов с передовыми мировыми моде-
лями динамики морского льда FESIM, ICON, MITgcm, CICE показывает, что
разработанная модель в целом не уступает им в качестве.
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Глава 3. Численное решение локально-одномерного уравнения
термодинамики морского льда со снегом

Морской ледовый покров формируется как динамическими, так и термо-
динамическими процессами, которые обычно разделяются в численных моделях
на две независимые стадии схемы расщепления по времени. Таким образом,
термодинамический блок разрабатывается отдельно от динамического, которому
были посвящены первые две главы диссертации. Отделение термодинамических
процессов также важно для модульного построения климатической модели Зем-
ли. Морской лед представляет собой сложную среду, состоящую из кристаллов
пресного льда и соляных карманов, заполненных водой с растворенными орга-
ническими и неорганическими веществами, песком, водорослями и пузырьками
воздуха. Из-за этой внутренней структуры термодинамические характеристики
морского льда и однородного пресного льда существенно различаются. Наиболее
явно отличия выражаются в виде эффективной теплоемкости и теплопроводно-
сти, которые считаются нелинейными функциями от солености и температуры
льда ([100], [101]). Эта нелинейность требует использования специальных чис-
ленных схем, как по времени, так и по пространству, которые должны гаранти-
ровать сохранение дискретной энергии на численном уровне. В принципе, эта
проблема была решена в работе [102]. Морской лед рассматривается как одно-
мерная среда, что отчасти объясняется тем, что горизонтальный масштаб льдины
(300 м) значительно больше вертикального (3 м). Для торосов это не так, но их
площадь значительно меньше площади ровного льда, поэтому при крупномас-
штабном моделировании (прогнозы климата или прогнозы погоды) одномерный
подход считается приемлемым. Современные широко используемые термодина-
мические ледовые пакеты IcePack (часть CICE [72]) и SI3 (часть NEMO [44])
используют это принципиальное решение, но различаются некоторыми деталями
параметризаций нелинейных коэффициентов теплоемкости и теплопроводности,
а также организацией численных методов. Стоит отметить, что оба кода написа-
ны на языке программирования Фортран.

Целью данной работы является разработка кода, основанного на анало-
гичных базовых физических и численных методах, но ориентированного на
использование в перспективной отечественной модели климата Земли, разраба-
тываемой в ИВМ РАН и написанной на языке C++. В окончательных версиях
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перспективной климатической модели планируется интенсивное использование
GPU, поэтому библиотека термодинамики льда также должна подходить для ее
реализации. По этой причине код написан на языке C++, что дает возможность
его адаптации на CUDA, для исполнения на GPU.

Другой существенной особенностью разработанной модели является реа-
лизация полностью неявной схемы по времени для произвольных нелинейных
коэффициентов, а также для общего вида внешнего атмосферного и океани-
ческого потока, который может зависеть от неизвестной заранее температуры
поверхности и других физических характеристик. Данная схема не реализована
в CICE и SI3. Экспериментальные данные [103] и модельные оценки с высо-
ким пространственным разрешением показывают, что в холодное время года
основная нелинейность вертикального профиля температуры возникает вблизи
поверхности. Таким образом, другой целью работы является разработка кода с
возможностью использования неравномерной пространственной сетки как для
снега, так и для льда. Оптимизация сетки не является предметом данной рабо-
ты, однако такое исследование может быть проведено в перспективе. Также в
разработанном коде на границе ”лед-снег” пространственная аппроксимация про-
водящего потока была реализована со вторым порядком точности, что делает
градиенты численного решения более реалистичными на границе раздела. Новая
модель была проверена на данных полевого эксперимента SHEBA [103]. Нуль-
мерная версия кода, которая используется в климатической модели ИВМ РАН
[20], также была реализована и сравнена с одномерной реализацией и данными
наблюдений.

Основные результаты данной главы были опубликованы в работе [50].
Глава состоит из 4 разделов. В первом разделе приводится формулировка диф-
ференциальных уравнений, на которых основана разработанная модель, а также
описаны все физические параметризации для нелинейных коэффициентов и
внешнего атмосферного потока. Во втором разделе формулируется численный
метод решения уравнения адвекции-диффузии тепла в неподвижной сигма обла-
сти, в качестве пространственной дискретизации используется метод конечных
объемов на одномерной сетке типа C, а для дискретизации по времени ис-
пользуется метод релаксации нелинейных слагаемых с одновременным учетом
нелинейного граничного условия, который соответствует полностью неявной схе-
ме. Третий раздел посвящен численным экспериментам: запуск модели в задаче
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с искусственным форсингом, и валидация на данных полевого эксперимента. В
четвертом разделе приводятся основные результаты главы.

3.1. Исходные уравнения

Этот раздел посвящен всем физическим аспектам дифференциальных урав-
нений в частных производных, на которых основана разработанная модель термо-
динамики льда со снегом. Основными прогностическими переменными являются
толщина льда и/или снега hi/hs и профиль энтальпии Ei/Es или температуры
Ti/Ts. Далее будем использовать обозначения h и E/T без указания среды в
тех местах, где это не принципиально. Также, в новейших моделях термодина-
мики морского льда вводят соленость S, как прогностическую переменную и к
стандартному уравнению диффузии тепла добавляют уравнение дренажа соле-
ности под действием силы тяжести [104]. Данный механизм пока не включен в
разрабатываемую модель и вместо этого используется некоторый заданный авто-
модельный профиль солености льда S. Если отсутствует явное указание среды,
считается, что речь идет о льде.

3.1.1. Закон сохранения энтальпии

Закон сохранения энтальпии выражается нелинейным одномерным уравне-
нием диффузии тепла с проникающей радиацией

ρ
∂E

∂t

∣∣∣∣
z

= ρc
∂T

∂t

∣∣∣∣
z

=
∂

∂z

(
k
∂T

∂z
+R

)
, (3.1)

где E - энтальпия, ρ - плотность, T - температура, c - теплоемкость, k - тепло-
проводность, R - количество коротковолновой радиации, проникающей в среду.
Поскольку толщина льда не стационарна из-за процессов таяния и намерзания,
уравнение (3.1) определяется в открытой подвижной области (zb, zsu), где zb и
zsu - координаты нижней кромки и поверхности ледяного столба. Отметим, что
при описании модели ось z направлена вверх. Естественный подход к трактовке
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подвижной области состоит в разделении процессов диффузии тепла и таяния/-
намерзания в численной реализации.

В термодинамическом блоке модели CICE [23] после каждого обновления
толщины льда температурный профиль интерполируется на новую сетку с ис-
пользованием процедуры, сохраняющей суммарную сеточную энергию. Данный
способ реализован во многих других мировых моделях термодинамики, однако в
работе [105] показано, что данный подход является более затратным в вычисли-
тельном плане по сравнению с методом расчета в неподвижной сигма-области,
что сильнее всего проявляется в случае сверхвысокого пространственного разре-
шения. По этой причине было принято решение использовать сигма-координату
вместо стандартной z- координаты.

Введем преобразование координат σ = (z−zb)/(zsu−zb), чтобы объединить
процесс диффузии тепла и изменения толщины. Используя правило дифферен-
цирования сложной функции по времени в левой части уравнения (3.1) получим
уравнение адвекции-диффузии, представляющее из себя закон сохранения эн-
тальпии с перераспределением толщины в фиксированной сигма-области (0, 1)
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Поскольку временной масштаб процессов плавления/намерзания намного боль-
ше, чем диффузия тепла, уравнение (3.2) определяет задачу адвекции-диффузии
с доминирующей диффузией, которая не требует специальных численных ста-
билизаций. Аналогично [105], закон диффузии тепла дополняется уравнением
сохранения массы

∂(∂z/∂σ)

∂t
+

∂(∂z/∂σ · σ̇)
∂σ

= 0, (3.3)

которое представляет из себя одномерное уравнение переноса толщины льда вир-
туальной скоростью σ̇. Вводя поток массыω = ∂z/∂σ · σ̇ и отмечая, что ∂z/∂σ =

zsu − zb = h не зависит от σ, получаем, что ω является линейной функцией от σ.
Следовательно, граничных значений ω достаточно, чтобы определить ω во всей
области. Умножение уравнения (3.2) на ∂z/∂σ в сочетании с уравнением (3.3) да-
ет следующую окончательную форму уравнения адвекции-диффузии, которая в
дальнейшем будет использоваться для формулировки дискретной задачи
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3.1.2. Граничные условия

Граничные условия на нижней кромке льда и на поверхности льда или снега
можно записать в универсальной форме как[

ρL
dz

dt
= F − k

∂T

∂z

]
z=zb,zsu

, (3.5)

где L - удельная теплота плавления/замерзания льда, F - суммарный внешний
поток. Данное граничное условие означает, что количество энергии, необходи-
мое для изменения толщины льда/снега в единицу времени равно разнице между
внешним (атмосферным или океаническим) и внутренним проводящим потоком
тепла. Заметим, что интегрирование уравнения (3.3) по всей σ-области дает ∂h

∂t =

ωb − ωsu , поэтому лед намерзает у основания, в том случае, когда ωb положи-
телен, и тает на поверхности, когда ωsu положителен. Это означает, что знак ω
противоположен dz/dt для оси z, направленной вверх. По этой причине можно
переписать уравнение (3.5) в терминах потока массы ω[

ρLω = k
∂T

∂z
− F

]
z=zb,zsu

. (3.6)

Если реализуется конфигурация льда со снегом, то на границе ”лед-снег” ставится
граничное условие непрерывности температуры и проводящего теплового потока

Ti|ice surface = Ts|snow base, −ki
∂Ti

∂z

∣∣∣
ice surface

= −ks
∂Ts

∂z

∣∣∣
snow base

, (3.7)

где индекс ”i” отвечает за лед, а ”s” - за снег. В модели реализован следующий
общий вид нелинейного внешнего атмосферного потока на поверхности льда/с-
нега F |z=zsu = Fatm, где

Fatm = ε
(
Flw − σ(Tsurf + T0)

4
)
+ (1− α)(1− i0)Fsw + Fsh + Flh + FP . (3.8)

Здесь ε - излучающая способность поверхности, σ - постоянная Стефана-
Больцмана, α - альбедо, i0 - поверхностный коэффициент пропускания, T0 -
ноль градусов Цельсия в Кельвинах, T Surf - температура поверхности в градусах
Цельсия. Полный атмосферный поток состоит из длинноволнового излучения
Flw, излучения поверхности σ(Tsurf + T0)

4, коротковолнового излучения Fsw, по-
тока явного тепла Fsh, потока скрытого тепла Flh, а также потока тепла за счет
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нагретых осадков FP. Описанные потоки параметризуются следующим образом

Fsh = ρacpaCsh|ua|(Ta − Tsurf), (3.9)

Flh = ρaLsClh|ua|(qa − qsurf), (3.10)

FP = pρwcpwmax(Ta − Tsurf, 0), (3.11)

где ua двумерная поверхностная скорость ветра, Ta/surf температура воздуха/по-
верхности, qa/surf удельная влажность воздуха/поверхности. Все используемые
в модели константы собраны в таблице 6 [106]. Поглощенная коротковолновая
энергия в единице объема R определяется как

R =

Fpsκs exp−κs(zsnow surface−z), zsnow base < z < zsnow surface;

Fpiκi exp−κi(zice base−z), zice base < z < zice surface,

где Fps = Fsw(1 − α)i0 - коротковолновый тепловой поток на поверхности льда,
а Fpi = Fps exp−κshs - остаток коротковолнового потока на границе раздела ”снег-
лед” (поверхность льда), κs и κi - коэффициенты поглощения для снега и льда
соответственно. Поглощение энергии подчиняется закону Бугера-Ламберта-Бера.

3.1.3. Параметризация энтальпии, теплоемкости и теплопроводности

Вырезанный цилиндр морского льда представляет из себя сплошную часть,
состоящую из пресного льда с вырезами, заполненными рассолом, которые носят
название соляных карманов. На фотографиях 3.1, сделанных автором во время
прохождения стажировки в университете University Centre in Svalbard, Шпиц-
берген, Лонгйир, Норвегия, представлены фотографии поперечного (слева) и
продольного (справа) разреза цилиндра морского льда. На левой фотографии вид-
но, что разрез представляет из себя зеркальную, отражающую свет, область, в
которой присутствуют полости, которые были заполнены морской водой, что под-
тверждает сказанное ранее. В настоящее время в термодинамических моделях
широко распространены несколько параметризаций теплоемкости и теплопровод-
ности морского льда в зависимости от солености и температуры. Параметризация
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Таблица 6 –– Физические параметры и константы, используемые в модели
термодинамики

Символ Имя переменной или константы Значение Размерность
β константа в (3.12) 0.1172 Вт · м−1 · psu−1

Csh коэффициент явной теплопередачи 1.0× 10−3 -
Clh коэффициент скрытой теплопередачи 1.0× 10−3 -
cpa теплоемкость воздуха 1.1× 103 J · кг−1 · К−1

cp0 теплоемкость пресной воды или снега 2.06× 103 J · кг−1 · К−1

cpo теплоемкость воды при солености 30 psu 3.99× 103 J · кг−1 · К−1

cpw теплоемкость океанической воды 4.17× 103 J · кг−1 · К−1

ε коэффициент излучения льда, снега 0.99 -
γ эмпирическая константа в (3.13) 1.8× 104 Дж ·◦ C · кг−1 · psu−1

ks теплопроводность снега 0.31 Вт · м−1 · К−1

ki0 теплопроводность пресного льда 2.03 Вт · м−1 · K−1

κi объемный коэффициент поглощения льда 1.5 м−1

κs объемный коэффициент поглощения снега 10 м−1

Lf0 удельная теплота плавления пресного льда 3.34× 105 Дж · кг−1

Ls удельная теплота сублимации 2.83× 106 Дж · кг−1

µ эмпирическая константа в (3.17) 0.054 ◦C · psu−1

ρa плотность воздуха 1.28 кг · м−3

ρs плотность пресного снега 330 кг · м−3

ρi плотность пресного льда 917 кг · м−3

ρo плотность воды соленостью 30 psu 1025 кг · м−3

ρw плотность пресной воды 1000 кг · м−3

σ постоянная Стефана-Больцмана 6.67× 10−8 Вт · м−2 · K−4

i0 количество коротковолн. рад. в снег или лед 0.08, 0.15 -

Рисунок 3.1 –– Слева - фотография поперечного разреза цилиндра морского льда,
справа - продольного разреза.
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”brine pocket” (параметризация соляных карманов), основана как раз на предполо-
жении о том, что морской лед состоит из солевых карманов, окруженных свежим
льдом. Теплоемкость и теплопроводность, впервые определенные в работе [100],
могут быть записаны как функции температуры T и солености S в виде

k(S,T ) = ki0 +
βS

T
, (3.12)

c(S,T ) = cp0 +
γS

T 2
, (3.13)

где ki0 теплопроводность пресного льда, cp0 теплоемкость пресного льда или сне-
га, β и γ эмпирические константы, приведенные в таблице 6. В работе [107]
выводится, что внутренняя энергия (энтальпия) морского льда может быть за-
писана как

E(S, T ) = cp0

(
1− −µS

T

)
− Lf0

(
1− −µS

T

)
+ cpo

−µS
T

T, (3.14)

где Lf0 удельная теплота плавления пресного льда, cpo теплоемкость океанской
воды при солености 30 psu. Данное определение энтальпии согласуется с урав-
нением. (3.13), поскольку c(S, T ) = ∂E/∂T . При использовании параметризации
(3.12) на практике возникли проблемы с неопределенностью k при приближении
температуры к точке плавления, поэтому вместо нее мы использовали параметри-
зацию ”bubbly-brine” (параметризация пузырькового рассола) [101], основанную
на том, что вместо соляных карманов рассол содержится в пресном льде в виде
пузырей, заполненных жидкостью. Из этого предположения выводится следую-
щий вид теплопроводности

k(S, T ) =
ρi

ρ0
(2.11− 0.011T + 0.09S/T ) . (3.15)

На рисунке 3.2 показана зависимость теплопроводности от температуры для па-
раметризаций ”Untersteiner” (или ”brine pocket”) и ”bubbly-brine”. Видно, что при
стремлении температуры к точке плавления, теплопроводность ”Untersteiner”
становится отрицательной, тогда как кривая ”bubbly-brine” остается в поло-
жительной области. Отрицательные значения теплопроводности приводят к
неустойчивости модели в некоторых случаях. Отметим, что вычитая два уравне-
ния типа (3.14) можно записать изменение энтальпии в форме

E(S, T )− E(S, T ′) =

(
cp0 − Lf0

Tf

TT ′

)
(T ′ − T ) = c(T, T ′)(T ′ − T ), (3.16)
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Рисунок 3.2 –– График теплопроводности ”Untersteiner” и ”bubbly-brine” в
зависимости от температуры при фиксированной солености 2 psu.

которая определяет ”эффективную” теплоемкость c(T, T ′) для количества энер-
гии, необходимой для изменения температуры льда от T до T ′. Введем обозначе-
ние для температуры плавления, которая равна

Tf = −µS. (3.17)

Тогда удельная теплота плавления выражается аналогичным (3.16) образом [106]

L(S, T ) = cp0(Tf − T ) + Lf0(1− Tf/T ). (3.18)

3.2. Численные методы

В этом разделе обсуждаются все аспекты численных методов, используе-
мых для решения уравнения адвекции-диффузии (3.4) в фиксированной сигма-
области для совместной системы ”лед-снег”.
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3.2.1. Дискретизация с сохранением энтальпии

Введем разбиение единичного отрезка на ячейки размерами∆σi. Размер со-
ответствующей ячейки в z-области равен∆zi = ∆σi ·h. Будем использовать метод
конечных объемов в качестве метода пространственной дискретизации, поэто-
му определим температуру T и энтальпию E постоянными на ячейке. Значения
потока массы ω определяются в узлах. Для удобства обозначений первый узел,
расположенный на границе ”лед-океан”, соответствует индексу 0. Далее номера
узлов увеличиваются доN при движении вверх (ось z направлена вверх). УзелN
соответствует границе ”лед-снег”. Узел с индексомN +M соответствует поверх-
ности снега. Номера ячеек обозначим полуцелыми индексами так, что ячейка с
индексом i + 1/2 ограничена узлом i снизу и узлом i + 1 сверху. Данный выбор
расположения степеней свобод соответствует одномерной сетке типа C.

Проинтегрируем уравнение (3.4) по сигма-ячейке с номером i+1/2 для каж-
дого i (от 0 до N − 1 для льда и от N до N + M − 1 для снега)

∂(ρEi+1/2∆zi+1/2)

∂t
+∆(ρEω) = ∆

(
k
∂T

∂z
+R

)
, (3.19)

где символ ∆ обозначает разность между верхним и нижним узловыми значени-
ями функции в ячейке i + 1/2 : ∆a = [∆a]i+1/2 = ai+1 − ai.

Вычитая ∆(ρEnω) из обеих частей уравнения (3.19), используя формулу
для вариации энтальпии (3.16) и применяя схему Эйлера первого порядка по вре-
мени для дискретизации производной по времени, получаем дискретизациюBL99
([102])

ρcpi+1/2

T p+1
i+1/2 − T n

i+1/2

∆t
∆zp+1

i+1/2 + ρ∆(cp(T p+1 − T n)ωp) =

− ρEn
i+1/2

∆zp+1
i+1/2 −∆zni+1/2

∆t
+∆

(
kp
[
∂T

∂z

]p+1

− ρEnωp +R

)
.

(3.20)

Здесь верхние индексы n/(n + 1) соответствуют старым/новым значениям (c
предыдущего и текущего глобального шага по времени), а верхние индексы
p/(p+ 1) соответствуют предыдущему/текущему псевдошагу метода релаксации,
который будет представлен далее.
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Как уже отмечалось ранее, рассматриваемая задача обладает доминиру-
ющей диффузией, поэтому стандартные пространственные дискретизации ад-
вективного и диффузионного слагаемого вполне допустимы, и дополнительная
стабилизация не требуется. В модели реализована дискретизация против потока
первого порядка для адвекции ∆(Fω). Для любой функции F

∆(Fω) = ∆(Fω)i+1/2 = [Fω]i+1 − [Fω]i,

[Fω]j =

Fj−1/2ωj, дляωj ⩾ 0,

Fj+1/2ωj+1, дляωj < 0.

Для члена диффузии ∆(k · ∂T/∂z) используется центральная разность второго
порядка (аналогично [72])

∆(k · ∂T/∂z) = ∆(k · ∂T/∂z)i+1/2 = (k · ∂T/∂z)i+1 − (k · ∂T/∂z)i,
(k · ∂T/∂z)j = k∗j · (Tj+1/2 − Tj−1/2),

k∗j =
2kj−1/2kj+1/2

kj−1/2∆zj+1/2 + kj+1/2∆zj−1/2
.

Заметим, что для первой и последней ячейки значения температуры одной из
соседних ячеек не определены, поэтому вместо этого используется значение
температуры границы раздела. Матрично-векторная форма для уравнения (3.20)
соответствует трехдиагональной матрице, поскольку только температуры сосед-
них ячеек (Ti−1/2, Ti+1/2 и Ti+3/2) включены в уравнение, соответствующее ячейке
с номером i+1/2. Для решения СЛАУ используется стандартный алгоритм трех-
диагональной прогонки с линейным временем исполнения.

Значения ω также обновляются в итерационном процессе. Чтобы найти
новые узловые значения ω, сначала пересчитываются граничные значения в со-
ответствии с граничными условиями, а затем линейно интерполируются в узлы,
поскольку ω является линейной функцией σ.

Чтобы вычислить новые значения ∆z, на каждой ячейке интегрируется
уравнение (3.3), а затем применяется явная схема Эйлера по времени

∂(∆zi+1/2)

∂t
+∆(ω) = 0 ⇒ ∆zn+1

i+1/2 = ∆zni+1/2 −∆t(ωn
i+1 −ωn

i ). (3.21)

Описанный численный метод построен таким образом, что регулярное простран-
ственное разрешение нигде не подразумевается, поэтому при необходимости
можно использовать локальное измельчение сетки. Важно отметить, что по-
строенная дискретизация по времени (3.20) сохраняет суммарную дискретную
сеточную энтальпию, что показано в работе [105].
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3.2.2. Аппроксимация граничного условия

Граничное условие (3.6) используется для нахождения либо значенияω, ли-
бо температуры T на границе раздела в зависимости от текущей конфигурации,
что будет обсуждаться далее. Если значениеω известно, то решается нелинейная
одномерная задача поиска корня одномерной функции для определения темпе-
ратуры границы раздела (внешний поток F (3.8), теплота плавления L (3.18) и
теплопроводность k (3.15) являются нелинейными функциями от T ) с помощью
метода секущих. Стоит отметить, что может быть применен и любой другой чис-
ленный метод поиска корня. Например, использование метода Риддерса может
увеличить скорость сходимости. Для решения одномерного уравнения фиксиру-
ется априорная точность температуры T : |T k+1 − T k| на уровне 10−9, далее
запускается метод секущих до сходимости. В случае фиксированной температуры
границы раздела, нахождение значения ω, согласованного с граничным услови-
ем (3.6), тривиально.

3.2.3. Совместный расчет профилей температуры льда и снега

Уравнение (3.20) для каждого i задает систему линейных уравнений, кото-
рую можно записать в глобальной матрично-векторной форме как для льда, так и
для снега. Уравнение (3.7) задает равенство проводящих потоков, которое может
быть записано в виде дискретного уравнения второго порядка точности по про-
странству с 5 неизвестными значениями температуры (температуры двух верхних
ячеек льда, температура интерфейса ”лед-снег” и температуры двух нижних ячеек
снега). Схематически совместная матрично-векторная задача для льда и снега по-
казана на рисунке 3.3 слева. Верхний левый квадратный блок соответствует льду,
нижний правый — снегу, центральный ряд — дискретизированному уравнению
(3.7). Заметим, что в этом случае глобальная матрица больше не является трехдиа-
гональной. Чтобы свести систему к трехдиагональной, используется исключение
Гаусса для обнуления значений a0 и a4 (рисунок 3.3 (справа)). После этого гло-
бальная матрица становится трехдиагональной, которая обращается с помощью
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стандартного метода прогонки, для совместного расчета профиля температуры
льда и снега.

Рисунок 3.3 –– Схема совместной СЛАУ для льда и снега до (слева) и после
(справа) метода исключения Гаусса, который приводит глобальную матрицу к

трехдиагональной форме.

Метод релаксации для нелинейных коэффициентов организован следую-
щим образом

1. Решение совместной СЛАУ (3.20) для поиска профиля температуры льда
и снега;

2. Решение нелинейного граничного условия (3.6) для поиска граничных
температур или потоков массыω;

3. Обновление нелинейных коэффициентов теплоемкости (3.13), теплопро-
водности (3.15) и энтальпии (3.14);

4. Линейная интерполяция значенийω в узлы, и вычисление новых толщин
ячеек в соответствии с уравнением (3.21);

5. Оценка приращения нормы вектора узловых скоростей ∥T p+1 − T p∥. Ес-
ли приращение меньше заданного порога, то вычисления заканчиваются.
Иначе цикл повторяется заново.

Организация итерационного процесса описанным способом гарантирует
одновременный поиск всех неизвестных - профиля температур, граничных зна-
чений ω, толщин ячеек, температур интерфейсов. В случае сходимости, со-
гласованные температуры границ находятся вместе с распределением профиля
температуры по толщине. Такой подход соответствует полностью неявному ме-
тоду и не накладывает дополнительных ограничений типа Куранта на шаг по
времени.
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3.2.4. Четыре режима работы модели

В зависимости от количества снега на поверхности льда, а также темпе-
ратуры на границе ”лед/снег-атмосфера” есть четыре режима работы модели:
намерзание льда без снега, намерзание льда со снегом, таяние льда и таяние снега.
В каждом из этих четырех режимов, температура раздела на границе ”лед-океан”
привязана к точке замерзания океанической воды Tfo = −µSo, где So соленость
океана, так как присутствует непрерывность температуры в пограничным слоем
океана. Поэтому нижнее граничное условие (3.6) всегда используется для поиска
граничного значения потока массы ωice base. С другой стороны, температура по-
верхности льда или снега на верхней границе не может превышать температуру
плавления льда или снега Tfi = −µSi, где Si - соленость верхнего слоя льда. Тем-
пература таяния снега Tfs = 0oC, так как снег имеет нулевую соленость. Другой
важной особенностью является отсутствие фазового перехода на границе ”лед-
снег” (ω на границе лед-снег всегда равен нулю). Это означает, что лед не может
таять под снегом до тех пор, пока не растает весь снег. Четыре различных режима
работы модели термодинамики определяются следующими характеристиками:

1. Намерзание льда без снега. Толщина снега меньше порогового зна-
чения (в модели используется значение 1 см). Температура на грани-
це ”лед-атмосфера” не превышает Tfi. Ищется только температурный
профиль льда согласно (3.20). Граничное условие на границе разде-
ла ”лед-атмосфера” (3.6) используется для нахождения температуры
поверхности льда при фиксированном потоке массы, равным нулю:
ωice surface = 0;

2. Намерзание льда со снегом. Толщина снега больше порогового зна-
чения. Температура на границе ”снег-атмосфера” не превышает Tfs =

0◦C. Решается совместная система для льда и снега для поиска профиля
температур (3.20). Граничное условие на границе ”снег-атмосфера” ис-
пользуется для определения температуры поверхности снега при потоке
массы, равным нулюωsnow surface;

3. Таяние льда. Толщина снега меньше порогового значения. Температу-
ра на границе ”лед-атмосфера” равна Tfi. Граничное условие на границе
”лед-атмосфера” используется для нахожденияω на верхнем интерфей-
се льда. Обновляется только профиль температур льда согласно (3.20);
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4. Таяние снега. Толщина снега превышает пороговое значение. Темпера-
тура на границе ”снег-атмосфера” зафиксирована на уровне Tfs = 0◦C.
Граничное условие на границе ”снег-атмосфера” используется для на-
хождения ω на поверхности снега. Решается совместная система для
льда и снега для поиска профиля температур (3.20).

Считается, что по умолчанию реализуется режим ”намерзания льда без/со сне-
гом”, поскольку априори не известно, превысит ли найденная температура по-
верхности среды точку плавления. При нарушении этого условия, происходит
переход на соответствующий режим плавления. Псевдокод для основного цикла
по времени представлен в листинге А.5 приложения.

3.2.5. Краткое описание нульмерной модели

Помимо описанного ранее численного метода, в рамках разработанной
модели также реализован блок нульмерной термодинамики льда со снегом. Нуль-
мерная модель строится в предположении нулевой теплоемкости льда и снега, а
также постоянной теплопроводности и отсутствии проникающей радиации. Реше-
ние аналогичного уравнения диффузии (3.1) с этими ограничениями гарантирует
линейный профиль температуры в рассматриваемой среде (лед или снег). Внут-
ренняя логика 0D-модели полностью повторяет описанную выше одномерную
реализацию. Единственное отличие состоит в том, что не требуется поиск про-
филя температур. Граничное условие на поверхности снега используется для
нахождения температуры верхней границы (в случае отсутствия таяния), а темпе-
ратура на границе ”лед-снег” выбирается из условия непрерывности проводящего
потока (3.7). При этом аппроксимация градиента температуры естественным об-
разом имеет первый порядок точности.

3.3. Численные эксперименты

В этом разделе представлены результаты двух численных экспериментов.
Первый тест представляет из себя простой численный эксперимент с искусствен-
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ным слабоинтенсивным форсингом. Он предназначен для того, чтобы проверить
адекватность работы одномерной и нульмерной модели во всех четырех режимах,
а также качественно сравнить предсказываемые толщины и профили температур
льда и снега. Второй эксперимент состоит в валидации моделей на данных поле-
вого эксперимента SHEBA (The Surface Heat Budget of the Arctic Ocean) [103], что
позволяет оценить точность прогноза. Сразу отметим, что в обоих вычислитель-
ных экспериментах шаг по времени моделей фиксирован и равен ∆t = 1 час.

Программный код одномерной и нульмерной моделей, который использо-
вался для проведения валидации, написан на языке программирования Python.
Помимо этого, разработана версия библиотеки на C++ для практических расче-
тов, а также реализованы основные интерфейсные функции для вызова из Fortran.
Код находится в открытом доступе в сети интернет и может быть получен по
ссылке [108].

3.3.1. Модельная задача с искусственным форсингом

Опишем аналитический форсинг, реализующий все 4 режима работы мо-
дели. Для плавного воспроизведения всех переходных процессов предлагается
оставить только поток явного тепла Fsh в качестве полного потока из атмосфе-
ры (3.8), зависящий от температуры атмосферы, при фиксированном абсолютном
значении скорости ветра |u| = 15 м · с−1. Поскольку нульмерная модель не опи-
сывает проникающую радиацию, для корректности сравнения, она отключается
и в одномерной модели. Поток тепла из океана также задается равным нулю, и
только внутренни проводящий поток во льду отвечает за намерзание и таяние на
нижней кромке льда.

В эксперименте температура океана зафиксирована на уровне−162 ◦C, что
соответствует температуре замерзания воды с соленостью 30 psu. Эволюция тем-
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пературы атмосферы в течение одного модельного ”года” задается как

Ta(t) =



−30 ◦C, t ∈ ”зимний” период,

линейный рост от − 30 ◦C до 10 ◦C, t ∈ ”весенний” период,

10 ◦C, t ∈ ”летний” период,

линейное падение от 10 ◦C до − 30 ◦C, t ∈ ”осенний”период.

Значения временных интервалов подобраны таким образом, чтобы лед не рас-
таял полностью в ”весенний” и ”летний” периоды. В эксперименте использу-
ются следующие значения: ”зимний” период [0 ч., 350 ч.], ”весенний” период
[350 ч., 550 ч.], ”летний” период [550 ч., 700 ч.] и ”осенний” период [700 ч., 900 ч.].
Интенсивность осадков задается в противофазе к изменению температуры атмо-
сферы следующим образом

p(t) =



10−7 м/с, t ∈ ”зимний” период,

линейное падение от 10−7м/с до 0 м/с, t ∈ ”весенний” период,

0 м/с, t ∈ ”летний” период,

линейный рост от0 м/с до 10−7 м/с, t ∈ ”осенний” период.

Эволюция во времени температуры атмосферы и скорости выпадения осадков за
три модельных ”года” представлена на рисунке 3.4.

Рисунок 3.4 –– Аналитическая температура атмосферы и скорость выпадения
осадков для первого модельного эксперимента.

Начальная толщина льда и снега установлена равной 4 м и 0.1 м соответ-
ственно. Начальный профиль температуры во льду задается линейным от точки
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замерзания воды на нижней границе до −15 ◦C на поверхности льда. Начальная
температура в снегу также линейна от−15 ◦C на интерфейсе ”лед-снег” до−20 ◦C

на поверхности снега. В вычислениях используется линейный автомодельный
профиль солености во льду от 4 psu на нижней границе до 1 psu на верхней для
1D модели и осредненное значение 2.5 psu для 0D модели. Соленость влияет на
теплоту плавления, а также на теплоемкость и теплопроводность льда. Результа-
ты расчетов приводятся для 10 равномерных ячеек во льду и 5 ячеек в снегу для
1D модели. Шаг по времени фиксирован и равен 1 ч для обеих моделей.

Полученные временные ряды показаны на рисунке 3.5. Автор обращает
внимание, что на этом и следующих рисунках временных рядов по оси y представ-
лена z-координата, по оси x время, цветом выделена температура льда и снега,
пунктирной линией выделена поверхность воды, а одномерный профиль льда и
снега в каждый момент времени представлен с учетом выталкивающей силы Ар-
химеда.

На рисунке 3.6 слева представлена разность временных рядов 1D и 0D мо-
дели, а справа - график поверхностной температуры (температуры поверхности
льда, если снега нет и температуры поверхности снега, если он есть) во времени.

Видно, что профили температуры 1D модели более гладкие и инертные (см.
рис. 3.5) с меньшими амплитудами изменения температуры в период замерзания
и таяния (см. рис. 3.6 слева). Разница температур влияет на точность аппрок-
симации градиента, что выражается в значительной разнице в прогнозируемой
толщине льда. 0D модель предсказывает гораздо меньшую толщину льда и ее про-
цесс таяния значительно интенсивнее в ”летний” период (см. рис. 3.6 слева). При
этом профили температуры снега отличаются несильно, поскольку снег обладает
постоянной теплоемкостью и теплопроводностью вследствие отсутствия солено-
сти. Это приводит к практически одинаковой толщине снега (см. рис. 3.6 слева).

Температуры поверхности снега или льда (в случае растаявшего снега) так-
же практически идентичны (см. рис. 3.6 справа), что демонстрирует тот факт, что
0D модели достаточно хороши для прогнозирования температуры поверхности с
хорошей точностью, сравнимой с 1Dмоделями. Далее будет показано, что данный
вывод распространяется и на случай реалистичного внешнего форсинга.
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Рисунок 3.5 –– Эволюция профиля температуры для первого модельного
эксперимента. 0D модель слева, 1D модель справа.

Рисунок 3.6 –– Слева - разница между 1D и 0D временными рядами. Интерфейсы
показаны пунктирными и сплошными линиями для 1D и 0D моделей

соответственно. Справа - температура поверхности снега или льда (в случае
растаявшего снега) для 1D и 0D моделей.

3.3.2. Проверка модели на данных полевого эксперимента SHEBA

Опишем процесс валидации описанных 0D и 1Dмоделей на данных полево-
го эксперимента SHEBA ([103]). Группа ученых измеряла различные физические
характеристики льда и прилегающих к нему пограничных слоев океана и атмо-
сферы каждый час в течение 10 месяцев вокруг ледокола, дрейфующего на запад в
круговороте Бофорта. Как и в более ранних работах [106], [105], данные берутся с
”Питтсбургской” измерительной площадки (одной из нескольких в этом полевом
эксперименте), так как она располагалась на ровном многолетнем льду. В работе
[109] был предложен градиентный метод для более точной оценки положения гра-
ниц раздела льда и снега с использованием измерений температуры вдоль цепочки
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термисторов. Эти поправки используются в представляемой работе. Измеренные
профили температуры представлены на рисунке 3.7. Исходное состояние моде-

Рисунок 3.7 –– Измеренные профили температуры снега и льда на
”Питтсбургской” площадке во время эксперимента SHEBA.

ли получается путем интерполяции измеренных температур на модельную сетку.
Для всех экспериментов в этом разделе шаг по времени установлен равным 1
часу. Поток из океана в данных SHEBA был получен как разность между мощ-
ностью таяния/намерзания, которая оценивается по измерениям толщины льда, и
проводящего потока тепла, который получается с использованием линейной ап-
проксимации градиента, по температуре на уровне 30 см [109] от нижней кромки
льда. Для поддержания энергетического баланса на границе раздела ”океан-лед”
мы использовали такое же приближение градиента в моделях. Реализован линей-
ный автомодельный профиль солености льда от 4 psu у основания до 1 psu у
поверхности, а также сухой и пресный снег. Согласно [110], удельная теплота
плавления льда на нижней границе соответствует льду с соленостью 4 psu (292
кДж · кг−1), а удельная теплота намерзания соответствует рассолу с соленостью
10 psu (225 кДж · кг−1), что также реализовано в численном эксперименте.

Заметим, что толщина снега не является монотонной в период отсутствия
таяния с декабря по май (см. рисунок 3.7). Скорее всего, это связано с процессом
горизонтального сдувания снега и недостаточно точными измерениями. Посколь-
ку в одномерной модели невозможен учет процесса горизонтального сдувания,
то, аналогично [106], используется ”эффективная” скорость осадков, искусствен-
но обеспечивающая измеренную толщину снега в период отсутствия таяния
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(”эффективная” скорость осадков может быть и отрицательной), для точного про-
гнозирования толщины снега. Также было реализовано специальное значение
теплопроводности снега 0.5 Вт·м−1 K−1, предложенное в [106].

Разница между смоделированными 1D моделью и наблюдаемыми профиля-
ми температуры показана на рисунке 3.8 с использованием 16 равномерных ячеек
во льду и 10 ячеек в снеге. Видно хорошее соответствие между температурами,
особенно в нижней трети. Однако видна общая тенденция переохлаждения снега.
Заметим, что присутствует хорошее сходство толщины льда в период отсутствия
таяния с декабря помай, но после периода таяния (с мая по сентябрь) погрешность
в толщине льда становится около 15 см. Особенно заметна большая отрицатель-
ная температурная ошибка (около 4 ◦C) в период таяния с мая по конец августа,
которая не исчезает при увеличении разрешения модели (не показано). Также при-
сутствует, не уменьшающаяся с повышением разрешения, ошибка в верхнем слое
снега. Автор предполагает, что это может быть связано с тем, что термисторы не
имели защиты от радиации, а сама проволока, на которой были закреплены тер-
мисторы, могла проводить тепло, что привело к более высоким температурам.
Результаты моделирования аналогичного эксперимента для модели, разработан-
ной Хендриком Хувальдом [106], представлены на рисунке 3.9 (на этом графике
не реализовано плавание). В целом, наблюдается согласованность предсказаний
с разработанной моделью.

Рисунок 3.8 –– Разница между смоделированной и наблюдаемой температурами
для модели с 16 ячейками во льду. Интерфейсы показаны пунктирными и

сплошными линиями для данных моделирования и измерений соответственно.
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Рисунок 3.9 –– Разница между смоделированной и наблюдаемой температурами
для модели, представленной в работе [106].

Для демонстрации сходимости решения к данным полевых измерений,
выбирается промежуток отсутствия таяния с декабря по май, где можно с боль-
шей точностью положиться на качество результатов измерений. На рисунке 3.10
показана ошибка модели с разным просранственным разрешением. В целом,
видна тенденция уменьшения ошибки при увеличении разрешения сетки, что де-
монстрирует сходимость модели к точному решению. Удовлетворение свойства
сходимости является необходимым условием применимости модели для получе-
ния корректных предсказаний.

Результаты тестового расчета с аналогичным внешним форсингом для 0D
модели представлены на рисунке 3.11. Полученная температурная погрешность
значительна и варьируется от −10 ◦C до 10 ◦C. При этом погрешность толщи-
ны льда значительна и достигает полуметра в конце моделирования. В период
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Рисунок 3.10 –– Сходимость численных профилей температуры к измерениям с
увеличением разрешения - разница между смоделированной и наблюдаемой
температурами для одномерной модели с увеличением разрешения. Слева

вверху - 4 ячейки льда, справа cверху - 8 ячеек льда, слева cнизу - 16 ячеек льда,
справа cнизу - 32 ячейки льда. Интерфейсы показаны пунктирными и

сплошными линиями для предсказаний и данных измерений соответственно.

отсутствия таяния прогнозируемая толщина льда также меньше наблюдаемого
значения, в отличие от 1D модели.

В то же время, рисунок 3.12 демонстрирует, что ошибка поверхностной
температуры не так велика для 0D модели. Амплитуда ошибки для 0D модели
примерно в 1.5 раза больше, чем для 1D модели с 4 ячейками во льду. Также от-
метим, что можно наблюдать небольшую сходимость температуры поверхности
для 1D модели, так как амплитуда ошибки для 4 ячеек льда немного больше, чем
для 32 ячеек 1D модели, что особо явно проявляется в период отсутствия снега.

3.4. Основные результаты главы

В данной главе представлено подробное описание разработанной биб-
лиотеки термодинамики морского льда со снегом: внутренние физические па-
раметризации, численный метод решения возникающей системы нелинейных
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Рисунок 3.11 –– Разница между смоделированной и наблюдаемой температурами
для 0D модели. Интерфейсы показаны пунктирными и сплошными линиями для

предсказания и данных измерений соответственно.

Рисунок 3.12 –– Разница между измеренной и смоделированной температурой
поверхности (температурой поверхности снега или температура поверхности

льда, в случае отсутствия снега).

уравнений. Были представлены результаты тестовых запусков с искусственным
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периодическим форсингом, а также проведена валидация кода на данных поле-
вого эксперимента SHEBA.

Существенной особенностью предлагаемого подхода к решению уравне-
ния диффузии с подвижными границами является метод релаксации нелинейных
коэффициентов с одновременным учетом нелинейных граничных условий, что
соответствует полностью неявному методу интегрирования по времени. Также
предлагаемая реализация позволяет использовать произвольные, не обязательно
регулярные, сигма-сетки. Предложена аппроксимация второго порядка условия
непрерывности проводящего потока на границе ”лед-снег”, которая с помощью
метода исключений Гаусса дает трехдиагональнуюматрицу и полученная система
решается стандартным методом трехдиагональной прогонки за линейное время.

Сравнение 1D и 0D реализаций было проведено в эксперименте с заданным
искусственным форсингом, которое демонстрирует, что 0D подход существенно
занижает толщину льда, а также завышает амплитуду в температурном профиле
по сравнению с 1D решением (см. рис. 3.5). При этом, температура поверхности
очень близка в 1D и 0D реализациях (см. рис. 3.6).

Второй тест основан на полевом эксперименте SHEBA. Показано, что одно-
мерная модель с небольшим числом узлов гораздо лучше предсказывает толщину
льда: ошибка одномерной толщины составляет 15 см (см. рис. 3.8), а ошибка
нульмерной модели составляет примерно 50 см (см. рис. 3.11) после 10 меся-
цев интегрирования модели. Распределение мгновенного профиля температуры,
полученного с помощью 1D модели также значительно более точное по сравне-
нию с 0D реализацией - амплитуда 1D ошибки составляет около 2◦C, а для 0D
- порядка 10◦C. Однако оба эксперимента показали небольшую разницу в про-
гнозируемых температурах поверхности (см. рис. 3.6 и рис. 3.12). Также была
продемонстрирована сходимость одномерного численного решения к данным из-
мерений с увеличением пространственного разрешения, что является признаком
грамотно выбранного численного метода и реализации его кода (см. рис. 1.11).

Из анализа результатов проведенных численных экспериментов можно сде-
лать вывод, что 0D модели термодинамики морского льда являются хорошим
инструментом для прогнозирования температуры поверхности, но дают большую
погрешность в толщине и мгновенном распределении температуры. Чтобы точно
предсказывать эти характеристики, гораздо лучше подходят одномерные модели.
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Заключение

Основные результаты работы состоят в следующем.
1. Реализован широкий класс схем переноса на треугольной сетке с раз-

несением переменных типа ”A” и ”CD”. На сетке типа ”A” предложено
расширить набор стандартных схем типа Тейлора-Галеркина двухша-
говыми вариациями 2-го, 3-го и 4-го порядка по времени. Показано,
что схемы высокого порядка дают большую точность при числах Ку-
ранта, превышающих значение 0.7. Второй порядок аппроксимации по
пространству на треугольной сетке типа ”CD” был получен за счет
приближения реберного значения скаляра, согласно схемам MUST и
MUSCL. Точность таких схем значительно выше стандартной схемы про-
тив потока, однако с вычислительной точки зрения они более затратны.

2. Показано, что использование двухшаговой вариации схемы Тейлора-
Галеркина второго порядка по времени приблизительно в 2 раза ускоряет
вычисления при незначительной потере в точности, что является су-
щественной оптимизацией динамического блока морского льда, в силу
большого количества переносимых скаляров.

3. Предложен алгоритм построения триангуляции Арктического бассей-
на, использующий сгрубленные данные береговой линии базы данных
GSHHG и отечественный триангулятор Ani2D. Реализовано сгущение
триангуляции в области с потенциально высокой сплоченностью мор-
ского льда с использованием исторических спутниковых данных.

4. Блоки адвекции и импульса построены на основе локально-декартового
подхода. Стандартные алгоритмы дополняются переводом компонент
векторов и тензоров, что увеличивает их вычислительную сложность, од-
нако делает код универсальным для произвольной геометрии расчетной
области.

5. Предложен новый итерационный метод для решения нелинейного одно-
мерного уравнения термодинамики морского льда со снегом, который
заключается в одновременном расчете профиля и поверхностных зна-
чений температур, согласованных с нелинейным граничным условием
произвольного вида. На основе предложенного метода построены одно-
мерная и нульмерная модель термодинамики морского льда со снегом.
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Результаты предсказаний этих моделей проверены на данных полево-
го эксперимента SHEBA. По результатам сравнения делается вывод,
что нульмерная модель достаточно точно предсказывает температуру на
верхней поверхности снега или льда, однако дает существенную ошиб-
ку в профиле температур и толщине льда, по сравнению с одномерной
реализацией.
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Приложение А

Листинги псевдокода
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Листинг А.1 Псевдокод перевода векторов скорости для сборки вектора правой
части и сборки массовой матрицы для метода TG2 (1.9).

// nV, nT − number of nodes, triangles
double Rhs[nV], Mmatrix[nV][nV]; // rhs array and mass matrix
// iteration over triangles
for(int i = 0; i < nT; ++i)

5 {
// get adj nodes of triangles
auto AdjNodes = Triangles[i]−>getNodes();
double node_vel_tr[3][2]; // node vel in trian basis

10 // iterate over trian nodes
// and move vel components to trian basis
for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
node_vel_tr[j] = VecToTrianBasis(AdjNodes[j]−>getVel(),

15 AdjNodes[j],
Triangles[i]);

}
// compute local rhs and mass matrix
double LocalRhs[3] = ComputeLocalRhs(node_vel_tr);

20 double LocalMassMatrix[3][3] = ComputeLocalMassMatrix();

// iteration over trian nodes
// and assembling global rhs
for(int j = 0; j < 3; ++j)

25 {
GlobalRhs[GlobalIndexOfNode(AdjNodes[j])] += LocalRhs[j];

}

// iterate over trian nodes
30 // and assembling global mass matrix

for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
for (int k = 0; k < 3; ++k)
{

35 Mmatrix[GlobalIndexOfNode(AdjNodes[j])]
[GlobalIndexOfNode(AdjNodes[k])] +=
LocalMassMatrix[j][k];

}

40 }
}
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Листинг А.2 Псевдокод сборки дискретного вершинного вектора внутренний
силы на сетке типа A.

// niV, nT − number of internal nodes, triangles
double Force[niV][2]; // initialize force vector
// iteration over triangles
for(int i = 0; i < nT; ++i)

5 {
// get adj nodes of triangles
auto AdjNodes = Triangles[i]−>getNodes();
double grad_basis[3][2]; // array for grad basis funcs
double sigma[3][2][2]; // array sigma components

10
// iterate over trian nodes
// and move grad basis vec and
// sigma components to node basis
for(int j = 0; j < 3; ++j)

15 {
grad_basis[j] = VecToTrianBasis(AdjNodes[j]−>getGradBasis

(),
Triangles[i],
AdjNodes[j]);

20 sigma[j] =
TensToTrianBasis(AdjNodes[j]−>getSigma(),
Triangles[i],
AdjNodes[j]);

}
25 // iterate over trian nodes

// and compute local force entry
for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
Force[GlobalIndexOfNode(AdjNodes[j])] +=

30 sigma[j]*grad_basis[j]; // here * is scalar product
}

}
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Листинг А.3 Псевдокод сборки стабилизационной суммы на сетке типа CD.
// nE, nT − number of edges, triangles
double StabSum[nE][2]; // initialize stab sum array
// iterate over triangles
// and compute stab sum

5 for(int i = 0; i < nT; ++i)
{
// get adj edges of triangles
auto AdjEdges = Triangles[i]−>getEdges();
double edge_vel[3][2]; // array for edge velocities

10 // iterate over trian edges
// and move edge vel to trian basis
for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
edge_vel[j] =

15 VecToTrianBasis(AdjEdges[j]−>getVel(),
AdjEdges[j],
Triangles[i]);

}
// iterate over trian edges

20 // and compute stab sum
for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
StabSum[GlobalIndexOfEdge(AdjEdges[j])] +=
VecToEdgeBasis(edge_vel[(j+1) mod 3],

25 Triangles[i],
AdjEdges[(j+1) mod 3]) −
VecToEdgeBasis(edge_vel[(j+2) mod 3],
Triangles[i],
AdjEdges[(j+2) mod 3])

30 }
}
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Листинг А.4 Псевдокод сборки стабилизационного слагаемого на сетке типа CD.
// nE, nT − number of edges, triangles
double Stab[nE][2]; // initialize stab array
// iterate over triangles
// and compute stabilization

5 for(int i = 0; i < nT; ++i)
{
// get adj edges of triangles
auto AdjEdges = Triangles[i]−>getEdges();
// array for stab sum

10 // in trian basis
double stab_sum_trian[3][2];
// array for edge viscosities
double visc_edge[3] =
Triangles[i]−>getEdgeVisc();

15 // iterate over trian edges
// and move stab sum to trian basis
for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
stab_sum_trian[j] =

20 VecToTrianBasis(
StabSum[GlobalIndexOfEdge(AdjEdges[j])],
AdjEdges[j],
Triangles[i]);

}
25 // iterate over trian edges

// and compute stabilization
for(int j = 0; j < 3; ++j)
{
Stab[GlobalIndexOfEdge(AdjEdges[j])] +=

30 − VecToEdgeBasis(
stab_sum_trian[(j+1) mod 3],
Triangles[i],
AdjEdges[(j+1) mod 3]
)*visc_edge[(j+1) mod 3]

35 + VecToEdgeBasis(
stab_sum_trian[(j+2) mod 3],
Triangles[i],
AdjEdges[(j+2) mod 3]
)*visc_edge[(j+2) mod 3];

40 }
}
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Листинг А.5 Псевдокод основного временного цикла модели термодинамики
льда со снегом.

// number of time steps
int n_steps = GetNumSteps();

for (int stepnum = 0; stepnum < n_steps; ++stepnum)
5 {

// initialize the required arrays
// from the previous step
Initialization();

10 // update external forcing
// e.q. atm temp, ocean temp, prec rate
UpdateForcing();

if (snow_thickness > snow_thick_min)
15 {

IceFreezingWithSnow();
if (temp_snow_surf > 0)
{
temp_snow_surf = 0;

20 SnowMelting();
}

}
else
{

25 IceFreezingWithSnow();
if (temp_ice_surf > ice_fusion_temp)
{
temp_ice_surf = ice_fusion_temp;
IceMelting();

30 }
}

}
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