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Введение

Актуальность темы. Математическое моделирование биологических

процессов является одной из наиболее динамичных и быстро развивающих­

ся областей междисциплинарных исследований. Это развитие тесно связано

с актуальностью и важностью научных задач по изучению наиболее распро­

страненных заболеваний и отклонений в функционировании человеческого

организма, а также их возможными приложениями в медицине и здраво­

охранении. Несмотря на огромный прогресс, достигнутый в теоретической и

практической медицине в последние годы, сложность физиологических про­

цессов в ряде случаев накладывает ограничения на применение эмпирических

методов и требует более точного количественного описания, которое может

быть достигнуто математическим и компьютерным моделированием. Кроме то­

го, создание и исследование математических моделей в биомедицине помогает

понять механизмы физиологических процессов при их нормальном и патологи­

ческом функционировании, а также разработать эффективные методы лечения

различных заболеваний.

Один из существенных вариантов развития этих моделей, возникших

в последнее время, заключается в использовании нелокальных реакционно­

диффузионных уравнений, которые позволяют описать некоторые явления,

играющие важную роль в биомедицинских процессах, в частности, при исследо­

вании инфекционных заболеваний. Вирусные заболевания и их взаимодействие

с иммунной системой человека остаются в центре медицинских исследований

и практического здравоохранения, в частности, из-за таких заболеваний, как

СПИД, туберкулез, гепатит, COVID-19 и т.д. Например, при математическом

моделировании развития вирусной инфекции следует принимать во внимание

пространственно-временную динамику распределения вируса в тканях организ­

ма.
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Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èììóííîãî îòâå•

òà è ðàçðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ èíôåêöèîííûõ

çàáîëåâàíèé, à òàêæå èõ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Íåëîêàëüíûå ðåàêöèîííî-äèôôó•

çèîííûå óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùèå êàê ïðîñòðàíñòâåííóþ íåëîêàëüíîñòü, òàê

è ñîñðåäîòî÷åííîå èëè ðàñïðåäåëåííîå çàïàçäûâàíèå, àêòèâíî èçó÷àþòñÿ â

ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè áèîëîãè÷åñêèìè è áèîìåäèöèíñêèìè ïðè•

ëîæåíèÿìè [1]. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îñíîâíîå îòëè÷èå ýòèõ ìåòîäîâ

ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè (ëîêàëüíûìè) ðåàêöèîííî-äèôôó•

çèîííûìè óðàâíåíèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â áîëåå ñëîæíîé äèíàìèêå ðåøåíèé,

ïîÿâëåíèè íîâûõ òèïîâ ðåøåíèé è èçìåíåíèè èõ óñòîé÷èâîñòè.

Ìîäåëèðîâàíèå èììóííîãî îòâåòà è èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé ïðåäñòàâ•

ëÿåò îãðîìíûé èíòåðåñ äëÿ íàó÷íîãî ìèðà â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèìåíåíèÿìè

ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî ýòè ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ, â îñíîâíîì, îïèñûâàþò

êëàññè÷åñêèé ýêñïåðèìåíòàëüíûé òåñò ïî âèðóëåíòíîñòè âèðóñà, êîòîðûé øè•

ðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå âèðóñíûõ çàáîëåâàíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èììóíîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ âàæíûõ è áûñò•

ðî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Â îñíîâó

ýòîé îòðàñëè íàóêè ïîëîæåíû íîâàòîðñêèå ðàáîòû Äæ. È. Áåëëà [2] è Ã. È.

Ìàð÷óêà [3]. Ïðîäîëæàþò ðàáîòó ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ, òàêèå âûäàþùèå•

ñÿ ó÷åíûå êàê À. Ïåðåëüñîí, Ã. À. Áî÷àðîâ, Ì. Íîâàê, Ì. Ìåéåð-Õåðìàíí, Ç.

Ãðîññìàí è äðóãèå.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ àíàëèçà è ìîäå•

ëèðîâàíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè âèðóñíîé èíôåêöèè â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà ñ

ó÷åòîì èììóííîãî îòâåòà è ìóòàöèè âèðóñîâ.

Â ðàìêàõ äàííîé íàó÷íîé ðàáîòû äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðå•

øàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî àíàëèçà äëÿ èññëåäîâà•

íèÿ íåëîêàëüíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðå•
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äåëåíèå êîíöåíòðàöèè âèðóñà â ïðîñòðàíñòâå ãåíîòèïîâ ñ ó÷åòîì åãî

ìóòàöèè, ðåïëèêàöèè è êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû (êëåòêè îðãàíèçìà).

2. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ðàñïðîñòðàíåíèÿ è êîí•

êóðåíöèè äâóõ âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ ñ ó÷åòîì ãåíîòèïà âèðóñà äëÿ

èçó÷åíèÿ óñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ íîâûõ êâàçèâèäîâ.

3. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíêóðåíöèè äâóõ øòàììîâ âèðóñà

â îðãàíèçìå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé èõ ñîñóùåñòâîâàíèÿ.

4. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ âðîæäåííîãî è ïðèîáðåòåííîãî èì•

ìóííûõ îòâåòîâ íà ðåñïèðàòîðíóþ âèðóñíóþ èíôåêöèþ äëÿ àíàëèçà

âëèÿíèÿ àíòèòåë íà èíêóáàöèîííûé ïåðèîä, ðàçâèòèå è òå÷åíèå çàáî•

ëåâàíèÿ.

5. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà öèòîêèíîâîãî øòîðìà

ïðè ðåñïèðàòîðíûõ âèðóñíûõ èíôåêöèÿõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé

âîçíèêíîâåíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ öèòîêèíîâîãî øòîðìà.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ è 1 ïðèëîæåíèÿ. Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 151 ñòðà•

íèöó, âêëþ÷àÿ 28 ðèñóíêîâ è 4 òàáëèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò

143 íàèìåíîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîãî è íåëè•

íåéíîãî àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ

èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì. Òàêèå ìîäåëè âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ

è áèîìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Èçó÷åíû ëèíåéíûå ìåòîäû àíàëèçà òàêèå,

êàê: ñîáñòâåííîñòü, íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è ñâîéñòâî Ôðåäãîëüìà äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôè•

öèåíòàìè. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé èçó÷àåòñÿ ìåòîäîì Ëåðå-Øàóäåðà. Äàííûé

ìåòîä íåëèíåéíîãî àíàëèçà îñíîâàí íà òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ ôðåä•

ãîëüìîâñêèõ è ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ è íà àïðèîðíûõ îöåíêàõ ðåøåíèé â

íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, îïèñûâàþ•

ùèõ âîçíèêíîâåíèå âèðóñíûõ øòàììîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå•
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íèÿ âèðóñà â îðãàíèçìå êàê ôóíêöèÿ u(x;t ) îò ãåíîòèïà x è âðåìåíè t. Âèðóñíûé

øòàìì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñîñðåäîòî÷åííîé âîêðóã

íåêîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ãåíîòèïà â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äàííàÿ

ìîäåëü îïèñàíà â âèäå íåëîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè è ó÷èòû•

âàåò êîíêóðåíöèþ âèðóñà çà êëåòêè îðãàíèçìà è åãî óñòðàíåíèå, âñëåäñòâèå

åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò ãåíîòèïà. Îáùàÿ òåîðèÿ, ðàçðàáîòàí•

íàÿ â ïåðâîé ãëàâå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ìîäåëåé òàêîãî

òèïà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ, òî åñòü ïîëîæèòåëü•

íûõ óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè,

îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìûìè èíòåðâàëàìè ôóíêöèè ñìåðòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

ãåíîòèïîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàçðàáîòàí ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

óñëîâèé ñîñóùåñòâîâàíèÿ âèðóñîâ. Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïåðñèñòåí•

öèè è ýâîëþöèè äâóõ âèðóñîâ â îðãàíèçìå ñ ó÷åòîì õàðàêòåðíûõ àñïåêòîâ

âèðóñíîé äèíàìèêè, òàêèõ êàê ìóòàöèÿ âèðóñà, ðåïëèêàöèÿ è çàâèñÿùàÿ îò

ãåíîòèïà ñìåðòíîñòü, åñòåñòâåííàÿ èëè îáóñëîâëåííàÿ ïðîòèâîâèðóñíûì ëå÷å•

íèåì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ñîñòîèò èç ñèñòåìû íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé

ðåàêöèè-äèôôóçèè, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âèðóñà u(x;t )

äëÿ ïåðâîãî âèðóñà è v(y;t) äëÿ âòîðîãî êàê ôóíêöèè ãåíîòèïîâ x è y. Ýòè

óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò äâà èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíà, õàðàêòåðèçóþùèõ íåëîêàëüíóþ

êîíêóðåíöèþ âèðóñîâ çà êëåòêè îðãàíèçìà. Àíàëèç ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

óñëîâèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ øòàììîâ âèðóñà â îðãàíèçìå. Äîêàçàíî ñóùåñòâî•

âàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ñìåðòíîñòè

âèðóñîâ ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïåð•

âîé ãëàâå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ, ñôîðìóëèðî•

âàííûå íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

âèðóñîì è èììóííûìè êëåòêàìè. Â íà÷àëå ïîäðîáíî àíàëèçèðóåòñÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âðîæäåííîìó èììóííîìó îòâåòó. Äàëåå ðàñ•
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ñìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè âðîæäåííîãî è ïðèîáðåò¼ííîãî

èììóííûõ îòâåòîâ íà ïðèñóòñòâèå àíòèãåíà â îðãàíèçìå. Èçó÷åíî âëèÿíèå èí•

òåðôåðîíà íà ðàçâèòèå âèðóñíîé èíôåêöèè. Èçó÷åíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ

öèòîêèíîâîãî øòîðìà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè âèðóñíîé èíôåêöèè íà

îñíîâå íåëîêàëüíûõ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé.

2. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé äèíàìèêè

âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ëèíåéíîãî è íåëèíåé•

íîãî àíàëèçà, âêëþ÷àÿ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

3. Óñòàíîâëåíû çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ ðåæèìîâ êîíêóðåíöèè âèðóñ•

íûõ êâàçèâèäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðåàê•

öèîííî-äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé.

4. Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ìî•

äåëèðîâàíèÿ è èíòåðïðåòàöèè áèîìåäèöèíñêèõ äàííûõ ïî äèíàìèêå

èììóííîãî îòâåòà íà âèðóñû òèïà SARS-COVID, âêëþ÷àÿ öèòîêèíî•

âûé øòîðì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

1. Âïåðâûå èññëåäóåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå â íåîãðà•

íè÷åííûõ îáëàñòàÿõ ñ èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ

íåëèíåéíîãî àíàëèçà, âêëþ÷àþùèõ ìåòîäà Ëåðå-Øðàóäåðà, òîïîëî•

ãè÷åñêóþ ñòåïåíü äëÿ ôðåäãîëüìîâñêèõ è ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ è

àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2. Âïåðâûå ïðèìåíåíî óðàâíåíèå íåëîêàëüíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ðåàêöè•

îííî-äèôôóçèîííîãî òèïà äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè

âèðóñà. Óðàâíåíèå îïèñûâàåò ìóòàöèè ãåíîòèïà âèðóñà, ðåïëèêàöèþ

è êîíêóðåíöèþ âèðóñà çà êëåòêè îðãàíèçìà. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ

ìîäåëåé áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé, â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò èíòå•

ãðàëüíûé ÷ëåí.
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3. Âïåðâûå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êîíêóðåíöèè äâóõ âèðóñ•

íûõ êâàçèâèäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì ïðîñòðàíñòâàì ãåíîòè•

ïîâ. Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðèíÿòàÿ âî

âíèìàíèå êîíêóðåíöèÿ âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ, à òàêæå ïîëó÷åíèå óñëî•

âèÿ èõ ñîñóùåñòâîâàíèÿ. Ìîäåëè ñî ñõîæåé ïîñòàíîâêîé ðàíåå íå

ðàññìàòðèâàëèñü.

4. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ âðîæäåííîãî è

ïðèîáðåòåííîãî èììóííûõ îòâåòîâ íà âèðóñû òèïà SARS. Êðîìå òîãî,

îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííûé è èññëåäî•

âàííûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ öèòîêèíîâîãî øòîðìà íà îñíîâå ìîäåëè

èììóííîãî îòâåòà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû

ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî àíàëèçà, îñíîâàííûå íà àïðè•

îðíûõ îöåíêàõ ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ëèíåéíîãî àíàëèçà âêëþ÷àþò

â ñåáÿ ñîáñòâåííîñòü, íîðìàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü, ôðåäãîëüìîâîñòü è èññëå•

äîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïðåäëîæåííûå

ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè è äîêàçàòåëüñòâå

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ðàçðàáàòûâàåìûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è âêëþ÷àþò

â ñåáÿ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü è ìåòîä Ëåðå-Øàóäåðà.

Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíû òàêæå è êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâà•

íèÿ,âêëþ÷àþùèå àíàëèç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñîîò•

âåòñòâóþùèõ ìîäåëåé. Ñðåäè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ÎÄÓ áûëè ïðèìåíåíû

ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà èññëåäîâàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñòà•

öèîíàðíûõ òî÷åê, èññëåäîâàíèè òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðåøåíèé áûëî ïðèìåíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íàèáîëåå àäåêâàòíî ïîäõîäÿùèõ ê ïî•

ñòàâëåííîé çàäà÷å.
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Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçîâàíû

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû ñ ÿâíûìè è íåÿâíûìè ñõåìàìè. Ðàçíîñòíûå çàäà÷è

ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêàõ Ñ++ è Python.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî îïèñàíèþ ìóòàöèé è ýâîëþöèè

âèðóñíîé èíôåêöèè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âèðóñíûõ

êâàçèâèäîâ.

Ðàçðàáîòàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå óðàâíå•

íèé ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî âèäà ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè

ìîäåëåé ïðè èññëåäîâàíèè îñîáåííîñòåé îïðåäåëåííûõ ñåìåéñòâ âèðóñîâ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ìîäå•

ëèðîâàíèÿ èììóííîãî îòâåòà ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ

èñõîäîâ èíôåêöèè âèðóñîì SARS-CoV-2, ñäåëàòü ïðîãíîçû è îöåíèòü îòíîñè•

òåëüíóþ âàæíîñòü ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ èñõîäà èíôåêöèè.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ðàçðàáîòêå ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ âèðóñà

è âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ áûëè âûïîëíåíû â ðàìêàõ ãðàíòà • 18-11-00171 ðîñ•

ñèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà. Ðàáîòà, ïîñâÿùåííàÿ ìîäåëèðîâàíèþ âðîæäåííîãî

è ïðèîáðåòåííîãî èììóííûõ îòâåòîâ, âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ìèíèñòåð•

ñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè: ñîãëàøåíèå •

075-03-2020-223/3 (FSSF-2020-0018).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëü•

òàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ

è ñåìèíàðàõ: ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â

áèîìåäèöèíå¿ (International Conference Mathematical Modelling in Biomedicine),

ã. Ìîñêâà, ñåíòÿáðü-îêòÿáðü 2019 ã.; åæåãîäíîå ñîáðàíèå îáùåñòâà ìàòåìàòè•

÷åñêîé áèîëîãèè, 2020 (Society for Mathematical Biology, SMB 2020 Annual

meeting), îíëàéí, àâãóñò 2020 ã.; XII êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì

è ÷èñëåííûì ìåòîäàì â áèîëîãèè è ìåäèöèíå (XII Conference on Mathematical

Models and Numerical Methods in Biology and Medicine), ã. Ìîñêâà, íîÿáðü 2020

ã.; ìåæäóíàðîäíûé âîðêøîï ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â áèîìåäèöèíå¿
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(International Workshop Mathematical modelling in biomedicine), ã. Ìîñêâà, íî•

ÿáðü 2020 ã.; ñåìèíàð ìåæäèñöèïëèíàðíîãî íàó÷íîãî öåíòðà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå â áèîìåäèöèíå¿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñ.Ì. Íèêîëü•

ñêîãî ÐÓÄÍ, ã. Ìîñêâà, äåêàáðü 2020ã.; âåáèíàð ôàêóëüòåòà åñòåñòâåííûõ íàóê

öåíòðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Ýêâàäîðà (Webinar de la facultad de Ciencias de la

Universidad Central del Ecuador), îíëàéí, àïðåëü 2021 ã.; ñåìèíàð M&S Decisions,

Ìîñêâà, äåêàáðü 2021 ã.; IAMCT Joint seminar, section Mathematical modeling

(ïðè ÐÓÄÍ), Ìîñêâà, ìàé 2022ã.; Íàó÷íûé ñåìèíàð ïî äèôôåðåíöèàëüíûì

è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ïðè ÐÓÄÍ), Ìîñêâà, ìàÿ

2022 ã.; Ñåìèíàð ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â áèîëîãèè è ìåäèöèíå ÈÂÌ

ÐÀÍ, îíëàéí, èþíü 2022 ã.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåí•

öèé, èíäåêñèðóåìûõ ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ äàííûõ WoS (Web of Science) è

Scopus.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ, âî•

ïåðâûõ, ñòðîãîñòüþ èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ïîëó÷åííûõ

òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ. Âî-âòîðûõ, èñïîëüçîâàíèåì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

âñåõ çàäà÷ õîðîøî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â-òðåòüèõ,

ïîäòâåðæäåíèåì ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êëèíè÷åñêèìè

äàííûìè.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû

â 5 ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ [4�8], 5 èç êîòîðûõ èçäàíû â ïåðèîäè÷åñêèõ íàó÷íûõ

æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ Web of Science è Scopus è âõîäÿò â ïåðå÷åíü ðåöåí•

çèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå

íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷å•

íû ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè äèññåðòàíòà. Èñïîëüçóåìûå ïðîãðàììíûå

ñðåäñòâà ðàçðàáîòàíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Â ðàáîòå [4] äèññåðòàíòîì ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæè•

òåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ãëàäêèõ ðåøåíèé äëÿ íåëîêàëüíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Â [5] äèññåðòàíòîì äîêàçàíî ñóùå•

ñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ

èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì, à òàêæå ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Â [6] äèñ•

ñåðòàíòîì èññëåäîâàíà, ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè, ñèñòåìà èç äâóõ íåëîêàëüíûõ

ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâíûõ êîýôôèöè•

åíòîâ. Ðàáîòà [7] îïóáëèêîâàíà äèññåðòàíòîì ëè÷íî áåç ñîàâòîðîâ. Â [8]

äèññåðòàíòîì ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âðîæäåííîãî èììóííî•

ãî îòâåòà. Äèññåðòàíòîì èññëåäîâàíà ìîäåëü è îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû

ðàçâèòèÿ èíôåêöèè, à òàêæå ðàçðàáîòàíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü öèòîêèíîâî•

ãî øòîðìà.

Òàêèì îáðàçîì, âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñîäåð•

æàùèåñÿ â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [4�6; 8], ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ãëàâà 1. Íåëîêàëüíûå ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå óðàâíåíèÿ â

ìàòåìàòè÷åñêîé èììóíîëîãèè

1.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âèðóñíûõ èíôåêöèé

1.1.1 Áèîëîãè÷åñêèå îñíîâû

Ñîãëàñíî èññëåäîâàíèÿì ÂÎÇ, îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí ñìåðòíîñòè â

ìèðå ÿâëÿþòñÿ ðåñïèðàòîðíûå èíôåêöèè [9]. Çàìå÷åíî, ÷òî â ïîñëåäíèå äåñÿ•

òèëåòèÿ óðîâåíü ñìåðòíîñòè îò ðåñïèðàòîðíûõ çàáîëåâàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ [10;

11]. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, áîëåå äåòàëüíîå èçó÷åíèå ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ðåñïè•

ðàòîðíî-âèðóñíûõ èíôåêöèé è èììóííîãî îòâåòà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Íåçàâèñèìî îò âîçáóäèòåëÿ âèðóñíîé èíôåêöèè, èììóííûé îòâåò îáëàäà•

åò ðÿäîì îáùèõ ñâîéñòâ, â òî æå âðåìÿ êàæäîìó òèïó âèðóñà ñîîòâåòñòâóåò

ñâîé ñïåöèôè÷åñêèé ðÿä îñîáåííîñòåé [12; 13]. Îðãàíèçì ðàñïîëàãàåò äâóìÿ âè•

äàìè èììóííîé çàùèòû â îòâåò íà ïîïàâøèé â îðãàíèçì âèðóñíûé àãåíò. Â

êà÷åñòâå ïåðâîãî âèäà âûñòóïàåò âðîæäåííûé èììóííûé îòâåò, õàðàêòåðèçóþ•

ùèéñÿ ìãíîâåííîé ðåàêöèåé îðãàíèçìà, ïðèçâàííûé îãðàíè÷èòü ïîâðåæäåíèå

òêàíåé è ïðåäîòâðàòèòü ðàñïðîñòðàíåíèå âèðóñà äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò

çàäåéñòâîâàí ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò. Âðîæäåííûé èììóííûé îòâåò,

âîçäåéñòâóþùèé íà àíòèãåí ïðè ïîìîùè îïðåäåëåííûõ òèïîâ êëåòîê (íàïðè•

ìåð, ìàêðîôàãîâ), à òàêæå õåìîêèíîâ è öèòîêèíîâ, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé

íåñïåöèôè÷íîñòüþ [14].

Âêëàä âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà â çàùèòó îðãàíèçìà è áîðüáó ñ

âèðóñîì âàæåí. Êëåòêè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà ðàñïîçíàþò èíôèöèðî•

âàííûå àíòèãåíîì êëåòêè, ïðîÿâëÿþò öèòîòîêñè÷åñêóþ àêòèâíîñòü è íà÷èíàþò

áûñòðî ïðîèçâîäèòü èíòåðôåðîí â áîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ [15]. Èíòåðôåðîíû

- ýòî öèòîêèíû, îáíàðóæåííûå êàê áåëêè, êîòîðûå èíãèáèðóþò ðåïëèêàöèþ
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âèðóñà. Èíòåðôåðîíû (ÈÔÍ) äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: òèï I è òèï II. Ê òèïó I

îòíîñèòñÿ ìíîãî ÷ëåíîâ ñóïåðñåìåéñòâà (íàèáîëåå âàæíûå - ÈÔÍ- � =� ), à ê

òèïó II îòíîñèòñÿ òîëüêî ÈÔÍ- 
 [16]. Îáà òèïà I è II èíòåðôåðîíîâ îáëàäàþò

ïðîòèâîâèðóñíîé àêòèâíîñòüþ [17]. Òðåòèé òèï èíòåðôåðîíîâ áûë îáíàðóæåí â

2003 ãîäó, ôóíêöèè èíòåðôåðîíîâ òèïà III â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîâïàäàþò ñ

ôóíêöèÿìè èíòåðôåðîíîâ òèïà I. Îáå ýòè ãðóïïû ìîäóëèðóþò èììóííûé îòâåò

ïîñëå îáíàðóæåíèÿ ïàòîãåíà â îðãàíèçìå, èõ ôóíêöèè â îñíîâíîì ïðîòèâîâè•

ðóñíûå è àíòèïðîëèôåðàòèâíûå. Îäíàêî èíòåðôåðîíû òèïà III, êàê ïðàâèëî,

ìåíåå âîñïàëèòåëüíû è äåìîíñòðèðóþò áîëåå ìåäëåííóþ êèíåòèêó, ÷åì èíòåð•

ôåðîíû òèïà I. Êðîìå òîãî, èììóíîìîäóëèðóþùèé ýôôåêò èíòåðôåðîíîâ òèïà

III îãðàíè÷åí [18]. Êàê ïðàâèëî, èíòåðôåðîíû òèïà I è II îòâå÷àþò çà ðåãóëèðî•

âàíèå è àêòèâàöèþ èììóííîãî îòâåòà [19]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òóò è â äàëüíåéøåì

ïîä èíòåðôåðîíîì ìû áóäåì ïîíèìàòü èíòåðôåðîíû òèïîâ I è II.

Èíòåðôåðîí âîçäåéñòâóåò íà âèðóñ êîñâåííî, çàïóñêàÿ òðàíñêðèïöèþ öå•

ëîãî ðÿäà ãåíîâ ïîñëå ñâÿçûâàíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåöåïòîðîì íà êëåòêå,

÷òî ïðèâîäèò ê âûðàáîòêå áåëêîâ, áëîêèðóþùèõ ðåïëèêàöèþ âèðóñà â äàííîé

êëåòêå [20].

Îñîáåííîñòè íåñïåöèôè÷åñêîé èììóííîé ðåàêöèè ïðè âðîæäåííîì èììóí•

íîì îòâåòå ïðåäîñòàâëÿþò îðãàíèçìó áîëüøå âðåìåíè äëÿ ðàçâèòèÿ ïðèîáðå•

ò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà. Ïîñëå äèôôåðåíöèàöèè Ò-ëèìôîöèòû âíîñÿò ñâîé

âêëàä â óñòðàíåíèå èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê, â òî âðåìÿ êàê Â-ëèìôîöèòû íåé•

òðàëèçóþò âèðóñ ïóòåì ñåêðåöèè ïàòîãåí-ñïåöèôè÷åñêèõ èììóíîãëîáóëèíîâ è

ôîðìèðîâàíèÿ èììóíîëîãè÷åñêîé ïàìÿòè [21].

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå êëåòêè ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà, òàêèå

êàê Ò- è Â-ëèìôîöèòû, óâåëè÷èâàþò ñâîå êîëè÷åñòâî â ðåçóëüòàòå êëîíàëüíîé

ýêñïàíñèè, êîòîðàÿ ñòèìóëèðóåòñÿ â ñëåäñòâèå ïðîöåññîâ àíòèãåí ïðåçåíòàöèè

è ðàñïîçíàâàíèÿ âèðóñíîãî àíòèãåíà íà ïîâåðõíîñòè èíôèöèðîâàííîé êëåòêè

[22]. Íàèâíûå Ò-ëèìôîöèòû èç òèìóñà è íàèâíûå Â-ëèìôîöèòû èç êîñòíî•

ãî ìîçãà öèðêóëèðóþò ïî âñåé ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìå äî òåõ ïîð, ïîêà íå
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âñòðåòÿòñÿ ñ àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèìè êëåòêàìè (ÀÏÊ) [23]. ÀÏÊ íåñåò íà

ñâîåé ïîâåðõíîñòè ìîëåêóëû ãëàâíîãî êîìïëåêñà ãèñòîñîâìåñòèìîñòè (ÃÊÃ, àí•

ãë. MHC), ÷åðåç êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò ôðàãìåíòû àíòèãåíà (ïåïòèäû) [24].

Ðàñïîçíàâàíèå ÷óæåðîäíûõ àíòèãåíîâ âîçìîæíî íåêîòîðûìè èç Ò-ëèìôîöèòîâ

áëàãîäàðÿ ñðîäñòâó èõ Ò-êëåòî÷íîãî ðåöåïòîðà (ÒÊÐ) ê àíòèãåíó [25]. Ýòîò

ïðîöåññ ïðåçåíòàöèè àíòèãåíà ñòèìóëèðóåò àêòèâàöèþ Ò-ëèìôîöèòîâ, ïðèâîäÿ

ê èõ ïðîëèôåðàöèè è äèôôåðåíöèðîâêå, ãëàâíûì îáðàçîì â öèòîòîêñè÷åñêèå

Ò-êëåòêè (CD8+ Ò-ëèìôîöèòû), Ò-õåëïåðû (CD4+ Ò-ëèìôîöèòû) è ðåãóëÿòîð•

íûå Ò-êëåòêè [26�28]. CD8+ Ò-ëèìôîöèòû, òàêæå èçâåñòíûå êàê Ò-êèëëåðû,

îòâå÷àþò çà óíè÷òîæåíèå èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê [29], â òî âðåìÿ êàê Ò-õåëïå•

ðû, êîíòàêòèðóÿ ñ íàèâíûìè Â-ëèìôîöèòàìè, àêòèâèðóþò èõ è ñòèìóëèðóþò

èõ ïðîëèôåðàöèþ [30; 31]. Àêòèâèðîâàííûå Â-ëèìôîöèòû, òàêæå èçâåñòíûå

êàê ïëàçìàòè÷åñêèå êëåòêè, èíèöèèðóþò âûðàáîòêó ñïåöèôè÷åñêèõ ê âèðóñó

èììóíîãëîáóëèíîâ, ò.å. àíòèòåë [32; 33].

Âîñïàëèòåëüíàÿ ðåàêöèÿ ñîïðîâîæäàåò ðàçâèòèå èíôåêöèè, åå ðîëü çà•

êëþ÷àåòñÿ â ïðèâëå÷åíèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èììóííûõ êëåòîê ê ìåñòó

èíôåêöèè. Âîñïàëèòåëüíûå öèòîêèíû ïðîèçâîäÿòñÿ â îòâåò íà àíòèãåí êëåò•

êàìè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà è èíôèöèðîâàííûìè êëåòêàìè. Äëÿ

êîíòðîëÿ õîäà çàáîëåâàíèÿ âàæíóþ ðîëü èìååò áàëàíñ ìåæäó ïðî- è ïðî•

òèâîñïàëèòåëüíûìè ðåàêöèÿìè. Íåêîòîðûå ðåñïèðàòîðíî-âèðóñíûå èíôåêöèè

(íàïðèìåð âèðóñû ãðèïïà À, ãðèïïà Â, ïàðàãðèïïà è ñåìåéñòâà êîðîíàâèðó•

ñîâ) ìîãóò ïðîâîöèðîâàòü äèñáàëàíñ âîñïàëèòåëüíûõ ðåàêöèé, ÷òî óâåëè÷èâàåò

îáúåì ïðîèçâîäñòâà âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ [34; 35] è âûëèâàåòñÿ â òàê

íàçûâàåìûé ¾öèòîêèíîâûé øòîðì¿, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí

ñìåðòíîñòè ïðè SARS-CoV-2 [36; 37].

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíûé èììóííûé îòâåò çàùèùàåò îðãàíèçì îò

ìíîãèõ çàáîëåâàíèé. Åãî ñèëà äîëæíà áûòü àäåêâàòíà óãðîçå: áûòü â îïðåäåëåí•

íîì äèàïàçîíå èíòåíñèâíîñòè. Ñëàáûé èììóííûé îòâåò íå çàùèòèò îðãàíèçì.

Ñâåðõàêòèâíûé èììóííûé îòâåò ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçáàëàíñèðîâêå ñèñòåìû,
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íàïðèìåð - ê ðàçâèòèþ ñèñòåìíîãî âîñïàëåíèÿ (¾öèòîêèíîâûé øòîðì¿) [38] èëè

ê ðàçâèòèþ àóòîèììóííûõ çàáîëåâàíèé, ïðè êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ àíòèòåëà, íà•

öåëåííûå ïðîòèâ ñîáñòâåííûõ òêàíåé îðãàíèçìà [39].

1.1.2 Ìîäåëèðîâàíèå âèðóñíûõ èíôåêöèé è èììóííîãî îòâåòà

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç èíñòðóìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ èììóííîãî îòâåòà

íà âèðóñíûå àãåíòû èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (ñì. îáçîð

ëèòåðàòóðû â [40] è ññûëêè â [41]). Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ

âçàèìîäåéñòâèÿ "âèðóñ�èììóííûé îòâåò" îïèñàíû â [42]. Â [43] ðàññìîòðåíî

ïðåäñòàâëåíèå àíòèãåíà ìîëåêóëàìè MHC â ðàìêàõ ìíîãîìàñøòàáíîé ìîäåëè

èììóííîãî îòâåòà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà íà

âèðóñ ãðèïïà ïðåäëîæåíà â âèäå ñèñòåìû ÎÄÓ â [44�46]. Ýôôåêòû ïðèîáðå•

ò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà íà âèðóñ ãðèïïà áåç ó÷åòà âðîæäåííîãî èììóííîãî

îòâåòà è ðîëè àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê (ÀÏÊ) ðàññìîòðåíû â [47; 48].

Êðîìå òîãî, èçó÷åíû è áîëåå îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýâîëþöèè ðàçëè÷•

íûõ èíôåêöèé, íåÿâíî ó÷èòûâàþùèå ýôôåêò ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà

[49]. Â [50; 51] èçó÷åíû îñíîâíûå ýòàïû èììóííîãî îòâåòà, âêëþ÷àþùèå ÀÏÊ.

Â [52] ïðåäëîæåíà ñèñòåìà èç 15 äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 48 ïàðàìåò•

ðàìè, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîãíîçèðîâàòü âëèÿíèå ïðèîáðåò¼ííîãî è âðîæäåííîãî

èììóííîãî îòâåòà íà âèðóñíóþ èíôåêöèþ ãðèïïà À. Äëÿ ó÷åòà ðîëè ÀÏÊ

èñïîëüçîâàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò

ó÷åñòü çàäåðæêè ìåæäó íà÷àëîì ðàçâèòèÿ âèðóñíîé èíôåêöèè è àêòèâàöèåé

èììóííûõ êëåòîê, à òàêæå ìèãðàöèåé èììóííûõ ýôôåêòîðíûõ êëåòîê ìåæäó

òêàíåâûìè è ëèìôîèäíûìè êîìïàðòìåíòàìè.

Ðÿä ðàáîò ïîñâÿùåí âçàèìîäåéñòâèþ SARS-CoV-2 è èììóííîãî îòâåòà. Íà•

ïðèìåð, â [53] ïðåäëîæåíà ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ ÎÄÓ, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü

íåêîòîðûå ýëåìåíòû ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà (CD8+, IgG è IgM). Â



18

[54] ðàññìîòðåíà ìîäåëü íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâà•

íèåì, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ 11 óðàâíåíèé, îäíî èç êîòîðûõ îïèñûâàåò èçìåíåíèå

òåìïåðàòóðû òåëà. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå ðàáîòû áàçèðóþòñÿ íà óæå

ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëÿõ âèðóñà ãðèïïà À è íå ó÷èòûâàþò âàæíûå àñïåêòû

èììóííîãî îòâåòà (â ÷àñòíîñòè, ó÷àñòèå öèòîêèíîâ è èíòåðôåðîíîâ). Êðîìå

òîãî, â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàåòñÿ ïðèîáðåò¼ííûé è

âðîæäåííûé èììóííûé îòâåò, ÷òî íå ïîçâîëÿåò îöåíèòü âêëàä âðîæäåííîãî

èììóííîãî îòâåòà â áîðüáå ñ âèðóñîì. Êðîìå òîãî, óïîìÿíóòûå ðàáîòû íå ïðè•

íèìàþò âî âíèìàíèå îïðåäåëåííûå îñîáåííîñòè âèðóñîâ òèïà SARS, íàïðèìåð,

ðåïëèêàöèþ âèðóñà â êëåòêàõ èììóííîãî îòâåòà èëè âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâå•

íèÿ öèòîêèíîâîãî øòîðìà.

Íàêîíåö ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êèíåòèêè èíôåêöèè

äëÿ òàêèõ çàáîëåâàíèé êàê ÂÈ×-èíôåêöèÿ [55], ãðèïï òèïà À [44; 52], ëèì•

ôîöèòàðíûé õîðèîìåíèíãèò [56], êèíåòèêà âèðóñà èììóíîäåôèöèòà ó îáåçüÿí

ïðèìåíÿëèñü êîìïàðòìåíòàðíûå ìîäåëè. Êîìïàðòìåíòàðíîå ìîäåëèðîâàíèå

ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ â èì•

ìóíîëîãèè, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ðàçëè÷èÿ êèíåòèêè èììóííîãî îòâåòà

ìåæäó òêàíÿìè îðãàíèçìà.

1.1.3 Íåëîêàëüíûå ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå óðàâíåíèÿ â

áèîëîãèè è áèîìåäèöèíå

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

@u
@t

= D
@2u
@x2

+ F (u) : (1.1)

Äàííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè u(x;t ) âî âðåìåíè

ïîä âëèÿíèåì äâóõ ïðîöåññîâ: äèôôóçèè ñ êîýôôèöèåíòîì D è ïðåâðàùåíèÿ,

ïðîèñõîäÿùåãî ñ ñóììàðíîé ñêîðîñòüþ F (u). Ýòî ïðåâðàùåíèå ìîæåò áûòü

ïðîöåññîì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû: õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé, èçìåíåíèåì ÷èñëåííîñòè
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ïîïóëÿöèè êàê êëåòîê èëè îðãàíèçìîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå (1.1) èç•

âåñòíî êàê óðàâíåíèå ðåàêöèè-äèôôóçèè.

Â 1937 ãîäó ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè À. Í. Êîëìîãîðîâ, È. Ã. Ïåòðîâñêèé è

Í. Ñ. Ïèñêóíîâ âïåðâûå ââåëè â îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé äèíàìèêè ïîïóëÿ•

öèé íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òèïà ðåàêöèè-äèôôóçèè [57]. Ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ

ýòîé ðàáîòîé áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ Ð. À. Ôèøåðà [58], òàêæå îïèñûâàþùàÿ

ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âûãîäíîãî ãåíà â ïðîñòðàíñòâåííî•

ðàñïðåäåëåííîé ïîïóëÿöèè. Îíè ââåëè ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì äâèæåíèåì è

âîñïðîèçâîäñòâîì ïîïóëÿöèè è èçó÷èëè ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå âîëíû, îïè•

ñûâàþùèå äèíàìèêó ðåøåíèé. Äàííàÿ ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ëîãèñòè÷åñêèì

÷ëåíîì F (u) = k(1 � u). Òàêàÿ çàïèñü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñêîðîñòü âîñïðî•

èçâîäñòâà ïîïóëÿöèè ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ ïëîòíîñòè u è äîñòóïíûì ðåñóðñàì

(1 � u) ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì k. Çà ýòèìè ðàáîòàìè ïîñëåäîâàëè

ìíîãèå äðóãèå äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ è äëÿ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûõ ñè•

ñòåì óðàâíåíèé. Ñðåäè íèõ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ìîäåëÿì êîíêóðåíöèè

âèäîâ è ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì ¾õèùíèê-æåðòâà¿ [59; 60] (òàêæå ñì. ññûëêè â

ýòèõ ðàáîòàõ). Óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè íåëèíåé•

íîñòåé èçó÷àþòñÿ â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè â [61]. Áîëåå ïîçäíèå

ðàçðàáîòêè òåîðèè óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè âêëþ÷àþò àíîìàëüíóþ äèô•

ôóçèþ [62; 63] è íåëîêàëüíûå (èíòåãðàëüíûå) ÷ëåíû â ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà

ïîïóëÿöèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòè íåëîêàëüíûå ÷ëåíû ìîãóò îïèñûâàòü íåëîêàëü•

íîå ïîòðåáëåíèå ðåñóðñîâ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îòäåëüíûå îñîáè â ïîïóëÿöèè

èùóò ïèùó â íåêîòîðîé îáëàñòè âîêðóã ñâîåãî ñðåäíåãî ìåñòîïîëîæåíèÿ. Â

áèîìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèÿõ êëåòêè òàêæå ìîãóò êîíêóðèðîâàòü çà ðåñóðñû

ñ âîçìîæíûì ñîñóùåñòâîâàíèåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ êëåòîê èëè êîíêóðåíòíûì

èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ èç íèõ.

Â ñëó÷àå íåëîêàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ðåñóðñîâ ñêîðîñòü âîñïðîèçâîäñòâà

îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì F (u) = u(1 � I (u)), ãäå èíòåãðàë

I (u) =
1R

�1
' (x � y)u(y;t)dy õàðàêòåðèçóåò ïîòðåáëåíèå ðåñóðñîâ â íåêîòîðîé
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òî÷êå ïðîñòðàíñòâà x, à ÿäðî èíòåãðàëà îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ïî•

òðåáëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ(x � y).

Îäíî èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðèìåíåíèé íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé ðå•

àêöèè-äèôôóçèè êàñàåòñÿ ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ è, â áîëåå îáùåì

êîíòåêñòå, òåîðèè âèäîîáðàçîâàíèÿ [64�66]. Íåëîêàëüíîå ïîòðåáëåíèå ðåñóðñîâ

ñîîòâåòñòâóåò â äàííîì ñëó÷àå âíóòðèâèäîâîé êîíêóðåíöèè.

Óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè òàêæå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â áèîìåäè•

öèíñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [67], òàêèõ êàê ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ê ôàðìà•

êîòåðàïåâòè÷åñêîìó ïðîöåññó [68; 69], ñâåðòûâàíèå êðîâè [70], ãåìîïîýç [71] è

ìíîãèõ äðóãèõ. Îäíî óðàâíåíèå ðåàêöèè-äèôôóçèè ñàìî ïî ñåáå ìîæåò ïðåä•

ñòàâëÿòü ìîäåëü ðîñòà îïóõîëè, ïàðàìåòðû êîòîðîé ìîãóò áûòü íàñòðîåíû â

ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [72�74]. Îäíàêî îïèñàíèå äè•

íàìèêè îïóõîëåâûõ êëåòîê ÷àñòî òàêæå ïðåäñòàâëåíî ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ [75; 76]. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî ïîäõîäà èñ•

ñëåäîâàëîñü âëèÿíèå ëå÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ðàêîâûõ êëåòîê (èíòåðåñíî, ÷òî

ïðè ýòîì ëå÷åíèå íå âëèÿëî íà ñêîðîñòü áåãóùåé âîëíû, îïèñûâàþùåé ðîñò

îïóõîëè) [77]. Èíâàçèÿ ìóëüòèôîðìíûõ êëåòîê ãëèîáëàñòîìû â ìîçã òîæå îïè•

ñûâàëàñü óðàâíåíèåì ðåàêöèè-äèôôóçèè [78].

Â îáëàñòè èññëåäîâàíèé ìîçãà ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ìîäåëåé íåéðîííîãî

ïîëÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû, ïðåäïîëàãàþò íåëîêàëüíîå âçà•

èìîäåéñòâèå è, âîçìîæíî, âðåìåííóþ çàäåðæêó èëè íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà.

Ìîäåëè íåéðîííîãî ïîëÿ îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèà•

ëà â ïîïóëÿöèè íåéðîíîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â âèäå íåïðåðûâíîé ñðåäû. Â [79]

ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå íåéðîííîãî ïîëÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà â êîðå ãîëîâíîãî ìîçãà, îñíîâàííîå íà íåëîêàëüíîì óðàâíåíèè ðå•

àêöèè-äèôôóçèè.

Ñèñòåìà ðåàêöèîííî�äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé ñ çàäåðæêîé ïðîëèôåðà•

öèè è ãèáåëüþ èììóííûõ êëåòîê ðàññìàòðèâàåòñÿ â [80; 81] äëÿ ïîñòðîåíèÿ

îáîáùåííîé ìîäåëè èììóííîãî îòâåòà. Âèðóñíàÿ èíôåêöèÿ èíèöèèðóåò âðîæ•

äåííûé èììóííûé îòâåò, çà êîòîðûì ñëåäóåò ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò.
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Íà ðàçâèòèå âèðóñíîé èíôåêöèè â îðãàíèçìå ìîãóò âëèÿòü âèðóñíûå ìóòàöèè.

Ýòè ãåíåòè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè âèðóñà ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ âèðóñ•

íûõ êâàçèâèäîâ, èçáåæàíèþ èììóííîãî îòâåòà ñî ñòîðîíû âèðóñíîãî êâàçèâèäà,

à òàêæå ïîÿâëåíèþ óñòîé÷èâîñòè ê ïðîòèâîâèðóñíîìó ëå÷åíèþ. Èññëåäîâàíèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ è èõ êîíêóðåíöèè, à òàêæå íåêîòîðûõ ìå•

õàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ óñòîé÷èâûõ øòàììîâ èç-çà ïðîòèâîâèðóñíîãî ëå÷åíèÿ

ïðåäñòàâëåíû â [5; 82; 83].

1.2 Ïîñòðîåíèå ìîäåëè â âèäå íåëîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Êàê ìû ìîãëè óáåäèòüñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, óðàâíåíèÿ òèïà ðå•

àêöèè-äèôôóçèè âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ è áèîìåäèöèíñêèõ

ïðèëîæåíèÿõ, ãäå u(x) ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè, áóäü òî

æèâîòíûå, êëåòêè èëè âèðóñû [5; 66].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

� u + au(1 � I (u)) � f (u;x) = 0 (1.2)

âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn; n = 1;2;3, ãäå I (u) =
R

Rn u(x)dx. Â ýòîì óðàâíå•

íèè äèôôóçèîííûé ÷ëåí îïèñûâàåò ñëó÷àéíîå äâèæåíèå îòäåëüíûõ îáúåêòîâ

ïîïóëÿöèè. Âòîðîé ÷ëåí õàðàêòåðèçóåò èõ ðàçìíîæåíèå. Íåëîêàëüíûé ÷ëåí

ðàçìíîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè u è èìåþùèìñÿ ðåñóðñàì

(1 � I (u)), ãäåI (u) ñîîòâåòñòâóåò ðåñóðñàì, ïîòðåáëÿåìûì ïðîïîðöèîíàëüíî

îáùåé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Ïîñëåäíèé ÷ëåí õàðàêòåðèçóåò ãèáåëü îáúåêòîâ

ïîïóëÿöèè. Êîíêðåòíàÿ ôîðìà ÷ëåíà ãèáåëè çàâèñèò îò ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíî•

ñòè, â ìîäåëè ðàçâèòèÿ âèðóñíîé èíôåêöèè f (u;x) = uf (u) + � (x)u, ãäå ïåðâûé

÷ëåí â ýòîé ôóíêöèè îïèñûâàåò óñòðàíåíèå âèðóñà âñëåäñòâèå èììóííîãî îòâå•

òà, à âòîðîé ÷ëåí - åãî åñòåñòâåííóþ ãèáåëü.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ìîäåëÿõ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè

ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x ìîæåò èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Ïåðâûé
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èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ôèçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, è òîãäà ôóíê•

öèÿ u(x;t ) îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè. Âî

âòîðîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííàÿ x õàðàêòåðèçóåò ãåíîòèï èëè ôåíîòèï ïî•

ïóëÿöèè. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò å¼ ãåíîòèïà

îïèñûâàåò ñóùåñòâîâàíèå è ýâîëþöèþ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ, íàïðèìåð, äåëÿ•

ùèõñÿ êëåòîê ïðè ðàêå èëè øòàììîâ (êâàçèâèäîâ) êàêîãî-ëèáî âèðóñà. Â ýòîì

ñëó÷àå îáùåïðèíÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ïðè•

îáðåòàåò âàæíîå áèîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå: âûÿñíåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ

èññëåäóåìûõ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ (ñì. [5; 66]).

Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.2) èìååò íåêîòîðûå ñïåöèôè•

÷åñêèå îñîáåííîñòè, ïîñêîëüêó äàííîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåîãðà•

íè÷åííîé îáëàñòè, à òàêæå èç-çà íàëè÷èÿ èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà è, âîçìîæíî,

ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îáùèå ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è â îãðàíè÷åííûõ îá•

ëàñòÿõ ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè, óñëîâèå

ñîáñòâåííîé ýëëèïòè÷íîñòè è óñëîâèÿ Ëîïàòèíñêîãî [84�86]. Â ñëó÷àå íåîãðà•

íè÷åííûõ îáëàñòåé, ýòèõ óñëîâèé ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî. Ýëëèïòè÷åñêèå

çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì ñóùåñòâåííîãî

ñïåêòðà, îïðåäåëÿåìîãî ïðåäåëüíûìè îïåðàòîðàìè [87; 88]. Óñëîâèÿ ðàçðåøè•

ìîñòè ëèíåéíûõ çàäà÷, èõ èíäåêñ è ñâîéñòâî Ôðåäãîëüìà îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà

íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, âêëþ÷àÿ èõ ñîáñòâåííîñòü è òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áûëà ââåäåíà

ôðàíöóçñêèì è ïîëüñêèì ìàòåìàòèêàìè Æàí Ëåðå è Þëèóø Ïàâåë Øàóäåð

[89] ïóòåì ðåäóêöèè ê îïåðàòîðó I + K , ãäåI - åäèíè÷íûé îïåðàòîð, à K -

êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ýòà êîíñòðóêöèÿ íåïðèìåíèìà ê íåîãðàíè÷åííûì îá•

ëàñòÿì, ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå îò îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, îáðàòíûé îïåðàòîð

äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Â àáñòðàêòíîé îáñòàíîâêå ñó•

ùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ñòåïåíè [89�92] è â ðàìêàõ ýëëèïòè÷åñêèõ

çàäà÷ [93; 94]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ ñòåïåíè äëÿ ôðåäãîëüìîâ•

ñêèõ è ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðîâ ñ íóëåâûì èíäåêñîì [95]. Âìåñòå ñ àïðèîðíûìè
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îöåíêàìè ðåøåíèé òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîä Ëåðå•

Øàóäåðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü óïîìÿíóòûå ëè•

íåéíûå è íåëèíåéíûå ìåòîäû. Íàëè÷èå èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà ïîäðàçóìåâàåò

èíòåãðèðóåìîñòü ðåøåíèÿ è íàêëàäûâàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíê•

öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Íàñ òàêæå èíòåðåñóþò óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò äîïóñêàòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðå•

øåíèÿ. Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè äëÿ

ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèé. Îäíàêî îíè òàêæå òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ,

êîòîðîå áóäåò îáñóæäàòüñÿ íèæå. Â öåëîì, ýòà ðàñøèðåííàÿ ôîðìóëèðîâêà

êëàññè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò íàñ ê ïåðåñìîòðó ñóùåñòâóþùåé

òåîðèè.

1.3 Ïðèìåíåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ñâîéñòâî Ôðåäãîëüìà îáùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ îá•

ëàñòÿõ èçó÷àåòñÿ â [88] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîýôôèöèåíòû çàäà÷è ïðèíàäëåæàò

íåêîòîðûì ïðîñòðàíñòâàì Ã¼ëüäåðà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ ðàçðûâíû•

ìè êîýôôèöèåíòàìè.

1.3.1 Îïåðàòîðû è ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E ñ íîðìîé jj � jj E è ïðîñòðàíñòâî E1

íîðìîé

jjujjE1 = sup
y2Rn

jju(�)w(� � y)jjE ;
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ãäå w(x) - ýòî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, 0 6 w(x) 6 1 äëÿ

x 2 Rn, w(x) = 1 äëÿ jxj 6 1=2 è w(x) = 0 äëÿ jxj > 1 (ïîäðîáíåå äàííîå

ïîñòðîåíèå îïèñàíî â [88]). Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà L2
1 (Rn)

è H 2
1 (Rn) äëÿ êîòîðûõ E = L2(Rn) è F = H 2(Rn), ñîîòâåòñòâåííî, n = 1;2;3.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà

Lu = � u +
nX

i =1

ai (x)
@u
@xi

+ b(x)u ;

ãäå ai (x) = a0
i (x) + a1

i (x); b(x) = b0(x) + b1(x); a0
i (x); b0(x) 2 C� (Rn), è

a0
i (x); b1(x) îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè (âîçìîæíî, ðàçðûâíûå) ñ îãðàíè÷åííûì íî•

ñèòåëåì ôóíêöèè. Îïåðàòîð äåéñòâóåò èçF ! E. Òàêæå ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L0u = � u +
nX

i =1

a0
i (x)

@u
@xi

+ b0(x)u :

1.3.2 Ïðåäåëüíûå îïåðàòîðû è àïðèîðíûå îöåíêè

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk 2 Rn òàêóþ, ÷òî jxk j !

1 ïðè k ! 1 . Ïóñòü

ak
i (x) = a0

i (x + xk); bk(x) = b0(x + xk); k = 1;2;:::

Ïîñêîëüêó ýòè ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ã¼ëüäåðà, îíè ëîêàëüíî

ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ôóíêöèÿì a�
i (x); b� (x). Ýòè ïðåäåëüíûå

ôóíêöèè ìîãóò çàâèñåòü îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk. Îïåðàòîð L̂ ñ ïðå•

äåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

L̂u = � u +
mX

i =1

a�
i (x)

@u
@xi

+ b� (x)u :

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì îïåðàòîðîì.

Óñëîâèå NS Ëþáîå ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå L̂ = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðå•

øåíèå â H 2
1 (Rn).
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà

(Òåîðåìà 2.10 â ãëàâå 4), äîêàçàííîãî â [88, ñ. 155].

Ëåììà 1.1. Ïóñòü Óñëîâèå NS âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà M è

R òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

jjujjH 2
1 (Rn ) 6 M (jjL0ujjL 2

1 (Rn ) + jjujjL 2(BR )) ; (1.3)

äëÿ ëþáîãî u 2 H 2
1 (Rn). ÃäåBR = f x 2 Rn; jxj 6 Rg.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ëåììó, ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ îöåíêó

äëÿ îïåðàòîðà L. Ëåììà 1.1 âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû

îïåðàòîðà L0 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ã¼ëüäåðà. Ýòîò ðåçóëüòàò íå ìîæåò

áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåí ê îïåðàòîðó L ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ìû äîêàæåì ýòî â ñëåäóþùåé òåîðåìå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûå

îïåðàòîðû äëÿ îïåðàòîðà L0 è L îäèíàêîâû.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Óñëîâèå NS âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà M

è R òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

jjujjH 2
1 (Rn ) 6 M (jjLu jjL 2

1 (Rn ) + jjujjL 2(BR )) ; (1.4)

äëÿ ëþáîãî u 2 H 2
1 (Rn). ÃäåBR = f x 2 Rn; jxj 6 Rg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Bu =
mX

i =1

(ai (x) � a0
i (x))

@u
@xi

+ ( b(x) � b0(x))u :

Òîãäà L = L0 + B, è îöåíêà (1.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

jjujjH 2
1 (Rn ) 6 M (jj (L � B )ujjL 2

1 (Rn ) + jjujjL 2(BR )) 6

M (jjLu jjL 2
1 (Rn ) + jjBujjL 2

1 (Rn ) + jjujjL 2(BR )) :
(1.5)

Íàì íóæíî îöåíèòü íîðìó jjBujjL 2
1 (Rn ). Èìååò ìåñòî ñëåäþùåå ðàâåíñòâî

Bu =
mX

i =1

a1
i (x)

@u
@xi

b1(x)u :
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Ïîñêîëüêó a1
i (x) è b1(x) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åííû•

ìè íîñèòåëÿìè, òî ja1
i (x); b1(x)j 6 K äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé

K , è R ìîãóò áûòü âûáðàíû äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, ÷òîáû èõ íîñèòåëè ïðèíàä•

ëåæàëè øàðóBR. Ñëåäîâàòåëüíî,

jjb1ujjL 2
1 (Rn ) 6

� Z

Rn
(b1(x)u(x))2dx

� 1=2

6 K
� Z

BR

u2(x)dx
� 1=2

;

jja1
i

@u
@xi

jjL 2
1 (Rn ) 6 K

� Z

BR

j
@u
@xi

j2dx
� 1=2

6 " jjujjH 2(BR ) + C" jjujjL 2(BR ) :

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî " è íåêîòîðîé ïî•

ñòîÿííîé C" â çàâèñèìîñòè îò " . Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ " , ýòè îöåíêè è (1.5)

îáåñïå÷èâàþò (1.4). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

1.3.3 Ñîáñòâåííîñòü, íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, ôðåäãîëüìîâîñòü

Âñïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí•

ñòâàõ, íîðìàëüíî ðàçðåøèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îáðàç çàìêíóò.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì íà çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ,

åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà, êîìïàêòåí â ëþáîì îãðàíè÷åí•

íîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, òî

îí íîðìàëüíî ðàçðåøèì ñ êîíå÷íîìåðíûì ÿäðîì (ñì. Òåîðåìó 2.13 â [88, ñ. 163]).

Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíûé îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà, åñëè

îí íîðìàëüíî ðàçðåøèì, ðàçìåðíîñòü åãî ÿäðà êîíå÷íà è êîðàçìåðíîñòü åãî

îáðàçà òàêæå êîíå÷íà. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî êîíå÷íîìó ÷èñëó óñëîâèé ðàçðå•

øèìîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü Óñëîâèå NS âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà îïåðàòîð L íîðìàëüíî

ðàçðåøèì ñ êîíå÷íîìåðíûì ÿäðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 1.2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüLun = f n; f n ! f 0,
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è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un îãðàíè÷åíà. Ïðîâåðèì, ÷òî ìû ìîæåì âûáðàòü ñõîäÿ•

ùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü H 2 ëîêàëüíî

êîìïàêòåí â L2, òîãäà ìû ìîæåì âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü unk , ëîêàëüíî

ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u0 2 H 2
1 (Rn), è Lu0 = f 0. Ïóñòü zk = unk � u0.

Òîãäà Lzk ! 0. Èç îöåíêè (1.4) äåëàåì âûâîä, ÷òî zk ! 0 â H 2
1 (Rn). Òåîðåìà

äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 1.4. Îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îïåðàòîð L0 ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå èõ èíäåêñû ðàâ•

íû äðóã äðóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûå îïåðàòîðû äëÿ îïå•

ðàòîðà L � = � L0 + (1 � � )L íå çàâèñÿò îò � . Ïîýòîìó âûïîëíåíèå ñâîéñòâà

ôðåäãîëüìîâîñòè íå çàâèñèò îò � . Èíäåêñ îïåðàòîðà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè åãî

íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè â êëàññå îïåðàòîðîâ Ôðåäãîëüìà. Òåîðåìà äîêàçà•

íà. �

Ïðèìåð 1.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b0(x) ! � ïðè jxj ! 1 , ãäå � - ýòî îò•

ðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà L0 ëåæèò â ëåâîé

ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à åãî èíäåêñ ðàâåí 0. Ñîãëàñíî ïðåäû•

äóùåé òåîðåìå, òå æå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ îïåðàòîðàL.

1.3.4 Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

� u + uf (I (u)) � � (x)u = 0 ; (1.6)

ãäåI (u) =
R

Rn u(x)dx; � (x) 2 C� (Rn); � (x) ! � 0 ïðè jxj ! 1 . Çäåñü� 0 -ïîëî•

æèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ìû ïîëó÷èì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî

ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì
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îïåðàòîð

LK u = � u + Ku � � (x)u ;

çàâèñÿùèé îò äåéñòâèòåëüíîé êîíñòàíòû K . Îáîçíà÷èì ÷åðåç � 0 ãëàâíîå ñîá•

ñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L0, òî åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ìàêñèìàëüíîé

âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà L0 ïðèíàäëåæèò ïîëó•

ïëîñêîñòè Re(� ) 6 � � 0 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � 0 > � � 0.

Òîãäà ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è ïðîñòûì, à

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u0(x) ïîëîæèòåëüíà [96]. Ïîñêîëüêó

îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåí•

öèàëüíî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè [88].

Òåîðåìà 1.5. Óðàâíåíèå (1.5) èìååò ïîëîæèòåëüíîå èíòåãðèðóåìîå ðåøåíèå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

f (h) = � � 0 ; (1.7)

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.7) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðå•

øåíèå h = h0. Òîãäà ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà

L̂u = � u + f (h0)u � � (x)u ;

ðàâíÿåòñÿ íóëþ, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u0(x) ïîëîæèòåëüíà.

Ïîñêîëüêó L̂u = 0 äëÿ u = cu0 ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé c, ìû ìîæåì âûáðàòü

ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå c, äëÿ êîòîðîãî I (u) = h0. Òîãäàu - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1.6).

� u � � (x)u = � f (h)u :

Ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî ãëàâíî•

ìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ [96], òî � f (h) = � 0. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðèìåð 1.3.2. Ïóñòü f (I (u)) = 1 � I (u) è ïðåäïîëîæèì ÷òî � (x) > 0 äëÿ

ëþáîãî x 2 Rn. Åñëèu(x) ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6), òîãäà 0 <
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I (u) < 1. Ïðàâîñòîðîííåå íåðàâåíñòâî çäåñü âûòåêàåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.6) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, åñëè � 1 < � 0 <

0. Óñëîâèå íà ñóùåñòâåííûé ñïåêòð ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî � 0 > 1.

1.3.5 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ (1.6) ìû èñïîëüçîâàëè ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

îïåðàòîðà L0. À èìåííî, ðàñïîëîæåíèå åãî ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà è ñâîéñòâà

ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. ×òîáû ïðèìåíèòü ýòè ñâîéñòâà, ìû ïðåäïî•

ëîæèëè, ÷òî ôóíêöèÿ � (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî Ã¼ëüäåðó. Òåîðåìà 1.4

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñóùåñòâåííûé ñïåêòð äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíê•

öèé, âêëþ÷àÿ ðàçðûâíûå ôóíêöèè, åñëè ðàçðûâû ïðèíàäëåæàò îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè íà Rn. Äàëåå, îáñóäèì ñâîéñòâà ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Íàì

íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà è

÷òî íåò ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóãèì ñîá•

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L0u = � u � � (x)u ;

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî � (x) = � 0(x) + � 1(x), ãäå � 0(x) 2 C� (Rn) è � 1(x) - îãðà•

íè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, � (x) > 0 äëÿ âñåõx 2 Rn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � 0(x) ! � 0 ïðè jxj ! 1 , ãäå� 0 - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàí•

òà, à ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � 0 îïåðàòîðà L0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

� 0 > � � 0.

Ëåììà 1.6. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u0(x), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíîìó ñîá•

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ � 0, ïîëîæèòåëüíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé � k(x) 2 Rn, êîòî•

ðûå ñîâïàäàþò ñ � 0(x) äëÿ jxj > R äëÿ íåêîòîðîãî R äîñòàòî÷íî áîëüøîãî, è

� k(x) ! � (x) â L2(Rn). Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû

L ku = � u � � k(x)u

èìåþò òîò æå ñóùåñòâåííûé ñïåêòð, ÷òî è îïåðàòîð L0, è îíè óäîâëåòâîðÿþò

ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � k ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðà•

òîðà L k, à ÷åðåçuk(x) - ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ.

Ââèäó òîãî, ÷òî jjujjC(Rn ) 6 jjujjH 2
1 (Rn ) äëÿ u 2 H 2

1 (Rn) (n = 1;2;3), òîãäà

jjL ku � Lu jjL 2
1 (Rn ) 6

� Z

BR

(� k(x) � � (x))2u2(x)dx
� 1=2

6

jjujjH 2
1 (Rn )

� Z

BR

(� k(x) � � (x))2dx
� 1=2

! 0; k ! 1 :

ÇäåñüBR - øàð ñ ðàäèóñîì R. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû ñõîäÿòñÿ â íîðìå

îïåðàòîðà.

Â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Ôðåäãîëüìà, � k ! � 0. Áåç ïîòåðè îáîáùåí•

íîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî jjuk jjC(Rn ) = 1. Èç îöåíêè (1.3) ñëåäóåò, ÷òî

ýòè ôóíêöèè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H 2
1 (Rn). Ïîýòîìó

ìû ìîæåì âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëîêàëü•

íî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè u� (x) 2 H 2
1 (Rn).

Êðîìå òîãî, L0u� = 0. Ïîñêîëüêó u� (x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, òî

ýòî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, è îíà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîñêîëüêó uk(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x, òî u� (x) > 0. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåðà•

âåíñòâî ñòðîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u� (x0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0. Åñëè � (x)

íåïðåðûâíà ïðè x = x0, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ îáû÷íîé òåîðåìîé î

ïîëîæèòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, u� (x) > 0 äëÿ jxj > R , ãäå� (x) íåïðåðûâíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ÷òîáû ïîäòâåð•

äèòü, ÷òî u� (x) > 0 äëÿ jxj 6 R. �
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Ëåììà 1.7. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u0(x), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíîìó ñîá•

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ � 0, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ñîáñòâåí•

íîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå ìî•

æåò ñóùåñòâîâàòü äëÿ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ

ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ � 0 ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u1(x)

äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ � 1 < � 0. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäûäóùåé ëåììû, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ çàäà÷ ñ ñîîòâåò•

ñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � k
1 ! � 1. Ïîñêîëüêó

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè uk
1(x) ñõîäÿòñÿ ê u1(x) ëîêàëüíî ðàâ•

íîìåðíî, òîãäà uk
1(x) > 0 äëÿ jxj = N äëÿ ôèêñèðîâàííîãî N è äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî k. ÅñëèN äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî uk
1(x) > 0 äëÿ jxj > N (ñì. Ëåììó

3.2 â [97]). Òàêèì îáðàçîì, uk
1(xk) 6 0 äëÿ íåêîòîðîãî xk; jxk j 6 N . Ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ôóíêöèÿ u1(x) íå ïîëîæèòåëüíà. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u1(x) ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíîìó

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � 0 è ëèíåéíî íåçàâèñèìà c ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé u0(x),

òî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z(x) = � u0(x) � u1(x). Âîçüìåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

� , äëÿ êîòîðîãî z(x) > 0 äëÿ jxj 6 N è äëÿ òîãî æå N , ÷òî è âûøå. Òîãäà

z(x) > 0 äëÿ jxj > N . Ñëåäîâàòåëüíî, z(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x 2 Rn. Åñëè

z(x) > 0 äëÿ ëþáîãî jxj 6 N , òî � íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, è ìû ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðèâåäåííûì âûøå ïðåäïîëîæåíèåì. Åñëè z(x) > 0 è z(x0) =

0 äëÿ íåêîòîðîãî x0, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ýòè ëåììû ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü Òåîðåìó 1.5 äëÿ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâ•

íûìè êîýôôèöèåíòàìè. À òàêæå îíè ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ áîëåå øèðîêîãî

êëàññà óðàâíåíèé.
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1.4 Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé

Ïîä ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòüþ ìû ïîíèìàåì ñîõðàíåíèå ðåøåíèÿ ïðè

ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ýòî ñâîéñòâî áóäåò äîêàçàíî ñ èñïîëüçî•

âàíèåì òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

1.4.1 Îïåðàòîðû è ïðîñòðàíñòâà

Âìåñòå ñ ïðîñòðàíñòâàìè L2
1 (Rn) è H 2

1 (Rn), ââåäåííûìè â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå, ìû ðàññìàòðèâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâàL2
1 ;� (Rn)

è H 2
1 ;� (Rn) ñ íîðìàìè

jjujjL 2
1 ;� (Rn ) = jju� jjL 2

1 (Rn ); jjujjH 2
1 ;� (Rn ) = jju� jjH 2

1 (Rn ) ;

è âåñîâîé ôóíêöèåé � (x) = exp( �
p

1 + jxj2). Çíà÷åíèå êîíñòàíòû � > 0 áó•

äåò óòî÷íåíî íèæå.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A(u; � ) = � u + F (u; I (u); x; � ) ;

çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà � 2 [0;1] è äåéñòâóþùèé èçE1 = H 2
1 ;� (Rn) â E2 =

L2
1 ;� (Rn). ÇäåñüI (u) =

R
Rn u(x)dx. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (u; v; x; � )

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

Óñëîâèå 1.4.1. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

jF (u1; v; x; � ) � F (u2; v; x; � )j 6 K ju1 � u2j ; (1.8)

jF (u; v1; x; � ) � F (u; v2; x; � )j 6 K jv1 � v2jjuj ; (1.9)

jF (u; v; x; � 1) � F (u; v; x; � 2)j 6 Kg(x; � 1; � 2)juj ; (1.10)
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ãäå K ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, è jjg(x; � 1; � 2)jjL 2
1 ;� (Rn ) ! 0 ïðè

j� 1 � � 2j ! 0. Ýòè íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõu1; u2; v1; v2 òàêèõ,

÷òî jui j; jvi j 6 M; i = 1;2, ãäåM - ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà

è K çàâèñèò îòM , è îíà íå çàâèñèò îò x 2 Rn; � 1; � 2 2 [0;1].

Óñëîâèå 1.4.2. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

jF 0
u(u1; v; x; � ) � F 0

u(u2; v; x; � )j; jF 0
v(u1; v; x; � ) � F 0

v(u2; v; x; � )j 6 K ju1 � u2j ;

(1.11)

jF 0
u(u; v1; x; � ) � F 0

u(u; v2; x; � )j; jF 0
v(u; v1; x; � ) � F 0

v(u; v2; x; � )j 6 K jv1 � v2jjuj ;

(1.12)

jF 0
u(u; v; x; � 1) � F 0

u(u; v; x; � 2)j; jF 0
v(u; v; x; � 1) � F 0

v(u; v; x; � 2)j 6 Kg(x; � 1; � 2)juj ;

(1.13)

ãäå K ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, è jjg(x; � 1; � 2)jjL 2
1 ;� (Rn ) ! 0 ïðè

j� 1 � � 2j ! 0. Ýòè íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõu1; u2; v1; v2 òàêèõ,

÷òî jui j; jvi j 6 M; i = 1;2, ãäåM - ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà

è K çàâèñèò îòM , è îíà íå çàâèñèò îò x 2 Rn; � 1; � 2 2 [0;1].

Óñëîâèå 1.4.3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû N è " , ÷òî

F 0
u(u; v; x; � ); F 0

v(u; v; x; � ) 2 C� (Rn). Êðîìå òîãî, F 0
u(0; 0; x; � ); F 0

u(0; 0; x; � ) <

� " äëÿ jxj > N è äëÿ ëþáîãî � 2 [0;1], u è v ôèêñèðîâàíû. Çäåñü RN = f x 2

Rn; jxj > N g; � 2 (0; 1).

Ëåììà 1.8. Åñëè Óñëîâèå 1.4.1 âûïîëíÿåòñÿ, òî îïåðàòîð A(u; � ) : E1 � R !

E2 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì è íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1; u2 2 B � � E1, ãäåB � - ýòî øàð ðàäèóñà� . Òîãäà

jjui jjC(Rn ) 6 M; i = 1;2, ãäå ïîñòîÿííàÿ M çàâèñèò îò� . Èç (1.8)-(1.10) èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

jA(u1; � 1)� A(u2; � 2)j 6 j�( u1� u2)j+ K (ju1� u2j+ jI (u1)� I (u2)jju2j+ g(x; � 1; � 2)ju2j):
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Çäåñü è â äàëüíåéøåìK îáîçíà÷àåò ëþáóþ êîíñòàíòó, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî

îò � . Òîãäà

jjA(u1; � 1) � A(u2; � 2)jjL 2
1 ;� (Rn ) 6 K jju1 � u2jjH 2

1 ;� (Rn )+

K jI (u1) � I (u2)jjj u2jjL 2
1 ;� (Rn ) + K jju2jjC(Rn ) jjg(x; � 1; � 2)jjL 2

1 ;� (Rn ) :
(1.14)

Ââèäó òîãî, ÷òî

jI (u1) � I (u2)j 6
Z

Rn

1
� (x)

ju1(x) � u2(x)j� (x)dx 6

K jj (u1 � u2)� jjC(Rn ) 6 jju1 � u2jjH 2
1 ;� (Rn ) ;

èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òîjjA(u1; � 1) � A(u2; � 2)jjL 2
1 ;� (Rn ) ! 0 ïðè jju1 � u2jjH 2

1 ;� (Rn ) !

0; j� 1 � � 2j ! 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð íåïðåðûâåí è åãî ïðåäåëüíîñòü,

î÷åâèäíî, âûòåêàåò èç (1.14). Ëåììà äîêàçàíà. �

Äàëåå, ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð

L(u0; � 0)u = � u + F 0
u(u0; I (u0); x; � 0)u + F 0

v(u0; I (u0); x; � 0)I (u) :

Ëåììà 1.9. Åñëè Óñëîâèå 1.4.2 âûïîëíÿåòñÿ, òî îïåðàòîð L(u0; � 0) íåïðåðû•

âåí îòíîñèòåëüíî u0; � 0 â íîðìå îïåðàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

L(u1; � 1)u � L(u0; � 0)u = ( F 0
u(u1; I (u1); x; � 1) � F 0

u(u0; I (u0); x; � 0))u+

(F 0
v(u1; I (u1); x; � 1) � F 0

v(u0; I (u0); x; � 0)) I (u) :

Èç Óñëîâèÿ 1.4.2 ñëåäóåò, ÷òî

jj (F 0
u(u1; I (u0); x; � 0) � F 0

u(u0; I (u0); x;� 0))ujjL 2
1 ;� (Rn ) 6

K jju1 � u2jjC(Rn ) jjujjL 2
1 ;� (Rn );

jj (F 0
u(u1; I (u1); x; � 0) � F 0

u(u1; I (u0); x;� 0))ujjL 2
1 ;� (Rn ) 6

K jI (u1) � I (u2)jjj ujjL 2
1 ;� (Rn );

jj (F 0
u(u1; I (u1); x; � 1) � F 0

u(u1; I (u1); x;� 0))ujjL 2
1 ;� (Rn ) 6

K jjg(x; � 1; � 2)ujjL 2
1 ;� (Rn ) 6 K jjg(x; � 1; � 2)jjL 2

1 ;� (Rn ) jjujjC(Rn ) 6

K jjg(x; � 1; � 2)jjL 2
1 ;� (Rn ) jjujjH 2

1 ;� (Rn ) :
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Èç Óñëîâèÿ 1.4.3 âûòåêàþò ñëåäóþùèå îöåíêè:

k(F 0
v (u1; I (u0) ; x; � 0) � F 0

v (u0; I (u0) ; x; � 0)) I (u)kL 2
1 ;� (Rn ) 6

K jI (u)j ku1 � u2kL 2
1 ;� (Rn ) ;

k(F 0
v (u1; I (u1) ; x; � 0) � F 0

v (u1; I (u0) ; x; � 0)) I (u)kL 2
1 ;� (Rn ) 6

jI (u1) � I (u0) jj I (u)jku1kL 2
1 ;� (Rn );

k(F 0
v (u1; I (u1) ; x; � 1) � F 0

v (u1; I (u1) ; x; � 0)) I (u)kL 2
1 ;� (Rn ) 6

K jI (u)j kg(x; � 1; � 2)kL 2
1 ;� (Rn ) :

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

ku1 � u2kC(Rn ) ; jI (u1) � I (u2)j 6 K ku1 � u2kH 2
1 ;� (Rn ) ;

èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê ïîëó÷àåì

kL (u1; � 1) u � L (u0; � 0) ukL 2
1 ;� (Rn ) 6

K ku1 � u2kH 2
1 ;� (Rn ) kukH 2

1 ;� (Rn ) + kg(x; � 1; � 2)kL 2
1 ;� (Rn ) kukH 2

1 ;� (Rn ):

Ñëåäîâàòåëüíî, kL (u1; � 1) u � L (u0; � 0) uk ! 0 â íîðìå îïåðàòîðà êàê

ku1 � u2kH 2
1 ;� (Rn ) ! 0 è j� 1 � � 2j ! 0. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.10. Åñëè Óñëîâèå 1.4.3 âûïîëíÿåòñÿ, òî îïåðàòîð L(u0; � 0) óäîâëå•

òâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà è èìååò íóëåâîé èíäåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, ñíà÷àëà, îïåðàòîð

L0u = � u + F 0
u (u0; I (u0) ; x; � 0) u :

Â ñèëó Óñëîâèé 1.4.2 è 1.4.3 ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîäíóþ

F 0
u (u0; I (u0) ; x; � 0) êàê ñóììó äâóõ ôóíêöèé, F 0

u (u0; I (u0) ; x; � 0) = a0(x) +

a1(x), ãäåa0(x) 2 C� (Rn) è a1(x) - ýòî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì

íîñèòåëåì. Îïåðàòîð L0
0u = � u + a0(x)u ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàçðåøèìûì

ñ êîíå÷íîìåðíûì ÿäðîì. Äåéñòâèòåëüíî, âñå åãî ïðåäåëüíûå îïåðàòîðû

L̂u = � u + â(x)u îáðàòèìû, òàê êàê ïðåäåëüíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû,
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÷òî â(x) 6 � " < 0 äëÿ ëþáîãî x 2 Rn [88]. Êðîìå òîãî, îïåðàòîð óäîâëåòâî•

ðÿåò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà è èìååò íóëåâîé èíäåêñ, ïîñêîëüêó îí ìîæåò áûòü

ñâåäåí íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé ê îáðàòèìîìó îïåðàòîðó â êëàññå íîðìàëüíî

ðàçðåøèìûõ îïåðàòîðîâ ñ êîíå÷íîìåðíûì ÿäðîì. Èç Òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî

îïåðàòîð L0 ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâñêèì ñ íóëåâûì èíäåêñîì. Îñòàåòñÿ îòìå•

òèòü, ÷òî îïåðàòîð L(u0; � 0) îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà L0 íà êîíå÷íîìåðíûé

îïåðàòîð, è ñîõðàíÿåò ôðåäãîëüìîâîñòü è íóëåâîé èíäåêñ. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïðèìåð 1.4.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, âîçíèêàþùóþ â ðàçëè÷íûõ

ïðèëîæåíèÿõ:

F (u; I (u); x; � ) = u(1 � I (u)) � � � (x)u :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � � (x) = � 0(x) + � 1;� (x), ãäå� 0(x) 2 C� (Rn) è � 1;� (x) - îãðà•

íè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, òàêàÿ, ÷òî � 1;� 1(x) ! � 1;� 0(x)

â L2 (Rn) ïðè � 1 ! � 0. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 1.4.1, à å¼

ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâîðÿþò Óñëîâèþ 1.4.2. Íàêîíåö, åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

� 0(�1 ) < 0, òî Óñëîâèå 1.4.3 òàêæå óäîâëåòâîðÿåòñÿ.

1.4.2 Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîçâîëÿþò íàì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó

î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïðè ìàëûõ âîçìóùå•

íèÿõ.

Òåîðåìà 1.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Óñëîâèÿ 1.4.1-1.4.3 âûïîëíåíû, è

A(u0; � 0) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ u0 2 H 2
� ;1 (Rn) è � 0 2 (0;1). Åñëè ëèíåàðèçî•

âàííûé îïåðàòîð A0
u (u0; � 0) íå èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, òî

óðàâíåíèå A(u; � ) èìååò ðåøåíèå u 2 H 2
� ;1 (Rn) äëÿ ëþáîãî � äîñòàòî÷íî

áëèçêèõ ê� 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Ëåìì 1.9-1.10 è òåî•

ðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1.4.2. Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ëèíåàðèçîâàí•

íûé îïåðàòîð íå èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â

êîòîðîì ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ÿâíî ïðîâåðåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå

� u + au(1 � I (u)) � � (x)u = 0 ; (1.15)

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå u0(x), ðàñïàäàþùååñÿ â êîíå÷íîñòè. Çäåñüa > 0,

è ôóíêöèÿ � (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ïðèìåðà 1.4.1. Ðàññìîòðèì íåëèíåé•

íûé îïåðàòîð

A(u) = � u + au(1 � I (u)) � � (x)u ;

è îïåðàòîð L ëèíåàðèçîâàí îòíîñèòåëüíî u0:

Lv = A0(u0) v = � v + av (1 � I (u0)) � � (x)v � au0(x)I (v) :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííûé îïåðàòîð èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Çàòåì

� v + av (1 � I (u0)) � � (x)v = au0(x)I (v) : (1.16)

Îïåðàòîð

L0v = � v + av (1 � I (u0)) � � (x)v ;

èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé u0(x). Ïîñêîëü•

êó îí ïîëîæèòåëåí, òî � = 0 ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîãî

îïåðàòîðà, è îí ïðîñò (Ëåììû 1.6, 1.7). Óìíîæèâ óðàâíåíèå (1.16) íà u0(x) è

èíòåãðèðóÿ, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî I (v)
R1

�1 u2
0(x)dx = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

I (v) = 0 , è èç (1.16) ïîëó÷àåì

� v + av (1 � I (u0)) � � (x)v = 0 : (1.17)

Ïîñêîëüêó v = u0(x) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, è

îíî ïîëîæèòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì I (v) = 0 . Ýòî

ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð íå èìååò íóëåâîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, è ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.
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1.5 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

1.5.1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2)

ìåòîäîì Ëåðå-Øàóäåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ ýëëèïòè•

÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ [88]. ×òîáû îïðåäåëèòü ñòåïåíü,

îïåðàòîð A(u; � ) : E1 � R ! E2 (ðàçäåë 1.3.1) äîëæåí áûòü à) ñîáñòâåííûì

ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì ïåðåìåííûì u è � , á) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåàðèçî•

âàííûé îïåðàòîð Lv = A0
u(u; � )v óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà âìåñòå

ñ îïåðàòîðîì L � v = Lv � � v äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ� 0, â) îïåðàòîð L � èìå•

åò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé äëÿ ëþáîãî � > � 0 äëÿ íåêîòîðîãî � 0

â çàâèñèìîñòè îò îïåðàòîðà A � . Ìû ïðîâåðèì ýòè óñëîâèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ F (u; v; x; � ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå 1.5.1. Ôóíêöèÿ F (u; v; x; � ) îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðî•

èçâîäíîé ïî îòíîøåíèþ ê x 2 Rn è äî òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ïî îòíîøåíèþ

ê u â ëþáîì îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå. Îíà òàêæå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

(1.9) è (1.10) â Óñëîâèè 1.4.1. Êðîìå òîãî, jF 0
v(u; v; x; � )j 6 K juj äëÿ ëþáîãî

juj; jvj 6 M; � 2 [0;1], ãäåK çàâèñèò îòM .

Ëåììà 1.12. Åñëè Óñëîâèÿ 1.4.3 è 1.5.1 âûïîëíÿþòñÿ, òî îïåðàòîð A(u; � )

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì ïåðåìåííûì u è � , òî åñòü,

îáðàòíîå èçîáðàæåíèå ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â E2 êîìïàêòíî â

ëþáîì îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå â E1 � R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ìû äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A(u; � ) ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî � . Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü•

íîñòü uk 2 E1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ â C ê íåêîòîðîìó
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u0 2 E1. Â [88] (Ëåììà 2.1, ãëàâà 11) äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí•

íûì, åñëè ñõîäèìîñòü

kA (u0; � ) � A (uk; � ) � L (u0) (u0 � uk)kE2
! 0 ; (1.18)

âîçíèêàåò äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uk è å¼ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè u0,

à îïåðàòîð L(u0) èìååò çàìêíóòûé äèàïàçîí è êîíå÷íîìåðíîå ÿäðî. Çäåñü

L (u0) = A0
u (u0; � ). Òðåáóåìûå ñâîéñòâà îïåðàòîðàL(u0) âûòåêàþò èç Óñëîâèÿ

1.4.3.

Ñõîäèìîñòü (1.18) äîêàçàíà äëÿ îáû÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áåç

èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà, òî åñòü îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ îïåðàòîðà

A0(u; � ) = � u + F (u; I (u0) ; x; � ) :

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

A (u0; � ) � A (uk; � ) = A0 (u0; � ) � A0 (uk; � ) + A0 (uk; � ) � A (uk; � ) :

Èç ñõîäèìîñòè (1.18) äëÿ îïåðàòîðà A0:

kA0 (u0; � ) � A0 (uk; � ) � L (u0) (u0 � uk)kE2
! 0 ;

à èç (1.9):

kA0 (uk; � ) � A (uk; � )kE2
= kF (uk; I (u0) ; x; � ) � F (uk; I (uk) ; x; � )kE2

6

jI (u0) � I (uk)j kukkE2
;

îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî jI (u0) � I (uk)j ! 0. Äåéñòâèòåëüíî,

I (u0) � I (uk) =
Z

Rn

1
� (x)

((u0(x) � uk(x)) � (x)) dx:

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 1=� (x) èíòåãðèðóåìà, à ôóíêöèè zk(x) = ( u0(x) � uk(x)) � (x)

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ëîêàëüíî ñõîäÿòñÿ ê 0, òî èìååò ìåñòî æåëàåìàÿ ñõî•

äèìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü (1.18).

×òîáû äîêàçàòü ñîáñòâåííîñòü îïåðàòîðà A(u; � ) ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì

ïåðåìåííûì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð íåïðåðûâåí ïî îòíîøåíèþ ê
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� â íîðìå îïåðàòîðà (ðàçäåë 1.3.1, ãëàâà 11, [88]). Ìû èìååì

kA(u; � ) � A (u; � 0)kE2
= kF (u; I (u); x; � ) � F (u; I (u); x; � 0)kE2

6

K kg(x; � 1; � 2) jujkE2
:

Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî juj îãðàíè÷åíà è kg(x; � 1; � 2) jujkE2
. Ëåììà äîêàçàíà.

�

Ëåììà 1.13. Åñëè Óñëîâèÿ 1.4.3 è 1.5.1 âûïîëíÿþòñÿ, òî îïåðàòîð L � v =

Lv � � v óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðåäãîëüìà äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ� > 0 è

èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé äëÿ ëþáîãî � > � 0 äëÿ íåêîòîðîãî

� 0 â çàâèñèìîñòè îò îïåðàòîðà A � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð L �

L � v = � v + F 0
u(u; I (u); x; � )v + F 0

v(u; I (u); x; � )I (v) � � v ;

óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 1.4.3 äëÿ ëþáîãî� > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ôðåä•

ãîëüìîâñêèì îïåðàòîðîì ñ íóëåâûì èíäåêñîì. Îïåðàòîð

L0;� v = � v + F 0
u(u; I (u); x; � )v � � v ;

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðàëüíûì (ãëàâà 6 â [88]). Äëÿ âñåõ� äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îïåðà•

òîð óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

kvkE1 6 K
kL0;� vkE2

j� j
:

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó Óñëîâèÿ 1.5.1,

kvkE1 6 K
kL � vkE2

j� j
+ K

kF 0
v(u; I (u); x; � )I (v)kE2

j� j
6 K

kL � vkE2

j� j
+ K 2kukE1kvkE1

j� j
:

Äëÿ âñåõ� äîñòàòî÷íî áîëüøèõ, ýòî íåðàâåíñòâî äàåò îöåíêó, îáðàòíóþ îïåðà•

òîðó L � . Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììû 1.12 è 1.13 îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òîïîëî•

ãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ëåðå-Øàóäåðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå•

íèé. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé.
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1.5.2 Àïðèîðíûå îöåíêè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

� u + au(1 � I (u)) � uf (u; x) = 0 ; (1.19)

â Rn; n = 1;2;3, ãäåx 2 R; a > 0 ; I (u) =
R

Rn u(y)dy. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

u(x) èíòåãðèðóåìà, à èíòåãðàëI (u) ÷åòêî îïðåäåëåí.

Óñëîâèå 1.5.2. Ôóíêöèÿ f (u;x) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ÷àñò•

íûìè ïðîèçâîäíûìè, jf 0
u(u; x)j ; jf 0

x(u; x)j 6 K , è 0 6 f (u; x) 6 K äëÿ ëþáîãî

u > 0; x 2 Rn.

Óñëîâèå 1.5.3. Êðîìå òîãî, f (u; x) � a > " > 0 äëÿ ëþáûõ u > 0; jxj > N è

íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå N .

Ëåììà 1.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Óñëîâèå 1.5.3 âûïîëíÿåòñÿ è óðàâíåíèå

(1.19) èìååò ïîëîæèòåëüíîå èíòåãðèðóåìîå ðåøåíèå u0(x), êîòîðîå ñõîäèò•

ñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ju0(x)j ! 0 ïðè jxj ! 1 . Êîãäà 0 < I (u0) < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâîå íåðàâåíñòâî â óòâåðæäåíèè ëåììû ñëåäóåò èç ïîëî•

æèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ. Åñëè ïðàâèëüíîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ìû

ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, I (u0) > 1 è I (u0) = 1 . Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå â çíàêàõ â óðàâíåíèè (1.19) â òî÷êåx = x0 ãäå ôóíêöèÿ u0(x)

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Âî âòîðîì ñëó÷àå, åñëè f (u0 (x0) ; x0) > 0, ìû ïî•

ëó÷àåì òî æå ïðîòèâîðå÷èå â çíàêàõ, ÷òî è ðàíüøå. Åñëèf (u0 (x0) ; x0) = 0 ,

çàòåì u1(x) � u0 (x0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.19). Ôóíêöèÿ z(x) =

u1(x) � u0(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

� z + b(x)z = 0 ;

ãäåb(x) = ( F (u1(x); x) � F (u0(x); x)) =(u1(x) � u0(x)) ; F (u; x) = uf (u; x): Ïî

ñêîëüêó z(x) > 0 äëÿ âñåõx 2 Rn, è z (x0) = 0 , ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ

ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà.
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Çàïèøåì óðàâíåíèå 1.19 â ñëåäóþùåì âèäå:

� u = g(x) ; (1.20)

ãäåg(x) = � au0(x) (1 � I (u0))+ u0(x)f (u0(x); x), è u0(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü•

íûì ðåøåíèåì (1.19). Çàòåì u0(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ è â ñèëó

Òåîðåìû 3.2 ãëàâû 3 â [88], èìååò ìåñòî

ku0kH 2
1 (Rn ) 6 k

�
kgkL 2

1 (Rn ) + ku0kL 2
1 (Rn )

�
: (1.21)

Çäåñü è íèæå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç k ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, íå çàâèñÿùóþ

îò ðåøåíèÿ. �

Ëåììà 1.15. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè Ëåììû 1.14,

ku0kC2+ � (Rn ) 6 k ku0kC(Rn ) ; (1.22)

ãäå0 < � < 1; k ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò

ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ku0kL 2
1 (Rn ) 6 km, ãäå m = supx2Rn ju0(x)j.

Èç-çà Ëåììû 1.1, Ôóíêöèÿ g(x), îïðåäåëåííàÿ âûøå, äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ

îöåíêó:

kgkL 2
1 (Rn ) 6 k(a + K )m :

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.21),

ku0kH 2
1 (Rn ) 6 k(a + K ) sup

x2Rn
ju0(x)j :

Èç òåîðåì âëîæåíèÿ (n = 1;2;3) èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

ku0kC � (Rn ) 6 k1 ku0kC(Rn ) ; (1.23)

(0 < � < 1). Çäåñü è íèæåk1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, êîòîðàÿ

çàâèñèò òîëüêî îòa è K .

Äàëåå ìû ìîæåì îöåíèòü íîðìó Ã¼ëüäåðà ôóíêöèè g(x) â (1.20):

kgkC � (Rn ) 6 k1 ku0kC � (Rn ) 6 k1 ku0kC(Rn ) :
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Íàêîíåö, èç îöåíêè Øàóäåðà, ïðèìåíåííîé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.20), ìû ïîëó÷àåì

îöåíêó (1.22). �

Ëåììà 1.16. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè Ëåììû 1.14,

u0(x) > u0 (x0)
�

1 �
k1

2
(x � x0)

2
�

. (1.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî x0 - ýòî ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè

u0(x), êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà è ñõîäèòñÿ ê

íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó x = x0

è îöåíèì ôóíêöèþ u0(x) ñíèçó âäîëü ýòîé ëèíèè.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî v(t) = u0 (x0 + x � t), ãäåx � ïðèíàäëåæèò ê åäèíè÷íîé

ñôåðå, jx � j = 1. Çàòåì ôóíêöèÿ v(t) ïîëîæèòåëüíà, ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà áåñêî•

íå÷íîñòè è èìååò ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â t = 0; v(0) = m, è, â ñèëó Ëåììû

1.15,jv00(t)j 6 k1m: Ñëåäîâàòåëüíî,

jv0(t)j 6
Z t

0
jv00(y)j dy 6 k1mt; v(t) > v(0) �

Z t

0
jv0(y)j dy > v(0) �

k1m
2

t2:

Ýòà îöåíêà ïîäðàçóìåâàåò (1.24). �

Ëåììà 1.17. Â óñëîâèÿõ Ëåììû 1.15, ku0kC2+ � (Rn ) 6 k1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåìì 1.14, 1.16 ñëåäóåò, ÷òî

1 > I (u0) >
Z

S
u0(x)dx > u 0 (x0)

Z

S

�
1 �

k1

2
(x � x0)

2
�

dx,

ãäå S ýòî øàð jx � x0j 6
q

2
k1

. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

ku0kC(Rn ) 6 k1. Ïðèòîì, k1 ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî

îò a è K . Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò òåïåðü èç îöåíêè Øàóäåðà. �

Çàìå÷àíèå 1.5.1. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà îñòàåòñÿ âåðíîé äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâ•

íåíèÿ

� u + F (u; I (u); x) = 0 ;

åñëèF (u;v;x) < 0 äëÿ v > v 0 è ëþáîãî u è x.
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Òåîðåìà 1.18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f (u;x) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâè•

ÿì 1.5.2 è 1.5.3. Òîãäà ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå u0(x) óðàâíåíèÿ (1.19)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè è äîïóñêàåò îöåíêó ku0kH 2
� ;1 (Rn ) 6 M ñ

íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé M , íå çàâèñÿùåé îò ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 1.18 ñëåäóåò, ÷òî supx2Rn ju0(x)j 6 M . Çäåñü è

íèæå ìû îáîçíà÷àåì M ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò, íå çàâèñÿùèõ îò ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå � u � "u = 0 âî âíåøíåé îáëàñòè jxj > N ñ ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì u(x) = M äëÿ jxj = N . ÇäåñüN îïðåäåëÿåòñÿ â Óñëîâèè 1.5.3. Ýòî

ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü u0(x) 6 u(x) äëÿ jxj > N . Ñëåäîâàòåëüíî, u0(x) 6 Me� x

äëÿ ëþáîãî x 2 Rn è íåêîòîðîå � > 0, è ku0kL 1 ;� (Rn ) 6 M .

Ïóñòü v0(x) = u0(x)� (x). Çàòåì kv0kL � (Rn ) 6 M . Îöåíêà (1.21), ðàññìîò•

ðåííàÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

�

1.5.3 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

Ìåòîä Ëåðå-Øàóäåðà. Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèé ìåòîäîì Ëåðå-Øàóäåðà. Âñïîìíèì, âêðàòöå, ñîîòâåòñòâóþùóþ êîí•

ñòðóêöèþ. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A(u; � ) : E1 ! E2 äåéñòâóþùèé â áàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ è îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 � E1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A(u; � ) 6= 0

äëÿ u 2 @
 ; � 2 [0;1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
 (� ) çíà÷åíèå ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùåé

îïåðàòîðó A(u; � ) è â îáëàñòè
 . Åñëè 
 (0) 6= 0, òîãäà â ñèëó ãîìîòîïè÷åñêîé

èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè, 
 (1) 6= 0, è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿA(u; 1) = 0

âíóòðè îáëàñòè 
 . Îïåðàòîð A(u;1) ÿâëÿåòñÿ òåì, äëÿ êîòîðîãî ìû õîòèì äî•

êàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, â òî âðåìÿ êàêA(u;0) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì

îïåðàòîðîì, äëÿ êîòîðîãî ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü îòëè÷àåòñÿ îò 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, íàì íóæíî

ïîñòðîèòü ãîìîòîïèþ (íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ) îò íåêîòîðîãî ìîäåëüíîãî
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îïåðàòîðà A(u;0) ê çàäàííîìó îïåðàòîðó A(u;1) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïåðà•

òîð íå èñ÷åçàë íà ãðàíèöå îáëàñòè@
 . Îáû÷íî, 
 ïðèíÿòî ñ÷èòàòü øàðîì

BR � E1 äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà R. Òîãäà àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé,

êîòîðûå óòâåðæäàþò, ÷òî íîðìà ðåøåíèÿ ìåíüøå R, ãàðàíòèðóþò, ÷òî íà

ãðàíèöå îáëàñòè íåò ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå

òîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíóþ

êîíñòðóêöèþ îáëàñòè 
 .

Ìîäåëüíûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A0(u) = � u + au(1 � I (u)) � f (0; x)u :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � 0 îïåðàòîðà L0u =

� u � f (0; x)u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó� a < � 0 < 0. Çàòåì, óðàâíåíèå

A0(u) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå u0(x) (Òåîðåìà 1.5) è

ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð A0(u0) íå èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

(Ïðèìåð 1.4.2). Èíäåêñ íåïîäâèæíîé òî÷êè ind(u0), òî åñòü çíà÷åíèå ñòåïåíè

ïî îòíîøåíèþ ê íåáîëüøîìó øàðèêó, ñîäåðæàùåìó ðåøåíèå, ðàâåí (� 1)� , ãäå

� - ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà.

Õîðîøî îïðåäåëåíî, åñëè ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð íå èìååò íóëåâîãî ñîá•

ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ � îíî ìîæåò áûòü ðàâíî � 1. Â

äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ind(u0) 6= 0.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû ïðåäñòàâëåí

ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1.19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f (u;x) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèÿì

1.5.2, 1.5.3 è ïðîèçâîäíûå f 00
u2 è f 000

u3 ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è íåïðåðûâíûìè

(ñì. Óñëîâèå 1.5.1). Êðîìå òîãî, ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � 0 îïåðàòîðà

L0u = � u� f (0; x)u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó � a < � 0 < 0. Òîãäà óðàâíåíèå

� u + au(1 � I (u)) � uf (u; x) = 0 ;
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èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå H 2
� ;1 (Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A(u; � ) : E1 ! E2, ãäåE1 = H 2
� ;1 (Rn)

è E2 = L2
� ;1 (Rn),

A(u; � ) = � u + au(1 � I (u)) � u(� f (u; x) + (1 � � )f (0; x)) :

Èç-çà íàëîæåííûõ óñëîâèé è ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ýòî ôðåä•

ãîëüìîâñêèé è ñîáñòâåííûé îïåðàòîð ñ íóëåâûì èíäåêñîì, åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ

ñòåïåíü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà.

Òàê êàê ìû õîòèì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, à íå

ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0, ìû ïîñòðîèì îáëàñòü 
 ,

êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ è êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íåïî•

ëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé (âêëþ÷àÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå). Ïóñòü D = f u 2

E1; � < kukE1 < R; u (x) > 0; x 2 Rng, ãäåR > M , è M ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé

â Òåîðåìå 1.18,� ýòî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Çíà÷åíèå � ìîæåò áûòü âûáðàíî

äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A(u; � ) =

0; � 2 [0;1] ïðèíàäëåæèò D. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå

íå âûïîëíÿåòñÿ, è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé uk

äëÿ � = � k òàêèå, ÷òîkukE1 ! 0 ïðè k ! 1 . Áåç ïîòåðè îáîáùåííîñòè ìû

ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî � k ! � 0 2 [0;1]. Çàòåì ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð

A0(0; � 0) v = � v + av � f (0; x)v ;

èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

òåîðåìû.

Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

A(u; � ) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ � 2 [0;1] è u0 2 D òîãäà ëþáîå äðóãîå ðåøå•

íèå u1 (âîçìîæíî, äëÿ äðóãîãî � ) äîñòàòî÷íî áëèçêî ê u0 â íîðìå E1 òàêæå

ïðèíàäëåæèò D. Äåéñòâèòåëüíî,u1(x) ïîëîæèòåëåí â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îá•

ëàñòè, òàê êàê ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íà áëèçêà ê ïîëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ u0(x).
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Å¼ ïîëîæèòåëüíîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò èç Óñëîâèÿ 1.5.3, êîòîðîå ãàðàí•

òèðóåò, ÷òî ðåøåíèå íå ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà. Òàêèì îáðàçîì,

øàð B � (u0) ñ öåíòðîì u0 è äîñòàòî÷íî ìàëûì ðàäèóñîì � 0 ñîäåðæèò òîëü•

êî ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ (íåò òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, îòðèöàòåëüíûõ èëè

çíàêîïåðåìåííûõ ðåøåíèé). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî B � (u0) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî•

æåñòâîì D, ïîòîìó ÷òî ôóíêöèÿ èç ýòîãî øàðà (à íå ðåøåíèå) ìîæåò ñòàòü

îòðèöàòåëüíîé äëÿ áîëüøîãî jxj.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S � D èç âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíå•

íèÿ A(u; � ) = 0 ; � 2 [0;1] è åãî ïîêðûòèå øàðàìè B � (u), ãäå� ìîæåò çàâèñåòü

îò ðåøåíèÿ. Òàê êàê îïåðàòîð A(u; � ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê

äâóì ïåðåìåííûì, ìíîæåñòâî S êîìïàêòíî, è ìû ìîæåì âûáðàòü êîíå÷íîå ïîä•

ïîêðûòèå 
 ýòîãî ïîêðûòèÿ. Â ñèëó ñâîéñòâ ìíîæåñòâà D, îáëàñòü
 ñîäåðæèò

âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ, è íå ñîäåðæèò íèêàêèõ íå-ïîëîæèòåëüíûõ ðåøå•

íèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè 
 .

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à A(u;0) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå

(â 
 ), è 
 (0) 6= 0. Ïî ñêîëüêó A(u; � ) 6= 0 äëÿ u 2 @
 , òîãäà 
 (1) 6= 0, è

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿA(u; 1) = 0 â 
 . Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ýòîò ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ îöåíîê, çàêëþ÷àþùèõñÿ â äåìîíñòðàöèè Òåî•

ðåìû 1.19, äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2) îïèñàííîãî â

ðàçäåëå 1.2.
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Ãëàâà 2. Ðàñïðîñòðàíåíèå âèðóñà â çàâèñèìîñòè îò ãåíîòèïà

2.1 Ïîñòðîåíèå ìîäåëè âîçíèêíîâåíèÿ âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ

Âèðóñíûå çàáîëåâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñòîÿííóþ ïðîáëåìó, îáó•

ñëîâëåííóþ, â ÷àñòíîñòè, ñïîñîáíîñòüþ íåêîòîðûõ âèðóñîâ áûñòðî èçìåíÿòü

ñâîé ãåíîì. Ýòè èçìåíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåññîâ ðåïëèêàöèè âèðó•

ñà, ðåêîìáèíàöèè, ìóòàöèè è ñïîñîáñòâóþò ïîÿâëåíèþ íîâûõ øòàììîâ âèðóñà.

Òàêàÿ áûñòðàÿ ýâîëþöèÿ âèðóñà ìîæåò ñäåëàòü èììóííûé îòâåò ìåíåå ýôôåê•

òèâíûì è ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ðåçèñòåíòíîñòè ê ïðîòèâîâèðóñíîé òåðàïèè

[42].

Ëó÷øåå ïîíèìàíèå âèðóñíîé èíôåêöèè ïîçâîëèëî áû óëó÷øèòü ìåòîäû

ëå÷åíèÿ âèðóñîâ è èõ ýôôåêòèâíîñòü. Ïðîãðåññèðîâàíèå çàáîëåâàíèÿ íà÷èíàåò•

ñÿ ñ çàðàæåíèÿ êëåòîê îðãàíèçìà, çàïóñêàþùèõ ðåïëèêàöèþ âèðóñà. Âèðóñíàÿ

íàãðóçêà â îðãàíèçìå çàâèñèò îò ýëèìèíàöèè âèðóñà ëèáî èììóííûì îòâåòîì,

åñòåñòâåííîé ñìåðòüþ âèðóñà, ëèáî êàêèì-ëèáî ïðîòèâîâèðóñíûì ëå÷åíèåì.

Â [82] ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê ïðîãíîçèðîâàíèþ è êîëè÷åñòâåííîé

îöåíêå ýâîëþöèè âèðóñîâ ïðè çàðàæåíèè îðãàíèçìà îñíîâàíû íà èíòåãðî•

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ. Â ýòîé ãëàâå íà îñíîâå äàííîãî ïîäõîäà ìû

èññëåäóåì ñâîéñòâà àíàëîãè÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, äëÿ òîãî ÷òîáû ïî•

íÿòü êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå ãåíîìîâ âèðóñà (êâàçèâèäîâ) ïðè âàðüèðóåìûõ

ïàðàìåòðàõ ìóòàöèè, ðåïëèêàöèè è âîñïðèèì÷èâîñòè ê ïðîòèâîâèðóñíûì ïðå•

ïàðàòàì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

@u
@t

= D
@2u
@x2

+ au(1 � bI(u)) � uf (u) � � (x)u, (2.1)

îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âèðóñà â çàâèñèìîñòè îò ãå•

íîòèïà x. Çäåñüx è t ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå. Ïåðâûé

÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèçóåò ìóòàöèþ âèðóñà, à âòîðîé
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÷ëåí - åãî ðàçìíîæåíèå; ñëåäóþùèé ÷ëåí îïðåäåëÿåò ýëèìèíàöèþ âèðóñà èì•

ìóííûì îòâåòîì, à ïîñëåäíèé ÷ëåí - åãî ãèáåëü. Òåïåðü ìû îïèøåì êàæäûé

èç ýòèõ òåðìèíîâ áîëåå ïîäðîáíî.

� Ïðåäïîëàãàÿ , ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàòèìûõ ìóòàöèé

ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ãåíîòèïàìè x i , ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ

ïëîòíîñòè ui âèðóñà ñ ãåíîòèïîì x i :

dui

dt
= � (ui � 1 � ui ) + � (ui +1 � ui ) (2.2)

ãäå� - ÷àñòîòà ìóòàöèé. Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòè•

çèðîâàíííûé âèä óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè,

ïðîïîðöèîíàëüíûì � . Ìóòàöèÿ âèðóñà, îïèñàííàÿ îïåðàòîðîì äèôôó•

çèè, ðàíåå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [98; 99]. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå

ñëåäóåò ó÷èòûâàòü áîëåå ñëîæíûé ïàòòåðí ìóòàöèè [100].

� Âûðàæåíèå îïèñûâàþùåå ðàçìíîæåíèå âèðóñà ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíî•

ñòè âèðóñàu è êîëè÷åñòâó íåèíôèöèðîâàííûõ êëåòîê (1� bI(u)). Çäåñü

1 - ýòî áåçðàçìåðíîå îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê, èbI(u) - ýòî êîëè÷åñòâî

èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê, êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî îáùåìó êîëè÷åñòâó

âèðóñîâI (u) =
R1

�1 u(x;t )dx.

� Óñòðàíåíèå âèðóñà èììóííûìè êëåòêàìè ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè

âèðóñà è êîëè÷åñòâó èììóííûõ êëåòîê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëåä•

íåå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âèðóñà. Ôóíêöèÿ f (u) äîñòàòî÷íî

ãëàäêàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ. Îíà ðàñòåò ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì u, òàê êàê

èììóííûé îòâåò ñòèìóëèðóåòñÿ àíòèãåíàìè, è ìîæåò óìåíüøàòüñÿ ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì u, òàê êàê èíôåêöèÿ ñ âûñîêîé âèðóñíîé íàãðóç•

êîé ìîæåò ïîäàâëÿòü èììóííûé îòâåò (÷åðåç ìåõàíèçìû èñòîùåíèÿ

èììóííîé ñèñòåìû). Ýòîò ÷ëåí ìîæåò ñîäåðæàòü âðåìåííóþ çàäåðæ•

êó ñ ó÷åòîì êëîíàëüíîé ýêñïàíñèè èììóííûõ êëåòîê [42], íî ìû íå

ðàññìàòðèâàåì åãî â äàííîé ðàáîòå.
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� Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (2.1) îïèñûâàåò åñòåñòâåííóþ ñìåðòü

âèðóñà è åãî óñòðàíåíèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðîòèâîâèðóñíîãî ëå÷å•

íèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ãèáåëü ìîæåò çàâèñåòü îò ãåíîòèïà âèðóñà x.

Ìû ðàññìàòðèâàåì øòàìì âèðóñà êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñîñðå•

äîòî÷åííîå âîêðóã íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ãåíîòèïà x. Ìàòåìàòè÷åñêè ãîâîðÿ,

ýòî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (2.1), ñõîäÿùååñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ìû

îïðåäåëèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé, ÷òîáû î÷åðòèòü ïðàâèëà,

õàðàêòåðèçóþùèå êîíêóðåíöèþ ðàçëè÷íûõ øòàììîâ è èõ ðåàêöèþ íà ëå÷åíèå.

Â ÷àñòíîñòè, ìû óâèäèì, êàê óñòðàíåíèå íåêîòîðûõ øòàììîâ ïóòåì ëå÷åíèÿ ìî•

æåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ øòàììîâ, óñòîé÷èâûõ ê ëå÷åíèþ. Ìû íà÷íåì àíàëèç

ñóùåñòâîâàíèÿ è êîíêóðåíöèè øòàììîâ âèðóñà èç-çà çàâèñÿùåé îò ãåíîòèïà ãè•

áåëè ïðè îòñóòñòâèè èììóííîãî îòâåòà.

2.2 Ðåøåíèå ìîäåëè áåç ó÷åòà èììóííîãî îòâåòà

Äëÿ íà÷àëà ïðîâîäèì àíàëèç óðàâíåíèÿ (2.1) â ñëó÷àå áåç èììóííîãî

îòâåòà, òî åñòüf (u) � 0. Ìû ïðåäñòàâèì óñëîâèÿ ôóíêöèè ãèáåëè � (x), îáåñ•

ïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå èñêîìûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ

âîçíèêíîâåíèå âèðóñíûõ øòàììîâ. Ïîñëå ýòîãî ìû èçó÷èì êîíêóðåíöèþ äâóõ

øòàììîâ.

2.2.1 Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïî âñåé îñè

Du00+ u(1 � I (u)) � � (x)u = 0 (2.3)

ãäå
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I (u) =

1Z

�1

u(x)dx è � (x) =

8
><

>:

� 0; åñëè jxj > x0

0; åñëè jxj < x 0

� 0 > 1 è x0 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ìû èùåì ïîëîæèòåëüíîå îãðàíè÷åííîå

ðåøåíèå ïðåäñòàâëåííîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå (2.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â

âèäå

Du00+ a(x)u = 0 (2.4)

ãäåa(x) = (1 � I (u)) � � (x). Ïóñòü c 2 x. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u(x) â òî÷êå

c. Åñëè u(c) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå c, òî

u00(c) < 0. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî� � (x) 6 0. Òîãäà â óðàâíåíèè (2.4), ìû çíàåì,

÷òî ïåðâûé ÷ëåí îòðèöàòåëåí è äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà âòîðîé ÷ëåí äîëæåí

áûòü ïîëîæèòåëüíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) ìî•

æåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëèI (u) < 1. Ïóñòü

1 � I (u) = k2. (2.5)

Óðàâíåíèå (2.3) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå
8
><

>:

Du00+ k2u = 0; åñëè jxj < x 0

Du00+ k2u � � 0u = 0; åñëè jxj > x0:

ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé áóäóò
8
><

>:

u(x) = c1 cos(tx ); åñëè jxj < x 0;

u(x) = c2e� � x ; åñëè jxj > x0:

ãäåc1, c2 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè, t = kp
D

è � =
q

� 0� k2

D .

Äëÿ ýòîé êóñî÷íî çàäàííîé ôóíêöèè ìû íàéäåì òå çíà÷åíèÿ k, ïðè êîòî•

ðûõ äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, ò. å. ìû íàéäåì
8
><

>:

u(x0 + 0) = lim
x! x0+0

u(x) = u(x0);

u(x0 � 0) = lim
x! x0� 0

u(x) = u(x0):
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Èç íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x = � x0 ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

u(� x0 + 0) = u(� x0 � 0) u0(� x0 + 0) = u0(� x0 � 0)

c1 cos(� tx 0) = c2e� � x0 � c1t sin(� tx 0) = c2� e� � x0

c1 cos(tx 0) = c2e� � x0 + c1t sin(tx 0) = c2� e� � x0

(2.6)

è äëÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x0:

u(x0 � 0) = u(x0 + 0) u0(x0 � 0) = u0(x0 + 0)

c1 cos(tx 0) = c2e� � x0 � c1t sin(tx 0) = � c2� e� � x0

c1 cos(tx 0) = c2e� � x0 c1t sin(tx 0) = c2� e� � x0

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèå ñïðàâà íà óðàâíåíèå ñëåâà, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíî•

ñèòåëüíî k:
p

� 0 � k2 = k tg(kx0=
p

D): (2.7)

Èç óðàâíåíèÿ (2.5) ìû âèäèì, ÷òî 1 = I (u) + k2, ãäåI (u) > 0 òî åñòük2 < 1,

è ìû èùåì ðåøåíèå 0 < k < 1 ýòîãî óðàâíåíèÿ.

à) á)
Ðèñóíîê 2.1 � Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàâåíñòâà (2.7), êðàñíàÿ ëèíèÿ -

ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ñèíèå ëèíèè - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ãðàôèêè ñîîò•

âåòñòâóþò çíà÷åíèÿì: � 0 = 4; x0 = 10. à) D = 4, á) D = 0:5.

Êàê ìû âèäèì íà ðèñóíêå 2.1, òàêèå ðåøåíèÿ k < 1 çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿx0

è D, è îíè ñóùåñòâóþò, åñëèx0=
p

D áîëüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

x �
0 =

1
k

arctan

r
� 0

k2 � 1, (2.8)
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è íå ñóùåñòâóþò, åñëèx0=
p

D < x �
0. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî x0 ñóùåñòâóåò

íåñêîëüêî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ. Òåïåðü ìû îïðåäåëÿåì

èíòåãðàë I (u):

I (u) =

1Z

�1

u(x)dx =

� x0Z

�1

c2e� xdx +

x0Z

� x0

c1 cos(tx )dx +

1Z

x0

c2e� � xdx =

=
2c1

t
sin(tx 0) +

2c2

�
e� � x0 (2.9)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (2.6), ìû èìååì:

I (u) = 2 c1

�
1
t

sin(tx 0) +
1
�

cos(tx 0)
�

Êîýôôèöèåíò c1 ìîæíî îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ (2.5):

1 � 2c1

�
1
t

sin(tx 0) +
1
�

cos(tx 0)
�

= k2

c1 =
1 � k2

2h(k)
; ãäå h(k) =

p
D
k

sin
�

kx0=
p

D
�

+

p
D

p
� 0 � k2

e� � x0 (2.10)

è

c2 = c1 cos
�

kx0=
p

D
�

e� x0 (2.11)

Ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) ÿâëÿåòñÿ:

u(x) =

8
>>>><

>>>>:

c1 cos(kx=
p

D); åñëè jxj < x 0

c2e
q

� 0� k2

D x ; åñëè x 6 � x0

c2e�
q

� 0� k2

D x ; åñëè x > x0:

ãäå êîýôôèöèåíòû k, c1 è c2 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.7), (2.10) è (2.11).

Äàííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 2.2 äëÿ ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ.
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à) á)
Ðèñóíîê 2.2 � Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3), Ðåøåíèå

ñîîòâåòñòâóåò ñïëîøíûì ëèíèÿì. Ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì: � 0 =

4; x0 = 10. à) D = 4, k = 0:286á) D = 0:5, k = 0:107.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü � (x) = � 0 äëÿ jxj > x0 è � (x) = 0 äëÿ jxj < x 0, ãäåx0 -

íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà (2.3) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå,

ñõîäÿùååñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ x0=D > x �
0, è òàêîãî ðåøåíèÿ íå

ñóùåñòâóåò äëÿ x0=D 6 x �
0. Çäåñüx �

0 äàíî âûðàæåíèåì (2.4).

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé. Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà

ÿâíî îñíîâàíà íà ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè � (x).

Ðåçóëüòàò ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé

ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ñëîæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà òî•

ïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè è àïðèîðíûõ îöåíêàõ ðåøåíèé (ìåòîä Ëåðå�Øàóäåðà)

àíàëîãè÷íî ïðîäåëàííîé ðàáîòå â ãëàâå 1.
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2.3 Ðåøåíèå ìîäåëè ñ ó÷åòîì èììóííîãî îòâåòà

2.3.1 Ðàçìíîæåíèå âèðóñà è âëèÿíèå èììóííîãî îòâåòà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ èììóííîãî îòâåòà íà ðàñïðåäåëåíèå âèðóñà â

ïðîñòðàíñòâå ãåíîòèïîâ, èññëåäóåì ñëó÷àé áåç åñòåñòâåííîé ãèáåëè âèðóñà,

çàâèñÿùåé îò ãåíîòèïà, ïðè � (x) � 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ âèðóñà èìååò âèä

@u
@t

= D
@2u
@x2

+ au(1 � bI(u)) � uf (u): (2.12)

Ôóíêöèÿ èììóííîãî îòâåòà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà•

÷åíèè u è óìåíüøàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè u. Ðàññìîòðèì

íåêîòîðûå òèïîâûå ïðèìåðû.

Ïîñòîÿííûé èììóííûé îòâåò. Ïóñòü f (u) � c, ãäåc - ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà. Èíòåãðèðóÿ (2.12), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî èíòåãðàëà

I (u)(t), ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè

dI
dt

= aI (1 � c=a� bI): (2.13)

Åñëè c > a, òî I (t) ! 0 ïðè t ! 1 . Åñëè c < a, òî I (t) ! (1 � c=a)=b.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ supx u(x) ! 0 ïðè t ! 1 . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà c < a.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå u = 0 èç (2.12) â ýòîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâî. Äåéñòâè•

òåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à èìååò ÷àñòü ñïåêòðà â ïðàâîé

ïîëóïëîñêîñòè. Îäíàêî, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñõîäèò•

ñÿ ê íóëþ â ðàâíîìåðíîé íîðìå. Ýòîò ðåçóëüòàò êàæåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì, è

îí äîëæåí áûòü äîêàçàí.
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü u0(x) - îãðàíè÷åííàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ðåøåíèå

(2.12) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x; 0) = u0(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè

t ! 1 íà âñåé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì çàäàòü a = b = 1 è c = 0.

Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òîj1 � I (t)j 6 k1e� t , ãäåk1 - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå u(x; t ) èç (2.12) ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó ðåøåíèåì

u1(x; t ) ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

@u
@t

= D
@2u
@x2

+ k1e� tu: (2.14)

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì íà÷àëüíûì óñëî•

âèåì, çàòóõàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê 0. Åñëè íà÷àëüíîå

óñëîâèåu(x; 0) íå çàâèñèò îòx è ðàâíî íåêîòîðîé êîíñòàíòå k2, òî åãî ðåøåíèå

òàêæå íå çàâèñèò îòx è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d(v)
d(t)

= k1e� tv; v(0) = k2: (2.15)

Âû÷èñëèâv(t) = k2ek1e� k1e� t
, ïîëó÷èì

jv(t)j 6 k2; t > 0; (2.16)

êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ðåøåíèÿ u1(x; t ) èç (2.14).

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå u2(x; t ) èç (2.14) ñ îãðàíè÷åííûì ÷åòíûì ïîëîæè•

òåëüíî èíòåãðèðóåìûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, çàòóõàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òîãäà ðåøåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé ñ ìàêñèìóìîì

ïðè x = 0. Ìàêñèìóì îãðàíè÷åí â ñèëó îöåíêè (2.16). Ïîêàæåì, ÷òî u2(0; t) ñõî•

äèòñÿ ê 0 ïðèt ! 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå

" > 0 òàêîå, ÷òî

u2(0; t) > " (2.17)
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ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íåâåðíî,

òî u2(0; t) ñõîäèòñÿ ê 0 âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòèt = tn. Â ñèëó ïîëóãðóïïî•

âîãî ñâîéñòâà ðåøåíèÿ è îöåíêè (2.16) ïîëó÷èì, ÷òî u2(0; t) ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè

âñåõt ! 1 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.17). Äàëåå, ïî•

ñêîëüêó ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (2.14) ñõîäèòñÿ ê 0 ïðèt ! 1 , òî

u2(x; t ) > "=2 äëÿ jxj 6 N (t), ãäå N (t) ! 1 ïðè t ! 1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

J (t) =
R1

�1 u2(x; t )dx ! 1 ïðè t ! 1 .

Èíòåãðèðóÿ (2.14) îòíîñèòåëüíî x îò �1 äî 1 , ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

äëÿ J (t)

dJ
dt

= k1e� tJ: (2.18)

Àíàëîãè÷íî, óáåäèìñÿ, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îñòàåòñÿ îãðàíè•

÷åííûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü u2(0; t) ! 0. Ïîñêîëüêó

ìàêñèìóì ýòîãî ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 0, òî u2(x; t ) ðàâíîìåðíî ñõîäèò•

ñÿ ê 0 ïðè t ! 1 . Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíî îãðàíè÷åííîå

èíòåãðèðóåìîå íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ (2.14) ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó ÷åòíîé

ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðå•

øåíèå ñ ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê 0. �

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå (2.12) ïðè ïîñòîÿííîì èììóí•

íîì îòâåòå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê 0. Åñëè c > a, òî I (u) òàêæå îáðàùàåòñÿ â

íóëü â òå÷åíèå áîëüøîãî âðåìåíè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ c < a îíî ñõîäèòñÿ ê ïîëî•

æèòåëüíîé êîíñòàíòå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå èíôåêöèÿ ïîëíîñòüþ

óñòðàíÿåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîì ñëó÷àå îáùåå êîëè÷åñòâî âèðóñà îñòàåòñÿ

ïîñòîÿííûì. Êðîìå òîãî, ýòè ðåøåíèÿ íå îáðàçóþò ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ â

ïðîñòðàíñòâå ãåíîòèïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âèðóñíîìó êâàçèâèäó, à ðàñïðîñòðà•

íÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ãåíîòèïîâ, îõâàòûâàÿ ðàñòóùèé äèàïàçîí ãåíîòèïîâ.

Óâåëè÷åíèå èììóííîãî îòâåòà. Êëîíàëüíàÿ ýêñïàíñèÿ èììóííûõ êëå•

òîê ñòèìóëèðóåòñÿ àíòèãåíîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f (u) óâåëè÷èâàåòñÿ, ïî

êðàéíåé ìåðå, ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ u, ïðè êîòîðûõ èçáûòîê âèðóñà
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ìîæåò ïðèâåñòè ê èñòîùåíèþ èììóííîãî îòâåòà. Åñëè b = 0, òî (2.12) ÿâëÿ•

åòñÿ îáû÷íûì óðàâíåíèåì ðåàêöèè-äèôôóçèè â ìîíîñòàáèëüíîì ñëó÷àå, ÷üè

ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûìè âîëíàìè.

Òåîðåìà 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f (u) ÿâëÿåòñÿ ïëàâíî ðàñòóùåé ôóíêöèåé,

f (u) > 0 äëÿ u > 0. Òîãäà (2.12) íå èìååò ïîëîæèòåëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî

ðåøåíèÿ ñ íóëåâûìè ïðåäåëàìè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (2.12) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå w(x) ñ íóëåâûìè ïðåäåëàìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ýòî óäîâëåòâîðÿåò

çàäà÷å

w00+ w(1 � I (w) � f (w)) = 0 ; w(�1 ) = 0 (2.19)

ãäå, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü D = a = b= 1. Òîãäà èìååòñÿ

ìàêñèìóì â íåêîòîðîé òî÷êå x = xm; wm = w(xm). óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî òàê

I (w) + f (wm) < 1: (2.20)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëèI (w) + f (wm) > 1, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå â

çíàêàõ â (2.19) ïðè x = xm. ÅñëèI (w) + f (wm) = 1 , òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ w(x) � wm è óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû.

Ïîñêîëüêó f (w) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, èç (2.20) ñëåäóåò, ÷òî íåðà•

âåíñòâî I (w)+ f (w(x)) < 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x 2 R. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

w00+ w(k� f (w)) = 0 , ãäåk = 1 � I (w) > 0. Ïîñêîëüêó k� f (0) > 0, òî óðàâíåíèå

w00+ w(k � f (0)) = 0 , ëèíåàðèçîâàííîå îòíîñèòåëüíî w = 0, íå èìååò ïîëîæè•

òåëüíûõ ðåøåíèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå

äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�

Òåîðåìà 2.3 ïîäòâåðæäàåò, ÷òî (2.12) íå èìååò ïîëîæèòåëüíîãî ñòàöèî•

íàðíîãî ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå (2.2), ìû ìîæåì îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèå
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çàäà÷è Êîøè ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ýòî óòâåðæäåíèå åùå íå äîêàçàíî,

è îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòûé âîïðîñ äëÿ áóäóùåãî àíàëèçà.

Ñíèæåíèå èììóííîãî îòâåòà. Ïîñêîëüêó âèðóñ ìîæåò óáèâàòü èììóí•

íûå êëåòêè è ïîäàâëÿòü èììóííûé îòâåò (íàïðèìåð, ÂÈ×), ìû ðàññìàòðèâàåì

çäåñü óìåíüøàþùóþñÿ ôóíêöèþ f (u). Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà 0 <

x < L è èíòåãðàëàI (u) =
RL

0 u(x; t )dx, (2.12) èìååò ïîñòîÿííîå ñòàöèîíàðíîå ðå•

øåíèå. Ðåøåíèå ìîæåò ïîòåðÿòü ñâîþ ñòàáèëüíîñòü, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ

èìïóëüñîâ. Áèôóðêàöèÿ èìïóëüñîâ ìîæåò áûòü èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî

àíàëèçà ñòàáèëüíîñòè è áèôóðêàöèè. Ýòîò àíàëèç íåïðèìåíèì â ñëó÷àå âñåé

îñè.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé ñíèæåíèÿ èììóííîãî îòâåòà ïðèíöèïèàëüíî îòëè•

÷àåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûì èëè âîçðàñòàþùèì èììóííûì îòâåòîì. Â

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëîêàëèçîâàííûå ïîëîæèòåëü•

íûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå øòàììó âèðóñà.

Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð ìîäåëè, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâî•

âàíèå ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü f (u) = p � u. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå çíà•

÷åíèÿ p1, p2, p1 < p2, òàêèå, ÷òî (2.12) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå, çàòóõàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ p1 < p < p 2, è îíî íå èìååò

ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè 0 < p < p 1 è p > p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.19). Ïîëîæèì

k = 1 � I (w). Ïîñêîëüêó 0 < I (w) < 1, òîãäà 0 < k < 1. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå

(2.19) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

w00+ w(k � f (w)) = 0 ; w(�1 ) = 0 : (2.21)

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü èçó÷åíî àíàëèòè÷å•

ñêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç wk(x),

ãäå èíäåêñk ïîêàçûâàåò åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà k. Çàòåì ìû ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî k
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1 �
Z 1

�1
wk(x)dx = k: (2.22)

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà•

÷è (2.19). Äëÿf (w) = b� w, (2.21) ñòàíîâèòñÿ

w00� pw + w2 = 0; (2.23)

ãäåp = b� k. Ïîëîæèì w(x) = pv(
p

px). Òîãäà v(y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

v00� v + v2 = 0: (2.24)

Îíî èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå v0(y), òàêîå, ÷òî v0(�1 ) = 0 . Ñëåäî•

âàòåëüíî, wk(x) = pv0(px), è èç (2.22) ìû ïîëó÷èì

I 0

p
b� k = 1 � k: (2.25)

ãäåI 0 =
R1

�1 v0(y)dy. Ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò èç àíàëèçà ýòîãî óðàâíå•

íèÿ.

�

Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ ôóíêöèé

f (u) = b � un; n > 1.

2.3.2 Âçàèìîäåéñòâèå ãåíîòèïîçàâèñèìîé ãèáåëè âèðóñà è

èììóííîãî îòâåòà.

Èçó÷èì âçàèìîäåéñòâèå èììóííîãî îòâåòà ñ çàâèñÿùåé îò ãåíîòèïà ãè•

áåëüþ âèðóñà. Â ðàçäåëå 2.2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ� (x) èìååò

äâà äîïóñòèìûõ èíòåðâàëà, òî äâà âèðóñíûõ øòàììà ñîñóùåñòâóþò. Èõ äè•

íàìèêà îïèñûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè ðåøåíèÿìè, ìåäëåííî ñõîäÿùèìèñÿ ê

ñèììåòðè÷íîìó áèìîäàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Èììóííûé îòâåò âëèÿåò íà ýòó

äèíàìèêó, è ýòî âëèÿíèå çàâèñèò îò ôóíêöèè èììóííîãî îòâåòà f (u).
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Óâåëè÷èâàþùàÿñÿ ôóíêöèÿ èììóííîãî îòâåòà. Ñíà÷àëà ïðîâåäåì àíà•

ëèç âëèÿíèÿ èììóííîãî îòâåòà íà êîíêóðèðóþùèå øòàììû âèðóñîâ â ñëó÷àå

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè f (u). Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ëèíåéíóþ ôóíê•

öèþ f (u) = k1u. Â ýòîì ñëó÷àå, äàæå åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì, ðåøåíèå áûñòðî ñõîäèòñÿ ê ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ

ðàâíûìè ïèêàìè â äîïóñòèìûõ èíòåðâàëàõ. Ïðîìåæóòî÷íûå ðåøåíèÿ, íàáëþ•

äàâøèåñÿ ðàíåå, çäåñü íå îáíàðóæåíû.

Óìåíüøàþùàÿñÿ ôóíêöèÿ èììóííîãî îòâåòà. Â ñëó÷àå óáûâàþùåé

ôóíêöèè f (u) = k2e� k3u áèìîäàëüíîå ðåøåíèå ñèììåòðè÷íî â ñëó÷àå ñèì•

ìåòðè÷íîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Îäíàêî íåáîëüøàÿ àñèììåòðèÿ èñõîäíîãî

ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ îäíîãî øòàììà è óâåëè÷åíèþ äðóãîãî. Òà•

êèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, íî ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Êîëîêîëîîáðàçíûé âèä ôóíêöèè èììóííîãî îòâåòà. Ðàññìîòðèì ôóíê•

öèþ èììóííîãî îòâåòà f (u) = k1ue� k3u, ðàñòóùóþ ïðè ìàëîì u è çàòóõàþùóþ

ïðè áîëüøîì u. Â ñëó÷àå äâóõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ ðåøåíèå ìîæåò ñõî•

äèòüñÿ ê óíèìîäàëüíîìó èëè ê áèìîäàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Åñëè k3 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ðàñòóùàÿ âåòâü ýòîé ôóíê•

öèè îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé, è âîçíèêàþò äâà ñòîéêèõ øòàììà. Åñëè k3

äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî óáûâàþùàÿ âåòâü ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé, è âûæè•

âàåò òîëüêî îäèí øòàìì.

2.3.3 Âëèÿíèå ôóíêöèè îïèñûâàþùåé ëå÷åíèå.

Â ñëó÷àå äâóõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ çàâèñÿùåé îò ãåíîòèïà ôóíêöèè

ãèáåëè� (x) èìåþòñÿ äâà ñòîéêèõ øòàììà, áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ ê ïðîìåæóòî÷•

íîé àñèìïòîòèêå â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (ðàçäåë 2.2). Èììóííûé

îòâåò ìîæåò ëèáî ñîõðàíèòü îáà øòàììà, ëèáî óíè÷òîæèòü îäèí èç íèõ (ðàç•

äåë 2.3.2).
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Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê íà êîíêóðåíöèþ âèðóñíûõ øòàììîâ âëèÿåò ëå÷åíèå

âèðóñà, çàâèñÿùåå îò ãåíîòèïà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ � çàâèñèò îò

âðåìåíè

� (x; t ) =

8
><

>:

� 0(t); 0 6 t 6 t0

� 1(t); t > t 0

(2.26)

Çäåñü� 0(x) - èñõîäíûé óðîâåíü ãèáåëè, t0 - ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðè•

ìåíÿåòñÿ ëå÷åíèå, à � 1(x) - óðîâåíü ãèáåëè, äëÿ êîòîðîãî ó÷èòûâàåòñÿ ýôôåêò

ëå÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ëå÷åíèå ìîæåò óñòðàíèòü îäèí èç äîïóñòèìûõ èíòåðâà•

ëîâ è ïîâëèÿòü íà ñîîòâåòñòâóþùèé øòàìì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì âëèÿíèå ëå÷åíèÿ íà äèíàìèêó âèðóñíûõ øòàììîâ ïðî•

ñòûì ñëó÷àåì áåç èììóííîãî îòâåòà, f (u) � 0. Ðàññìîòðèì äâà äîïóñòèìûõ

èíòåðâàëà,I 1 = [0;2; 0;3] è I 2 = [0;7; 0;8], ãäå� 0(x) = 0 , à � 0(x) = 1 çà ïðåäåëà•

ìè ýòèõ äâóõ èíòåðâàëîâ. Ïîÿâëåíèå âèðóñíûõ øòàììîâ çàâèñèò îò èñõîäíîãî

ñîñòîÿíèÿ. Åñëè èñõîäíîå ñîñòîÿíèå â öåíòðå èíòåðâàëà (0;49 < x < 0;51), òî

â ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëàõ âîçíèêàþò äâå ðàâíûõ øòàììà. Â

íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ìû ìåíÿåì êîýôôèöèåíò ãèáåëè íà ôóíê•

öèþ � 1(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí áûë ðàâåí 0 òîëüêî â ïåðâîì äîïóñòèìîì

èíòåðâàëå, à âî âòîðîì èíòåðâàëå îí áûë ðàâåí 1. Çàòåì âòîðîé øòàìì áûñò•

ðî èñ÷åçàåò, â òî âðåìÿ êàê ïåðâûé øòàìì ðàñòåò. Îáùàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà

(èíòåãðàë ðåøåíèÿ) íå èçìåíÿåòñÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîääåðæêà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ëîêàëèçîâàíà âíóòðè

ïåðâîãî äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà, 0:24 6 x 6 0:26. Ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí

øòàìì, â òî âðåìÿ êàê äðóãîé îòñóòñòâóåò. Ïðèìåíÿÿ ëå÷åíèå, ìû óñòðàíÿåì

ïåðâûé øòàìì âèðóñà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé øòàìì. Îí

íå ìîã ïîÿâèòüñÿ äî ëå÷åíèÿ èç-çà êîíêóðåíöèè ìåæäó øòàììàìè. Òàêèì îá•

ðàçîì, ïðîòèâîâèðóñíîå ëå÷åíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ øòàììîâ.

Áîëåå òîãî, íîâûé øòàìì óñòîé÷èâ ê ëå÷åíèþ, ïîñêîëüêó ëå÷åíèå äåéñòâóåò íà

ïåðâûé äîïóñòèìûé èíòåðâàë, íî íå íà âòîðîé.
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2.4 Äâà äîïóñòèìûõ èíòåðâàëà - ïîÿâëåíèå íîâûõ êâàçèâèäîâ

Ñ öåëþ èññëåäîâàíèÿ êîíêóðåíöèþ äâóõ âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ çà êëåòêè

îðãàíèçìà, ìû òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ãèáåëè � (x) ñ äâóìÿ äîïóñòèìûìè

èíòåðâàëàìè, òî åñòü ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ.

� (x) =

8
><

>:

0; åñëè x1 < jxj < x 2

� 0; â èíîì ñëó÷àå
(2.27)

Ðèñóíîê 2.3 � Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè � (x)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.3) ñ òàêîé ôóíêöèåé� (x) äîâîëüíî ñëîæíîå,

îäíàêî ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

2.4.1 Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ äâóõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Du00+ u(1 � I (u)) � � (x)u = 0 (2.28)

íà âñåé îñè, ãäå ôóíêöèÿ � (x) ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííîìó âûñøåå. Çäåñü � 0; x1

è x2 ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, x1 < x 2. Ìû èùåì ïîëîæèòåëüíîå îãðàíè÷åííîå
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ðåøåíèå ïðåäñòàâëåííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íî•

ñòè. Ïóñòü

1 � I (u) = k2: (2.29)

Åñëè I (u) > 1, òî u = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (2.28). Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < I (u) < 1 è k2 < 1. Òîãäà (2.28) ìîæ•

íî çàïèñàòü â âèäå
8
><

>:

Du00+ k2u � � 0u = 0; åñëè jxj < x 1; jxj > x 2,

Du00+ k2u = 0; åñëè x1 6 jxj 6 x2.

Ïîëàãàÿ, ÷òî k2 < � 0, áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå â âèäå

u(x) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

c1e� x ; x < � x2;

c2 cos(tx ) + c3 sin(tx ); � x2 6 x 6 � x1;

c4e� x + c5e� � x ; � x1 < x < x 1;

c6 cos(tx ) + c7 sin(tx ); x1 6 x 6 x2;

c8e� � x ; x > � x2;

ãäå� =
q

� 0� k2

D ; t = k
D . Èç íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé,

u (� x i � 0) = u (� x i + 0) ; u0(� x i � 0) = u0(� x i + 0) ; i = 1;2

ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

c1e� � x2 = c2 cos (tx 2) � c3 sin (tx 2) , (2.30)

c1� e� � x2 = c2t sin (tx 2) + c3t cos (tx 2) , (2.31)

c4e� � x1 + c5e� x1 = c2 cos (tx 1) � c3 sin (tx 1) , (2.32)

c4� e� � x1 � c5� e� x1 = c2t sin (tx 1) + c3t cos (tx 1) , (2.33)

c4e� x1 + c5e� � x1 = c6 cos (tx 1) + c7 sin (tx 1) , (2.34)

c4� e� x1 � c5� e� � x1 = � c6t sin (tx 1) + c7t cos (tx 1) , (2.35)
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c8e� � x2 = c6 cos (tx 2) + c7 sin (tx 2) , (2.36)

� c8� e� � x2 = � c6t sin (tx 2) + c7t cos (tx 2) . (2.37)

Ïîñêîëüêó ìû èùåì íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû äîëæåí

áûòü ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå äàåò óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî k. Äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå (2.29) ïîçâîëèò íàì îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ci è ðåøåíèå. Èç (2.30)

è (2.31) ìû ïîëó÷àåì

c2 = f 2(� ; t)c1, c3 = f 3(� ; t)c1, (2.38)

ãäå
f 2(� ; t) = e� � x2 (t cos (tx 2) + � sin (tx 2)) =t,

f 3(� ; t) = e� � x2 (� t sin (tx 2) + � cos (tx 2)) =t.

Èç (2.32) è (2.33),

c4 = f 4(� ; t)c1, c5 = f 5(� ; t)c1, (2.39)

ãäå

f 4(� ; t) = (( � cos (tx 1) + t sin (tx 1)) f 2 + ( � � sin (tx 1) + t cos (tx 1)) f 3) e� x1=(2� )

=
�
2� t cos (t (x2 � x1)) +

�
� 2 � t2� sin (t (x2 � x1))

�
e� (x1� x2)=(2� t);

f 5(� ; t) = (( � cos (tx 1) � t sin (tx 1)) f 2 � (� sin (tx 1) + t cos (tx 1)) f 3) e� � x1=(2� )

=
�
� 2 + t2� sin (t (x2 � x1)) e� � (x1+ x2)=(2� t):

Èç (2.34) è (2.35) ìû ïîëó÷àåì

c6 = f 6(� ; t)c1, c7 = f 7(� ; t)c1, (2.40)

ãäå

f 6(� ; t) =
��

f 4e� x1 + f 5e� � x1
�

t cos (tx 1) �
�
f 4e� x1 � f 5e� � x1

�
� sin (tx 1)

�
=t

= f 4 (t cos (tx 1) � � sin (tx 1)) e� x1=t + f 5 (t cos (tx 1) + � sin (tx 1)) e� � x1=t,

f 7(� ; t) =
��

f 4e� x1 + f 5e� � x1
�

t sin (tx 1) +
�
f 4e� x1 � f 5e� � x1

�
� cos (tx 1)

�
=t

= f 4 (t sin (tx 1) + � cos (tx 1)) e� x1=t + f 5 (t sin (tx 1) � � cos (tx 1)) e� � x1=t.



66

Èç (2.36) è (2.38) ìû ïîëó÷àåì

c6� cos (tx 2) + c7� sin (tx 2) = c6t sin (tx 2) � c7t cos (tx 2) . (2.41)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.41)

f 4
�
2� t cos (t (x2 � x1)) +

�
� 2 � t2� sin (t (x2 � x1))

�
e� x1

= f 5
�
� 2 + t2� sin (t (x2 � x1)) e� � x1:

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ f 4; f 5; ïîëó÷àåì f 2
4 = f 2

5 , èëè

2� t cos (t (x2 � x1)) +
�
� 2 � t2� sin (t (x2 � x1))

= �
�
� 2 + t2� sin (t (x2 � x1)) e� 2� x1:

Ñëåäîâàòåëüíî,

tg (t (x2 � x1)) =
2� t

t2 � � 2 � (t2 + � 2) e� 2� x1
. (2.42)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî k:

tg
�

k (x2 � x1) =
p

D
�

=
2k

p
� 0 � k2

2k2 � � 0 � � 0e� 2
p

� 0� k2x1=
p

D
. (2.43)

Îòìåòèì, ÷òî çíàê + â ýòîì óðàâíåíèè ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîìó ðåøåíèþ,

à � àñèììåòðè÷íîìó ðåøåíèþ. Äëÿ x1 = 0 ìû ïîëó÷àåì òî æå óðàâíåíèå, ÷òî

è äëÿ åäèíñòâåííîãî äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà.

×òîáû îïèñàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ïà•

ðàìåòðîâ, îáîçíà÷èì h = ( x2 � x1)=
p

D. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü h êàê

íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð è áóäåì èçìåíÿòü åãî äëÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ � 0 è

x1=
p

D ôèêñèðîâàíî. Åñëè h äîñòàòî÷íî ìàë, òî (2.43) íå èìååò ðåøåíèé ñ

jkj < 1. Åñëè h áîëüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ hc, òî ñóùåñòâóåò

ðåøåíèå jkj < 1 óðàâíåíèÿ ñî çíàêîì + .

2.4.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

@u
@t

= D
@2u
@x2

+ au(1 � bI(u)) � � (x)u, (2.44)
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íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå 0 < x < L ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà, à

èíòåãðàë çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

I (u) =
Z L

0
u(x; t )dx.

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëèçîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå

ðåøåíèå (2.3) ñóùåñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà èëè

äëÿ íåáîëüøîé ñêîðîñòè ìóòàöèè (êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D). Ýòî ëîêàëè•

çîâàííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò øòàììó âèðóñà. ×òîáû èçó÷èòü êîíêóðåíöèþ

äâóõ øòàììîâ çà êëåòêè-îðãàíèçìà, ìû òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ãèáåëè

� (x) ñ äâóìÿ äîïóñòèìûìè èíòåðâàëàìè (2.27). Çäåñü x2 > x 1 > 0.

à) á)
Ðèñóíîê 2.4 � Ðåøåíèå u(x;t ) èç (2.44) â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ: L = 10; D = 1; a = b = 1; � (x) = 0 åñëèx 2 [2;3] [ [7;8], â

èíîì ñëó÷àå � (x) = 1 :1. Íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x;0) = 1 åñëèx 2 [4:8;5:2], â èíîì

ñëó÷àåu(x;0) = 0. Ñëåâà à) ðåøåíèå äît = 20. Ñïðàâà á) ðåøåíèå äî t = 100.

Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 2.4 è 2.5.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòüþ ê ñòàöèîíàðíîìó

ðåøåíèþ íà ðèñ. 2.4 (à). Ðåøåíèå íàïîìèíàåò äâà èìïóëüñà ñ ìàêñèìóìàìè,

ðàñïîëîæåííûìè â öåíòðàõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà•

÷àëüíîå óñëîâèå íå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíòåðâàëà, ýòî ðåøåíèå

ðàñïîëîæåíî ñèììåòðè÷íî. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ t ñõîäèìîñòè ê ýòîìó ðåøåíèþ

ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 30 (áåçðàçìåðíûå åäèíèöû). Ïîñëå äîñòèæåíèÿ ñòàöèîíàð•

íûõ çíà÷åíèé, ðåøåíèå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì - ðèñ. 2.4 (á).
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à) á)
Ðèñóíîê 2.5 � Ðåøåíèå u(x;t ) èç (2.44) â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ: L = 30; a = b = 1; � (x) = 0 åñëèx 2 [12;13] [ [17;18], â èíîì

ñëó÷àå� (x) = 1 :1. Íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x;0) = 1 åñëèx 2 [14:5;15:5], â èíîì

ñëó÷àåu(x;0) = 0. Ñëåâà à) ðåøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D = 0:1.

Ñïðàâà á) ðåøåíèå äëÿD = 0:01.

Íà ðèñóíêå 2.5 êîýôôèöèåíò äèôôóçèè áûë ïðèíÿò ðàâíûì 0:1 (ðèñóíîê

à) è 0:01 (ðèñóíîê á). Â ýòèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà÷àëüíîå óñëîâèå áûëî

ðàñïîëîæåíî ñèììåòðè÷íî ïî öåíòðó èíòåðâàëà 0 < x < L èäåíòè÷íî äëÿ ýêñïå•

ðèìåíòà 2.5à è 2.5á. Âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ðåøåíèå íàïîìèíàåò äâà èìïóëüñà,

ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ. Âèäíî, ÷òî â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå íå äîñòèãëî ñòàöèîíàðà. Òàêèì îáðàçîì, âî âñå ïðîìåæó•

òî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàêñèìóìàìè èìïóëüñîâ çàâèñèò

îò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ íå ïðåäñòàâëåíû, ïî•

ñêîëüêó äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòàöèîíàðîâ íå õâàòèëî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò

êâàçèñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ, ïîñêîëüêó â ñòàòüå [5], ãäå èññëåäîâàëàñü àíàëî•

ãè÷íàÿ ìîäåëü, ðåøåíèå ñõîäèëîñü ê ñòàöèîíàðíîìó íà îãðîìíûõ âðåìåíàõ -

ïîðÿäêà t = 105 - ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ êâàçèñòàöèîíàðà íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà

t = 20.
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2.5 Áèîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ìóòàöèÿ âèðóñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøóþ ïðîáëåìó äëÿ áèîìåäè•

öèíñêèõ èññëåäîâàíèé è êëèíè÷åñêîé ìåäèöèíû. Ñóùåñòâóþò ñîòíè ìóòàíòîâ

ÂÈ×, êîòîðûå ìîãóò çàìåíÿòü äðóã äðóãà â ïðîöåññå ëå÷åíèÿ. Ðåçèñòåíòíûå

øòàììû ìîãóò âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå èõ åñòåñòâåííîé ýâîëþöèè èëè â ðåçóëü•

òàòå ïðîòèâîâèðóñíîãî ëå÷åíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýâîëþöèÿ âèðóñîâ ÿâëÿåòñÿ

èíòåðåñíûì îáúåêòîì òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ó ýâîëþöèè âèðóñîâ åñòü

íåêîòîðûå îáùèå ÷åðòû ñ ýâîëþöèåé áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ, íî ýâîëþöèÿ âèðó•

ñîâ áûñòðåå è ÿâñòâåííåå â òîì ñìûñëå, ÷òî ñàì âèðóñ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî

ïðîñòûì îáúåêòîì, à åãî îêðóæàþùàÿ ñðåäà îãðàíè÷èâàåòñÿ îðãàíèçìîì-íîñè•

òåëåì.

Â íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âèðóñîâ ðàññìàòðèâà•

åòñÿ êàê ôóíêöèÿ ãåíîòèïà, èíòåðïðåòèðóåìîãî êàê íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ

[98; 99]. Õîòÿ ïðè òàêîì ïîäõîäå ñëîæíåå îïèñàòü ñëîæíûé ãðàôèê ñâÿçåé øòàì•

ìîâ âèðóñîâ ïî ìóòàöèÿì, îí áîëåå ïîäõîäèò äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ýòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå ïðîäîëæàåì ðàçâèâàòü ýòîò ïîäõîä, ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå êîíêóðåíöèþ âèðóñîâ çà êëåòêè îðãàíèçìà è çàâèñÿùóþ îò ãåíîòè•

ïà ãèáåëü, åñòåñòâåííóþ èëè îáóñëîâëåííóþ ïðîòèâîâèðóñíûì ëå÷åíèåì. Ýòà

ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà íåëîêàëüíûì óðàâíåíèåì ðåàêöèè-äèôôóçèè (2.44), ãäå

íåëîêàëüíûé ÷ëåí îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà. Äåéñòâèòåëüíî,

ñêîðîñòü çàðàæåíèÿ êëåòîê ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè âèðóñà u ñ ëîãèñòè•

÷åñêèì ÷ëåíîì îãðàíè÷åíèÿ (1 � bI(u)) â çàâèñèìîñòè îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

âèðóñîâ I (u).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì îñü àáñöèññ â êà÷å•

ñòâå ïðîñòðàíñòâà ãåíîòèïîâ. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè øòàìì âèðóñà ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëèçîâàííîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñîñðåäîòî÷åíî

âîêðóã íåêîòîðîãî ãåíîòèïà x0, áûñòðî óìåíüøàÿñü ïî ìåðå óäàëåíèÿ ãåíîòèïà

x îò x0. Ïåðñèñòåíòíûé øòàìì âèðóñà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó ñòàáèëü•
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íîìó ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ u0(x) ñ ìàêñèìóìîì ïðè íåêîòîðîì x = x0.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé àïðèîðè íå èçâåñòíî, è îäíîé èç çàäà÷ íàøå•

ãî òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ

è óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðåøåíèé.

Â ðàáîòå [82] àâòîðû ïîêàçûâàþò äâà ìåõàíèçìà, ïðèâîäÿùèõ ê ñóùå•

ñòâîâàíèþ ñòàáèëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.1). Îäèí èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ

äîïóñòèìûìè èíòåðâàëàìè, â êîòîðûõ ãèáåëü îò âèðóñà íèçêàÿ. Â ðåçóëüòàòå

èçó÷åíèÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ øòàììîâ äî•

ïóñòèìûå èíòåðâàëû äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, à ÷àñòîòà ìóòàöèé

âèðóñà (êîýôôèöèåíò äèôôóçèè) äîñòàòî÷íî ìàëà.

Îäíà èç êëþ÷åâûõ öåëåé èññëåäîâàííûõ â ýòîé ãëàâå - èçó÷åíèå âîçíèêíî•

âåíèÿ íîâûõ øòàììîâ âèðóñà è èõ êîíêóðåíöèè. Äàííîå ÿâëåíèå ìû íàáëþäàåì

â äîïóùåíèè äâóõ ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ ãèáåëè � (x). Â áûñòðîì ìàñøòà•

áå âðåìåíè îíè áûñòðî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ïðîìåæóòî÷íûì ñòàöèîíàðíûì

ðåøåíèÿì. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà 30 áåçðàçìåðíûõ åäèíèö

âðåìåíè. Ïðè 102 � 103 åäèíèöàõ âðåìåíè îíè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ. Îòíî•

ñèòåëüíîå êîëè÷åñòâî äâóõ øòàììîâ çàâèñèò îò íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè

(íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ) è ÷àñòîòû ìóòàöèé âèðóñà D. Ïðåäñòàâëåííûå â íàøåì

èññëåäîâàíèè çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ D = 1; 0:1; 0:01. Ñ áèîìåäèöèíñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ ðåøåíèé ìîæåò èìåòü âàæ•

íûå ïîñëåäñòâèÿ. Â êðàòêîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå íåîáõîäèìî óäåëèòü âíèìàíèå

øòàììàì, îïðåäåëÿåìûì èñõîäíîé âèðóñíîé íàãðóçêîé, à íå èõ àñèìïòîòèêîé

â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè.

Íàêîíåö ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) âûâîäèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè

î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìóòàöèÿõ (2.2). Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåáîëü•

øîå ïðèáëèæåíèå âûáîðà áîëåå îáùåé ìîäåëè [101] ñ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé

ïðèãîäíîñòè. Ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ â äàííîé ãëàâå, íå ó÷èòûâàåò ñëîæíóþ

âíóòðèêëåòî÷íóþ ðåãóëÿöèþ ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà è ó÷àñòèå ðàçëè÷íûõ êëå•

òîê â èììóííîì îòâåòå è íåêîòîðûå äðóãèå àñïåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ âèðóñà ñ
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îðãàíèçìîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óïðîùåíèå ïîçâîëÿåò íàì âûÿâèòü íåêî•

òîðûå îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ýâîëþöèè âèðóñîâ, êîòîðûå íåâîçìîæíî

ïðåäñêàçàòü â áîëåå ïîäðîáíîé ìîäåëè. Â öåëîì, ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä ê

ìîäåëèðîâàíèþ îòêðûâàåò èíòåðåñíûå ïåðñïåêòèâû è äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå

óñëîæíåíèÿ, âêëþ÷àÿ âðåìåííóþ çàäåðæêó, äðóãèå íåëîêàëüíûå ÷ëåíû, äâó•

ìåðíûå çàäà÷è è òàê äàëåå.
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Ãëàâà 3. Êîíêóðåíöèÿ âèðóñíûõ êâàçèâèäîâ

3.1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíêóðåíöèè âèðóñîâ

Âèðóñû íàõîäÿòñÿ â ïîñòîÿííîé ýâîëþöèè âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ èõ ãåíî•

ìà â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ðåïëèêàöèè, ðåêîìáèíàöèè èëè ìóòàöèè [102].

Âäîáàâîê, ýòè èçìåíåíèÿ â ãåíîìå âèðóñà ñïîñîáñòâóþò ïîÿâëåíèþ íîâûõ åãî

âàðèàöèé. Âàðèàáåëüíîñòü âèðóñîâ ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ôàêòîðîâ

ïàòîãåíåçà ñîîòâåòñòâóþùåãî èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ; êðîìå òîãî, âûñî•

êîå ãåíåòè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå è áûñòðîòà ìóòàöèè íåêîòîðûõ âèðóñîâ äåëàåò

èììóííûé îòâåò íåýôôåêòèâíûì è ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ðåçèñòåíò•

íîñòè ê ïðîòèâîâèðóñíîé òåðàïèè [103].

Âìåñòå ñ òåì, ïðèñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî èíôåêöèîííîãî àãåíòà òàêæå

ìîæåò ïîìåøàòü öåëåíàïðàâëåííîìó ðàçâèòèþ îñíîâíîãî âèðóñà. Âèðóñíàÿ èí•

òåðôåðåíöèÿ, ÿâëåíèå, êîãäà îäèí âèðóñ êîíêóðåíòíî ïîäàâëÿåò ðåïëèêàöèþ

äðóãèõ êîèíôèöèðóþùèõ âèðóñîâ, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ðå•

çóëüòàòîì âèðóñíûõ êîèíôåêöèé. Êðîìå òîãî, êîèíôåêöèè ìîãóò ìîäóëèðîâàòü

âèðóëåíòíîñòü âèðóñà è ãèáåëü êëåòîê, òåì ñàìûì èçìåíÿÿ òÿæåñòü çàáîëåâà•

íèÿ è ýïèäåìèîëîãèþ [104].

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âîçìîæíîñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âèðóñîâ

â îðãàíèçìå, èññëåäóåì ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Ìîäåëü, ïîñòðîåí•

íàÿ ïî àíàëîãèè è íà îñíîâå ïðèëîæåííîé â ãëàâå 2 ìîäåëè, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò

ïðîöåññû, âëèÿþùèå íà êîíöåíòðàöèþ âèðóñà â îðãàíèçìå. Òàêèå ïðîöåññû êàê

ìóòàöèÿ, ðàñïðîñòðàíåíèå è ãèáåëü âèðóñà â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ äâóõ âèðóñîâ

u; v â îðãàíèçìå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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8
>>>>><

>>>>>:

@u
@t

= D1
@2u
@x2

+ � 1u(1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) � � 1(x)u;

@v
@t

= D2
@2v
@y2

+ � 2v(1 � � 2I (u) � 
 2I (v)) � � 2(y)v:

(3.1)

Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè âèðóñîâ â çàâèñèìîñòè îò ãå•

íîòèïîâ x è y ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå

âî âðåìåíè. Çäåñü D1, D2 ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè, à ïàðàìåò•

ðû � 1;2; � 1;2; 
 1;2 - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïåðâûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè

ýòèõ óðàâíåíèé õàðàêòåðèçóþò ìóòàöèþ âèðóñà, âòîðûå - åãî ðàçìíîæåíèå, à

ïîñëåäíèå - ãèáåëü âèðóñà. Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

� Ïî ïðåæíåìó, ÷ëåí äèôôóçèè îïèñûâàåò ìóòàöèþ âèðóñà íà îñíîâå ïî•

ñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàòèìûõ ìóòàöèé îïèñûâàþùèì óðàâíåíèåì äëÿ

ïëîòíîñòè âèðóñà ui ñ ãåíîòèïîì x i :

dui

dt
= � (ui � 1 � ui ) + � (ui +1 � ui );

ãäå� - ÷àñòîòà ìóòàöèé â óðàâíåíèè ïðåäñòàâëåíà êîýôôèöèåíòîì D1.

� ×ëåí ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè âèðóñà u è

êîëè÷åñòâó íå-èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê (1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) , ÷òî ñïðà•

âåäëèâî äëÿ îñòðîé ñòàäèè èíôåêöèè (ôàçà ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà). Çäåñü

1 - áåçðàçìåðíîå îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê,� 1I (u) è 
 1I (v) - êîëè÷åñòâî

çàðàæåííûõ âèðóñîì êëåòîê u è v ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïðîïîðöèî•

íàëüíû îáùåìó êîëè÷åñòâó âèðóñîâ:

I (u) =

1Z

�1

u(x;t )dx è I (v) =

1Z

�1

v(y;t)dy:

� Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1) îïèñûâàåò åñòåñòâåííóþ

ãèáåëü âèðóñà èëè åãî óñòðàíåíèå ñ ïîìîùüþ êàêîãî - ëèáî ïðîòèâî•

âèðóñíîãî ëå÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ãèáåëü ìîæåò çàâèñåòü îò ãåíîòèïà

âèðóñàx èëè y.
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Îíè àíàëîãè÷íû âî âòîðîì óðàâíåíèè äëÿ âèðóñà v. Ìû ðàññìàòðèâàåì

øòàìì âèðóñà êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñîñðåäîòî÷åííîå âîêðóã íåêîòî•

ðîãî çíà÷åíèÿ ãåíîòèïà. Ýòî íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1), êîòîðîå

ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Îïðåäåëèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ñòà•

öèîíàðíûõ ðåøåíèé.

3.2 Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè

� 1 = � 2; � 1 = � 2; 
 1 = 
 2

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1), ðàññìàòðèâàåìûå íà âñåé îñè, óäî•

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

8
><

>:

D1u00+ � 1u(1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) � � 1(x)u = 0;

D2v00+ � 2v(1 � � 2I (u) � 
 2I (v)) � � 2(y)v = 0;
(3.2)

ãäå

I (u) =

1Z

�1

u(x)dx; I (v) =

1Z

�1

v(y)dy:

Ñ öåëüþ íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ðàññìîòðèì êóñî÷íî•

çàäàííûå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè � i (x):

� 1(x) =

8
><

>:

� 1; åñëè jxj > x1

0; åñëè jxj < x 1

; � 2(y) =

8
><

>:

� 2; åñëè jyj > y1

0; åñëè jyj < y 1

;

� 1;2 > 1. Ìû èùåì íåîòðèöàòåëüíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå•

íèé (3.2).

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî � 1 = � 2; � 1 = � 2; 
 1 = 
 2. ßñíî, ÷òî

íåîòðèöàòåëüíûå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.2) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè � I (u) + 
 I (v) < 1. Ïóñòü

� (1 � � I (u) � 
 I (v)) = k2, (3.3)
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òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (3.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
8
><

>:

D1u00+ k2u � � 1(x)u = 0;

D2v00+ k2v � � 2(y)v = 0:

Ìû íàõîäèì ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â âèäå:
8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

u(x) = c2e� 1x ; x 6 � x1

u(x) = c1 cos(t1x); jxj < x 1

u(x) = c2e� � 1x ; x > x1

v(y) = c4e� 2y; y 6 � y1

v(y) = c3 cos(t2y); jyj < y 1

v(y) = c4e� � 2y; y > y1

,

ãäåc1; c2; c3 è c4 ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû è

t1 =
k

p
D1

; t2 =
k

p
D2

; � 1 =

s
� 1 � k2

D1
; � 2 =

s
� 2 � k2

D2
:

Èç íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x = � x1 è y = � y1

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

c1 cos(t1x1) = c2e� � 1x1; c1t1 sin(t1x1) = c2� 1e� � 1x1;

c3 cos(t2y1) = c4e� � 2y1; c3t2 sin(t2y1) = c4� 2e� � 2y1:
(3.4)

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèÿ ñïðàâà íà óðàâíåíèÿ ñëåâà, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ îò•

íîñèòåëüíî k:
8
>>>>>><

>>>>>>:

k =

p
� 1 � k2

tg(kx �
1)

;

k =

p
� 2 � k2

tg(ky�
1)

:

(3.5)

ãäåx �
1 = x1p

D1
è y�

1 = y1p
D2

. Èç ðàâåíñòâà (3.3) ìû âèäèì, ÷òî � = � (� I (u) +


 I (v))+ k2, ãäåI (u); I (v) > 0 è � ; � ; 
 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè.

Ïîýòîìó k2 < � è ìû èùåì ðåøåíèå k <
p

� ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ìû ìîæåì âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ:
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1. Ïóñòü u(x) 6= 0; v(y) = 0 . Òîãäà çíà÷åíèå k ìîæíî íàéòè èç ïåðâîãî

ðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.5).

2. Ïóñòü u(x) = 0 ; v(y) 6= 0. Òîãäà çíà÷åíèå k ìîæíî íàéòè èç âòîðîãî

ðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.5).

Íàïîìíèì, ÷òî ìû èùåì ðåøåíèå k <
p

� . Â ñëó÷àå, êîãäà òîëüêî

îäèí êîìïîíåíò ðåøåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò 0, òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò,

åñëèx �
1 > � 1 (â ïåðâîì ñëó÷àå) èëè y�

1 > � 2 (âî âòîðîì ñëó÷àå) áîëüøå

êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

� 1;2 =
1

p
�

arctan
� r

� 1;2

�
� 1

�
;

è îíî ñóùåñòâóåò, åñëèx �
1 6 � 1 èëè y�

1 < � 2 ñîîòâåòñòâåííî â êàæäîì

ñëó÷àå.

3. Ïóñòü u(x) 6= 0; v(y) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå k(<
p

� ) ìîæíî

íàéòè èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (3.5). Ýòî çíà÷åíèå k, âñòàâëåííîå âî

âòîðîå ðàâåíñòâî â (3.5), ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ìåæäó

y�
1 è � 2, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (ðèñ. 3.4à). Â ñëó÷àå, êîãäà

çàäàíû � 1 è � 2, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó y�
1 è x �

1 èç

óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.5). Åñëè� 1 = � 2, òî y�
1 = x �

1 (÷åðíàÿ ëèíèÿ íà

ðèñóíêå 3.4á). Åñëè� 1 < � 2, òî y�
1 > x �

1 è òàêîå îòíîøåíèå ñóùåñòâóåò

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè � 1 > k 2. Åñëè � 1 > � 2, òî y�
1 < x �

1 è òàêîå

îòíîøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè� 2 > k 2.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èíòåãðàëû I (u) è I (v):

I (u) =

1Z

�1

u(x)dx =
2c1

t1
sin(t1x1) +

2c2

� 1
e� � 1x1 (3.6)

è

I (v) =

1Z

�1

v(y)dy =
2c3

t2
sin(t2y1) +

2c4

� 2
e� � 2y1: (3.7)
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à) á)
Ðèñóíîê 3.1 � à) y�

1(� 2): ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ � = 1, � 1 = 4. á) y�
1(x �

1): ×åðíàÿ

ëèíèÿ � 1 = � 2. Âîãíóòûå ëèíèè êâàäðàíòà I è âûïóêëûå ëèíèè êâàäðàíòà III

� 1 < � 2: k = 0:448. Âûïóêëûå ëèíèè êâàäðàíòà I è âîãíóòûå ëèíèè êâàäðàíòà

III � 1 > � 2: k = 0:448.

Èç (3.6) è (3.7), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâûå îòíîøåíèÿ â (3.4), ìû èìååì:

I (u) = 2 c1

�
1
t1

sin(t1x1) +
1
� 1

cos(t1x1)
�

;

I (v) = 2 c3

�
1
t2

sin(t2y1) +
1
� 2

cos(t2y1)
�

:

Êîýôôèöèåíòû c1 è c3 ìîæíî îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ (3.3):

c1 =
� � �
 I (v) � k2

2�� h(k)
;

c3 =
� � �� I (u) � k2

2�
 g(k)
;

(3.8)

ãäå

h(k) =
p

D1

�
1
k

sin
�

k
p

D1
x1

�
+

1
p

� 1 � k2
cos

�
k

p
D1

x1

��
;

g(k) =
p

D2

�
1
k

sin
�

k
p

D2
y1

�
+

1
p

� 2 � k2
cos

�
k

p
D2

y1

��
:

Ìû ìîæåì ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.8) îòíîñèòåëüíî c1 è c3.

Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì íàéòè êîýôôèöèåíòû c2 è c4. Ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîãî
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ðåøåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 3.2. Ìû âèäèì, ÷òî u(x) ïîëîæèòåëåí, à v(y) îòðèöàòå•

ëåí. Ìû íå íàøëè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ îáå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.

Ðèñóíîê 3.2 � Ðåøåíèå ñèñòåìû (2) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: � = � = 
 =

D1 = D2 = 1, � 1 = 2, � 2 = 8, x1 = 3, y1 = 3:3630, k = 0422; c1 = 0:6478; c2 =

11:0920; c3 = � 0:4995; c4 = � 906:7560. Ôóíêöèÿ u(x) îïèñûâàåòñÿ ñèíåé è êðàñ•

íîé ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, êîòîðûå ãëàäêî ïðîäîëæàþò äðóã äðóãà â òî÷êå x1.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ v(y) ñîñòîèò èç ñïëîøíûõ ÷åðíûõ è çåëåíûõ ëèíèé.

3.2.1 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû (3.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â èíòåð•

âàëå [0;L] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Ñèñòåìà äèñêðåòèçèðóåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ÿâíîé ñõåìû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ôóíêöèè � 1(x) è � 2(y) ÿâëÿþòñÿ

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè. Èíòåãðàë àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìåòîäîì òðàïå•

öèè. Íà ðèñóíêå 3.3 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1) ïðè çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ L = 12; � = � = 
 = D1 = D2 = 1; � 1(x) = 0 äëÿ 3 < x < 9, â

èíîì ñëó÷àå � 1(x) = 2 ; íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x;0) = 1 äëÿ 5 < x < 7, â èíîì
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ñëó÷àåu(x;0) = 0; � 2(y) = 0 äëÿ 2:637 < y < 9:363, â èíîì ñëó÷àå � 2(y) = 8 ;

íà÷àëüíîå óñëîâèå v(y;0) = 1 äëÿ 5:5 < y < 6:5, â èíîì ñëó÷àå v(y;0) = 0.

Ðèñóíîê 3.3 � Ðåøåíèå u(x;t ) è v(y;t) ñèñòåìû (1) â ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå.

Ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ ê ñòà•

öèîíàðíîìó ðåøåíèþ, äëÿ êîòîðîãî u(x) > 0 è v(y) = 0 . Àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå, ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñòà•

öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé u(x) è îòðèöàòåëüíîé

ñîñòàâëÿþùåé v(y). Îäíàêî, ïîñêîëüêó â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå íà÷àëüíîå

óñëîâèå ïîëîæèòåëüíî äëÿ îáåèõ êîìïîíåíòîâ, ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1) òàêæå

îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ñõîäèòñÿ ê äðóãîìó ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ u(x;t ),

èìåþùåìó îäíó ïîëîæèòåëüíóþ êîìïîíåíòó è îäíó íóëåâóþ êîìïîíåíòó v(y;t).
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3.3 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîñóùåñòâîâàíèÿ âèðóñîâ

� 1 6= � 2; � 1 6= � 2; 
 1 6= 
 2

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.1), ðàññìàòðèâàåìûå íà âñåé îñè,

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
8
>>>>><

>>>>>:

@u
@t

= D1
@2u
@x2

+ � 1u(1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) � � 1(x)u;

@v
@t

= D2
@2v
@y2

+ � 2v(1 � � 2I (u) � 
 2I (v)) � � 2(y)v:

(3.9)

ãäåx, y ïðèíèìàþò âñå ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ è

I (u) =

1Z

�1

u(x)dx; I (v) =

1Z

�1

v(y)dy:

Ñ íàìåðåíèåì íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ðàññìîòðèì êóñî÷íî•

ïîñòîÿííûå ôóíêöèè

� 1(x) =

8
><

>:

� 1; åñëè jxj > x1

0; åñëè jxj < x 1

; � 2(y) =

8
><

>:

� 2; åñëè jyj > y1

0; åñëè jyj < y 1

;

ãäå� 1 > � 1 è � 2 > � 2. Ìû èùåì íåîòðèöàòåëüíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòå•

ìû óðàâíåíèé (3.9), ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå

ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè� 1I (u) + 
 1I (v) < 1

è � 2I (u) + 
 2I (v) < 1. Ïóñòü

� 1 (1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) = k2
1;

� 2 (1 � � 2I (u) � 
 2I (v)) = k2
2:

(3.10)

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ (3.9) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D1u00+ k2
1u � � 1(x)u = 0;

D2v00+ k2
1v � � 1(y)v = 0:
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Ìû èùåì ðåøåíèå â âèäå:

u(x) =

8
>>>><

>>>>:

c2e� 1x äëÿ x 6 � x1;

c1 cos (t1x) äëÿ jxj < x 1;

c2e� � 1x äëÿ x > x1;

v(y) =

8
>>>><

>>>>:

c4e� 2y äëÿ y 6 � y1;

c3 cos (t2y) äëÿ jyj < y 1;

c4e� � 2y äëÿ y > y1;

ãäåc1; c2; c3 è c4-ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à

t1 =
k1p
D1

; t2 =
k2p
D2

; � 1 =

s
� 1 � k2

1

D1
; � 2 =

s
� 2 � k2

2

D2
:

Èç íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x = � x1 è y = � 1

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

c1 cos (t1x1) = c2e� � 1x1; c1t1 sin (t1x1) = c2� 1e� � 1x1;

c3 cos (t2y1) = c4e� � 2y1; c1t1 sin (t1x1) = c2� 1e� � 1x1:
(3.11)

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèÿ ñïðàâà íà óðàâíåíèÿ ñëåâà, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ îòíî•

ñèòåëüíî k1 è k2:

k2
1 = � 1 cos2 (k1x �

1) ; k2
2 = � 2 cos2 (k2y�

1) ; (3.12)

ãäåx �
1 = x1p

D1
è y�

1 = y1p
D2

.

Èç ðàâåíñòâ (3.10) âèäíî, ÷òî� 1 = � 1 (� 1I (u) + 
 1I (v))+ k2
1, ãäåI (u), I (v) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî k2
1 < � 1, è ìû èùåì ðåøåíèå äëÿ k1 <

p
� 1 ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì k2 <
p

� 2. Òàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.12) ñóùå•

ñòâóþò, åñëèx �
1 áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ � 1, è y�

1 áîëüøå, ÷åì � 2. Ýòè

êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

� �
i =

1
p

� i
cos� 1

� r
� i

� i

�
; i = 1;2

Ýòè ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóþò, åñëèx �
1 6 � 1 èëè y�

1 6 � 2. Òåïåðü ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü èíòåãðàëû I (u) è I (v):

I (u) =
Z 1

�1
u(x)dx =

2c1

t1
sin (t1x1) +

2c2

� 1
e� � 1x1 (3.13)
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è

I (v) =
Z 1

�1
v(y)dy =

2c3

t2
sin (t2y1) +

2c4

� 2
e� � 2y1 (3.14)

Èç (3.13) è (3.14), ðàññìàòðèâàÿ ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ â (3.11), ìû èìååì:

I (u) = 2 c1

�
1
t1

sin (t1x1) +
1
� 1

cos (t1x1)
�

;

I (v) = 2 c3

�
1
t2

sin (t2y1) +
1
� 2

cos (t2y1)
�

:
(3.15)

Êîýôôèöèåíòû c1 è c3 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ðàâåíñòâ (3.10):

c1 =
t1� 1

�
� 1
 1

�
� 2 � k2

2

�
� � 2
 2

�
� 1 � k2

1

��

2� 1� 2 (� 2
 1 � � 1
 2) ( � 1 sin (t1x1) + t1 cos (t1x1))
,

c3 =
t2� 2

�
� 1� 1

�
� 2 � k2

2

�
� � 2� 2

�
� 1 � k2

1

��

2� 1� 2 (� 1
 2 � � 2
 1) ( � 2 sin (t2y1) + t2 cos (t2y1))
.

Àíàëîãè÷íî, êîýôôèöèåíòû c2 è c4 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç (3.11).

Ðèñóíîê 3.4 � Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.9) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ:

D1 = D2 = � 1 = � 2 = 1. Äëÿ ôóíêöèè u(x) : � 1 = 0:2; 
 1 = 0:1; � 1 = 2; x1 =

2; k1 = 0:576; c1 = 0:676224; c2 = 3:64075. Ôóíêöèÿ u(x) îïèñûâàåòñÿ ñèíåé è

êðàñíîé ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, êîòîðûå ïëàâíî ïðîäîëæàþò äðóã äðóãà â òî÷êå

� x1. Ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè v(y) àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.4. Ñóùåñòâîâàíèå

òàêèõ ðåøåíèé çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ � 1;2,
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� 1;2 è 
 1;2. Åñëè� 1 > � 2, òîãäà îáà êîìïîíåíòà ðåøåíèé ïîëîæèòåëüíû äëÿ

� 1 > � 2

�
� 1 � k2

1

� 2 � k2
2

�
è 
 2 >

� 2

� 1

 1 . (3.16)

Åñëè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ðåøåíèå èìååò çíàê ïåðåìåííîé.

Åñëè � 1 = � 2, òîãäà òðåáóåòñÿ ñòðîãî íåðàâåíñòâî� 1 > � 2

�
� 1� k2

1
� 2� k2

2

�
. Ñëó÷àé,

êîãäà � 1 < � 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íî.

3.3.1 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñóùåñòâîâàíèÿ âèðóñîâ

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (3.1) ðàññìàòðèâàþòñÿ â èíòåð•

âàëå[0;L] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Ôóíêöèè � 1(x) è � 2(y) ÿâëÿþòñÿ

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè (ñì. ïîäïèñè ê ðèñóíêàì 3.5, 3.6).

Ðèñóíîê 3.5 � Êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ u(x;t ) è v(y;t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1)

ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ ñ îáåèìè

ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèå: � 1 = � 2 =

1; � 1 = 0:2; 
 1 = 0:1; � 2 = 0:1; 
 2 = 0:4.
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Ðèñóíîê 3.6 � Ðåøåíèå u(x;t ) è v(y;t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) ïðè ÷èñëåííîì

ìîäåëèðîâàíèè ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñ îäíîé ïîëîæèòåëüíîé ñîñòàâëÿþ•

ùåé, â òî âðåìÿ êàê äðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèå: � 1 = � 2 = 1; � 1 = 0:1; 
 1 = 0:1; � 2 = 0:1; 
 2 = 0:07.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.16), òî îáå êîìïîíåíòû ñòàöèîíàðíîãî ðå•

øåíèÿ ïîëîæèòåëüíû (ðàçäåë 3.3), è ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíûì

íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ. Åñëè ýòî

óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, è îäíà èç êîìïîíåíò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ èìååò

ïåðåìåííûé çíàê, òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ

ñ îäíîé ïîëîæèòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, â òî âðåìÿ êàê äðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3.9), åñëè ìû óñòàíîâèì v(y) = 0 è ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå îò•

íîñèòåëüíî u(x).

Íà ðèñóíêå 3.5 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.1) äëÿ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ L = 12; D1 = D2 = � 1 = � 2 = 1; � 1 = 0:2; 
 1 = 0:1; � 2 = 0:1; 
 2 =

0:4; � 1(x) = 0 äëÿ 4 < x < 8 è � 1(x) = 2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(x;0) = 1 äëÿ 5 < x < 7 â èíîì ñëó÷àå u(x;0) = 0; � 2(y) = 0 äëÿ 2 < y < 10

è � 2(y) = 6 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íà÷àëüíîå óñëîâèå v(y;0) = 2 äëÿ 5 < y < 7
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â èíîì ñëó÷àå v(y;0) = 0. Ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ áûñòðîé

ñõîäèìîñòüþ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ, äëÿ êîòîðîãî u(x); v(y) > 0.

Íà ðèñóíêå 3.6 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå (3.16)

íå âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ � 1 = 0:1; 
 1 = 0:1; � 2 = 0:1; 
 2 =

0:07 ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, òàêèìè æå, êàê è âûøå,

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì, äëÿ êîòîðîãî u(x) > 0, v(y) = 0 .

3.4 Îáîáùåíèå ôóíêöèé ãèáåëè âèðóñîâ � 1(x); � 2(y)

Ïðåäûäóùèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà ÿâíîì ïîñòðîåíèè ðå•

øåíèé äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé � 1;2. Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì

áîëåå îáùèé ñëó÷àé,êîãäà� 1(x); � 2(y) íå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíê•

öèÿìè, è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî. Ïî àíàëîãèè ñ

îïèñàííîé â ãëàâå 1 ìîäåëè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ëåðå-Øàóäåðà, îñ•

íîâàííûé íà òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè è àïðèîðíûõ îöåíêàõ ðåøåíèé. Òåïåðü

ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
8
><

>:

u00+ � 1u (1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) � � 1(x)u = 0,

v00+ � 2v (1 � � 2I (u) � 
 2I (v)) � � 2(y)v = 0.
(3.17)

íà âñåé îñè, ãäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî D1 = D2 = 1; � 1;2; � 1;2; 
 1;2 ÿâëÿþòñÿ ïî•

ëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè, I (u) =
R1

�1 u(x)dx; I (v) =
R1

�1 v(y)dy, è ÿâëÿþòñÿ

îãðàíè÷åííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Ìû èùåì

ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñ íóëåâûìè ïðåäåëàìè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � 1(x); � 2(y) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêè•

ìè îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè, òàêèìè, ÷òî

� 1(x) =

8
<

:
� 1 > � 1; jxj > x1

0; jxj 6 x0

; � 2(y) =

8
<

:
� 2 > � 2; jyj > y1

0; jyj 6 y0
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ãäåx1 > x 0 > �
2 è y1 > y 0 > �

2. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.17)èìååò ïîëîæè•

òåëüíûå ðåøåíèÿ, ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

3.4.1 Ïîñòðîåíèå àïðèîðíûõ îöåíîê è òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü

Íà÷íåì ñ àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü u(x), v(y) - ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.17),

u(�1 ) = v(�1 ) = 0 . Òîãäà� I (u) + 
 I (v) < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà. Ïóñòü a(x) = � (1 � � I (u) � 
 I (v)) � � (x). Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû, åñëè� I (u) + 
 I (u) > 1 òîãäà u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u00+ a(x)u = 0 c a(x) 6 0 è a(x) 6� 0. Ñëåäîâàòåëüíî, u(x) íå ìîæåò

èìåòü ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà èëè îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà. Ñëåäîâàòåëü•

íî u(x 6� 0). Àíàëîãè÷íî äëÿ v(y). �

Ëåììà 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � 1(x) = � 1 > � 1 è � 2(y) > � 2 äëÿ jyj > y1

ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè � 1; x1; � 2; y1. Òîãäà u (x1) <
p

� 1=2 è v(y1) <
p

� 2=2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x > x1 ïåðâîå óðàâíåíèå èç (3.17) çàïèñûâàåò:

u00� au = 0

ãäåa = � 1 (1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) < � 1; 0 < a . Òîãäà

u(x) = c1e
p

ax + c2e�
p

ax

Ïîñêîëüêó ìû èùåì îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ, òî c1 = 0 è

u(x) = u (x1) e�
p

a(x� x1) äëÿ x > x1,
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è

u(x) = u (� x1) e�
p

a(x+ x1) äëÿ x < � x1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I (u) > 2

1Z

x1

u(x)dx =
u (x1)p

a
>

u (x1)p
� 1

.

Èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî

1 > � I (u) + 
 I (v) > 2
u (x1)p

� 1
j

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äëÿ v(y1). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � 1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé è

supx � 1(x) 6 M . Òîãäàsupx ju(x)j äîïóñêàåò îöåíêó, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî

îò M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå u(x) óðàâíåíèÿ (3.17) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å

w00+ b(x)w = 0; w (� x1) = u (� x1)

íà èíòåðâàëå� x1 6 x 6 x1. Çäåñüb(x) = 1 � � I (u)� 
 I (v)� � 1(x) ÿâëÿåòñÿ îãðà•

íè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, jb(x)j 6 M + 1 � m. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé

ëåììå, ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îöåíèòü

ìàêñèìóì ðåøåíèÿ âíóòðè èíòåðâàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x) èìååò

ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â íåêîòîðîé òî÷êå x0 2 [� x1; x1]. Òîãäà

jw0(x)j =

�
�
�
�
�
�

xZ

x0

w00(y)dy

�
�
�
�
�
�

6

xZ

x0

jw00(y)j dy

=

xZ

x0

j � b(y)w(y)jdy =

xZ

x0

j � b(y)kw(y)jdy 6

xZ

x0

mjw(y)jdy

6 m jw (x0) (x � x0)j = mv (x0) jx � x0j :
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ x > x 0

w(x) = w (x0) +

xZ

x0

w0(y)dx > w (x0) �

xZ

x0

mv (x0) jx � x0j dx

= w (x0) � mw (x0)

xZ

x0

(x � x0) dx = w (x0)

 

1 �
m (x � x0)

2

2

!

) w(x) > w (x0) h(x)

ãäåh(x) = 1 � m(x� x0)2

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
 èíòåðâàë[� x1; x1], ãäå ýòà ôóíêöèÿ

ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà k, íå çàâè•

ñÿùàÿ îò ðåøåíèÿ, ÷òî
R


 h(x)dx > k > 0, ãäå êîíñòàíòà çàâèñèò òîëüêî îò

M è, âîçìîæíî, îò x1. Ñëåäîâàòåëüíî 1 > I (w) > kw (x0). Ýòî íåðàâåíñòâî

äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòåïåíåé, ÷òîáû äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé. Ëåììà 3.4 äàåò àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé â áàíàõî•

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðà

A � (u; v) =

8
<

:
u00+ � 1u (1 � � 1I (u) � 
 1I (v)) � � 1;� (x)u;

v00+ � 2v (1 � � 2I (u) � 
 2I (v)) � � 2;� (y)v;

äåéñòâóÿ èç âçâåøåííîãî ïðîñòðàíñòâà Ã¼ëüäåðàC2+ �
� (R) â ïðîñòðàíñòâî C�

� (R).

Çäåñü0 < � < 1, è � 2 [0; 1] ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì. Ïðîñòðàíñòâî C2+ �
� (R)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð ôóíêöèé u(x), òàêèõ, ÷òîu(x)� (x) 2 C2+ � (R). Ïóñòü

� (x) = 1 + x2, ýòà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ïîëè•

íîìèàëüíîé ñêîðîñòüþ. Ââåäåíèå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëà•

ñòÿõ [61]. Êðîìå òîãî, èíòåãðàëû I (u), I (v) ÷åòêî îïðåäåëåíû, áëàãîäàðÿ ýòîìó

íå âëèÿþò íà îñíîâíîé ñïåêòð.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî � � (x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè•

ðóåìîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî x è � . Äðóãèå óñëîâèÿ áóäóò óêàçàíû ïîçæå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L � îïåðàòîð,ïîëó÷åííûé ëèíåàðèçàöèåé îïåðàòîðà A � íà
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u; v = 0:

L � (w; z) =

8
<

:
w00+ � 1w � � 1;� (x)w;

z00+ � 2z � � 2;� (y)z:

Ëåììà 3.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L �

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì äëÿ � 0 6 � 6 � 1 è äëÿ íåêîòîðûõ � 0; � 1. Òîãäà ñó•

ùåñòâóþò " > 0 òàêèå, ÷òî um = supx u(x) > " äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ A � (0) = 0 ; � 0 6 � 6 � 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íå âûïîëíÿåòñÿ, òî•

ãäà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé uk(x) äëÿ

� = � k òàêèå, ÷òî umk �! 0. Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî � k ! � � äëÿ

íåêîòîðûõ � � 2 [� 0; � 1]. Òîãäà

0 = A � k (uk) = A � k (0) + L � k uk + o(kukk) = L � k uk + o(kukk)

Ïóñòü wk = uk
kuk k. Òîãäà L � k wk = o(1). Ïîñêîëüêó L � k ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì

ïî îòíîøåíèþ ê w è � , òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wk êîìïàêòíà, è ìû ìî•

æåì âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü wk �! w0. Ñëåäîâàòåëüíî,

L � � w0 = 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè uk(x) ïîëîæèòåëüíû, òî w0(x) > 0 äëÿ âñåõ

x. Ïîýòîìó îïåðàòîð L � k èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïîëîæèòåëü•

íîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé. Îäíàêî åäèíñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ìû ïîëó÷àåì ïðî•

òèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L � �

ïîëîæèòåëüíîå. Òî æå ñàìîå ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû. �

Ëåììà 3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � 1(x) = � 1 > � 1 äëÿ jxj > x1 è � 2(y) = � 2 >

� 2 äëÿ jyj > y1 ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè � 1; x1; � 2; y1, è ãëàâíîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è
8
<

:
u00+ u � � 1(x)u = � u;

v00+ v � � 2(y)v = � v;

ïîëîæèòåëüíîå. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.17) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðå•

øåíèå, ñõîäÿùååñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � � (x) = (1 � � )� (x) + �� 1;2. Ïîñêîëüêó � 1 > � 1 ( èëè

� 2 > � 2), òîãäà îïåðàòîð L � êîãäà � = 1 ñ 1 > � 1 > � 1 íå èìååò ñòàáèëüíûõ

ðåøåíèé è ñ � 1 > 1 èìååò ñïåêòð â ïîëóïëîñêîñòè. Íå áóäåì î òîì, ÷òî ñóùå•

ñòâåííûé ñïåêòð Se (L � ) îïåðàòîðà L � íå çàâèñèò îò� , è ReSe (L � ) 6 � � < 0

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ � . Îáîçíà÷èì ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòî•

ãî îïåðàòîðà ÷åðåç � 0(� ). Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû � 0(0) > 0. Ôóíêöèÿ

� 2 [0;1] ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé è ñóùåñòâóåò òàêîé � 2 [0;1]

÷òî

� 0 (� 0) = 0 ; � 0(� ) > 0 äëÿ 0 < � < � 0; � 0(� ) < 0 äëÿ � 0 < � < � 1;

ãäå� 1 íåêîòîðîå çíà÷åíèå â èíòåðâàëå (� 0; 1]. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ñóùåñòâåííîìó ñïåêòðó, ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü

åãî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ âñåõ� 2 [0;1].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå A � (u) = 0 â íåáîëüøîé áëèçîñòè îò òî÷êè áèôóð•

êàöèè� = � 0. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0 òåðÿåò

ñâîþ óñòîé÷èâîñòü, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äðóãîãî ðåøåíèÿ u� (x). Ýòî ðå•

øåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, òàê êàê îñíîâíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ w0(x)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.5. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå

ðàâíî 1. Äåéñòâèòåëüíî, èç èíâàðèàíòíîñòè ãîìîòðîïèè ñòåïåíè ñëåäóåò, ÷òî

ind(0) + ind ( u� ) + ind (~u� ) = 1

äëÿ ëþáîãî � > � 0 è äîñòàòî÷íî áëèçêî ê � 0. Çäåñü~u� (x). Ïîñêîëüêó ind(0) =

� 1 ÿâëÿåòñÿ ðàâíûì (� 1)� , ãäå � = 1 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ ñîá•

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà, òî ind (u� ) = ind (~u� ) = 1 .

Èç ëåììû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî kukC2+ � (R) < M 0 äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé

ïîñòîÿííîé M0 è äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ A � (u) =

0. Äàëåå, èç ëåììû 3.5 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî kukC2+ � (R) > � (� ) äëÿ íåêîòîðûõ

ïîëîæèòåëüíûõ � (� ); � < � 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåé îáëàñòè


 =
�

u 2 C2+ � (R); u(x) > 0; x 2 R; � 0 < kukC2+ � (R) < M 0
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äëÿ íåêîòîðîãî � 0 > 0 äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé. Âûáèðàåì � 2 < � 0 òàêîå, ÷òî

� (� ) > � 0 äëÿ 0 6 � 6 � 2. Ïîñêîëüêó A0(u) 6= 0 äëÿ u 2 � 
 ; 0 > � 6 � 2,

òîãäà çíà÷åíèå ñòåïåíè 
 (A � ; 
) íå çàâèñèò îò � 2 [0; � 2]. Çäåñü
 (A0; 
) =


 (A � 2; 
) = ind ( u� 2) = 1 , è óðàâíåíèå A0(u) = 0 . èìååò ðåøåíèå â 
 . Ýòîò

âûâîä äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.1. �

3.5 Áèîëîãè÷åñêîå èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèé ñîñó•

ùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèðóñîâ â îðãàíèçìå . Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà

ñèñòåìîé íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè, ó÷èòûâàþùèõ ìóòàöèþ,

ðàçìíîæåíèå è ãèáåëü âèðóñà. Íåëîêàëüíûå òåðìèíû îïèñûâàþò ðàçìíîæåíèå

âèðóñîâ è êîíêóðåíöèþ çà íå-èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê îðãàíèçìà. Ãèáåëü âè•

ðóñà çàâèñèò îò ãåíîòèïà è ìîæåò áûòü âûçâàíà ïðîòèâîâèðóñíûì ëå÷åíèåì

èëè åãî åñòåñòâåííîé ñìåðòüþ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì øòàìì âèðóñà êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñîñðåäî•

òî÷åííîå âîêðóã íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ãåíîòèïà. Ýòî íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå,

ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Àíàëèç ìîäåëè ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâà•

íèå òàêèõ ðåøåíèé ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. À èìåííî,

äîïóñòèìûé èíòåðâàë, êîãäà ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà ïðåâûøàåò åãî ãè•

áåëü, äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî äëèííûì, à ÷àñòîòà ìóòàöèé äîëæíà áûòü

äîñòàòî÷íî ìàëîé.

Â ðåçóëüòàòàõ ïîäðàçäåëà 3.2 ìîæíî âûäåëèòü òðè òèïà íåíóëåâûõ ðåøå•

íèé: â äâóõ èç íèõ îäíà ñîñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèÿ ïîëîæèòåëüíà, à äðóãàÿ ðàâíà

íóëþ. Åñòü åùå îäíî ðåøåíèå ñ îäíèì ïîëîæèòåëüíîé è îäíèì îòðèöàòåëüíîé

êîìïîíåíòàìè. Ýòî ðåøåíèå íå èìååò áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. Òàêèì îá•

ðàçîì, êîíêóðåíöèÿ ìåæäó äâóìÿ âèðóñàìè ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ îäíîãî èç

íèõ è ñîõðàíåíèå äðóãîãî. Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû íå íàøëè ðåøåíèÿ ñ äâóìÿ
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ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè u; v. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïðåäïîëîæåíè•

ÿìè î ðàâåíñòâå êîýôôèöèåíòîâ � 1 = � 2; � 1 = � 2; 
 1 = 
 2.

Áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ýòè êîýôôèöèåíòû ðàçëè÷íû, ðàññìàòðèâàåòñÿ

â ïîäðàçäåëå 3.3. Â óêàçàííîì ïîäðàçäåëå îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà•

íèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé u è v â ñëó÷àå,êîãäà ôóíêöèè ãèáåëè âèðóñà

� 1(x), � 2(y) îïðåäåëÿþòñÿ êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè. Òàêèå ðåøåíèÿ

ñóùåñòâóþò ïðè ñîáëþäåíèè ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîëîæèòåëüíû•

ìè êîýôôèöèåíòàìè � 1; � 2; � 1; � 2; 
 1 è 
 2.

Äëÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè ãèáåëè âèðóñîâ � 1(x),

� 2(y) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îãðàíè÷åííûå íåîòðèöàòåëüíûå äîñòàòî÷íî ãëàä•

êèå ôóíêöèè. Ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñ íóëåâûìè ïðåäåëàìè

íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ýòîãî îáîáùåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé � 1;2 èçó÷àåò•

ñÿ â ïîäðàçäåëå 3.4.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ïîäðàçäåëàõ 3.4 è 3.5 ÿâëÿþòñÿ áèîëîãè÷åñêè

ðåàëèñòè÷íûìè. Îäíàêî, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â ýòîé

ãëàâå ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî óïðîøåííîé. Áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, ó÷èòû•

âàþùèå êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè òåõ èëè èíûõ âèðóñîâ, ìîãóò èìåòü êàê òàêèå

æå òàê è äðóãèå òèïû ðåøåíèé.

Íàêîíåö, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííàÿ â äàííîé ÷àñòè

íàó÷íîé ðàáîòû, íå ó÷èòûâàåò èììóííûé îòâåò è äðóãèå ñëîæíûå àñïåêòû âçà•

èìîäåéñòâèÿ âèðóñà ñ îðãàíèçìîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óïðîùåíèå ïîçâîëÿåò

íàì êîëè÷åñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ âè•

ðóñîâ, êîòîðûå ìîãëè áû áûòü íåäîñòóïíû â áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè. Òåì íå

ìåíåå, ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ðàñêðûâàåò èíòåðåñíûå àñïåêòû âèðóñíîé äèíà•

ìèêè.
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Ãëàâà 4. Èììóííûé îòâåò è öèòîêèíîâûé øòîðì

4.1 Ìîäåëèðîâàíèå âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà

Íàèáîëåå òèïè÷íûé ïóòü çàðàæåíèÿ ðåñïèðàòîðíî-âèðóñíûìè èíôåêöè•

ÿìè � âîçäóøíî-êàïåëüíûé (íàïðèìåð, ïðè ïðÿìîì êîíòàêòå ñëèçèñòîé íî•

ñà / ãëàç ñ çàðàæåííûìè ïîâåðõíîñòÿìè) [105]. Äîñòèãíóâ âåðõíèõ äûõàòåëüíûõ

ïóòåé, íà÷èíàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå èíôåêöèè ïî îðãàíèçìó, ñîïðîâîæäàþ•

ùååñÿ çàðàæåíèåì ýïèòåëèàëüíûõ êëåòîê. Êðîìå òîãî, òàêæå ïîäâåðæåíû

âîçäåéñòâèþ èíôåêöèè è àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèå êëåòêè (ÀÏÊ), òàêèå êàê

äåíäðèòíûå êëåòêè (ÄÊ), ìàêðîôàãè è ìîíîöèòû [106]. Àíòèãåíïðåçåíòèðóþ•

ùèå è ýïèòåëèàëüíûå êëåòêè, èíôèöèðîâàííûå âèðóñîì, àêòèâíî ñòèìóëèðóþò

ñåêðåöèþ öèòîêèíîâ (âêëþ÷àÿ èíòåðôåðîíû òèïà I è II). Öèòîêèíû, â ñâîþ î÷å•

ðåäü, èíäóöèðóþò ïðîòèâîâèðóñíóþ çàùèòó è ìîäóëèðóþò ôóíêöèè èììóííîé

ñèñòåìû [107]. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÷àñòü âèðóñîâ (íàïðèìåð MERS-CoV)

èìåþò ñïîñîáíîñòü ê ðåïëèêàöèè â ìîíîöèòàõ, ìàêðîôàãàõ è ÄÊ [108]. Äðóãèå

âèðóñû (íàïðèìåð SARS-CoV è SARS-CoV-2) íå èñïîëüçóþò êëòåêè èììóííî•

ãî îòâåòà äëÿ ðàçìíîæåíèÿ [109; 110].

4.1.1 Ìîäåëü âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà íà âèðóñíóþ

èíôåêöèþ

Ïîïàâøèé â îðãàíèçì ïàòîãåí âñòðå÷àåò ïåðâóþ ëèíèþ çàùèòû â âè•

äå âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà. Ñîãëàñíî lex parsimoniae, èçîáðàçèì ñõåìó

âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà íà ðèñ. 4.1. Íà ðèñóíêå ñîäåðæàòñÿ êëþ÷åâûå

ýëåìåíòû âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè SARS âèðóñîâ.
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Ðèñóíîê 4.1 � Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ ðåñïèðàòîðíî-âèðóñíîé èíôåêöèè è âðîæ•

äåííîãî èììóííîãî îòâåòà. Çåëåíûé - çäîðîâûå êëåòêè; îðàíæåâûé - êëåòêè,

ïîðàæåííûå âèðóñîì; ôèîëåòîâûé - èíäóöèðîâàííûé âèðóñîì èììóííûé îòâåò.

Âçàèìîäåéñòâèå âèðóñà è âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà ïðåäñòàâèì â

âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.1)-(4.6):

dE
dt

= k1(E0 � E) � k2EV; (4.1)

dEv

dt
= k2EV � � 1Ev; (4.2)

dC
dt

= k3(C0 � C) � k4CV; (4.3)

dCv

dt
= k4CV � � 2Cv; (4.4)

dV
dt

= f (I )Ev � � 3V; (4.5)

dI
dt

= g(V)(Cv + � Ev) � � 4I; (4.6)

ãäå

f (I ) =
f 0

1 + f 1I
; g(V) = g0e� g1V :

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.1) îïèñûâàåò ïðîèçâîäñòâî

íåèíôèöèðîâàííûõ ýïèòåëèàëüíûõ êëåòîê E, ïðîïîðöèîíàëüíîå îòêëîíåíèþ

òåêóùåé êîíöåíòðàöèè îò íîðìàëüíîãî ôèçèîëîãè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ E0. Ýïè•

òåëèàëüíûå êëåòêè äèôôåðåíöèðóþòñÿ îò áàçàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå íå
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èíôèöèðîâàíû âèðóñîì SARS-CoV-2. Âûðàæåíèå k2EV îòâå÷àåò çà ñêîðîñòü

çàðàæåíèÿ íåèíôèöèðîâàííûõ êëåòîê âèðóñîì.

Ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê Ev â óðàâíåíèè (4.2)

îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ÷ëåíîì. Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ

îïðåäåëÿåò èõ ãèáåëü. ÊëåòêèEv òàêæå ìîãóò âêëþ÷àòü è äðóãèå òèïû êëåòîê

â ñëó÷àå, åñëè äðóãèå òêàíè òîæå çàðàæåíû (êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè SARS•

CoV-2). Â öåëîì, E îòâå÷àåò çà âîñïðèèì÷èâûå ê âèðóñó êëåòêè, àEv - çà

êîíöåíòðàöèþ èíôèöèðîâàííûõ.

Óðàâíåíèÿ (4.3) è (4.4), îïèñûâàþùèå êîíöåíòðàöèþ íåèíôèöèðîâàííûõ

C è èíôèöèðîâàííûõ Cv àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê àíàëîãè÷íû äâóì

ïðåäûäóùèì.

Ðåïëèêàöèÿ âèðóñà è ãèáåëü âèðóñà â èíôèöèðîâàííûõ ýïèòåëèàëüíûõ

êëåòêàõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.5). Ñêîðîñòü ðåïëèêàöèè âèðóñà îáðàò•

íî ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè èíòåðôåðîíà I . Èíòåðôåðîí çàïóñêàåò

ïðîòèâîâèðóñíûå è àäàïòèâíûå èììóííûå ðåàêöèè ÷åðåç âíóòðèêëåòî÷íûé ñèã•

íàëüíûé ïóòü Jak-STAT, ïîäàâëÿÿ òàêèì îáðàçîì ðåïëèêàöèþ âèðóñà [111].

Óðàâíåíèå (4.6) îïèñûâàåò êèíåòèêó èíòåðôåðîíà ñ ó÷åòîì ïðîèçâîäñòâà

èíòåðôåðîíà èíôèöèðîâàííûìè ýïèòåëèàëüíûìè êëåòêàìè ( Ev) è ÀÏÊ ( Cv)

à òàêæå åãî äåãðàäàöèÿ ñî ñêîðîñòüþ� 4. Íåêîòîðûå âèðóñû ìîãóò ïîäàâëÿòü

âûðàáîòêó èíòåðôåðîíà, íàïðèìåð SARS-CoV-2 [112]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

ôóíêöèè f (I ) è g(V) ðàññìàòðèâàþòñÿ â äðîáíî-ëèíåéíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé

ôîðìàõ. Ýòè ôîðìû íàèáîëåå ïîäõîäÿò äëÿ àíàëèçà ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè, òàê

êàê ïðè òîé æå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè çàòóõàíèÿ ïðè V = 0 ýêñïîíåíöèàëüíàÿ

ôóíêöèÿ óáûâàåò áûñòðåå. Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíàÿ ðå•

ãóëÿöèÿ ïîäàâëåíèÿ èíòåðôåðîíà, ÷òî, âèäèìî, è ïðîèñõîäèò ïðè çàáîëåâàíèè

SARS-CoV-2. Îïèñàíèå âñåõ ïàðàìåòðîâ è ïåðåìåííûõ ìîæíî íàéòè â òàáëè•

öàõ 1 è 4.
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4.1.2 Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå

Â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåííîãî ïîäðàçäåëà íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñè•

ñòåìû (4.1)-(4.6), êðîìå òîãî, èçó÷åíû óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è

äèíàìèêà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Ïðèðàâíÿâ ê 0 ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (4.1)-(4.4), èìååì:

E =
k1E0

k1 + k2V
; Ev =

k1k2E0V
� 1(k1 + k2V)

; C =
k3C0

k3 + k4V
; Cv =

k3k4C0V
� 2(k3 + k4V)

:

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (4.5) è (4.6):

dV
dt

= f (I )
k1k2E0V

� 1(k1 + k2V)
� � 3V; (4.7)

dI
dt

= g(V)
�

k3k4C0V
� 2(k3 + k4V)

+ �
k1k2E0V

� 1(k1 + k2V)

�
� � 4I: (4.8)

Ïîëîæèì

f (I ) =
f 0

1 + f 1I
:

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.7) ïðè V 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî

I =
a1

1 + b1V
� d1 � F (V) ;

ãäå

a1 =
k2E0f 0

f 1� 1� 3
; b1 =

k2

k1
; d1 =

1
f 1

;

à èç (4.8) ïîëó÷èì

I = V g(V)
�

a2

1 + b1V
+

a3

1 + b2V

�
� G(V) ;

ãäå
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a2 =
� k2E0

� 1� 4
; a3 =

k4C0

� 2� 4
; b2 =

k4

k3
:

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èç ðàâåíñòâàF (V) = G(V) ñëåäóåò, ÷òî

V g(V) =
(a1 � d1(1 + b1V))(1 + b2V)
a2(1 + b2V) + a3(1 + b1V)

: (4.9)

Ïàðàìåòðû äëÿ ýòîé ìîäåëè áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå [52] è òàáëèöû 1.

Âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî äëÿ êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà ïàðàìåòðû èììóííîãî îòâå•

òà ìîãóò äîïóñêàòü çíà÷èòåëüíûé ðàçáðîñ çíà÷åíèé. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ

ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàçíûå ðåæèìû ðàçâèòèÿ èíôåêöèè:

� Áèñòàáèëüíîñòü ñèñòåìû. Â ýòîì ðåæèìå ñóùåñòâóþò òðè ïîëî•

æèòåëüíûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, êîòîðûå ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâèâ

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç òàáëèöû 1. Òàêîé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ áèñòàáèëü•

íûì (òî åñòü ñ ðàçëè÷íîé äèíàìèêîé â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêè, ðèñ. 4.2), ïðè ýòîì ïåðâàÿ è òðåòüÿ ñòàöèîíàðíûå

òî÷êè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Â òðåòüåé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå êîíöåí•

òðàöèÿ âèðóñà çíà÷èòåëüíî áîëüøå ÷åì â ïåðâîé.

� Ìîíîñòàáèëüíîñòü ñèñòåìû ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì âèðóñíîé íà•

ãðóçêè.

Â ýòîì ðåæèìå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ óñòîé÷èâàÿ ñòàöèîíàðíàÿ

òî÷êà. Ïðè ýòîì â íàëè÷èè áîëüøàÿ êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà è íèçêàÿ

ñêîðîñòü âûðàáîòêè èíòåðôåðîíà ( g0 6 373) èëè íèçêàÿ ñêîðîñòü

ýëèìèíàöèè âèðóñà (� 3 6 0:75). Ñ óìåíüøåíèåì � 3 óâåëè÷èâàåòñÿ ñòàöè•

îíàðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà. Ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè,

óâåëè÷èâ ñêîðîñòü âûâîäà èíòåðôåðîíà (� 4 > 1:34) èëè óâåëè÷èâ ñêî•

ðîñòü ïðîèçâîäñòâà âèðóñà (f 0 > 2:53). Ýòîò ðåæèì õàðàêòåðèçóåòñÿ

âûñîêèì ïèêîì âèðóñíîé íàãðóçêè, ïîÿâëÿþùèìñÿ ëèáî ïðè íèçêîé, ëè•

áî ïðè âûñîêîé íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêå. Åñëè çíà÷åíèå íà÷àëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêè âûñîêîå, òî ïèê âèðóñíîé íàãðóçêè áóäåò äîñòèãíóò

ãîðàçäî áûñòðåå (ðèñ. 4.3).
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� Ìîíîñòàáèëüíîñòü ñèñòåìû ñ íåáîëüøèì çíà÷åíèåì âèðóñíîé

íàãðóçêè.

Â ýòîì ðåæèìå òîæå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ óñòîé÷èâàÿ òî÷êà, îäíàêî

äîñòèãàåìîå çíà÷åíèå âèðóñíîé íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ íåâûñîêèì. Òàêîé

ðåæèì äîñòèãàåòñÿ ïðè íèçêîé ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà âèðóñîâ (f 0 6

1:54) èëè (k1 6 0:0031). Òàêîé æå ýôôåêò ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ëèáî

ïðè íèçêîì âëèÿíèè âèðóñà íà âûðàáîòêó èíòåðôåðîíà ( g1 6 0:0048),

ëèáî ïðè âûñîêîì âëèÿíèè èíòåðôåðîíà íà âûðàáîòêó âèðóñà ( f 1 6

0:0008).

� Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Äàííûé ðåæèì õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè•

÷èåì ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ðèñ. 4.4) è ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ïðè

óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèå âèðóñíîé íàãðóçêèV â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ìåíü•

øå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Êîëåáàíèÿ çàòóõàþò, åñëè V

áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Äðóãîé ñïîñîá äîñòèæåíèÿ äàííîãî ðå•

æèìà õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîâðåìåííûì óìåíüøåíèåì çíà÷åíèé k1 è g0,

ïðè ýòîì ñ óìåíüøåíèåì g0 óìåíüøàåòñÿ è ïåðèîä êîëåáàíèé.

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìåíüøåé ñòåïåíè çàâèñèò îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, íà•

ïðèìåð, ñêîðîñòü èíôèöèðîâàíèÿ ýïèòåëèàëüíûõ êëåòîê âèðóñîì k2, ñêîðîñòü

ãèáåëè íåèíôèöèðîâàííûõ äåíäðèòíûõ êëåòîê è ìàêðîôàãîâ k3, ñêîðîñòü èí•

ôèöèðîâàíèÿ ÀÏÊ âèðóñîì k4 è ñêîðîñòü ãèáåëè èíôèöèðîâàííûõ ÀÏÊ � 2.

Èõ âëèÿíèå íà ñèñòåìó ìåíåå ñóùåñòâåííî. Ïðè ýòîì, ïðè óìåíüøåíèè � 1

äîñòèãàåòñÿ óâåëè÷åíèå áîëüøåãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ. Òàêæå, â ðåæèìå

ìîíîñòàáèëüíîñòè ñ ìàëûì çíà÷åíèåì âèðóñíîé íàãðóçêè óâåëè÷åíèå f 1 âëå÷åò

çà ñîáîé äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ìàëîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ, à â áèñòà•

áèëüíîì ðåæèìå � ïåðâîé óñòîé÷èâîé òî÷êè.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ðèñ. 4.2, 4.3, 4.4 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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Ðèñóíîê 4.2 � Ñëåâà: ðåøåíèå äëÿ (4.9) â áèñòàáèëüíîì ñëó÷àå. Â öåíòðå: äå•

ìîíñòðàöèÿ ñõîäèìîñòè ê ïåðâîé ñòàö. òî÷êå ïðè V(0) = 1 :48 � 105. Ñïðàâà:

ñõîäèìîñòü ê òðåòüåé ñòàö. òî÷êå ïðèV(0) = 1 :5 � 105.

Ðèñóíîê 4.3 � Ñëåâà: ðåøåíèå äëÿ (4.9) â ìîíîñòàáèëüíîì ñëó÷àå è âûñîêèì

çíà÷åíèåì âèðóñíîé íàãðóçêè. Äåìîíñòðèðóåòñÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ê åäèí•

ñòâåííîé ñòàö. òî÷êå ïðè V(0) = 104 (â öåíòðå) èV(0) = 106 (ñïðàâà). Ãðàôèêè

ïîëó÷åíû ïðè ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà èíòåðôåðîíà g0 = 350.

Ðèñóíîê 4.4 � Ñëåâà: ðåøåíèå äëÿ (4.9) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, äîïóñêàþ•

ùèõ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (V(0) = 104, g0 = 275, k1 = 0:001).
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4.1.3 Äèíàìèêà èíôåêöèè ñ âðîæäåííûì èììóííûì îòâåòîì

Ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1)-(4.6) ïîëó÷åíî ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû,

íàïèñàííîé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè

solve_ivp, ïîçâîëÿþùåé ðåøàòü ÎÄÓ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû ÷åò•

âåðòîãî ïîðÿäêà ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ìåíåå 10� 8. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 4.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ çàâèñèò îò íà÷àëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêè è äîñòèãàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî êt = 100 äíþ. Ðåæèì ìî•

íîñòàáèëüíîñòè ñ ìàëûì/áîëüøèì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé è òðåòüåé

ñòàö. òî÷êàì â áèñòàáèëüíîì ðåæèìå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, äàëüíåéøèé àíàëèç áóäåò

ñîñðåäîòî÷åí íà ïîâåäåíèè ñèñòåìû â áèñòàáèëüíîì ðåæèìå. Òàêæå, áèñòàáèëü•

íûé ðåæèì ëó÷øå ïîäõîäèò äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòè äèíàìèêè ñèñòåìû îò

íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè.

Åñëè íà÷àëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà íèçêàÿ (V(0) < 148325), òîãäà ìàêñè•

ìàëüíîå çíà÷åíèå áóäåò äîñòèãíóòî ïðèáëèçèòåëüíî ïðè t = 1:5 äíÿ, ïðè ýòîì

ðåøåíèå ñîéäåòñÿ ê ïåðâîé óñòîé÷èâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Ïðèñóòñòâèå èíôåê•

öèè â îðãàíèçìå ïðîñòèìóëèðóåò ïðîèçâîäñòâî èíòåðôåðîíà, ïðè ýòîì âûñîêàÿ

êîíöåíòðàöèÿ èíòåðôåðîíà áóäåò äîñòèãíóòà áûñòðî, è ñàìà êîíöåíòðàöèÿ

áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Àáñöèññà òî÷êè ïåðå•

ãèáà íà ãðàôèêå êîíöåíòðàöèè âèðóñà ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè, çàòðà÷åííîìó

íà äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè èíòåðôåðîíà. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ

ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè èíòåðôåðîíà, êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà â îðãàíèçìå

ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ. Ïðè óñëîâèè íèçêîé íà÷àëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêè âðåìÿ, íåîáõîäèìîå âèðóñó äëÿ äîñòèæåíèÿ åãî ñòàöèîíàðíî•

ãî çíà÷åíèÿ, çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ. Ïðèìåð ýòîãî ïîâåäåíèÿ îïèñàí â ëåâîé

÷àñòè íà ðèñ. 4.5.

Åñëè íà÷àëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà âûñîêàÿ (V(0) > 148325), òîãäà

ðåøåíèå ñîéäåòñÿ êî âòîðîé óñòîé÷èâîé òî÷êå. Ïðè ýòîì, åñëè íà÷àëüíàÿ
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âèðóñíàÿ íàãðóçêà íåâûñîêàÿ, òîãäà ïåðåä ðîñòîì êîíöåíòðàöèè âèðóñà ïîÿâ•

ëÿåòñÿ èíêóáàöèîííûé ïåðèîä. Äëèòåëüíîñòü èíêóáàöèîííîãî ïåðèîäà îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè. Íàïðèìåð, ïðè

V(0) = 148325 èíêóáàöèîííûé ïåðèîä äëèòñÿ 25.12 äíåé. Çäåñü æå, ïðè âû•

ñîêîé íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêå äîñòèãàåòñÿ áîëüøèé ïèê êîíöåíòðàöèè

âèðóñà (ðèñ. 4.6).

Öâåòà êðèâûõ íà ðèñ. 4.5 ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì áëîêîâ íà ðèñ. 4.1.

Ðèñóíîê 4.5 � ×èñëåííûé àíàëèç äëÿ (4.1)-(4.6) ïðè âàðüèðîâàíèè íà÷àëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêè â áèñòàáèëüíîì ðåæèìå. Ñëåâà: íà÷àëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóç•

êàV(0) = 141�103, ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ê ïåðâîìó óñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó

ñîñòîÿíèþ. Ñïðàâà: íà÷àëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà V(0) = 28 � 104, ïîëó÷àåì ñõî•

äèìîñòü êî âòîðîìó óñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ.

Âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî îò íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè çàâèñÿò êàê

èíêóáàöèîííûé ïåðèîä, òàê è ìàêñèìàëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà (ðèñ. 4.6). Åñ•

ëè èíòåðôåðîí âûðàáàòûâàåòñÿ èíòåíñèâíî ( g0 = 700), òîãäà äëÿ ïåðåõîäà ñ

ïåðâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè íà òðåòüþ íà÷àëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà äîëæíà

áûòü âûñîêîé. Åñëè æå íà÷àëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà íåâûñîêàÿ, òî êîíöåí•

òðàöèÿ âèðóñà áóäåò íèçêîé è â ñèñòåìå íå áóäåò ÷åòêî âûðàæåííîãî ïèêà

âèðóñíîé íàãðóçêè è ÷åòêî îïðåäåëÿåìîãî èíêóáàöèîííîãî ïåðèîäà. Íàïðèìåð,

äëÿ g0 = 700 ïåðåõîä ñ ïåðâîé íà òðåòüþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïðè V(0) � 2 � 105. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè
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Ðèñóíîê 4.6 � Èëëþñòðàöèÿ âàðüèðîâàíèÿ íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè äëÿ

(4.1)-(4.6) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà g0. Ñëåâà: ìàêñèìàëüíàÿ âèðóñíàÿ

íàãðóçêà, ñïðàâà: èíêóáàöèîííûé ïåðèîä. Çäåñü ñâåòëî-çåëåíûé ãðàôèê ñîîò•

âåòñòâóåò ìîíîñòàáèëüíîìó ðåæèìó ñ îäíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ïðè óñëîâèè

âûñîêîé âèðóñíîé íàãðóçêè. Âåðòèêàëüíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì

âèðóñíîé íàãðóçêè, ïðè êîòîðûõ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ìåíÿåòñÿ ñ ïåðâîé ñòà•

öèîíàðíîé òî÷êè íà òðåòüåé.

ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå èíêóáàöèîííîãî ïåðèîäà è óâåëè÷åíèå ìàêñèìàëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêè.

Åñëè æå èíòåíñèâíîñòü âûðàáîòêè èíòåðôåðîíà íèçêàÿ ( g0 = 350), ñèñòå•

ìà âõîäèò â ðåæèì ìîíîñòàáèëüíîñòè ñ áîëüøîé âèðóñíîé íàãðóçêîé. Òîãäà

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè ðåøåíèå ñîéäåòñÿ ê åäèí•

ñòâåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Òàêîå æå ïîâåäåíèå áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðè

âàðüèðîâàíèè f 1, îòâå÷àþùåãî çà âëèÿíèå èíòåðôåðîíà íà èíòåíñèâíîñòü ðàç•

ìíîæåíèÿ âèðóñà.

Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé âè•

ðóñíîé íàãðóçêè âîñïðîèçâîäñòâî âèðóñà â êëåòêàõ îðãàíèçìà íå òîëüêî

ñòàíîâèòñÿ áîëåå èíòåíñèâíûì, íî òàêæå ñîêðàùàåòñÿ èíêóáàöèîííûé ïå•

ðèîä. Ýòîò âûâîä èç ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîãëàñóåòñÿ ñ

ðåçóëüòàòàìè êëèíè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âî âðåìÿ ïàíäåìèè SARS-CoV 2 çà

íåãîñïèòàëèçèðîâàííûìè è ãîñïèòàëèçèðîâàííûìè ïàöèåíòàìè [113; 114]. Âû•
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ñîêàÿ èíòåíñèâíîñòü ðåïëèêàöèè âèðóñíûõ êëåòîê ïðèâîäèò ê áûñòðîìó

äîñòèæåíèþ ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè èíòåðôåðîíà, îäíàêî èç-çà âûñîêîé

íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè èíòåíñèâíîñòü âûðàáîòêè èíòåðôåðîíà ñíèæàåò•

ñÿ. Èëëþñòðàöèþ îïèñàííîãî ÿâëåíèÿ ìîæíî íàéòè íà ðèñ. 4.5: ïðè íà÷àëüíîé

âèðóñíîé íàãðóçêå 141 � 103 êîíöåíòðàöèÿ èíòåðôåðîíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

7:62� 104, â òîæå âðåìÿ ïðè íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêå 28� 104 ìàêñèìàëüíàÿ

êîíöåíòðàöèÿ èíòåðôåðîíà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå � 3:84 � 103.

Ðåàëèçîâàííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ñ èñïîëüçóåìûìè çíà÷åíèÿìè íà÷àëü•

íîé âèðóñíîé íàãðóçêè ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå ÷åòêîå ïîíèìàíèå

ïîâåäåíèÿ âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà íà ïðèñóòñòâèå àíòèãåíà, õàðàêòåð•

íîãî äëÿ ðåñïèðàòîðíî-âèðóñíûõ èíôåêöèé. Ýòî âàæíî, òàê êàê âðîæäåííûé

èììóííûé îòâåò ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìåõàíèçìîì çàùèòû îðãàíèçìà â íà•

÷àëå èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ.

4.2 Ìîäåëèðîâàíèå âðîæäåííîãî è ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííûõ

îòâåòîâ

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà îïèñûâàþò ðåàêöèþ âðîæäåííîãî èì•

ìóííîãî îòâåòà íà ðåñïèðàòîðíûå èíôåêöèè. Îäíàêî âðîæäåííûé èììóííûé

îòâåò äåéñòâóåò ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèìåðíî äî 6-8-ãî äíÿ ïîñëå çàðàæåíèÿ, à ïî•

ñëå ýòîãî ïîÿâëÿåòñÿ ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò [115].

4.2.1 Ìîäåëü âðîæäåííîãî è ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà íà

âèðóñíóþ èíôåêöèþ

Ïîñëå êëîíàëüíîé ýêñïàíñèè Ò- è Â-ëèìôîöèòîâ, ñòèìóëèðóåìûõ ÀÏÊ,

ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò óíè÷òîæàåò èíôèöèðîâàííûå êëåòêè ñ ïîìî•
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Ðèñóíîê 4.7 � Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âðîæäåííîãî è ïðèîáðåò¼ííîãî

èììóííîãî îòâåòà íà âèðóñíóþ ðåñïèðàòîðíóþ èíôåêöèþ. Çåëåíûå ïðÿìî•

óãîëüíèêè óêàçûâàþò íà êëåòêè, ïîñòîÿííî ïðèñóòñòâóþùèå â îðãàíèçìå.

Îðàíæåâûå ïðÿìîóãîëüíèêè îòìå÷àþò ïîðàæåííûå âèðóñîì êëåòêè. Ñèíèå

ïðÿìîóãîëüíèêè ïðåäñòàâëÿþò êëåòêè, îòâåòñòâåííûå çà ñòèìóëÿöèþ ñïå•

öèôè÷åñêîãî èììóííîãî îòâåòà. Ôèîëåòîâûå ïðÿìîóãîëüíèêè ïîêàçûâàþò

èíäóöèðîâàííûé âðîæäåííûé è ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûå îòâåòû.

ùüþ öèòîòîêñè÷åñêèõ Ò-êëåòîê (CD8+) è íåéòðàëèçóåò àíòèòåëàìè ñâîáîäíûå

âèðèîíû. Íà ðèñóíêå 4.7 ïîêàçàíî ñîâìåñòíîå âçàèìîäåéñòâèå âðîæäåííîãî è

ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííûõ îòâåòîâ.

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èììóííûì îòâåòîì è àíòèãåíîì (âèðóñàìè òèïà

SARS) ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïîäñèñòåìàìè. Ïåðâàÿ ïîäñè•

ñòåìà ñîîòâåòñòâóåò âðîæäåííîìó èììóííîìó îòâåòó:

dE
dt

= k1(E0 � E) � k2EV; (4.10)

dEv

dt
= k2EV � � 1Ev � 
 1T8Ev; (4.11)

dC
dt

= k3(C0 � C) � k4CV; (4.12)

dCv

dt
= k4CV � � 2Cv � 
 2T8Cv; (4.13)
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dV
dt

= f (I )Ev � � 3V � 
 3AV; (4.14)

dI
dt

= g(V)(Cv + � Ev) � � 4I; (4.15)

è âòîðàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò ïðèîáðåò¼ííîìó èììóííîìó îòâåòó:

dTn

dt
= h0 � h1(Cv)Tn � h2(Cv)Tn; (4.16)

dT4

dt
= h1(Cv)Tn � � 5T4; (4.17)

dT8

dt
= h2(Cv)Tn � � 6T8; (4.18)

dBn

dt
= q0 � q1(T4)Bn; (4.19)

dB
dt

= q1(T4)Bn � � 7B; (4.20)

dA
dt

= k5B � � 8A � 
 3AV; (4.21)

ãäå

f (I ) =
f 0

1 + f 1I
; g(V) = g0e� g1V ; h1(Cv) =

h0
1Cv

1 + h1
1Cv

;

h2(Cv) =
h0

2Cv

1 + h1
2Cv

; q1(T4) =
q0

1T4

1 + q1
1T4

:

Óðàâíåíèÿ (4.10)-(4.15) ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèþ âðîæäåííîãî èììóííî•

ãî îòâåòà, èçó÷åííîãî â ðàçäåëå 4.1, íî â äàííîì ðàçäåëå òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ

åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðèîáðåò¼ííûì èììóííûì îòâåòîì. Òàêèì îáðàçîì, â

óðàâíåíèè (4.11) ÷ëåí 
 1T8Ev îïèñûâàåò ýëèìèíàöèþ èíôèöèðîâàííûõ ýïè•

òåëèàëüíûõ êëåòîê Ev êëåòêàìè T8 (CD8+) ñî ñêîðîñòüþ ýëèìèíàöèè 
 1.

Àíàëîãè÷íîå çíà÷åíèå èìååò ÷ëåí 
 2T8Cv â óðàâíåíèè (4.13) ñ ïàðàìåòðîì


 2, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ýëèìèíàöèè èíôèöèðîâàííûõ àíòèãåíïðå•

çåíòèðóþùèõ êëåòîê Cv êëåòêàìè T8. Óðàâíåíèå (4.14) äîïîëíÿåòñÿ ÷ëåíîì,

ïðåäñòàâëÿþùèì ýëèìèíàöèþ ñâîáîäíûõ âèðèîíîâ V àíòèòåëàìè A ñ ïîñòî•

ÿííîé ñêîðîñòüþ 
 3.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (4.16)-(4.21) õàðàêòåðèçóþò äèíàìèêó ïðè•

îáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà. Îïðåäåëèì íàèâíûå T-êëåòêè ( Tn) êàê ñîâîêóï•

íîñòü íàèâíûõ CD4 è CD8 êëåòîê. Â óðàâíåíèè (4.16) äëÿ êîíöåíòðàöèè Tn

íàèâíûõ T-êëåòîê, h0 õàðàêòåðèçóåò èõ ïðèòîê ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Îíè

äèôôåðåíöèðóþòñÿ â CD4+ êëåòêè ñ êîíöåíòðàöèåéT4 è CD8+ êëåòêèT8 ñî

ñêîðîñòüþ, çàâèñÿùåé îò êîíöåíòðàöèè ÀÏÊ Cv. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû ôèãó•

ðèðóþò â óðàâíåíèÿõ (4.17) è (4.18), çà êîòîðûìè ñëåäóþò ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå

ãèáåëü êëåòîê.

Óðàâíåíèå (4.19) îïèñûâàåò êîíöåíòðàöèþ íàèâíûõ Â-ëèìôîöèòîâ Bn

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðîäóêöèè q0. Âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò ñíèæåíèå

êîíöåíòðàöèè ýòèõ Â-êëåòîê èç-çà èõ äèôôåðåíöèðîâêè, èíäóöèðîâàííîé

Ò-õåëïåðíûìè êëåòêàìè T4. Â óðàâíåíèè (4.20) ÷ëåí q1(T4)Bn îïèñûâàåò ïðî•

äóêöèþ ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê, à ñëåäóþùèé ÷ëåí õàðàêòåðèçóåò èõ ãèáåëü.

Íàêîíåö, óðàâíåíèå (4.21) ñîîòâåòñòâóåò êèíåòèêå àíòèòåë. Ïëàçìàòè÷åñêèå

êëåòêè B ñåêðåòèðóþò àíòèòåëà ñî ñêîðîñòüþ âûðàáîòêèk5. Êîíöåíòðàöèÿ

àíòèòåë â îðãàíèçìå õîçÿèíà ñíèæàåòñÿ çà ñ÷åò èõ ãèáåëè ñî ñêîðîñòüþ� 8

è èõ èñòîùåíèÿ â ïðîöåññå íåéòðàëèçàöèè âèðóñà
 3AV . Àíàëèç ýòîé ìîäåëè

ïîçâîëÿåò íàì îöåíèòü äåéñòâèå âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà âìåñòå ñ ïðè•

îáðåò¼ííûì èììóííûì îòâåòîì äëÿ ïðîòèâîäåéñòâèÿ ðåñïèðàòîðíîé âèðóñíîé

èíôåêöèè òèïà SARS.

4.2.2 Äèíàìèêà èíôåêöèè ñ âðîæäåííûì è ïðèîáðåò¼ííûì

èììóííûìè îòâåòàìè

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû óêàçàíû â òàáëèöå 1 äëÿ

âðîæäåííîãî è òàáëèöå 2 äëÿ ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííûõ îòâåòîâ. Íåêîòîðûå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðîæäåííîìó è ïðèîáðåò¼ííîìó èì•

ìóííûì îòâåòàì, íåèçâåñòíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì çíà÷åíèÿ, äëÿ ÷àñòè ìîäåëè,
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îïèñûâàþùåé ïðèîáðåòåííûé èììóííûé îòâåò, áûëè óñòàíîâëåíû íà îñíîâå

ïðîãíîçèðóåìîãî ïîâåäåíèÿ ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà, èçó÷åííîãî â

[52].

Êàê îïèñàíî ÂÎÇ â [115], ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò íà÷èíàåò ñâîþ

ðàáîòó ñ êëåòî÷íîãî èììóííîãî îòâåòà ïðèìåðíî ñ 6-ãî äíÿ ïîñëå çàðàæåíèÿ,

â òî âðåìÿ êàê ñ 8-ãî äíÿ â èãðó âñòóïàþò ðàííèå àíòèòåëà. Íà îñíîâå ýòîé

èíôîðìàöèè óðàâíåíèÿ (4.16)-(4.18) âêëþ÷àþòñÿ â ñèñòåìó ñ 6-ãî äíÿ íà âðå•

ìåííîé øêàëå, à óðàâíåíèÿ (4.19) - (4.21) - ñ 8-ãî äíÿ. Íà ðèñóíêå 4.8 ïîêàçàí

ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ âðîæäåííûõ è ïðèîá•

ðåò¼ííûõ èììóííûõ ðåàêöèé.

Êàê óæå îïèñàíî â ðàçäåëå 4.1, äëÿ âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà ïîâåäå•

íèå ñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ ïðè íèçêèõ è âûñîêèõ íà÷àëüíûõ âèðóñíûõ íàãðóçêàõ.

Â ñëó÷àå íèçêîé âèðóñíîé íàãðóçêè êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî

ìàëîé, â òî âðåìÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ èíòåðôåðîíà âûñîêà. Â ñëó÷àå âûñîêîé

íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà äîñòèãàåò âûñîêèõ çíà÷å•

íèé ïîñëå èíêóáàöèîííîãî ïåðèîäà, êîòîðûé çàâèñèò îò íà÷àëüíîé âèðóñíîé

íàãðóçêè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.

Èçó÷èì, êàê ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò âëèÿåò íà äèíàìèêó âèðóñ•

íîé èíôåêöèè. Àíàëèç ðåøåíèé ñèñòåìû (4.10)-(4.21) ïîêàçûâàåò, ÷òî àíòèòåëà

èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü íà ýòîé ñòàäèè èììóííîãî îòâåòà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü,

÷òî äåéñòâèå ëèìôîöèòîâ ñ 6-ãî äíÿ íàðÿäó ñ Ò-êèëëåðàìè è Ò-õåëïåðàìè âû•

çûâàåò ñíèæåíèå ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè âèðóñíîé íàãðóçêè è çàìåäëÿåò

ðàçâèòèå çàáîëåâàíèÿ (ðèñóíêè 4.8 è 4.9, ïóíêòèðíûå ëèíèè). Îäíàêî ïðîñòî•

ãî äåéñòâèÿ Ò-êëåòîê íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñäåðæèâàíèÿ èíôåêöèè. Ñäåðæèâàíèå

èíôåêöèè çàâèñèò îò íàëè÷èÿ àíòèòåë.

Ýôôåêòèâíîñòü àíòèòåë â ýëèìèíàöèè âèðóñà ìîæíî ðåãóëèðîâàòü ñ ïî•

ìîùüþ ñêîðîñòè âûðàáîòêè àíòèòåë k5. Äëÿ âûñîêèõ íà÷àëüíûõ âèðóñíûõ

íàãðóçîê, åñëè èíêóáàöèîííûé ïåðèîä ïðåâûøàåò 6 äíåé, ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ñèëüíûé è ýôôåêòèâíûé ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò ìîæåò ñíèçèòü

êîíöåíòðàöèþ âèðóñà åùå äî ïîÿâëåíèÿ ïèêà èíôåêöèè, êàê ïîêàçàíî íà
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Ðèñóíîê 4.8 � ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ âðîæäåííîãî è

ïðèîáðåò¼ííîãî èììóííûõ îòâåòîâ (4.10)-(4.21). Öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ñïåöèôè•

êàöèÿì, ïðèâåäåííûì íà ðèñóíêå 4.7. Íà ðèñóíêàõ E; E v; C; Cv; V è I ñïëîøíûå

ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïîâåäåíèþ ñèñòåìû, ó÷èòûâàþùåé òîëüêî âðîæäåííûé

èììóííûé îòâåò. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò âëèÿíèå àêòèâèðîâàííûõ

Ò-ëèìôîöèòîâ â ñèñòåìå, êîòîðûå îêàçûâàþò âëèÿíèå íà÷èíàÿ ñ 6-ãî äíÿ.

Øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò âëèÿíèå àíòèòåë íà äèíàìèêó ìîäå•

ëè. Â-ëèìôîöèòû, ïëàçìàòè÷åñêèå êëåòêè è àíòèòåëà ïîäêëþ÷àþòñÿ ê ñèñòåìå

íà÷èíàÿ ñ 8-ãî äíÿ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óêàçàíû â òàá•

ëèöàõ 1, 2 è 4. Äðóãèå çíà÷åíèÿ:V(0) = 1 :495� 105, k5 = 1205:63.

ðèñóíêå 4.8. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò íåäî•

ñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí, ò.å. êîýôôèöèåíò âûðàáîòêè àíòèòåë k5 íåäîñòàòî÷íî

âåëèê, èíêóáàöèîííûé ïåðèîä ìîæåò áûòü ïðîäëåí äî 3 ðàç. Îäíàêî, ïîñêîëü•

êó ïðèîáðåò¼ííûé èììóííûé îòâåò íå óñòðàíÿåò âèðóñ, äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ

êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà ñ âûðàæåííûì ïèêîì (ìàêñèìàëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà)

ñî çíà÷åíèÿìè îêîëî 108 êîïèé/ìë â ñîîòâåòñòâèè ñ êëèíè÷åñêèìè äàííûìè

(ðèñóíîê 4.9).

Òàêèì îáðàçîì, ðèñóíêè 4.8 è 4.9 ïîêàçûâàþò äâå ðàçíûå äèíàìèêè ïðè•

îáðåò¼ííîãî èììóííîãî îòâåòà äëÿ îäíîãî è òîãî æå âðîæäåííîãî èììóííîãî
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Ðèñóíîê 4.9 � ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ âðîæäåííîãî è ïðè•

îáðåò¼ííîãî èììóííûõ îòâåòîâ (4.10)-(4.21). Îïèñàíèå ýòîãî ðèñóíêà ñîâïàäàåò

ñ îïèñàíèåì, óêàçàííûì íà ðèñóíêå 4.8. Ýòî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïî•

êàçûâàåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû â óñëîâèÿõ íåýôôåêòèâíîé ïðîäóêöèè àíòèòåë,

õàðàêòåðèçóåìîé çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà k5 = 1205:62.

îòâåòà ñ ïîðîãîâûì ïåðåõîäîì, îïðåäåëÿåìûì çíà÷åíèåì k5. Ïðè áîëüøèõ çíà•

÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà èììóííûé îòâåò óñïåøíî îñòàíàâëèâàåò èíôåêöèþ è íå

ïîçâîëÿåò åé ïðîãðåññèðîâàòü äî âûñîêèõ âèðóñíûõ êîíöåíòðàöèé. Âî âòîðîì

ñëó÷àå, ïðè íåñêîëüêî ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà ( k5), ïðèîáðåò¼í•

íûé èììóííûé îòâåò óâåëè÷èâàåò èíêóáàöèîííûé ïåðèîä, íî îñòàíàâëèâàåò

ïðîãðåññèðîâàíèå èíôåêöèè òîëüêî ïîñëå âûñîêîé "âèðóñíîé âñïûøêè". Ïîä

"âèðóñíîé âñïûøêîé"çäåñü è äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ðåçêèé ðîñò âèðóñíîé íà•

ãðóçêè äî òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Íà ðèñóíêå 4.10 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè è

èíêóáàöèîííîãî ïåðèîäà îò ïàðàìåòðà k5, õàðàêòåðèçóþùåãî ñêîðîñòü âûðàáîò•

êè àíòèòåë. Ðàññìîòðèì òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè.

Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðàk5 ñ î÷åíü
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à) á)
Ðèñóíîê 4.10 � ×èñëåííûå îöåíêè ïîâåäåíèÿ âèðóñà â çàâèñèìîñòè îò ñêîðî•

ñòè ñåêðåöèè àíòèòåëk5. Âåðòèêàëüíûå ëèíèè-ýòî çíà÷åíèÿ k5, ïðè êîòîðûõ

àíòèòåëà íå äîïóñêàþò ðàçâèòèÿ âèðóñíîé èíôåêöèè, ïðåäîòâðàùàÿ ïîÿâëåíèå

ïèêîâ ñ âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé âèðóñà. à) Ìàêñèìàëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà.

á) Èíêóáàöèîííûé ïåðèîä.

ðàçíûì ïîâåäåíèåì ñèñòåìû íèæå èëè âûøå íåãî (íàïðèìåð, k5 = 1205:63

äëÿ V(0) = 1 :495� 105). Åñëè ñêîðîñòü âûðàáîòêè àíòèòåë íèæå êðèòè÷åñêî•

ãî çíà÷åíèÿ, òî ìàêñèìàëüíàÿ âèðóñíàÿ íàãðóçêà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì

ýòîãî ïàðàìåòðà. Ýòîò, êàçàëîñü áû, ïàðàäîêñàëüíûé ðåçóëüòàò îáúÿñíÿåòñÿ

òåì ôàêòîì, ÷òî àíòèòåëà íå ìîãóò îñòàíîâèòü ïðîãðåññèðîâàíèå èíôåêöèè, íî

óâåëè÷èâàþò èíêóáàöèîííûé ïåðèîä. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ìàê•

ñèìàëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè (ðèñóíîê 4.9). Åñëè ñêîðîñòü âûðàáîòêè àíòèòåë

ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî àíòèòåëà îñòàíàâëèâàþò ïðîãðåññèðîâà•

íèå èíôåêöèè è âñïûøêè âèðóñíîé íàãðóçêè íå íàáëþäàåòñÿ (ðèñóíîê 4.8).

Óâåëè÷åíèå íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè óìåíüøàåò èíêóáàöèîííûé

ïåðèîä è, êàê ñëåäñòâèå, óìåíüøàåò ìàêñèìàëüíóþ âèðóñíóþ íàãðóçêó. Êðèòè•

÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðàk5 óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì íà÷àëüíîé âèðóñíîé

íàãðóçêè.
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4.3 Ìîäåëèðîâàíèå öèòîêèíîâîãî øòîðìà

Â äàííîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûçâàííîãî âè•

ðóñíîé èíôåêöèåé öèòîêèíîâîãî øòîðìà. Íà ïðèìåðå íîâîé êîðîíàâèðóñíîé

èíôåêöèè ïðîâåäåí àíàëèç. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà è ê äðóãèì âè•

ðóñíûì èíôåêöèÿì.

4.3.1 Ìîäåëü öèòîêèíîâîãî øòîðìà, âîçíèêàþùåãî â êà÷åñòâå

îòâåòà íà âèðóñíóþ èíôåêöèþ

Ãèïåðöèòîêèíåìèÿ (öèòîêèíîâûé øòîðì) - ôèçèîëîãè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ

÷åëîâå÷åñêîãî îðãàíèçìà, êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ èçáûòî÷íîé ñòèìóëÿöèåé

âðîæäåííîé èììóííîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà ïðè ïîìîùè âîñïàëèòåëüíûõ öèòî•

êèíîâ.

Ðèñóíîê 4.11 � Äèàãðàììà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âîñïàëèòåëüíûìè öèòîêèíà•

ìè è âðîæäåííîé èììóííîé ñèñòåìîé.
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Ïðè çàðàæåíèè ðåñïèðàòîðíûìè âèðóñíûìè èíôåêöèÿìè ñèíòåç èí•

òåðôåðîíà ( I ) ñòèìóëèðóåòñÿ èíôèöèðîâàííûìè àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèìè è

èíôèöèðîâàííûìè ýïèòåëèàëüíûìè êëåòêàìè ñ öåëüþ îðãàíèçàöèè ïåðâè÷íîé

ëèíèè çàùèòû ïðîòèâ èíôåêöèè (ðèñ. 4.11). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èíòåðôå•

ðîí çàïóñêàåò ãåíåðàöèþ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ( S), à èìåííî - IL-1,

IL-2, IL-6, IL-7, IL-10, IP-10, MCP1, MIP1� è ÔÍÎ [116; 117]. Êðîìå òîãî,

ñåêðåöèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ñòèìóëèðóåòñÿ ìàêðî•

ôàãàìè âñëåäñòâèå ïðèñóòñòâèÿ âèðèîíîâ.

Óïîìÿíóòûå ñåêðåòèðóåìûå ïðîâîñïàëèòåëüíûå öèòîêèíû îòâå÷àþò çà

ïðîëèôåðàöèþ äðóãèõ êëåòîê èììóííîé ñèñòåìû. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìàêðîôàãè,

íàèâíûå Ò- è Â-ëèìôîöèòû ( C), äåíäðèòíûå êëåòêè, ñïîñîáñòâóþùèå âûäåëå•

íèþ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ( S). Îäíàêî, äèñáàëàíñ èììóííîãî îòâåòà

ãðîçèò ïîâëå÷ü çà ñîáîé èçáûòî÷íóþ ãåíåðàöèþ âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ

[118]. ×ðåçìåðíàÿ ðåàêöèÿ âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà íåñåò ðèñê îïàñíûõ

è íåæåëàòåëüíûõ îñëîæíåíèé. Íà ðèñóíêå 4.11 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà âçàèìîäåé•

ñòâèÿ ìåæäó èììóííûìè êëåòêàìè è öèòîêèíàìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.22) � (4.28), îïèñûâàþùóþ âîçäåéñòâèå

âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ âî âðåìÿ ðàáîòû âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà:

dE
dt

= k1(E0 � E) � k2EV; (4.22)

dEv

dt
= k2EV � � 1Ev; (4.23)

dC
dt

=
r1S

1 + r2S
+ k3(C0 � C) � k4CV; (4.24)

dCv

dt
= k4CV � � 2Cv; (4.25)

dV
dt

= f (I )Ev � � 3V; (4.26)

dI
dt

= g(V)(Cv + � Ev) � � 4I; (4.27)

dS
dt

=
r3S

1 + r4S
C + p(V;I ) � � SS; (4.28)
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ãäå

f (I ) =
f 0

1 + f 1I
; g(V) = g0e� g1V ; p(V;I ) =

p1V
1 + p2V + p3I

:

Ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìà èññëåäóåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì íà÷àëü•

íûõ óñëîâèé è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â òàáëèöàõ 1, 3 è 4 (ïðèëîæåíèå

À.2). Â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà èññëåäóåòñÿ ÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñèñòå•

ìû â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèõ êëåòîê

C ïðè îäèíàêîâîé íà÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêå ( V(0) = 2 :6� 105). Îñîáåííîñòè

öèòîêèíîâîãî øòîðìà ó÷òåíû â óðàâíåíèÿõ (4.24) è (4.28), ñàìà ìîäåëü öèòî•

êèíîâîãî øòîðìà ïîñòðîåíà íà îñíîâå ìîäåëè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà

ðàçäåëà 4.1. Ïðîâîñïàëèòåëüíûå öèòîêèíû ñòèìóëèðóþò ïðîëèôåðàöèþ ÀÏÊ

(îñîáåííî ìàêðîôàãîâ) ñî ñêîðîñòüþ r1 è r2, ó÷òåííîé â ïåðâîì ÷ëåíå ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.24). Ñòèìóëÿöèÿ ñåêðåöèè ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ

÷åðåç àíòèãåíïðåçåíòèðóþùèå êëåòêè îïèñûâàåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì óðàâíåíèÿ

(4.28). Âòîðîé ÷ëåí óðàâíåíèÿ p(V;I ) ïðåäóñìàòðèâàåò íàñûùàþùóþ çàâèñè•

ìîñòü ñêîðîñòè âûðàáîòêè öèòîêèíîâ â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè âèðóñà,

ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü îò êîíöåíòðàöèè èíòåðôåðîíà.

Òðåòèé ÷ëåí óðàâíåíèÿ îòâå÷àåò çà äåãðàäàöèþ öèòîêèíîâ ñ óäåëüíîé ñêîðî•

ñòüþ � S. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîæíî íàéòè

â òàáëèöàõ 1, 3 è 4. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü óñëîâèÿ âîç•

íèêíîâåíèÿ öèòîêèíîâîãî øòîðìà.

4.3.2 Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå

Äëÿ àíàëèçà ÿâëåíèÿ öèòîêèíîâîãî øòîðìà íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

èç óðàâíåíèÿ (4.22)-(4.28) ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðè

èññëåäîâàíèè ìîäåëè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà:
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E =
k1E0

k1 + k2V
; Ev =

k1k2E0V
� 1(k1 + k2V)

;

C =
k3C0(1 + r2S) + r1S
(k3 + k4V)(1 + r2S)

; Cv =
k4V(k3C0(1 + r2S) + r1S)

� 2(k3 + k4V)(1 + r2S)
:

Ïîäñòàâèâ â (4.26) - (4.28):

dV
dt

= f (I )
k1k2E0V

� 1(k1 + k2V)
� � 3V; (4.29)

dI
dt

= V g(V)
�

k4(k3C0(1 + r2S) + r1S)
� 2(k3 + k4V)(1 + r2S)

+ �
k1k2E0

� 1(k1 + k2V)

�
� � 4I; (4.30)

dS
dt

=
r3S

1 + r4S

�
k3C0(1 + r2S) + r1S
(k3 + k4V)(1 + r2S)

�
+ p(V;I ) � � SS; (4.31)

èç (4.31) ñëåäóåò

� SS =
r3S(k3C0(1 + r2S) + r1S)

(1 + r4S)(1 + r2S)(k3 + k4V)
+ p(V;I ): (4.32)

Àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì (4.32), íà÷íåì ñî

ñëó÷àÿp(V;I ) = 0 . Òàê êàê ìîäåëü öèòîêèíîâîãî øòîðìà ïîñòðîåíà íà îñíîâå

ìîäåëè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà, âñå ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåò•

ðàì ìîäåëè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà è ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Ïóñòü V � êîíñòàíòà. Çíà÷èò, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé r1; r2; r3; r4 è

� S, ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (4.32) ñóùåñòâóþò òðè ñëó÷àÿ ìîíî- è áèñòàáèëü•

íîñòè ïðè p(V;I ) = 0 :

� Îäíà ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (ðèñ. 4.12, b). Ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè âñåõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ðèñ. 4.12, e).

� Äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (ðèñ. 4.12, c). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ ê

ñòàöèîíàðíîé òî÷êå S2 = 14:811ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ S,

â òîì ÷èñëå è äëÿ ìàëûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé (ðèñ. 4.12, f). Ïðè ýòîì

ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà S1 = 0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

� Òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (ðèñ. 4.12, a). Ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ê ïåð•

âîé èëè òðåòüåé ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

S(0). Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå ìåíüøå çíà÷åíèÿ âòîðîé ñòàöèîíàðíîé
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Ðèñóíîê 4.12 � Ðåøåíèå (4.32). Ïåðâûé ðÿä - ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ïðè óñëî•

âèè p(V;I ) = 0 . Âòîðîé ðÿä - ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ê óñòîé÷èâûì ñòàöèîíàðíûì

òî÷êàì (a), (b), (c) ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Âàðüèðîâàíèå ïàðà•

ìåòðîâ: (a), (d) - r1 = 3; r2 = 0:1; r3 = 1; r4 = 0:1; � S = 0:25; (b), (e) -

r1 = 3; r2 = 0:1; r3 = 1; r4 = 0:1; � S = 0:3; (c), (f) - r1 = 1:4; r2 = 0:8; r3 =

1; r4 = 0:5; � S = 0:01.

òî÷êè (çåëåíàÿ ëèíèÿ S2 = 6:53), òî ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê ïåðâîé ñòàöèî•

íàðíîé òî÷êå S1 = 0. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèå

ñõîäèòñÿ ê òðåòüåé ñòàöèîíàðíîé òî÷êåS3 = 13:35 (ðèñ. 4.12, d).

4.3.3 Äèíàìèêà öèòîêèíîâîãî øòîðìà

Äàëåå ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïðè p(V; I ) > 0. Â

ýòîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ ÿâëåíèå öèòîêèíîâîãî øòîðìà ïðè ïîìîùè èññëåäîâà•

íèÿ äèíàìèêè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (4.22)-(4.28), èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ îá

îïðåäåëåííîé íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè âèðóñà ( V(0) = 2 :6 � 105). Â ðàìêàõ ÷èñ•

ëåííîãî èññëåäîâàíèÿ áóäåò âàðüèðîâàòüñÿ êîíöåíòðàöèÿ êëåòîê èììóííîãî
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îòâåòà C, îòâå÷àþùèõ çà ïðîèçâîäñòâî âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ. Óñòàíîâ•

ëåíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò îäíó èëè äâå óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, â

çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (ðèñ. 4.13 è 4.14).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V è I - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, èç

(4.32) è ðèñ. 4.12 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ïðèíèìàþò

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò íóëÿ.

� Ìîíîñòàáèëüíîñòü ñèñòåìû ñ ïðîâîñïàëèòåëüíûìè öèòîêè•

íàìè. Ðåøåíèå (4.28) (ñîîòâåòñòâóåò ïðîâîñïàëèòåëüíûì öèòîêèíàì)

ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ. Èçìåíåíèå íà•

÷àëüíîé âèðóñíîé íàãðóçêè îêàçûâàåò âëèÿíèå íà âðåìÿ ñõîäèìîñòè

ðåøåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ. Âûáðàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

r1 = 1:4; r2 = 0:8; r3 = 1; r4 = 0:5; � S = 0:01; p1 = 0:4; p2 = 10; p3 =

0:2. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.13. Êðàñíàÿ ïðÿìàÿ ïîêàçûâàåò ñõî•

äèìîñòü êîíöåíòðàöèè ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ê ñòàöèîíàðíîìó

çíà÷åíèþ.

Ðèñóíîê 4.13 � Ñëåâà: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.32) ïðè íàëè÷èè åäèíñòâåííîé ñòà•

öèîíàðíîé òî÷êè. Ñïðàâà: ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèÿ (4.22)-(4.28).

� Áèñòàáèëüíîñòü ñèñòåìû ñ ïðîâîñïàëèòåëüíûìè öèòîêèíàìè.

Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ òðè ïîëîæèòåëüíûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Íà•

÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ S(0) = 0 , ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ íåèíôèöèðîâàííûõ äåíäðèòíûõ êëåòîê è

ìàêðîôàãîâ. Âûáðàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ r1 = 3; r2 = 0:1; r3 =
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1; r4 = 0:1; � S = 0:25; p1 = 0:4; p2 = 10; p3 = 0:2. Ðåçóëüòàò

ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.14. Ñ ó÷åòîì âûáðàííîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ,

S(t) ñõîäèòñÿ ê ïåðâîìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ S1 = 0:2 (öåíòðàëü•

íûé ãðàôèê). Åñëè íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ èçìåíÿåòñÿ ( C(0) = 103),

òî êîíöåíòðàöèÿ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ S ñõîäèòñÿ ê òðåòüåìó

ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ S3 = 14:208(ïðàâûé ãðàôèê). Íåîáõîäèìî çà•

ìåòèòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå C(0) = 103 èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè

âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà.

Ðèñóíîê 4.14 � Ñëåâà: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.32) â ñëó÷àå áèñòàáèëüíîñòè. Â

öåíòðå: ñõîäèìîñòü êîíöåíòðàöèè ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ê ïåðâîìó ñòà•

öèîíàðíîìó çíà÷åíèþ ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè C(0) = 0 . Ñïðàâà: ñõîäèìîñòü

êîíöåíòðàöèè ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ê òðåòüåìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷å•

íèþ ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè C(0) = 103.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè p1 2 (0; 1:78] íàáëþäàåòñÿ áèñòàáèëüíûé

ñëó÷àé. Âìåñòå ñ òåì, ïðèp1 2 (0; 1:59] êîíöåíòðàöèÿ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòî•

êèíîâ S ñòðåìèòñÿ ê ïåðâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Åñëè p1 2 [1:6; 1:78], òî S(t)

ñõîäèòñÿ ê òðåòüåé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè

ìàêðîôàãîâ C. Çäåñü, ïðè èñïîëüçîâàíèè çíà÷åíèé èç òàáëèö 1 è 3, êîíöåíòðà•

öèÿ ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ áûñòðî äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåòüåé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Åñëè óìåíüøèòük4 = 10� 6, òî

S(t) ñíà÷àëà äîñòèãíåò ïåðâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (ñ íèçêîé êîíöåíòðàöèåé

ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ), à çàòåì äîñòèãíåò òðåòüåé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
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(ñ âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé ïðîâîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ). Ðåçóëüòàòû ÷èñëåí•

íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.22)-(4.28) ïðè k4 = 10� 6 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.15.

Ïðîäåëàííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî öèòîêèíîâûé øòîðì

ìîæåò âîçíèêàòü ñðàçó, à ìîæåò è íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ áîëåçíè.

Ðèñóíîê 4.15 � ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.22)-(4.28). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

óêàçàíû â ïðèëîæåíèÿõ 1 è 3, çà èñêëþ÷åíèåì k4 = 10� 6. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

óêàçàíû â ïðèëîæåíèè 4. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå V(0) = 1 :5 � 105.

4.3.4 Âîñïàëèòåëüíàÿ ñìåðòü êëåòîê

Ãèáåëü êëåòîê ìîæåò áûòü ñïðîâîöèðîâàíà âîñïàëèòåëüíûìè öèòîêèíà•

ìè, ÷òî ïîâëå÷åò çà ñîáîé óñèëåíèå âûðàáîòêè âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ [119].

Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, êîòîðàÿ ìîæåò

âëèÿòü íà ðàçâèòèå öèòîêèíîâîãî øòîðìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü ýòîò ýôôåêò,



119

ìîäåëü èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà áóäåò äîïîëíåíà óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì

êîíöåíòðàöèþ êëåòîê R, ïîãèáøèõ èç-çà âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ:

dR
dt

= � a1RS + k5(R0 � R): (4.33)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè õàðàêòåðèçóåò ãèáåëü êëåòîê âñëåäñòâèå

âîñïàëåíèÿ, à âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò ïðèòîê èëè ïðîëèôåðàöèþ êëåòîê äî

ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ íîðìàëüíîãî ôèçèîëîãè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Â óðàâíåíèè,

îïèñûâàþùåì êîíöåíòðàöèþ âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ S, ñîäåðæèòñÿ äî•

ïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè âîñïàëèòåëüíûõ

öèòîêèíîâ, ñïðîâîöèðîâàííîå ãèáåëüþ êëåòîê:

dS
dt

=
r3S

1 + r4S
C + a2RS + p(V;I ) � � SS: (4.34)

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäñòâî âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ êîìïåíñèðóåò

óìåíüøåíèå êîíöåíòðàöèè âñëåäñòâèå ïîòðåáëåíèÿ êëåòêàìè. Â îñòàëüíûõ

óðàâíåíèÿõ ìîäåëè âñå ÷ëåíû íå èçìåíÿþòñÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ ðàñ•

ñìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå êëåòîê è âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ â âèäå çàêîíà

äåéñòâóþùèõ ìàññ. Ïðè ýòîì, âñå ïîñëåäóþùèå âûâîäû ñïðàâåäëèâû â ñëó÷àå

êèíåòèêè íàñûùåíèÿ S=(1 + kS) â îòíîøåíèè êîíöåíòðàöèè âîñïàëèòåëüíûõ

öèòîêèíîâ.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà V è âîñïàëè•

òåëüíûõ ìàêðîôàãîâ C ðàâíû 0. Òîãäà (4.34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

dS
dt

= a2RS � � SS: (4.35)

Çäåñü (4.34) âìåñòå ñ (4.33) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ äâóõ êîíöåí•

òðàöèé, èìåþùóþ äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: R = R0; S = 0 è R1 = � S=a2; S1 =

k5(R0 � R1)=(a1R1). Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì äâà ñëó÷àÿ:

� Åñëè � S > a 2R0, òî R1 > R 0 è S1 < 0. Òîãäà òî÷êà (R0;0) ãëî•

áàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, êðîìå òîãî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(4.33), (4.35) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñõîäÿòñÿ ê
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ýòîé òî÷êå. Êîíöåíòðàöèÿ âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ýêñïîíåíöèàëü•

íî óìåíüøàåòñÿ ïðè óñëîâèè, åñëè îíà èçíà÷àëüíî îòëè÷àëàñü îò íóëÿ.

� Åñëè � S < a 2R0, òî R1 < R 0 è S1 > 0. Òîãäà òî÷êà (R0;0) ñòàíîâèòñÿ

íåóñòîé÷èâîé, à òî÷êà (R1;S1) - óñòîé÷èâîé. Ðåøåíèå ñèñòåìû (4.33),

(4.35) ñ ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì S(0) ñõîäèòñÿ ê ýòîé óñòîé÷èâîé òî÷êå.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ãèáåëü êëåòîê èíèöèèðóåòñÿ ëþáîé íåáîëüøîé êîíöåí•

òðàöèåé âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîðìàëüíûõ ôèçèîëî•

ãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ âîñïàëèòåëüíàÿ ñìåðòü êëåòîê îòñóòñòâóåò, òî åñòü èìååì

� S > a 2R0. Îäíàêî, âî âðåìÿ âîñïàëåíèÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ îñòàþòñÿ

íåèçìåííûìè, à çíà÷èò � S > a 2R0 äàæå âî âðåìÿ çàáîëåâàíèÿ.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé è áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòà•

öèè ìîäåëè, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé (4.22)-(4.27), (4.33), (4.34). Åñëè ñèñòåìà

(4.22)-(4.28) (ñëó÷àé áåç âîñïàëèòåëüíîé ñìåðòè êëåòîê) îïèñûâàåò öèòîêèíî•

âûé øòîðì, ââåäåíèå ñìåðòè êëåòîê îò âîñïàëåíèÿ óâåëè÷èâàåò öèòîêèíîâûé

øòîðì çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîé âûðàáîòêè öèòîêèíîâ. Åñëè ñèñòåìà (4.22)-(4.28)

îïèñûâàåò íîðìàëüíóþ âîñïàëèòåëüíóþ ðåàêöèþ, òî äîïîëíèòåëüíîå ïðîèçâîä•

ñòâî öèòîêèíîâ èç-çà ãèáåëè êëåòîê ìîæåò ïîâëå÷ü öèòîêèíîâûé øòîðì.

Îäíàêî, åñëè èíôåêöèÿ âûâîäèòñÿ èç îðãàíèçìà è ïðîâîñïàëèòåëüíûå

ìàêðîôàãè èñ÷åçàþò, òî êîíöåíòðàöèÿ âîñïàëèòåëüíûõ öèòîêèíîâ ñòàíåò

ñíèæàòüñÿ, ÷òî íå ïîçâîëèò ïîääåðæèâàòü öèòîêèíîâûé øòîðì. Òî åñòü, öèòî•

êèíîâûé øòîðì ìîæåò áûòü óñèëåí âñëåäñòâèå âîñïàëèòåëüíîé ãèáåëè êëåòîê,

îäíàêî âîñïàëèòåëüíàÿ ãèáåëü êëåòîê íå ìîæåò èíèöèèðîâàòü öèòîêèíîâûé

øòîðì áåç ó÷àñòèÿ âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà.

4.4 Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè ê ïàðàìåòðàì

Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäðàçäåëà ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè ê

èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ ñ öåëüþ ðàíæèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî ñòåïåíè âëèÿíèÿ
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íà ïîâåäåíèå ìîäåëè. Â ðàìêàõ ïðîäåëàííîãî àíàëèçà êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ

âàðüèðîâàëñÿ íà� 20%, öåëåâîé íàáëþäàåìîé õàðàêòåðèñòèêîé âûñòóïèëà ìàê•

ñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âèðóñà, ïî èçìåíåíèþ öåëåâîé õàðàêòåðèñòèêè áûëè

ðàññ÷èòàíû êîýôôèöèåíòû ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ðèñ. 4.16). Êîíòðîëüíûé íàáîð

ïàðàìåòðîâ óêàçàí â òàáëèöàõ 1, 3 è 4. Äëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

âèðóñíîé íàãðóçêè ðàâíî V(0) = 28 � 104 (êîïèé/ìë). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè öè•

òîêèíîâîãî øòîðìà èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå k4 = 10� 6 äåíü� 1(êîïèé/ìë) � 1.

Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ íà � 10% äàëî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñ íåçíà÷è•

òåëüíûìè îòêëîíåíèÿìè.

Äëÿ ìîäåëè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà (ðèñ. 4.16, ñëåâà) óâåëè÷å•

íèå g1 (âëèÿíèå âèðóñà íà âûðàáîòêó èíòåðôåðîíà) è f 0 (ñêîðîñòü ðåïëèêàöèè

âèðóñà) óâåëè÷èâàåò ìàêñèìàëüíóþ êîíöåíòðàöèþ âèðóñà â îðãàíèçìå, êîýô•

ôèöèåíòû ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè ýòîì èìåþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Óâåëè÷åíèå

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ � 1 (ñêîðîñòü ãèáåëè èíôèöèðîâàííûõ ýïèòåëèàëüíûõ êëå•

òîê), � 3 (ñêîðîñòü ýëèìèíàöèè âèðóñà), g0 (ñêîðîñòü ñèíòåçà èíòåðôåðîíà) è f 1

(âëèÿíèå èíòåðôåðîíà íà âûðàáîòêó âèðóñà) âëå÷åò çà ñîáîé óìåíüøåíèå ìàê•

ñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè âèðóñà. Ìåíüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò óâåëè÷åíèå � 4

(ñêîðîñòü äåãðàäàöèè èíòåðôåðîíà),k4 (ñêîðîñòü çàðàæåíèÿ âèðóñîì äåíäðèò•

íûõ êëåòîê è ìàêðîôàãîâ) è � (îòíîñèòåëüíàÿ àêòèâíîñòü èíôèöèðîâàííûõ

ýïèòåëèàëüíûõ êëåòîê ïðè ñåêðåöèè èíòåðôåðîíà). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïàðàìåò•

ðû k3, k1, � 2 è k2 íå âëèÿþò íà ìàêñèìàëüíóþ êîíöåíòðàöèþ âèðóñà.

Äëÿ ìîäåëè öèòîêèíîâîãî øòîðìà (ðèñ. 4.16, ñïðàâà) âñå êîýôôèöèåíòû

÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîêàçûâàþò çíà÷åíèÿ ïðèìåðíî íà 25% ìåíüøå, ÷åì äëÿ

ìîäåëè âðîæäåííîãî èììóííîãî îòâåòà. Áîëüøå âñåãî âëèÿþò íà ìîäåëü f 0

(ñêîðîñòü ðåïëèêàöèè âèðóñà),g1 (âëèÿíèå âèðóñà íà âûðàáîòêó èíòåðôåðîíà)

è � 4 (ñêîðîñòü äåãðàäàöèè èíòåðôåðîíà). Êîíñòàíòû � 1, � 3, g0, f 1 è � îêàçû•

âàþò èíãèáèðóþùåå âëèÿíèå. Êîíñòàíòû k4 (ñêîðîñòü çàðàæåíèÿ äåíäðèòíûõ

êëåòîê è ìàêðîôàãîâ) è � 2 (ãèáåëü èíôèöèðîâàííûõ äåíäðèòíûõ êëåòîê è

ìàêðîôàãîâ) íå âëèÿþò íà ìàêñèìàëüíóþ êîíöåíòðàöèþ âèðóñà. ×óâñòâèòåëü•

íîñòü ìîäåëè ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà k2 (ñêîðîñòü çàðàæåíèÿ ýïèòåëèàëüíûõ
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