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Общая характеристика работы

Настоящая работа посвящена разработке и исследованию методов учета
особенностей от распределенных источников при численном решении уравне­
ния диффузии, а также численному решению уравнения диффузии в высококон­
трастных средах. В работе предложены два метода, первый из которых позволяет
учитывать особенности решения, порожденные распределенными источниками,
при расчете уравнения диффузии. Второй метод позволяет эффективно решать
линейные системы, возникающие в результате дискретизации уравнения диффу­
зии в задачах с высококонтрастными средами.

Актуальность работы. В настоящее время математическое моделирова­
ние процессов, описываемых уравнением диффузии, является важным разделом
прикладной математики. Такими процессами являются, например, многофазные
течения в пористых средах, распространение тепла, а также многие другие. В ре­
альных задачах достаточно часто возникают ситуации, в которых наличие раз­
личных особенностей решения или коэффициентов задачи затрудняет получение
приближенного решения с приемлемой точностью.

Целью данной работы является разработка и исследование методов, поз­
воляющих учитывать особенности среды или решения при расчете уравнения
диффузии. Первый из предложенных подходов позволяет учитывать произволь­
ную особенность решения при дискретизации потока в методе конечных объе­
мов. Идея подхода состоит в том, чтобы, при наличии аналитического описания
особенности, непосредственно ввести его в дискретизацию. В диссертационной
работе данная идея применена для корректного учета распределенных источни­
ков (нагнетательных и эксплуатационных скважин), произвольным образом пе­
ресекающих ячейки расчетной сетки.

Второй подход, разработанный и исследованный в диссертационной ра­
боте, связан с моделированием диффузионных процессов в средах с высоко­
контрастными включениями. Он заключается в построении предобуславливате­
ля, использование которого в итерационных методах исключает зависимость их
скорости сходимости от скачков коэффициента диффузии. При дополнительных
ограничениях, таких как отсутствие общей границы у включений с контрастным
коэффициентом диффузии, метод обеспечивает эффективное распараллеливание
процесса предобуславливания.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Разработать метод конечных объемов приближенного решения уравне­
ния диффузии с учетом особенностей от распределенных источников
(скважин), обладающий вторым порядком аппроксимации.

2. Разработать и исследовать параллельный метод для приближенного ре­
шения задачи диффузии в средах с высококонтрастными включениями.

Научная новизна. В работе были получены следующие результаты:
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1. Впервые был предложен метод учета произвольной аналитической
функции особенности в методе конечных объемов при учете особенно­
стей от распределенных источников (скважин) в задачах диффузии.

2. Впервые был предложен блочно­двухуровневый предобуславливатель,
который обеспечивает независимость скорости сходимости от скачков
коэффициента диффузии.

Теоретическая значимость работы состоит в описании схемы нелиней­
ной коррекции для учета особенностей решения от распределенных источников,
а также описании и анализе метода построения блочно­двухуровневого предобу­
славливателя для итерационного решения систем линейных уравнений, порож­
даемых дискретизациями уравнения диффузии для высококонтрастных сред. В
рамках описания схемы предложен механизм учета особенностей при дискрети­
зации потока, а также схема расчета потока из скважины в расчетную область.
Для анализа предобуславливателя были доказаны теоремы о независимости ско­
рости сходимости итерационного процесса с его использованием от скачка ко­
эффициентов для шарового тензора в уравнении диффузии.

Практическая значимость работы заключается в применении схемы
нелинейной коррекции для дискретизации потока в методе конечных объемов
и блочно­двухуровневого предобуславливателя для линейных систем, возника­
ющих в задаче диффузии с сильно контрастными коэффициентами. В рамках
исследования схемы нелинейной коррекции были проведены эксперименты для
различных вариантов функции коррекции и различных физических параметров
задачи фильтрации. В рамках исследования предобуславливателя были проведе­
ны численные эксперименты, подтверждающие теоретические выкладки, а так­
же было проведено исследование параллельных свойств предобуславливателя и
подтверждена эффективная параллелизация процесса предобуславливания.

Основные положения, выносимые на защиту. Основной результат ра­
боты — предложены и исследованы подходы для учета особенности от распре­
деленных источников, а также расчета задач с сильно контрастными средами.

В частности:
1. Предложен и численно исследован метод конечных объемов для при­

ближенного решения уравнения диффузии на многогранных сетках,
учитывающий особенности от распределенных источников.

2. Предложена модель взаимодействия распределенного источника (сква­
жины) и содержащей его ячейки сетки.

3. Предложен блочно­двухуровневый предобуславливатель с проектора­
ми, который обеспечивает независимость скорости сходимости от скач­
ков коэффициента диффузии и экспериментально подтверждено отсут­
ствие роста числа итераций при возрастании скачка коэффициента диф­
фузии.

4. Разработана параллельная реализация блочно­двухуровневого предобу­
славливателя и проведено его сравнение с предобуславливателями AS­
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ILU(k, q), AS­ILU2(τ , q), а также алгебраическим многосеточным пре­
добуславливателем.

5. Численные реализации разработанных методов внедрены в программ­
ную платформу INMOST.

Апробация работы.Основные результаты работы докладывались на российско­
немецком семинаре “German­Russian Workshop on Mathematical Modelling in
Medicine and Geophysics” в 2016 году, международных конференциях “ECMOR”
и “FVCA8 2017” в 2017 году, на “Всероссийской конференции­школе моло­
дых исследователей Абрау­Дюрсо” в 2017 году, на международной конференции
“Russian Supercompiting Days” в 2018 году, на третьем и пятом международных
семинарах “Numerical Methods and Applications in Earth and Life Science” в го­
роде Сьон в 2017 и 2019 годах, а также на семинаре в Институте прикладной
математики им. М.В. Келдыша Российской академии наук и на семинаре в Вы­
числительном центре имени А. А. Дородницына Российской академии наук.

Публикации автора по теме диссертации: основные результаты по теме
диссертации опубликованы в 6 статьях и сборниках тезисов и трудов конферен­
ций [1–6], 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК [1–3], и 4
проиндексированы в международных системах цитирования Web of Science и
Scopus [1, 2, 5, 6].

Личный вклад. Автором разработаны и исследованы методы учета осо­
бенностей от распределенных источников в задаче диффузии. Для метода по­
строения предобуславливателя были проведены численные эксперименты, под­
тверждающие теоретические выкладки.

В работах [1–3] автором был предложен метод учета аналитической осо­
бенности от распределенных источников при численном расчете уравнения диф­
фузии.

В работах [4] [5] и [6] автором был реализован блочно­двухуровневый пре­
добуславливатель для итерационного решения линейных систем, возникающих
в задаче диффузии с высококонтрастными средами. Также были исследованы
свойства предобуславливателя и проведено его сравнение c другими типами пре­
добуславливателей.

Объём и структура работы диссертационной работы.
Диссертация состоит из введения, двух глав и заключения. Полный объём

диссертации составляет 94 страницы, включая 23 рисунка и 24 таблицы. Список
литературы содержит 93 наименования.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в
рамках диссертационной работы, сформулированы ее цели и задачи, описана
структура диссертации.
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В первой главе предлагается, описывается и численно исследуется метод
учета особенностей решения от распределенного источника в уравнении диффу­
зии.

В разделе 1.1 кратко дается постановка задачи и описание метода конечных
объемов. В разделе 1.2 кратко описывается нелинейная монотонная двухточеч­
ная схема дискретизации потока для метода конечных объемов на многогранных
сетках, дается описание подхода построения и применения триплетов. Подход, в
котором конормаль раскладывается на сумму нескольких векторов, был исполь­
зован для создания схемы, предложенной в данной работе.

В разделе 1.3 описывается схема нелинейной коррекции для дискретиза­
ции потока в методе конечных объемов. Для построения схемы рассматривается
некоторая окрестность вокруг распределенного источника (скважины) и делает­
ся предположение, что вокруг каждой грани в его окрестности решение предста­
вимо в виде линейной части и нелинейной поправки:

pT = a x+ b y + c z + d︸ ︷︷ ︸
plin

+ e F (x,y,z)︸ ︷︷ ︸
pF

, (1)

где F (x,y,z) — функция, описывающая сингулярность, которая зависит от осо­
бенностей постановки задачи, таких как изотропность или анизотропность тен­
зора диффузии.

В таком случае разложение (1) можно использовать при определении по­
тока через грань ячейки f :

−
∫
f

(D∇pT ) · nf dS

= −
∫
f

(D∇plin) · nf dS −
∫
f

(D∇pF) · nfdS

= −
∫
f

D
(

a

b
c

)
· nfdS − e

∫
f

(D∇F (x,y,z)) · nfdS

= al1 + bl2 + cl3 + el4.

Интегралы для l1, l2 и l3 могут быть вычислены аналитически. Для вычис­
ления коэффициента l4 необходимо использовать численное интегрирование. В
настоящей работе была использована кубатурная формула 13­го порядка. Для
восстановления коэффициентов a,b,c,e используется подход, в котором вместо
триплета для нелинейной монотонной двухточечной схемы вводится новый на­
бор из четырех векторов, называемый квадруплетом. В этом случае при построе­
нии приближения выбираются четыре соседние точки колокации, используя ко­
торые можно построить разложение потока на несколько компонент. Для опи­
сания схемы разложения рассмотрим две ячейки T+ и T−, соседствующие че­
рез грань f . Обозначим барицентры этих ячеек x+ и x−. Точки xi составляют
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квадруплет, а соответствующие давления в этих точках обозначены pi = p(xi)
и p+ = p(x+). Предположим, что представление (1) с коэффициентами a, b, c, e
верно для каждой точки в квадруплете. Тогда, вычитая значения давления в цен­
тре ячейки T+ из значения в точках колокации и объединяя уравнения в систему,
можно получить:


p1 − p+
p2 − p+
p3 − p+
p4 − p+

 =


x1 − x+ y1 − y+ z1 − z+ F1 − F+

x2 − x+ y2 − y+ z2 − z+ F2 − F+

x3 − x+ y3 − y+ z3 − z+ F3 − F+

x4 − x+ y4 − y+ z4 − z+ F4 − F+


︸ ︷︷ ︸

Q


a

b

c

e

 = Q


a

b

c

e

 ,

(2)
где F∗ := F (x∗,y∗,z∗). Отметим, что поиск точек колокации для квадруплета
производится таким образом, чтобы детерминант матрицыQ был отличен от ну­
ля и максимален по модулю. В случае, если такой квадруплет не был найден при
обходе окрестных барицетров, в область поиска добавляются центры граней и,
если необходимо, центры ребер.

Решая систему (2), получим коэффициенты a+, b+, c+, e+ для ячейки T+:

a+ =
∑
j

(pj − p+)m1,j , b+ =
∑
j

(pj − p+)m2,j ,

c+ =
∑
j

(pj − p+)m3,j , e+ =
∑
j

(pj − p+)m4,j ,

гдеmi,j — элементы обратной матрицыM = Q−1. Таким же образом строится
аппроксимация для потока из ячейки T−. Окончательная аппроксимация потоков
получается при сложении q+ и q−:

qf = µ+

(∑
j

k+j (pj − p+)
)

− µ−

(∑
j′

k−j′(pj′ − p−)
)
.

В настоящей работе были выбраны коэффициенты µ+ = µ− = 1/2.
В подразделе 1.3.1 кратко описывается модель Писмана, являющаяся од­

ной из классических моделей учета скважины в ячейке. В подразделе 1.3.2 приво­
дится альтернативная схема учета скважины в ячейке. Эта схема учета строится
на подходе, описанном в разделе 1.3. Для корректного ее применения на сква­
жине вводятся дополнительные степени свободы, связанные с забойным давле­
нием на скважине, как показано на Рисунке 1, и при использовании этих степеней
свободы для каждой грани в ячейке со скважиной строится квадруплет, аппрок­
симирующий часть потока из скважины в ячейку.
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Рисунок 1 —Шаблоны для расчета давления по схеме нелинейной коррекции
(справа) и дополнительный шаблон для взаимодействия между ячейкой и

скважиной (слева).

В этом случае поток из скважины в ячейку может быть выписан в виде суммы
по граням fi

frh =
∑
fi

[(∑
l

k+l (pl − pw)
)]

.

Раздел 1.4 посвящен описанию различных вариантов функции особенно­
сти, используемых для нелинейной коррекции, в зависимости от условий зада­
чи. В подразделе 1.4.1 рассматривается функция особенности для изотропного
случая. В подразделе 1.4.2 описывается функция особенности для анизотропно­
го случая. Для этого приводится решение для задачи диффузии в случае изоли­
рованной скважины в эллиптических координатах. Далее обосновывается воз­
можность использования такого приближения для бесконечной равномерно пер­
форированной (идеальной) скважины в случае произвольного тензора диффу­
зии. В подразделе 1.4.3 рассматривается функция особенности, применимая для
частично перфорированных скважин, а также приводится процедура получения
этой функции.

В разделе 1.5 дается описание численных экспериментов, в которых была
исследована схема нелинейной коррекции дискретизации потоков для метода ко­
нечных объемов. Реализация данной схемы была выполнена в рамках программ­
ной платформы INMOST. Для каждого эксперимента было подобрано аналити­
ческое решение, с которым производилось сравнение. Во всех экспериментах
были использованы две схемы дискретизации потока для метода конечных объе­
мов — нелинейная монотонная двухточечная схема (НМД­схема) и схема нели­
нейной коррекции (НК­схема). Для учета скважины использовались три различ­
ных подхода. Для НМД­схемы при учете скважины использовалась или форму­
ла Писмана, или же известный поток аналитического решения. Для НК­схемы
использовался или метод из подраздела 1.3.2, или известный поток аналитиче­
ского решения учитывался также как источник. Для граничных условий были
использованы условия непротекания на верхней и нижней границах, и условия
Дирихле, взятые из следа аналитического решения на боковых границах.
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Вподразделе 1.5.1 приводится эксперимент с треугольно–призматическими
сетками, в которых ячейки сетки имеют выраженную анизотропию. В этом
эксперименте рассматривается псевдодвумерная область с одним слоем тре­
угольных призм. Тензор диффузии был выбран изотропным, поэтому функция
коррекции была использована из подраздела 1.5.1. Результаты экспериментов
показали, что НК­схема достаточно точно воспроизводит аналитическое реше­
ние, и L2­норма ошибки решения для НК­схемы меньше L2­нормы ошибки
решения для НМД­схемы на 4­5 порядков. В подразделе 1.5.2 описан анало­
гичный эксперимент для расчетной сетки, состоящей из шестигранных ячеек,
полученных из прямоугольных призм путем сдвижки вершин на небольшую
случайную величину в плоскости xOy. Результаты экспериментов также по­
казали точное воспроизведение аналитического решения при использовании
сочетания НК­схемы и представленного подхода для учета скважин. В под­
разделе 1.5.3 рассматривался эксперимент со скважиной, сдвинутой из центра
ячейки на некоторое расстояние. В первой части раздела рассматривалась сетка
из прямоугольных параллелепипедов. В этом случае было проведено сравнение
как НК­схемы с НМД­схемой, так и схемы Писмана с новым подходом для учета
скважины. Во второй части раздела представлен аналогичный эксперимент на
сетке, состоящей из шестиугольных призм. Результаты расчета в обеих частях
эксперимента показывают, что как для НК­схемы, так и для нового подхода для
учета скважин L2­нормы ошибок на 3­4 порядка меньше, чем для НМД­схемы
в сочетании с методом Писмана. В подразделе 1.5.4 рассмотрен эксперимент с
анизотропным тензором. Сетка была использована та же, что и в эксперименте
из подраздела 1.5.2. Были рассмотрены различные отношения между компонен­
тами тензора dx и dy от 10 до 10000. Результаты экспериментов показывают,
что при использовании соответствующего решения, схема нелинейной кор­
рекции также остается гораздо более точной, нежели нелинейная монотонная
двухточечная схема.

В подразделе 1.5.5 рассматривается полностью трехмерная задача с на­
клонной скважиной. Была выбрана сетка, состоящая из нескольких слоев пря­
моугольных параллелепипедов. Рассмотрены варианты как изотропного, так и
анизотропного тензора диффузии, а также различные углы наклона скважины.
Отметим, что при наклонной скважине были использованы граничные условия
Дирихле на всей границе области. Результаты экспериментов хорошо согласуют­
ся с результатами из предыдущих разделов и показывают намного более точное
воспроизведение решения при применения НК­схемы в сочетании с новым под­
ходом для учета скважин.

В подразделе 1.5.6 описан эксперимент для частично перфорированной
скважины. Тензор диффузии был выбран изотропным, сетка была взята из
предыдущего подраздела. Результаты экспериментов также показывают значи­
тельно большую точность НК­схемы по сравнению с НМД­схемой.

В подразделе 1.5.7 рассматривается эксперимент с двумя скважинами. Рас­
четная псевдодвумерная область имеет прямоугольную форму с длинной сторо­

9



ной в два раза больше, чем короткая, а расчетная сетка состоит из прямоуголь­
ных параллелепипедов. Скважины расположены в центах квадратов, на которые
можно разбить область. Тензор диффузии является изотропным. В этом экспе­
рименте в качестве функции для описания особенности была взята функция из
подраздела 1.4.1, аналитическое решение задавалось формулой

p =
q1 ln r1
2πdhw

+
q2 ln r2
2πdhw

+ C.

Для задания константы C было зафиксировано давление в точке между сква­
жинами. Так как схему нелинейной коррекции невозможно применить во
всей области, для каждой скважины был определен радиус, в котором во­
круг скважины была использована схема нелинейной коррекции. Радиусы
были выбраны так, чтобы подобласти не пересекались, а за их пределами
использовалась НМД­схема. Результаты экспериментов показывают, что при­
менение схемы нелинейной коррекции повышает точность решения. В Таб­
лице 1 приведены L2 нормы ошибок решения для данного эксперимента, а
на Рисунке 2 изображены функции ошибки на сетке для НК­ и НМД­схем.

Рисунок 2 — Относительные ошибки для решения НМД­схемы и метода
Писмана (сверху) и для НК­схемы (снизу) в логарифмической шкале. Сетка

размером 134× 67× 1.
В подразделе 1.5.8 исследуется ошибка решения в зависимости от радиуса
применения схемы нелинейной коррекции. Исследование проводилось на псев­
додвумерной прямоугольной области из предыдущего подраздела. Результаты
исследования показали, что даже при радуисе в 3­4 раза больше, чем линей­
ный размер одной ячейки, L2­норма ошибки продолжает оставаться достаточно
малой.
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h L2
НМД,А L2

НК,А L2
НМД,Писман L2

НК
100 /33 1.2e­2 2.8e­5 1.2e­2 2.8e­5
100 /67 5.1e­3 7.0e­6 5.2e­3 7.6e­6
100 /99 3.1e­3 3.2e­6 3.1e­3 3.1e­6

Таблица 1 — Ошибки решения для НК­ и НМД­схемы для случая двух скважин.
В подразделе 1.6 кратко представлены выводы первой главы.
Во второй главе описан метод построения предобуславливателя для зада­

чи диффузии с высококонтрастными включениями.
В разделе 2.1 приводится дифференциальная формулировка задачи диффу­

зии, а также ее вариационная и слабая постановки. Описывается также смешан­
ная формулировка задачи диффузии и для нее приводятся дифференциальная,
вариационная и слабая постановки.

В разделе 2.2 описывается смешанный метод конечных элементов, а так­
же описывается система линейных алгебраических уравнений, получаемая при
дискретизации уравнения диффузии этим методом. В работе были использованы
методы Равьяра­Тома RT0 и метод PWCF (piecewise constant fluxes), предложен­
ный Ю.А. Кузнецовым. В разделе 2.3 осуществляется переход от смешанной к
смешанной гибридной постановке, дается ее дифференциальная и слабая форму­
лировки, вводятся соответствующие функциональные пространства. Далее вы­
писывается алгебраическая система уравнений, получаемая при дискретизации
приведенными методами:

Ã

up
λ

 =

0
F
0

 , Ã =

M̃ B̃T CT

B̃ −Σ 0
C 0 0

 .
Далее описывается процедура конденсации, состоящая в исключении степеней
свободы, связанных с потоками через грани:

S̃

[
p

λ

]
=

[
−F
0

]
с симметричной матрицей

S̃ =

[
S̃pp S̃pλ

S̃λp S̃λλ

]
+

[
Σ 0
0 0

]
≡

[
B̃
C

]
M̃−1

[
B̃T CT

]
+

[
Σ 0
0 0

]
.

В разделе 2.4 рассматриваются различные варианты введения функциональных
пространств и их влияние на процедуру ассемблирования матрицы Ã. В разде­
ле 2.5 рассматривается макрогибридная формулировка, определяющая матрицу
линейной системы, как сумму матриц для подобластей Et, t = 1,m, с соответ­
ствующими матрицами ассемблирования:

Ã =

N∑
t=1

NtAtN
T
t , At =

Mt BT
t CT

t

Bt −Σt 0
Ct 0 0

 .

11



Конденсированная матрица также может быть представлена суммой матриц для
подобластей:

S̃ =

m∑
t=1

ÑtS̃tÑ T
t , S̃t =

[
B̃t

C̃t

]
M̃−1

t

[
B̃T

t C̃t

]
+Rt ≡ S̊t +Rt (3)

с соответствующими матрицами ассемблирования Ñt.
Положительно полуопределенная матрица S̊t имеет ядро, состоящее из од­

ного вектора с одинаковыми компонентами.
В разделе 2.6 приводится построение двухуровневого предобуславливате­

ля. Для этого рассматривается обобщенная проблема собственных значений:

S̊tw = λKtw. (4)

ПустьKt — диагональнаяmt ×mt матрица с положительными диагональными
элементами, где mt — размерность S̊t, 1 ⩽ t ⩽ m. Примером такой матрицы
может служить “лампированная” матрица масс из классического галеркинского
метода конечных элементов с кусочно­линейными базисными функциями (P1).
Пусть 0 = λt,1 < λt,2 ⩽ . . . ⩽ λt,mt

— собственные значения задачи (4), а
wt,1, . . . , wt,mt

наборKt­ортонормальных собственных векторов, t = 1,m. Тогда
можно выписать спектральное разложение для S̊t:

S̊t = KtWtΛtW
T
t Kt,

где Λt = diag{λt,1,λt,2, . . . , λt,mt
} и Wt = [wt,1, . . . , wt,mt

] . Для матрицы S̊t

предлагается предобуславливатель

B̊t = βt
(
Kt −Ktwt,1w

T
t,1Kt

)
,

где βt ⩾ λt,nt , например βt = dt∥K−1
t S̊t∥∞, t = 1,m, где dt — коэффициент

диффузии для данной подобласти.
В качестве предобуславливателя для матрицы S̃t, t = 1,m, из (3) выберем

Bt = B̊t +Rt,

и матрицу

B =

m∑
t=1

NtBtN T
t

в качестве предобуславливателя для матрицы S̃.
Для данного предобуславливателя доказываются две теоремы, в которых

даются оценки для спектра матрицы B−1S̃.
Пусть

αt =
λt,2
β

(5)
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и
α = min

1⩽t⩽m
αt. (6)

Тогда верно утверждение:

Теорема 1. Собственные числа матрицыB−1S̃ принадлежатотрезку [α; 1], где
величина α определена в (5) и (6). В случае шаровых тензоров D = dtI величина
α не зависит от dt, t = 1,m.

Если же на части границы задано однородное условие Дирихле, то при ис­
пользовании следующего предобуславливателя для подобласти:

Bt = βt ·Kt, βt = ||K−1
t S̊t||∞,

легко доказать, что
αt (btv, v) ⩽

(
S̃v, v

)
⩽ (Bv, v) ,

где
αt =

λt,1
βt

. (7)

Тогда справедливо следующее утверждение:

Теорема 2. В случае смешанных краевых условий Неймана/Дирихле или толь­
ко условий Дирихле собственные числа матрицы B−1S̃ принадлежат отрез­
ку [α; 1], где величина α определена в (5), (7) и (6). В случае шаровых тензоров
D = dtI величина α не зависит от dt, t = 1,m.

В разделе 2.7 описана процедура практической реализации двухуровнево­
го предобуславливателя. Для итерационного решения системы линейных урав­
нений на каждой итерации необходимо решить систему

Bu = g,

которую, учитывая структуру предобуславливателя, можно записать следующим
образом

u−K−1
∑
t

βtNtKtwt,1w
T
t,1KtN T

t u = K−1g. (8)

Если ввести новую переменную ξt = wT
t,1KtN T

t u, то уравнение (8) может быть
представлено в виде:

u−
∑
t

βtK
−1NtKtwt,1ξt = K−1g. (9)

При умножении (9) на wT
t,1KtN T

t для всех Et, t = 1,m, из уравнения (9)
можно составить новую линейную систему, называемую системой грубой сетки:
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(I −Q) ξ = ψ, (10)

где Q = {qts}— матрица грубой сетки, ψ = {ψt},

qts = wT
t,1KtN T

t βtK
−1NsKsws,1, ψt = wT

t,1KtN T
t g.

На каждом шаге необходимо решать линейную систему с этой матрицей.
В разделе 2.8 описывается новый блочно–двухуровневый предобуславли­

ватель не требующий решения системы на грубой сетке. Для его формулирова­
ния сделаем дополнительное предположение о коэффициенте диффузии. Пусть
задана скалярная величина d0 и пусть подобласти в задаче диффузии разделены
на две группы, причем коэффициенты диффузии в первой группе подобластей
удовлетворяют соотношению dt ≫ d0, k = 1,m0, а коэффициенты диффузии во
второй группы подобластей одинаковы: dt = d0, t = m0 + 1,m. Пусть также
подобласти внутри первой подгруппы не имеют общей границы между собой.

Тогда матрицу S̃ из (3) можно представить как сумму матриц S̃0 и S̃1, где

S̃1 =

m0∑
t=1

(dt − d0)NtS̃
(1)
t N T

t , (11)

S̃0 =

m∑
t=m0

NtS̃
(1)
t N T

t , (12)

S̃
(1)
t = S̃t при dt = d0. В таком случае для областей из первой группы кон­

струируется предобуславливатель способом, описанным в разделе 2.7, а для
второй группы используется диагональный предобуславливатель. Этот блочно­
диагональный предобуславливатель формулируется в виде:

B = Z +

m0∑
t=1

(dt − d0)NtBt N T
t , (13)

где Z — диагональная матрица с положительными элементами, например Z =
||K−1S̊||∞K, где K =

∑m
t=m0

NtKtN T
t . В рассмотренном случае, при ис­

пользовании процедуры применения предобуславливания, матрица грубой сетки
I − Q из (10) вырождается в диагональную матрицу. Этот факт позволяет еще
более ускорить применение предобуславливателя, исключив обмены между про­
цессорами при правильном выборе разбиения сетки.

Отметим, что при построении блочно­двухуровневого предобуславливате­
ля было использовано только одно свойство ядра матрицы S̊, которое заключает­
ся в том, что оно должно содержать только вектор с одинаковыми компонентами.
Таким свойством обладают не только матрицы, полученные при помощи дискре­
тизации смешанными методами конечных элементов, но и в некоторых случа­
ях матрицы, полученные при помощи дискретизации галеркинскими методами.
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Примером такого метода может служить дискретизация при помощи кусочно­
линейных базисных функций (P1).

В разделе 2.9 описаны численные эксперименты, проведенные для иссле­
дования свойств двухуровневого и блочно­двухуровневого предобуславливате­
лей. В подразделе 2.9.1 описаны эксперименты по сравнению двухуровневого
предобуславливателя с предобуславливателем Якоби (диагональным предобу­
славливателем). Рассматривается задача реакции–диффузии с краевыми усло­
виями Неймана в единичном квадрате, разбитом на m =

√
m ×

√
m квадрат­

ных подобластей, как показано на Рисунке 3. Предположим, что коэффициент
диффузии является константой внутри каждой подобласти Ek, т.е. Dk = dkI,
dk ≡ const > 0 в Ek, k = 1,m.

Рисунок 3 — Пример распределения коэффициентов диффузии в подобластях.

Для численных экспериментов в каждой области коэффициент диффузии
был выбран случайным образом в диапазоне от dmin ≡ 1 до величины dmax, ко­
торая является изменяющимся параметром в проведенных экспериментах. Так­
же рассмотрены различные виды коэффициента реакции: константный коэффи­
циент реакции для всей области, или случайное распределение значений этого
коэффициента.

Дискретизация задачи была построена при помощи гибридной схемы ме­
тода конечных элементов PWCF [7]. Для нахождения матриц Bt была выбра­
на диагональная “лампированная” матрица масс Kt из галеркинского метода с
кусочно­линейными базисными функциями (P1), t = 1,m. Результаты экспери­
ментов подтверждают отсутствие зависимости скорости сходимости итерацион­
ного процесса от скачка коэффициентов диффузии. В разделе 2.9.2 была взята
область с шахматным разбиением подобластей на две группы, как показано на
Рисунке 3 и к сравнению добавлен блочно­диагональный предобуславливатель,
так как в этом случае при использовании смешанного гибридного метода конеч­
ных элементов подобласти различных групп не имеют общих степеней свободы.
Остальные параметры эксперимента были оставлены теми же. Результаты экспе­
римента показывают, что блочно­двухуровневый предобуславливатель обладает
тем же свойством независимости скорости сходимости итерационного процесса
от скачка коэффициентов диффузии, что и двухуровневый предобуславливатель.
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В подразделе 2.9.3 исследуются параллельные свойства блочно­
двухуровневого предобуславливателя и проводится сравнение его с другими
предобуславливателями. Параллельная реализация предобуславливателя была
создана на базе программной платформы INMOST. В самой платформе INMOST
для сравнения был выбран предобуславливатель ILU2(τ ) с τ = 10−3. Также для
сравнения из пакета PETSc был использован предобуславливатель ILU(k) с
k = 7. В качестве схемы распараллеливания для ILU2(τ ) и ILU(k) использовал­
ся аддитивный метод Шварца с перекрытием, равным 1. Также для сравнения
был использован алгебраический многосеточный предобуславливатель в пакете
Trilinos. Количество уровней предобуславливателя было выбрано равным 5, а
пред­ и пост­сглаживание было произведено при помощи пакета Ifpack. Для
всех предобуславливателей в качестве итерационного метода решение системы
линейных уравнений был выбран метод стабилизированных бисопряженных
градиентов (BiCGstab). Для исследования была использована следующая зада­
ча: область Ω = [0,1]2, разбита на квадратные ячейки, каждая из которых в свою
очередь разбита на два треугольника. Пусть в области Ω задан шаровый тезор
диффузии D = d0I. Внутри области выделены m подобластей ωs, s = 1,m, со­
ответствующие включениям, в которых коэффициент диффузии ds существенно
больше коэффициента в остальной части области, ds ≫ d0, s = 1,m, как по­
казано на рисунке 4. Границы подобластей конформны по отношению к сетке,
введенной в области Ω. Включения не имеют общей границы друг с другом и
не соприкасаются с границей области. Подобласти с большим коэффициентом
диффузии одинаковы по размеру являются квадратами со стороной размером
n, как изображено на рисунке 4. Расстояния между этими подобластями равны
размерам подобластей. В ходе экспериментов рассматривается различный раз­
мер подобластей. В области Ω решается уравнение диффузии с однородными
граничными условиями Дирихле. Были рассмотрены различные значения m
количества включений и различные размеры включений n, и, таким образом,
различные размерности решаемой задачи NA.

Рисунок 4 — Пример распределения коэффициента диффузии в подобластях
для численного исследований параллельных свойств блочно­двухуровневого

предобуславливателя.
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Для дискретизации был использован метод конечных элементов с кусочно­
линейными базисными функциями (P1). В рассматриваемом случае, учитывая,
что включения не касаются друг друга и границы расчетной области, можно ис­
пользовать описанную выше процедуру построения предобуславливателя, так
как локальные матрицы для включений обладают всеми свойствами, необходи­
мыми для построения блочно­двухуровневого предобуславливателя. В рамках
данного подраздела экспериментальные исследования состоят из двух частей.
В первой части было подтверждено теоретическое утверждение о независимо­
сти скорости сходимости итерационного процесса от скачка коэффициентов и
проведено сравнение времени решения системы с тремя другими технология­
ми предобуславливания. Было показано, что при увеличении размера включения
n блочно­двухуровневый предобуславливатель становится наиболее быстрым и
эффективным для данной задачи, как демонстрируют результаты в таблице 2

preconditioner #iter Time Tit
PETSc ILU(7) ds = 104 3641 449.99 0.12358
Trilinos AMG 92 34.41 0.37402

INMOST ILU2(10−3) 322 74.85 0.2324
BDP 2609 165.9 0.06358

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 1517 189.21 0.12472
Trilinos AMG 76 28.57 0.37592

INMOST ILU2(10−3) 206 63.98 0.31058
BDP 2996 192.85 0.06436

PETSc ILU(7) ds = 106 3996 495.52 0.12400
Trilinos AMG 518 189.17 0.36519

INMOST ILU2(10−3) 1441 278.21 0.19306
BDP 1839 117.47 0.06387

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 106] 3871 368.87 0.09529
Trilinos AMG 544 105.23 0.19343

INMOST ILU2(10−3) 492 80.80 0.16422
BDP 2539 76.18 0.0300

Таблица 2 — Количество подобластей m = 128 × 128, размер подобласти n = 8 × 8,
количество неизвестныхNA = 4190209. Tit —время одной итерации, Time
— общее время решения системы.

Во второй части исследования было проведено исследование зависимо­
сти скорости сходимости от количества процессоров Nproc = 1,2, . . . ,64 для
различных предобуславливателей. Результаты расчетов показывают, что блочно­
двухуровневый предобуславливатель в данном эксперименте является одним из
самых быстрых методов предобуславливания и также показывает одно из наи­
лучших ускорений. Ввиду его блочно­диагональной структуры и независимости
скорости сходимости итерационного метода от роста количества процессоров,
он показывает высокую параллельную эффективность при минимальном време­
ни на одну итерацию.

В заключении перечисляются основные результаты работы.
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